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�	 �
�� ���� 	��-�.� �	��� 	���� �0�
���	 
	����	� 9����� ������� ���:�

����� �	���� 
����������

4�� ������ �� ���	���� �� ���-�� ������� H ���
����� ������ ������ ��3	�� �����#
�����	� ,���
��� �	� ������� ��,����� �	� ��������� ��� ����,��� 	����	�
���� �������� ���� ������� ������� I �	����
�� ��� "���,��� ����� ��
��	� �	�
��� $������	� ��
�	�7��� 4�� "���,��� ����� ��
��	� �� 3��� �	������ ,� ���	�
� � ������ ��,�,������
 ����� �	� ���	 ,� ���	� � � ��������	 ����� ����#
��� J �����	�� ���  �	���
 ����
��� ��,���� ��-� �- �� 
�	 ,� ���� � ��3	� �
,���
��� �������!� -��.�� ���	 ����
 ����
���� ,�� ���� ����� �	����� ��� ����
	���� � ��� "���,��� ����� ��
��	�� �	� �����	�� �	 �������� ���� ��!��  �	���

����
���� ������� K ���
����� �- ����
 ����
��� ��������� 
�	 ��.� ��!�	#
���� � ��������
 ������ ��������	�� �	� �����	�� �	 ������ ��� /��������
 ����

����
��� ��������� 5	 ������� M� -� ��������� ��� ���� ������� � ���� -�.
�	� ����	� ������ ������
� ����
��	��



+ �&����� $' �����	������
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����� ��� ��� ��������� �	� ������	�
����
�� �,�� ��� ������� � ���� ����� ,� �� ��	���� �� ����,��� � �0��	� ���
�����
�,����� � ��� ������� ������ 9���� �� ����
���� ��� 
��� -��	 ��� ������� ��� �	 ���
��� � ������,����� ����:� �	� 
���
�� � ���!� �� ������!�	� ������� �	� ��������
��� �����
� � ��� ��,���� 5	 ���� 
������� -� ��
��� ������ ����� 
	������� �	
��� ���������� �	� ���� �	 ���� ������� ��3	� ��� ��������� � �����#�����	� ��,����
� �	������ �� ���� -�.� �	� �����	� ��� ������	� ����,��� ��3	���	��

��� ����� ��$!����!�

"�����,���� ������ ����� ������� 
�	��� ����� ��3	���	� ���	� �- ,���
 �,����
#
��	�� ��
����� �	� 
���	�
���	 
��		���� 5	 ��� ���-�	�� -� �����	� ���

��	 -��� � ������	� ����� �,����
��	��

����� ������� �����

8� 
����
������ ��
����� �

���	� � ��� 
�������� ��	
��	�����	 ����
��� ���
� �������� �	������	 ������� �	� ��
��� ���,�������

��������	��	�� � ���' �

���	� � ��	
��	�����	 ����
��� ��
����� 
�	 ,�
�	��������� � ��	���������� 5� ��
����� ��� ���	
��	��� ���	 ����� �� 	 ,�	�
	 ��� ���� 	�
������ � �0�
��� � ����� �� 
	������ �� ��
����� ��� ��	
��	���
����� �0���� � .	-	 ,�	� 	 ����� ������!� ������ ���� ��� �� ��� .	-	 ,�	���
	��,�� � ����� ��.�	 ,� �	� ��
���� �!��� ���� ��
��� ��.�� �� ����� 	� �����
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4������� ���� -�.� -� 
	����� ���� ��
����� ��� ���	
��	��� �	� � ��������
��� �����	����	� -� ������ ��� �0����	
� � � ���
���� ��,�� 
�
.� �!�	 �����
��
����� � 	� ��!� �

��� � ��� 4�� ��	�� � ��� 
�
.<� ��
.� �� ��� ��� � 	������
	��,����

���� �* *�	����' ��!���� ���� � ������� ��!� ,��	 �	����
�� �	 ��� ����������
9��� R���+*� �
�+IS �� ,���� ���!���:� 8� 
	
�	����� 	 �- ���� � �������� ���
���������� ���� �	� ��� ������������� ����� 5	 ��� 
����#��� ����� 	
� �
��
��� ��� 
������� �� 	�!�� ��
!���� 5� � ��
��� p �� �,�� � �0�
��� ��7����� ��
� 
�����	 ���� τ 9����� p ��� 	� ���� �	��� ���� τ: -� ��� ���� p �� �� �� ���� τ �
/����-���� -� ��� ���� p �� ���� �� ���� τ � � ��
��� ���� 	�!�� 
������ 9����� �� ��
��-��� ��: �� �������� �	� � ��
��� ���� �� 	� 
���
� �� �����	�

5	 ��� 
����#��
!�� ����� � ��
��� p �� 
�����3�� �

���	� � ��� ,���!��� 
	#

��	�	� �������� �� ����	���� �� p 	�!�� 
������� ���������	��� �� p 
������ �� �����
	
�� ,�� ����� �� � ���� ����� -��
� p �� �����	�	��� ��� ���������	����� �� �����
�� � ���� ����� -��
� p �� �����	�	��� �-	� �	� �������� �� p 
������ �	� ��
!���
�	3	����� ��	� ����� R/ �+L� ��4+OS� ��
��� p �� ���� �� �� �� ������ ��-���#�� �
�!�	������#��� �	� ��� �� �� �� ���������	����� � ��������� ��� ����� � �������
���� �� ������ ��
����� ���� �0�
��� ��,������ �
��	� 9����� 	 ��U�	��	� ������:�
8� ������� ������ ���� ��
����� ���� �	����	��	����

+���� ����' 4���� ��� �- -��� � ������	� ��
����� ���� 
���� �	� ��
!��
�

���	� � -��� �����	� � ����� �
�� ����� ����� ��
!���	� ��� � 
����� ��
�����

�	 ������ 9*: ����� ��� ����� ���� ��� ,���� ��� 
���� 9����� ��
����� 	�� ��!�
�������� �����	:� � 9H: �����,�� ��� ����� ���� ���� � � ���� � ��� ,���� ��� 
����
9����� ��
����� ��!� ������ �������:� (!�	 �� � ��
��� ��� ���,�� ������� �� �� -���
� ��� �� �����	��� ��	
� �

����	� ���,�� ������ �� ��� �0��	��!� ���	 �

����	�
!������ ������

+���� ��' 8� �����	����� ,��-��	 � ������ ��� � ��
������ �	� � �	����� ���
� ��
������ � �����
 ��� �� 
����� � n ��
����� Π = {p1, p2, . . . , pn}� �	� ����

	3������	 	�!�� 
��	��� �������� ��� �0�
���	� �	!������� �� � ������ ���
� ��	���
 ��� � ��
������ ���	 �� �- ��A���	� ����� ����	� ��� �0�
���	� ���
������ ��� ,� 
����� � �����	
� ���� � ��
������ ��!���� �!�	�� ��� ������� �

��	�� �	 ��� 
����	� ��� � ��
����� �� ���� ��� �� ��	���
 9����� � 	�- ��
���  ����
��� ��
����� ���� ��� ���� � ��� 
����	� ���:�

+���� ����� 	�  �� ���	,�' ��
��� ����� ������ �	 ��� ���������� 
�	
,� ��3	�� ,� 
�,�	�	� ��� ���������� �����	��� �,!� 9��� 4�,�� H�*:�

���� M1 ��� ,��	 
	������� ,� ��!���� ������ R)'�OK� �4+M� �
�+LS� 4��
���	���� ������	� �	 ��!�� � ���� M1 �� ���� �� ��!���� � ������!��� ������
�����-�. � �������� ����� ������,���� ���������� 6-�!��� �	 ���
��
�� �
�	��#
�� �� ��
.� G�0�,����� ��	
� 	
� � ��
��� ��� 
������� �� �� 	� ���-�� � ��
!��
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���
� ���
��

���
� �	�� 	� ������ ��	���� ����� ��	���� ���

M1 ����
���	� � �����

M2 ����
���	� � ������

M3 ����
����	��� �	����� �����

M4 ����
����	��� ������ �����

4�,�� H�*� ��
��� �����

� ,� �����
�� ,� �	���� ��
���� 4��� ���-,�
. �� 	� -�� � �	���� !��
��
,� ��� ���� ������ ���� M2 -�� �	����
�� ,� 5��� R�%OLS�� 5� ��� 	� ������
��
����� � ��
!�� ,�� �� ���-� � ��
��� ���� ��� ,��	 �0
����� ��� � !��- �
��	 ��� ���� ��
����� -��� � 	�- ���	��3
���	� -��
� �� � -�� ��	� ��� ��,���
�	
�	����� �	 ���� M1� 5	 5���� -��	 � 	�- ��
��� ��	� � !��-� �� ��
��!�� ���
����� ��� ��
����� �	 ���� !��- 9����� ��� �������� ���� ��
����� ��!� ��
��!��
�	 ��� !��-:� /	�� ��
�	� ������� ��!� 
	������� ��� 
����#��
!�� ���� -���
���	
��	�� ��
������ ���� M3 ��� ,��	 
	������� �	 R��4+OS� �	� ���� M4

�	 R/ �+L� 6�$+L� ��4+OS�

����� ������������ �	����� �����

����	�
���	 
��		��� 
�	 ,� 
����
������� �

���	� � ����	�� �����,������ �	�
�����	� ���������� ����� ��	� �	� ������ 	 ��
� 	� � ����� ���������� -� ��3	�
send(m) �	� receive(m) �� ��� �������!�� ��
����� ��� � 
���	�
���� �������
m �� ��.�	 ��� � ��� M � -��
� ��� �������� ,��	�� 8��	 � ��
��� p �	!.��
V��	�W -��� � ������� m �� � ���������� -� ��� ���� p ����� m� �	� -��	 � ��
���
q �����	� ��� ��� �0�
���	 � V��
��!�W -��� � ������� m �� � ���������� -� ���
���� q �������� m�

�	�	�%  �� ���	�' 4���	� ��������� ��� ������� � �����	���� 	 ���	������	
������ � ��������� -��
� 
�	 ,� ,�	��� � �	,�	���� 4��� -�. ������� ����

���	�
���	 ������ ��� �	,�	����

(��	��	�	��  �� ���	�' 4- 
����
��������	� � 
���	�
���	 
��		��� �

��#
�	� � �����,����� ��������� ��� !������� 
������� R���4+MS �	� "�����!������� �����
���� R��4+LS� $����,�� ���		��� ������� ��� ���-�	� ����������

2�� ��������3 5� ��
��� q ��
��!�� ������� m ��� p� ���	 p ��	�� m � q�

2�� 	����������3 ��
��� q ��
��!�� m ��� p �� ��� 	
��

2�� ����3 5� p ��	�� m � q� �	� q �� 
���
�� ���	 q �!�	������ ��
��!�� m�

�"� "�
�� ����	�� �	�� ��	 ����	� ������
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P����#$����,�� ���		��� ��� ���
�3�� ,� �����
�	� ��� 1 '�� ������� � $����,��
���		��� ,� ��� ���-�	� ��������

25����6�� ����3 5� p ��	�� m � q� �	� p �	� q ��� 
���
�� ���	 q �!�	������
��
��!�� m�

P����#$����,�� ���		��� ��3	� -��.�� 
	�����	�� ���	 $����,�� ���		���� ���� ���
�	� �0�
���	 ���� �����3�� $����,�� ���		��� ���������� ��� �����3�� P����#$����,��
���������� �-�!��� ��� 
	����� �� 	� ����� )����� H�* ��-� �	 �0�
���	 �	!�!�	�
��
����� p �	� q ���� �����3�� ��� 7����#	 ��� �������� ,�� ��� 	� ������� ���
	 ��� �������� 5	 )����� H�*� ������� m �� 	�!�� ��
��!�� ,� ��
��� q�

p

q

send(m)

m is lost

p crashes

)����� H�*� P����#$����,�� ���		���

�����	�%  �� ���	�' $����,�� �	� P����#$����,�� ���		��� �����	���� 
�	 ,�
�����	��� -��� �����	� ���������� 4- �����
���� �����	� ��������� ��� ##�
������ �	� ������ ������ )5)/ ���� �� ��3	�� �� ��-	 	�0��

2���� ��	��3 5� p ��	�� m � q ,���� ��	��	� m′ � q� ���	 q ��� 	�
��
��!� m′ ,���� m�

������ ���� �� ��3	�� ,���� 	 '�����<� �����	�� ,���� ������	 → R'��LOS�
'�� a� b� �	� c ,� �!�	�� �	 � ������,���� ������� 4�� ������	 a→ b 9����� a �����	�
,���� b: ���� �� �	� 	�� �� 9*: a �	� b ��� �!�	�� �	 ��� ���� ��
��� �	� a 

�����
,���� b� � 9H: a �� ��� �!�	� � ��	��	� � ������� m �	 � ��
��� �	� b �� ��� �!�	�
� ��
���� � ������� m �	 �	���� ��
���� � 9I: ����� �0���� �	 �!�	� c ��
� ����
a→ c� �	� c→ b� ������ ���� �� ��3	�� �� ���-��

2������ ��	��3 5� m �	� m′ ��� �- �������� ��
��!�� ,� ��� ��
��� p�
�	� send(m)→ send(m′)� ���	 receive(m)→ receive(m′) �	 p�

)������ H�H �	� H�I ����
� )5)/ �	� ������ ���		���� ������ ���		��� ��� ���	���
���	 )5)/ ���		���� ���� ��� ������ ���		��� ������!� )5)/ ����� 4�� �0�
���	�
�	 )������ H�H �	� H�I ������� ,�� $����,�� ���		��� �	� P����#$����,�� ���
�3
�#
��	��
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send(m) send(m’)p

q
receive(m’)receive(m)

)����� H�H� )5)/ ���		���

send(m’’)

send(m) send(m’)

receive(m’)

p

q

r
receive(m) receive(m’’)

)����� H�I� ������ ���		���

����� �����	������ ������

���	
��	�� ������� ��� ������� ,� ���	
��	�� ��
����� ���� 
���	�
���
������ 
��		��� -��� �	,�	��� ���	������	 ������� ���	
��	�� ������� ��#
3	� � !��� ��	���� ����� �	� ��!���� ������,����� ������� ��!� ,��	 ,���� 	 �����
5	 R)'�OKS� �� ��� ,��	 ��-	 ���� �	��	��� 9��� ��
��	 H�H: �� 	� ��!�,�� �	
���	
��	�� ������� ��,��
� � 
����#��� �������� 9���� M1:� 5�����,����� ��#
����� ��!� ��� ,��	 �����	��� �� ���	
��	�� ������� -��� � ��	���
 ��� � ��#

����� R�64��+MS 9���� M2:� �	� ���	
��	�� ������� -��� ��
����� ���� 
�	

���� �	� ��
!�� R��4+OS 9����� M3 �	� M4:� 4�� ������ ������ ��3	�� ��	����
,�	�� �� ��!�	� �	��	��� -��	 ��
�����< ����� �� !������ �	� ���,���

�����  ������ !������

4 
��
��!�	� ��� #�������$	����%������� ������������	 ������ R)'�OKS 9)'� ��
����:� ���	
��	�� ������� -��� � �����
 ��� � 
����#��� ��
����� ��!� ,��	
�����	��� -��� ������� ����
��� R�4+MS� (�
� ��
��� p �	 Π ��� �

��� � � �
��
������� ����
�� ����� Dp ���� ��!���� 9����,�� �	
���
�: �	������	 �,�� ���
��
����� ���� ��� �����
��� � ��!� 
������� � ������� ����
�� ��� ��.� �����.���
���� ��� 9*: �� ��� �����
� � ��
��� ���� ��� 	� ������ � 9H: 	�!�� �����
� �
��
��� ���� ��� ������� )������ ����
��� ��!� ,��	 
�����3�� �

���	� � �������	
�	� ������������ ��������� -��
� 
����
������ ��� �����.�� ���� 
�	 ��.� R�4+MS�
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������ �� �����	�	���
�����
��� ,� �!��� 
���
� ��
����

� '��( 
�����������& �!�	������ �!��� ��
��� ���� 
������ �� �����	�	���
�����
��� ,� ��� 
���
� ��
����

"������.' 4���� ��� ��� �

���
� ����������

� ������ �������	& 	 ��
��� �� �����
��� ,���� �� 
�������

� '��( �������	& ��� 
���
� ��
��� �� 	�!�� �����
����

� )������� ������ �������	& ����� �� � ���� ����� -��
� 
���
� ��
����� ���
	� �����
��� ,� �	� 
���
� ��
����

� )������� '��( �������	& ����� �� � ���� ����� -��
� ��� 
���
� ��
��� ��
	�!�� �����
��� ,� �	� 
���
� ��
����

4�,�� H�H ���������� ��� 
������ � ������� ����
���� 4������� ���� -�.� -� � 	�

	����� �	� ������� ����
�� �	 �����
����� 	�!���������� -� ������ ���� ��� ������
�� �����	��� -��� ������� ����
��� � ���� �	��	��� 
�	 ,� ��!��� ���!���
�������� J �	� K 	��� � ������� ����
�� ���� �����	���� ���	� �������	��� 9�����
�

���
� �� 	� ����!�	�:�

��������

�����
�
�
�� ���	��  ��� !��������� ���	�� !���������  ���

���	�� ������� �����	 
�������� ������� 
�������� �����	

P S �P �S
 ��� ��� 
�������� ���

Q W �Q �W

4�,�� H�H� )������ ����
��� 
������

5� ��� ,��	 ��-	 �	 R�64+MS ���� �W �� ��� -��.��� ������� ����
�� � ��!�
�	��	��� �	 ���	
��	�� ������� ��,��
� � 
����#��� ��������� �	� R�4+MS ��-�
���� �	� ��!�	 ������� ����
�� D ���� �����3�� -��. 
������	��� 
�	 ,� ����
��
�	� � ������� ����
�� D′ ���� �����3�� ���	� 
������	���� ���� ��� �S �	� �W ���
�7��!���	��

4�� -�.� �����	��� �	 R��4+O� / �+LS ����3	� ������� ����
��� �	 ���	
��	��
������� -���� ��
����� 
�	 
���� �	� ��
!��� 5	 ���� ������� -� 
	
�	����� 	
������� ����
��� �	 ��� 
����#��� �����

����" ������	��# ���� ��� ��������

8��	 ���
����	� ������,���� ���
��� �� �� ������	� � 
����
������ ��� 	��	�
� ��������� ��	� �	� ��,���� 5	 ��� ���-�	�� -� ��!��� ��3	���	� �� �����
����� �	 ��� 
	��0� � ���	
��	�� ��
����� �	 ��� 
����#��� ����� -��
� �� ���



%'%' �����6�������� #���	����� ��	 !�����	 7�����
� $(

���� 
	������� �	 �������� I �	� J� ������� H �� ,���� 	 � �������� ���
�3

� ����,����� �	����
�� �	 ��
��	 H�I�

�	 ��������� A �� � 
���
��	 � n �������	����
 �������� 	� ��� ��
���� �	�

�������	 ��
���� �	 ����� � A� 5	 ��� 
����#��� ����� �	 ��
� ����� � ��
���
����
���� 9*: ��
��!�� � 9����,�� �����: ������� ���� -�� ��	� � ��� 9H: 7������
��� ������� ����
�� ������ 9I: ���3�� ��� ������ �	� 9J: ��� ��	� � ������� � �
��	��� ��
��� R�4+MS�

5	�������� � ��� R � A ��3	�� � 9����,�� �	3	���: ��7��	
� � ����� � A� 4���� ��
� 
��� ������	 ,��-��	 ������ ������ ���������� �	� ��,����� �	 ���� � ������
���� M �������	�� ��� ��� � ��	� ���� �	 �������� A 
�	 ����
� �	 M � �	� �
������� ���
�3
���	 P 9� ������ � ��,���: �� ��3	�� �� ��7������	�� 	 ���� �
��	��

��� %����&������!� ���������� �!� ������� ������ �

5	 ���� ��
��	� -� ��3	� $����,�� ����
���� ����
 ����
���� �	��	���� �	�
1	#��
.�	� ����
 �������	� �	 ���	
��	�� ������� -��� ��
����� ����

���� �	� ���� 4�� 1	#��
.�	� ����
 �������	� ��3	���	 ������� �������
���� ��� ������ �� �����	��� -��� ������� ����
���� 4�� �,����
��	� �����	��� �	
���� ��
��	 ��� ��� ,���� �� ��� -�. ��!����� �	 �������� I� J� �	� K�

����� �������� $�������

$����,�� ����
��� �� ��3	�� ,� ��� �������!�� !����������(m) �	� !��������(m)�
-��
� ������� ��� ���-�	� ��������� R64+IS�

28���	��.3 5� � 
���
� ��
��� $#,���
���� � ������� m� ���	 �� �!�	������
$#����!��� m�

2"����
���3 5� � 
���
� ��
��� $#����!��� � ������� m� ���	 ��� 
���
�
��
����� �!�	������ $#����!�� m�

2 ����
 ��������.3 )� �!��� ������� m� �!��� ��
��� $#����!��� m ��
��� 	
�� �	� 	�� �� m -�� ���!����� $#,���
��� ,� ������(m)�

$#,���
��� �	� $#����!�� ��� ,� ,���� !�� P����#$����,�� ���		���� -��
� A��
-��.�� �����	���� ���	 $����,�� ����
��� 9��� )����� H�J:� 5	 ��� 
����#��� �����
$����,�� ����
��� 
�	 ,� ��!�� ,� ��� ���-�	� ��������� �������	� � n−1 ��
���

������ R�4+MS� 8��	�!�� � ��
��� p -�	�� � $#,���
��� � ������� m� p ��	�� m
� ��� ��
������ /	
� � ��
��� q ��
��!�� m� �� q �= p ���	 q ��	�� m � ��� ��
������
�	�� �	 �	� 
���� q $#����!��� m 9��� ��� ����	��0 �� � �������� �����	����	 � ����
��������:�



$) �&����� %' �.���
 /�	��� ��	 0���������

Application

Reliable
Broadcast

Channels
Quasi-Reliable

send(m)

R-broadcast(m) R-deliver(m)

receive(m)

)����� H�J� ����	�
���	 �,����
��	

����� ����� $�������

����
 ����
��� �� ��3	�� ,� ��� �������!�� �����������(m) �	� ���������(m)� 5	
������	 � ��� ��������� � $����,�� ����
���� ����
 ����
��� �����3�� ��� �����
����� ������� R64+IS�

2����� ��	��3 5� �- 
���
� ��
����� p �	� q �#����!�� �- �������� m
�	� m′� ���	 p �#����!��� m ,���� m′ �� �	� 	�� �� q �#����!��� m ,���� m′�

4�� ���� ���� �	��
�� 	 ��� �#����!�� �� �������	��� ,� ��� ������	 ≺� 4���� ��
������� m �� �#����!���� ,���� ������� m′� ���	 ���������(m) ≺ ���������(m′)�

���	��� ��3	���	� � $����,�� �	� ����
 ����
��� 
�	 ,� ,���	�� ,� �����	�#
�	� ��� ��������� ���!����� �����	��� -��� )5)/ �	� ������ /���� 
	�����	���
4�� �������	� ��3	���	� ��� )5)/ ����
��� 9)5)/ /���� X $����,�� ����
���:�
������ ����
��� 9������ /���� X $����,�� ����
���:� )5)/ ����
 ����
���
9)5)/ /���� X ����
 ����
���:� �	� ������ ����
 ����
��� 9������ /����
X ����
 ����
���:� )����� H�K ����
�� ��� ������	���� ��	� ,���
��� �����#
��!�� R64+IS�

����� ���������

�	��	��� �� ��3	�� ,� ��� �������!�� �������(v)� �	� ������(v)� -��
� ������� ���
���-�	� ����������

2���
�������3 (!��� 
���
� ��
��� �!�	������ ��
���� ��� !�����

2 ����
 ��������.3 (!��� ��
��� ��
���� �� ��� 	
��

2"����
���3 1 �- 
���
� ��
����� ��
��� ��A���	����

2 ����
 ����	��.3 5� � ��
��� ��
���� v� ���	 v -�� ������ ,� ���
��
����



%'%' �����6�������� #���	����� ��	 !�����	 7�����
� $*

FIFO
Broadcast

Reliable
Broadcast

Causal
Broadcast

Atomic
Broadcast

Total Order

Total Order

Total Order

FIFO Atomic
Broadcast

Causal Atomic
Broadcast

FIFO Order

Causal Order

FIFO Order

Causal Order

)����� H�K� $�����	���� ��	� ,���
��� �������!��

�	��	��� 
�	 ,� ��!�� �	 
����#��� ���	
��	�� ������� �����	��� -��� �������
����
���� 5	 R�4+MS ��� ������ �����	� �- ��������� ���� ��!� �	��	���� /	�
���� � ������� ����
�� � 
���� S �	� �������� f < n ��������� �	� ��� ���� ����
� ������� ����
�� � 
���� �S �	� �������� f < n/2 ��������� �	���� ��������
���� ��!�� �	��	��� �	 ��� 
����#��� ���� ���	� � ������� ����
�� � 
���� �S
�� ��� (���� �	��	��� �������� R�
�+LS� 4�� (���� �	��	��� �������� ��������
f < n/2 �������� �	� � � 
�����	 �0��	�� �� ��� �>
��	� ���	 ��� �������� ,����
	 �S ������ �	 R�4+MS� 4�� �	��	��� �������� �����	��� �	 R�4+MS ���	� �
������� ����
�� � 
���� �S� �	� ��� (���� �	��	��� �������� ��� �����	��� �	 ���
����	��0�

�	��	��� �	� ����
 ����
��� ��!� ,��	 ��-	 �	 ��� ���������� � ,� �7��!���	�
�	 ��� 
����#��� ���� R�4+MS� 4�� �7��!���	
� ������ ,���
���� ������ ���� ����

����
��� 
�	 ,� ����
�� � �	��	��� 9��� ��� ����	��0:� �	� �	��	��� 
�	
,� ����
�� � ����
 ����
���� 4�� �	��	��� � ����
 ����
��� ����
��	

	����� �	 ��!�	� �������(v) �0�
��� �����������(v)� �	� ������(v) 

����	� �����
��� 3��� ���������(v)�

����� %��&$���'��� ����� ��������

1	#��
.�	� ����
 �������	� �� ��3	�� ,� ��� �������!�� �
�����(v) �	� �
�
������(v)� v ∈ {commit, abort}� -��
� �	���� ��� ���-�	� ����������

2 ����
 "����
���3 1 �- �����
���	�� ��#��
��� ��A���	����

2 ����
 8���	��.3 5� � ��
��� ��#��
���� commit� ���	 ��� ��
����� ��!�
!��� commit�

2���
�������3 (!��� 
���
� ��
��� �!�	������ ��#��
�����

2���6���������.3 5� ��� ��
����� !�� commit� �	� ����� �� 	 �������� ���	
�!��� 
���
� ��
��� �!�	������ ��#��
���� commit�



$+ �&����� %' �.���
 /�	��� ��	 0���������

1	#��
.�	� ����
 �������	� ��� ,��	 ��-	 � ,� �	��!�,�� �	 ���	
��	��
������� ��,��
� � 
���� ��������� �!�	 �� �����	��� -��� ������� ����
��� � ��� 
����
�P � S R ��+KS� 6-�!��� � -��.�� !����	 � ����
 ����� 91	#��
.�	�
8��. ����
 �����: 
�	 ,� ����
�,�� � �	��	���� 1	#��
.�	� 8��. ����

����� �����
�� ��� ���!����� ��3	�� 1	#4��!������ ������� ,� ��� ���-�	��

29��: ���6���������.3 5� ��� ��
����� !�� commit� �	� 	 ��
��� �� �!��
�����
���� ���	 �!��� 
���
� ��
��� �!�	������ ��#��
���� commit�

��" �������� ��$!����!�

5	 ���� ��
��	� -� ������� ��3	� ���	��
��	� �	� ��������� �����	� ��� ��5" ���	�#
�
��	 ���������� �	� ���
��� ���� ��������	� ������� ���
����� -��� ����,�����
)���� ��3	���	� � ���	��
��	� �	� �������� -��� ,� ������ � ��!� �����
����
����,���� ���
�� 
���
��

����� ����������� ��� (�������

5	�������� � ���	��
��	 �� � ��� � ����,��� ������	� ���� 3	����� -��� � �����
� �	 �,�� ������	� '�� Γ = {x1, x2, . . . , xm} ,� � ����,���� �	� r[xk] �	� w[xk]
,� � ���� �	� � -���� ������	 	 ���� ���� xk� xk ∈ Γ� �����
��!���� �	� c �	� a
,� ��� 
���� �	� �,�� ������	�� )������� ���	��
��	 ti �� ��3	�� �� � �������
���� 	 ���� �	� -���� ������	� -��� �����	� ������	 <i� -����

*� ti ⊆ {ri[xk], wi[xk] : x ∈ Γ} ∪ {ai, ci}Y
H� ai ∈ ti �A ci �∈ tiY

I� ��� o ,� ci � ai 9-��
��!�� �� �	 ti:� �� �	� ���� o′ ∈ ti� o′ <i oY �	�

J� �� �	� �- ������	� ri[xk] �	� wi[xk] ��
� ���� ri[xk], wi[xk] ∈ ti� ���	 ������
ri[xk] <i wi[xk] � wi[xk] <i ri[xk]�

4��	��
��	� �0�
���	� �	 � ����,��� ��� ��������� ,� �������� R�6 OLS� '�� T =
{t1, t2, . . . , tj} ,� � ��� � ���	��
��	�� � �������� ������	 H !�� T �� � �������
���� 	 ���� �	� -���� ������	� -��� �����	� ������	 <H -����

*� H = ∪j
i=1tiY

H� ∪j
i=1 <i ⊆<H Y �	�

I� �� �	� �- ������	� w[xk] �	� o[xk], o ∈ {r, w}� ������ ,� ��A���	� ���	��
#
��	� �	 H� ������ w[xk] <H o[xk] � o[xk] <H w[xk]�

� ������	 �� � ���30 � � 
������ �������  �!�	 ��� ������ H� ��� ���������
��� ������ �� H� ��	��� C(H)� �� ��� ������ ,���	�� ��� H� ,� �����	���	� ���
������	� ���� � 	� ,��	� � ���	��
��	� 
������� �	 H�



%')' 0��������� $,

����� ���������� ���)�����

4��	��
��	� ������� ��� ��5" ���������� 4�� ��5" �
�	�� ���	�� �� ���#
�
���� �	�����	
�� 5�����	� �	� "���,������ 4�� ��5" ��������� ��� ��3	�� ��
���-� R $+IS�

2"��
����.3 � ���	��
��	<� 
��	��� � ��� ����� ��� ����
� ������ ��� �����	
� 		� �����	�

2����������.3 � ���	��
��	 �� � 
���
� ���	�������	 � ��� ������ 4�� �
#
��	� ��.�	 �� � ���� � 	� !����� �	� � ��� �	������� 
	�����	�� ���
�����
-��� ��� ������

2���������3 (!�	 ����� ���	��
��	� �0�
��� 
	
����	���� �� ������� � ��
�
���	��
��	 t� ���� ���� ���	��
��	� �0�
���� ������ ,���� t � ����� t� ,��
	� ,���

20��������.3 /	
� � ���	��
��	 
������� ��

�������� 9
�����:� ��� 
��	���
� ��� ����� ���!�!� ���������

)�� ��� !��-��	� � ��� ������ ��3	���	 �����	��� �	 ��� ���!��� ��
��	� ���
����
��� ������� ������ ���� ��� ����� � ��� 
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committing(tb)
e→ committing(ta) if site(ta) = site(tb),

commit(tb)site(ta)
e→ committing(ta) otherwise,

-����
e→ �� '�����<� ���� ������	 ,��-��	 ������ �!�	�� R'��LOS� 4�� ������	

tb �→ ta ����,������ ���� tb ��� 	� ���
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�� �!�	�� �	 � ���� ��� ������
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e→ committing(tb)�
�	� �� tb �→ ta ≡ ta → tb� 5� site(ta) �= site(tb)� tb �→ ta �� �7��!���	� �
commit(tb)site(ta) � e→ committing(ta)� � committing(ta)

e→ commit(tb)site(ta)�
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Lock Manager
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Certifier Certifier
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9,: ����� �� � ����������� tb. ���� ��� �*������ ������	 �� sj ��� ��/������ ���
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���� ����� � ��� �����!����	 �����������	 ����� �� ����,��� ����

si� 4�� �����!����	 �����������	 ����� ������ ��� 	� ����� MV SGk
si
�	� �	����

MV SGk+1
si

-��	 � ���	��
��	 �� 
������� �� si�

8� �0���� ��� ����� ��
��	� 
����
�������
� � ����
���� �� ��� �	 �- ������
5	 ��� 3��� ����� '���� I�* ��-� ����� ,� ��� ��������� � ��� ����
 ����
���
�������!� �	� ��� �������	��� � ��� 
����3��� �!��� ����,��� ���� si ∈ ΣD �!�	������

	����
�� ��� ���� MV SGk

si
� k ≥ 0� 5	 ��� ��
	� ����� '����� I�H �	� I�I ��-

���� �!��� MV SGk
si
�� �
�
��
�

-���� �'� � � �������� ���� si ���������� � ������������ ������������� �����
MV SGk

si
, k ≥ 0. ���� ����	 �������� ���� sj ���������	 ���������� ��� ���� ����

��������� ������������� ����� MV SGk
sj

�

7���< 4�� ��� �� ,� �	��
��	� 9#��� ����': 8��	 ��� ����,��� �� �	�#
��������� �!��� ����,��� ���� sj ��� ��� ���� ����� �����!����	 �����������	 �����
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MV SG0
sj
� 9��	������ ���� 6 ����
�����': ������ ���� �!��� ����,��� ���� sj

���� ��� 
	����
��� � �����!����	 �����������	 ����� MV SGk
sj
��� 
	����
���

��� ���� MV SGk
sj
� 9��	������ ���� 6 ����������': �	����� ta ��� ���	��
#

��	 -��� 
������	� ��	������� ��� MV SGk
sj
� � 	�- �����!����	 �����������	

����� MV SGk+1
sj
� 5	 ���� � � �� ����,��� ���� sj ���� ����!��� 
������ �	�


���� ���	��
��	 ta� �� ��� ���� ������� � ��� ����
 ����
��� �������!��
�!��� ����,��� ���� sj ���� ����!��� � ���	��
��	 ����� �	������	� MV SGk

sj
� ����!���

ta� �	�� ,� ��� ����
��� �������� �� 	� ����,��� ���� ����!��� ���	��
��	 ta� ���	
�!��� ����,��� ���� ����!��� ta� 4 
������ ta� sj ��.�� �	� �

�	� ��� ���	��
��	�
���� �� ��� ������� �
���� 
������� 9����� ��� ���	��
��	� �	 MV SGk

sj
:� 4����

,���� 	 ��� ���� �
�� ����� 9MV SGk
sj
:� ��� ���� �	��� 9ta:� �	� ��� ���� 9�����#

��	����
: 
����3
���	 ��������� �!��� ����,��� ���� �!�	������ 
	����
�� ��� ����
MV SGk+1

sj
� �

8� ��- 	�0� ���� �!��� ������ C(H)si ����
�� ,� � ����,��� ���� si ��� �	 �
�
��

MV SGsi �	�� ��������� �� 1SR R�6 OLS�  �!�	 � �����!����	 ������ C(H)si �	�
� !����	 ����� ��� �����!����	 �����������	 ����� �� C(H)si �	�� MV SGsi �
�� � �����������	 ����� -��� ����#��� �	� !����	 ���� ������ � ����#��� ������	
ta ↪→ tb �� ��3	�� ,� �	 ������	 rb[xa]� 4���� ��� �- 
���� -���� � !����	#����
������	 ta ↪→ tb �� �	 MV SGsi � 9�: �� ��
� rc[xb]� wb[xb] �	� wa[xa] �	 C(H)si

9a� b� �	� c ��� �����	
�: �	� xa  xb� �	� 9,: �� ��
� ra[xc]� wc[xc] �	� wb[xb]
�	 C(H)si �	� xc  xb� 4�� !����	 ���� �� ��3	�� ,� ��� ����!��� ���� � ���
���	��
��	�� )������� � !����	 ���� 
�	 ,� �0������� �� ���-�� xa  xb �A
deliver(ta) ≺ deliver(tb) �	� ta� tb ∈MV SGsi �

4 ��!� ���� C(H)si ��� �	 �
�
��
 �����!����	 �����������	 ����� 9MV SGsi: -�
��- ���� ��� ����#��� �	� !����	#���� ������	� �	 MV SGsi ���- ��� ���� �
����!��� � ��� 
������� ���	��
��	� �	 C(H)si � 4��� ��� �� ta ↪→ tb ∈ MV SGsi

���	 deliver(ta) ≺ deliver(tb)�

-���� �'
 � ����� �� � ����#��� �������� ta ↪→ tb ∈MV SGsi ���� deliver(ta) ≺
deliver(tb)�

7���< � ����#��� ������	 ta ↪→ tb �� �	 MV SGsi �� rb[xa] ∈ C(H)si , a �= b� )�
� 
	�����
��	� ������ ���� deliver(tb) ≺ deliver(ta)� 5� ta �	� tb -��� �0�
���� ��
��A���	� ����,��� ������ ,� ��� ���� tb -�� �0�
����� ta ��� 	� ,��	 
������� ��
site(tb)� �	� ����� tb 
��� 	� ��!� ���� � !���� ������� ,� ta� 5� ta �	� tb -���
�0�
���� �� ��� ���� ����,��� ����� tb ���� ��!� ���� �	
������� ���� ��� ta�
��	
� ta ��� 	� ,��	 
������� ���� 6-�!��� ���� 
	�����
�� ��� ����
� �- �����
�
.�	� ����� �

-���� �'� � ����� �� � !����	#���� �������� ta ↪→ tb ∈ MV SGsi ����
deliver(ta) ≺ deliver(tb)�

7���< �

���	� � ��� ��3	���	 � !����	#���� ������ ����� ��� �- 
���� �

	������ 9*: '�� rc[xb]� wb[xb] �	� wa[xa] ,� �	 C(H)si 9�� , �	� 
 �����	
�:� �	�



('%' " 0������� �� � ����� /��&��� %1

xa  xb� -��
� ������� ta ↪→ tb �� �	 MV SGsi � 5� ���-� ��� ��� ��3	���	 �
!����	#���� ���� deliver(ta) ≺ deliver(tb)� 9H: '�� ra[xc]� wc[xc] �	� wb[xb] ,� �	
C(H)si � �	� xc  xb� -��
� ������� ta ↪→ tb �� �	MV SGsi � �	� -� ��!� � ��- ����
deliver(ta) ≺ deliver(tb)� )� � 
	�����
��	� ������ ���� deliver(tb) ≺ deliver(ta)�
)�� ��� 
����3
���	 ����� -��	 ta �� 
����3��� ������ tb → ta �WS(tb)∩RS(ta) = ∅�
��� ��	
� x ∈ RS(ta)� �	� x ∈WS(tb)� �� ���� ,� ���� tb → ta�

������ ���� ta �	� tb -��� �0�
���� �� ��� ���� ����,��� ����� �� ��� ��3#
	���	 � ���
���	
� 9��
��	 I�*�J:� tb ��7������ ��� 
���� ,���� ta 9���� ���
committing(tb)

e→ committing(ta):� 6-�!��� ta ����� xc ��� tc� �	� ���� 
�	
	�� �����	 �� tb ������� x ,���� tc� ���� ��� xb  xc� 
	�����
��	� ���� xc  xb�
� ������� ������	� ���-� �� ��� 
��� -���� ta �	� tb -��� �0�
���� �� �����	
�
����,��� ������ �	� -� 
	
���� ���� �� ����� �� � !����	#���� ������	 ta ↪→ tb �	
MV SGsi ���	 deliver(ta) ≺ deliver(tb)� �

������� �'� )���	 ������	 H �������� �	 ��� �������� ����� ������� ���������
�� 1SR�

7���< �� '����� I�H �	� I�I� �!��� ����,��� ���� si ����
�� � �����������	
����� MV SGk

si
��
� ���� �!��� ���� ta ↪→ tb ∈ MV SGk

si
�����3�� ��� ������	

deliver(ta) ≺ deliver(tb)� 6�	
�� �!��� ����,��� ���� si ����
�� �	 �
�
��
 �����!��#
��	 �����������	 ����� MV SGk

si
� �� '���� I�*� �!��� ����,��� ���� si 
	����
��

��� ���� MV SGk
si
� �� ��� �����!����	 �����������	  ���� ������ � R�6 OLS�

�!��� ������ ����
�� ,� ��� "���,��� ����� ��
��	� �������� �� *�$� �

����" ��)��� ,�	 +�������� �����

/	
� � ���	��
��	 t �� ����!���� �	� ��

�������� 
����3�� �� ��� ����,��� ���� si� t
��� � ,� 
������� �� si� 1�!���������� �� 
�	 �����	 ���� �� ��� V�
�� ����	W
9����� ���. ����:� si 
�		� 
���� �� t<� 
����� �	� ��� � �,�� t�� 4��� �������	

����
������� � �	�������� �,��� 4�� ��,��� -��� �	�������� �,��� �� ���� ���� ���
		#�������	����
 �!�	��� �	� ����� !����� ��� ��������	 �,�� ��� 9�������	����
:
-�� ��7����� ��� ��
����� ,� ����,��� ����� �	 ��� "���,��� ����� ��
��	��

/	� -�� � 
��	� -��� �	�������� �,��� �� �	����
�	� � 
���	���	 ����� 9�����
����
 �������	�: ,���� 
������	� ���	��
��	�� 4��� �����	 �	����
�� �	
������	�� 
�� �	 ��� ���	��
��	 ��
����	� 9������	�� 
���	�
���	 ,��-��	
�����: -��
� -��� 	�� ,� �����3�� �	 9�������� ����: �,	���� �������	�� ���#
����	
� ��,���� ������ �	����
�	� �	 ����
 �������	� ����� �	 ��� �����
��
��	� �����
� ����� ��!� ���� �����
���	�� )� �0������ ��� �������	����

��7������	� 	 ��� ��		�� ��7����� ��� ��
����� 
��� ,� ��
	��������

�	���� -�� � �����	� -��� �	�������� �,��� �� ������	� ���� �� ���� ��������� 5	
���� 
���� �� �	 �� ��� ���� ��
!��� 9����� �	 
��� � ���. ����� ��� ��
!�� ��
�����

	����� �	 ���
���	� ��� ���. ���
�:� ��� ���	��
��	 �� 
������� 	 ���� �����

����	 ��� 
� �	 �������	 ����	 /��
�	� 0����� �	�����1 ��	 ��� �	���	� �� �������	��� ��������
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4��� ���	� ���� ����,��� ���� si -��� 	� ,� �,�� � 
������ �	� 
���� �	� ���	�#
�
��	 t′� �������(t) ≺ �������(t′)� �	��� si �� �,�� � 
���� t 9����� ����� ��� ��,���
���� ���!�	�� t ��� 
������	� ��� ,��	 ���!��:� 5� ��� 	� ��.� ��
� ��	��
������ � �0�
��� ���	��
��	� �
���� �� si ,���� 
������	� t� �	�� ��� ��� 
���	�<�
��	� � !��-� ���� ,���!��� �� ������� � � ����,��� ���� ��������

"�" �#� ��������!+ �����$�����! ����

4��	��
��	� ��		�	� -����� �	� ��	
��	�����	 ,��-��	 ����,��� ����� ��� ����
� ���� �,�� ������ 5	 ���� ��
��	� -� ��- �- ��� 
����3
���	 ���� 
�	 ,� ���3��
��
� ���� ��� ���	��
��	� ���� ��� 
����3
���	 ����� �	� ����� � 	� �,���

����� ���������� ������)��

4�� �������	� 
����3
���	 ���� �� ,���� 	 ��� ,���!���	 ���� ��� ������ ���� �	
-��
� ���	��
��	� ��� 
������� ��� 	� 	��� � ,� ��� ���� ���� ���� �	 -��
�
���	��
��	� ��� ����!���� � ��� 
����3�� R� �+LS� 4�� ���� �� � ��	���
���� ,����
� ������ ���� 9���� ��� 	� 	�
�������� ���- ��� ����!��� ����: �	 ��
� � -�� ����
���� �,��� ��� ����
��� �� ,��	� �,�� � ������ � ���	��
��	 ta � � �����	
���� ���	 ��� 	� ta �� ����!����� ��� �������	� ���
� �	
������ ��� ��,�,�����
� 
������	� ta�

4�� "���,��� ����� ��
��	� �����	��� -��� ��� $������	� ��
�	�7�� ��A��� ���
��� "���,��� ����� ��
��	� �����	��� �	 ��
��	 I�H �	 ��� -�� ��� 
����3
���	 ����
�� �������� �� 
������	� ���	��
��	� 9��� )����� I�K:� 4�� 
����3�� �����	�������
,��-��	 
������� ���	��
��	� ������� ������� � ��� ����,��� �	� 
�������
���	��
��	� �	 ��� !������ $���� 4�� $����� '��� 
	���	� 
������� ���	��
��	�
-��� -���� �
.� ��!� ,��	 ���	��� ,�� -��� ������� ��!� 	� ,��	 ������� �
��� ����,��� ���� �	� ����� ��!� 	� ,��	 ���	 ,� ���	��
��	� �	 �0�
���	� 4��
,��� ��	� �� ���� ���	��
��	� �	 ��� $����� '��� ��� 
��	�� ����� ������!� �����

4�� 	��,�� � ���	��
��	� �	 ��� $����� '��� �� ������� ,� � ����������	�� ������#
��� ��� !������ #������ 8��	�!�� ��� $����� )�
�� �� ���
���� ��� ������� ���	�#
�
��	 ta �	 ��� $����� '��� �� ���!��� ��� ������� ��� ������� � ��� ����,����
�	� ��� -���� �
.� ��� ��������� 5� 	 ���	��
��	 �	 ��� $����� '��� �� -����	� �
�
7���� � -���� �
. ���� �������� ,� ta� ��� 
�����	��	� ���� ���� �� �!����,�� �
�0�
���	� ���	��
��	�� 4�� �������	� ��
�	�7�� ����
�� ��� 	��,�� � �,���� �-#
�!��� �	����
�� ��� ���� 
	��	��	 ��	
� ���� ����� �����	 ,�
.�� �	���� 4���
�0��
��� �����A -�� �	���� ,���!�� ,� �� ��������	 ���� 9��� ��
��	 I�K�I:�

����� �	� ���������� ������� ����� �� ����������

'�� databasesi = t(0) ◦t(1) ◦· · · ◦t(lastsi (τ)) ,� ��� ��7��	
� 
	���	�	� ��� ���	��
��	�
	 ����,��� ���� si �� ���� τ ���� ��!� ������ ��� 
����3
���	 ���� �����	���
-��� ��� �������	� ��
�	�7�� 9���� � ����!��� ���� ��� ����,�� �������	�:� 4��
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Certifier

Reorder List

database

. . . ?t(0) t(1) ta tb tetdct

transaction
deliver

)����� I�K� $����� ��
�	�7�� 9������ ��
�� Q J:

��7��	
� databasesi �	
����� ���	��
��	� ���� ��!� ,��	 ������� � ��� ����,���
�	� ���	��
��	� �	 ��� $����� '���� 8� ��3	� pos(t) ��� �����	 ���	��
��	 t
��� �	 databasesi � �	� �0��	� ��� �����	���	 ���
� ���
��,�� �	 ��
��	 I�H�I �
�	
���� ��� �������	� ��
�	�7���

*� 
����������� ����� "���,��� ���� sj 
����� ta �� ����� �� � �����	 �	 ��� $�#
���� '��� -���� ta 
�	 ,� �	������� 4��	��
��	 ta 
�	 ,� �	������ �	 �����	
p �	 ��� $����� '��� �� ,�� ���-�	� 
	����	� ��� �����

9�: )� �!��� ���	��
��	 tb �	 ��� $����� '��� ��
� ���� pos(tb) < p� ������
tb ���
���� ta� � tb ��� 	� ������� �	� ���� ���� ���� ta ��� ���� 9����
�� ����	������ ��� 
����3
���	 ���� ���
��,�� �	 ��
��	 I�*�I:�

9,: )� �!��� ���	��
��	 tb �	 ��� $����� '��� ��
� ���� pos(tb) ≥ p� 9,�*:
tb ��� 	� ���
��� ta� � ta ��� 	� ���� �	� ���� ���� -�����	 ,� tb� �	�
9,�H: ta ��� 	� ������ �	� ���� ���� ���� ,� tb�

4�� 
����3
���	 ���� -��� �������	� �� ��������� 	�0� �� � ����� ���	����	
��� ��� 
������	� ����� � ��� 
������� ������

Committing(ta, sj) � Committed(ta, sj) ≡
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∃position p in the Reorder List s.t. ∀tb, Committed(tb, sj) :

pos(tb) < p⇒ tb → ta ∨WS(tb) ∩RS(ta) = ∅ ∧

pos(tb) ≥ p⇒

⎛
⎜⎜⎜⎝

(tb �→ ta ∨WS(tb) ∩RS(ta) = ∅)
∧

WS(ta) ∩RS(tb) = ∅

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

4�� 
	����	 �� � ���	����	 ��� ��� 
������	� ����� � ��� �,���� �����
�� ��� 
������	� � ��� ����� ���� � ���� �0������	�

H� 
���������� 5� ta ������ ��� 
����3
���	 ����� ta �� �	
����� �	 ��� $�����
'��� �� �����	 p� ���� ��� ��� ���	��
��	� �	 ��� $����� '��� ���� ��� 	 ���



(% �&����� (' �&� 0������� ����� /��&���

����� � p� �	
����	� ��� 	� �� p� ��� ������� 	� �����	 � ��� ������ �	� ta
�� �	
������ 5�� -��� ��� �	
����	 � ta� ��� $����� '��� ���
��� ��� $�����
)�
�� ��������� ��� ������� ���	��
��	 �	 $����� '��� �� ���!�� �	� ���
������� ��� ������� � ��� ����,����

����� ������	� ����������

)�� '���� I�*� �!��� ����,��� ���� ,����� ��� ���� �����!����	 �����������	
������ 5� �����	� � ��- ���� ��� ��� �������� ����
�� ,� �!��� ����,��� ����
���	� �������	� ��!� � �����!����	 �����������	 ����� ���� �� �
�
��
� �	�� �����#
���� *�$�

8� ����3	� ��� !����	#���� ������	  �� ��� �����	���	 ���
� ,���� 	 ��#
�����	� �� ���-�� xa  xb �A pos(ta) < pos(tb) �	� ta� tb ∈MV SGsi �

-���� �'� � ����� �� � ����#��� �������� ta ↪→ tb ∈ MV SGsi ���� pos(ta) <
pos(tb)�

7���< )� � 
	�����
��	� ������ ���� ta ↪→ tb ∈MV SGsi �	� pos(tb) < pos(ta)�
� ����#��� ������	 ta ↪→ tb �� �	 MV SGsi �� rb[xa] ∈ C(H)si , a �= b� �������	� �	
�- 
���� � �	������� 9�: tb -�� ����!���� �	� 
������� ,���� ta� �	� 9,: tb -��
����!���� �	� 
������� ����� ta ,�� �������� � � �����	 ,���� ta� 4�� 
��� �	
-��
� ta �� ����!���� �	� 
������� ����� tb �� ��� ���� �� 
��� 9�:� �	� ��� 
��� �	
-��
� ta �� ����!���� ,���� tb �	� �������� � � �����	 ,���� tb �� 	� ����,��
��	
� -��	 ta �� 
����3��� tb �� 	� �	 ��� $����� '����

5	 
��� 9�:� �� ���-� ���� tb ����� �	
������� ���� 9xa: ��� ta� -��
� �� 	�
����,��� �� ta �	� tb �0�
���� �� ��� ���� ����,��� ����� �����	� �	
������� ����
�� �!���� ,� ��� ����
� H�' ����� �	� �� ta �	� tb �0�
���� �� ��A���	� ����,��� ������
ta<� ������� ��� 	�� ���	 ,� tb ����� ta<� 
����� 5	 
��� 9,:� ��� ��� 
����3
���	
���� �����	��� -��� �������	�� -��	 tb �� 
����3��� -� ��!� ���� (ta �→ tb∨WS(ta)∩
RS(tb) = ∅) ∧ WS(tb) ∩ RS(ta) = ∅ �!������� ����� 91�� ���� ��	
� tb �� ���

������	� ���	��
��	� ��� �	��0�� a �	� b �	 ��� �0������	 ��!�	 �	 ��� ���!���
��
��	 ��!� ,��	 �	!������: ��	
� tb �����#��� ta� WS(ta) ∩ RS(tb) �= ∅� �	� ��
�� ���� ,� ���� ta �→ tb� 5� ta �	� tb �0�
���� �� ��� ���� ����,��� ����� ta �→ tb
������� committing(tb)

e→ committing(ta)� 6-�!��� ���� �� 	�� ����,�� �� tb �����
x ��� ta ,���� ta 
������ 
	�����
��	� ��� ����
� H�' ����� 5� ta �	� tb �0�
����
�� ��A���	� ����,��� ������ ta �→ tb ������� commit(ta)site(tb) �

e→ committing(tb)�
�	� �� tb ������ � ��� 
������	� ����� ,���� ta 
������� �� site(tb)� -��
�

	�����
�� ��� ��
� ���� tb ����� ��� ta� �	� 
	
����� ��� ��� � ��� '������

-���� �'� � ����� �� � !����	#���� �������� ta ↪→ tb ∈ MV SGs ���� pos(ta) <
pos(tb)�

7���< �

���	� � ��� ��3	���	 � !����	#���� ������ ����� ��� �- 
���� �
�	������� 9*: '�� rc[xb]� wb[xb]� �	� wa[xa] ,� �	 C(H)si 9a� b �	� c �����	
�:� �	�
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��� 7������������ "���.��� ((

xa  xb� -��
� ������� ta ↪→ tb �� �	 MV SGsi � 5� ���-� ��� ��� ��3	���	 �
!����	#���� ���� pos(ta) < pos(tb)� 9H: '�� ra[xc]� wc[xc]� �	� wb[xb] ,� �	 C(H)si

9a� b �	� c �����	
�:� �	� xc  xb� -��
� ������� ta ↪→ tb �� �	 MV SGsi � 8� ��-
���� pos(ta) < pos(tb)� ��	
� ta �����#��� tc� tc 
����� ,���� ta �� 
����3��� �	�
����� ��� �- �������	� � 
	������

9�: tc �	� tb ��!� ,��	 
������� -��	 ta �� 
����3��� ������ �� � 
	�����
��	
���� pos(tb) < pos(ta)� )�� ��� 
����3
���	 ����� -� ��!� ���� ������ tb → ta
�WS(tb)∩RS(ta) = ∅� ��	
� x ∈WS(tb) �	� x ∈ RS(ta)�WS(tb)∩RS(ta) �=
∅� �	� �� �� ���� ,� ���� tb → ta� 6-�!��� ta ����� x ��� tc �	� 	� ���
tb� -��
� 
�	 	�� �����	 �� xb  xc� 
	�����
��	� ���� xc  xb�

9,: tc �	� ta ��!� ,��	 
������� -��	 tb �� 
����3��� ������ �� � 
	�����
��	
���� pos(tb) < pos(ta)� )�� ��� 
����3
���	 ����� �� ���� ,� ���� (ta �→
tb ∨ WS(ta) ∩ RS(tb) = ∅) ∧ WS(tb) ∩ RS(ta) = ∅ �!������� ����� -��
�
����� � � 
	�����
��	 ��	
� x ∈ WS(tb) �	� x ∈ RS(ta)� �	� ���������
WS(tb) ∩RS(ta) �= ∅� �

������� �'
 )���	 ������	 H �������� �	 ��� �������� ����� ������� ���������
��������� ���� ��� ���������� ������/�� �� 1SR�

7���< �� '����� I�J �	� I�K� �!��� ����,��� ���� si ����
�� � �����������	 �����
MV SGk

si
��
� ���� �!��� ���� ta ↪→ tb ∈ MV SGk

si
�����3�� ��� ������	 pos(ta) <

pos(tb)� 6�	
�� �!��� ����,��� ���� ����
�� �	 �
�
��
 �����!����	 �����������	
�����MV SGx

s � �� '���� I�*� �!��� ����,��� ���� si 
	����
�� ��� ����MV SGk
si
�

�� ��� �����!����	 �����������	  ���� ������ � R�6 OLS� �!��� ������ ����
��
,� ��� "���,��� ����� ��
��	� �������� �����	��� -��� $������	� �� *�$� �

"�' �� ��� ������������� �!��,���

5	 ���� ��
��	� -� �!������ ��� "���,��� ����� ��
��	� �����
� ���	� � ������
�	�����
�� ����� ,���� 	 ��� �����
. �	������ �����	��� �	 R $+IS� /�� �	����#
�
�� ���� 
����
������� ��� �,�� ���� � ��� "���,��� ����� ��
��	� -����� ���
$������	� ��
�	�7���

8� �������� ��� �	������ ,� ��.�	� ��� ��������	� �,�� ��� ������� 4��
����,��� �� 
����� � DB ���� ������ ��� -��� ��� ���� ��,�,����� � ,��	�
�

����� 9����� 	 ������:� ��� ���	��
��	� ���- ��� ���� ������	� ���� ��� ��
�
���	��
��	 �0�
���� � 30�� 	��,�� nr � ���� �

����� �	� � 30�� 	��,�� nw �
-���� �

������ /	�� ������ ���	��
��	� ��� 
	��������

)����� -� 
��
����� ��� ��,�,����� ���� � ���	��
��	 ������ ��� 
����3
���	 ����� 5�
����� ��� 	�� �- 
	
����	� ���	��
��	� �	 ��� ������� ta �	� tb� �	� ta 
�����
,���� tb� ��� ��,�,����� ���� � ���� ������	 �������� ,� tb ��� 	� 
	G�
�
-��� �	� -���� �������� ,� ta �� (1 − nw/DB)� �	� ��� ��,�,����� ���� 	 ����
�������� ,� tb 
	G�
�� -��� 	 -���� �������� ,� ta 9����� ��� ��.����� ���� tb
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������ ��� 
����3
���	 ����: ��
∏nr−1

i=0 (1−nw/(DB−i))� �	������	� ���� DB � nr
9��
� ,����� ���	:� ���� �� ����0������� (1− nw/DB)nr�

)� � ��� G � N 
	
����	� ���	��
��	�� �	� ������	� � -��� 
��� �	������ -����
��� ���	��
��	� �	 G ��!� 		#�	�����
��	� -���� ����� ��� ��,�,����� ���� ��� i#��
���	��
��	 ������ ��� 
����3
���	 ���� ����� ��� 
���� � (i − 1) ���	��
��	��
��	��� Pi,N � ��

Pi,N =
(

1− (i− 1) nw

DB

)nr

. 9I�*:

5� -� 
	����� ���� (i − 1) nw  DB 9��
� ������� ���	:� �0������	 9I�*: 
�	 ,�
������3�� �� ���-�

Pi,N = 1−
(

nr

1

)(
(i− 1) nw

DB

)
+ . . . +

(
nr

nr

)(
(i− 1) nw

DB

)nr

≈ 1− (i− 1) nr nw

DB
,

9I�H:

��	
� ��� ����#���� ����� �	 9I�H: 
�	 ,� ������ R $+IS�

5	 ��� �!������ ��� ��,�,����� PC ���� � ���	��
��	 t �	 G ������ ��� 
����3
���	
���� ��

PC ≈ 1
N

N∑
i=1

Pi,N = 1− (N − 1) nr nw

2 DB
. 9I�I:

)���������� 
	������	� TPSup ��� 	��,�� � ������ ���	��
��	� ��,������ ���
��
	� �	 ��� ������� �	� τ ��� ���� �	 ��
	�� �� ��.�� �� � ���	��
��	 � ,�
����!���� �	� 
����3��� N = TPSup τ � 6-�!��� 	� ��� ���	��
��	� �	 G ��� 
����
t<� �,�� ��	
� ���	��
��	� ���� �0�
���� �� ��� ���� ���� �� t ��� ������� ������
-��� t ,� �
�� �
.�	� ��
��	���� 9-� ������ ���� ��� ��,�,����� � �
�� �����
.
�� !��� �����:� (0
����	� ��
� ���	��
��	� ����� � N∗ = TPSup τ (nS − 1)/nS

9��
��� ���� nS �� ��� 	��,�� � ����,��� �����:� )�� 9I�I:� �	 ��� �!������ ���
��.����� ���� � ���	��
��	 t ��� 	� ���� ��� 
����3
���	 ����� PC � ��

PC ≈ (N∗ − 1) nr nw

2 DB
. 9I�J:

2��	� PC -� 
�	 �������� ��� �,�� ���� � ��� "���,��� ����� ��
��	�� 5	 ��
#
��	 I�K� -� 
����� ���� ��,�,������
 �,�� ����� -��� ������� ,���	�� -��� ��
��������	 �����

"�- �� ������! �����

4�� ��������	 ���� -� ��!� ��!����� �,����
�� ��� ���	 
��	�	�� � � �����#

���� ����,��� ������ 9�� �����
� �� ������� � R��'OLS:� 5	 ���� ��
��	� -�
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���
��,� ��� ��������	 ����� �	����� ��� ,���!��� � ��� "���,��� ����� ��
��	�
�����
� ���	� ��� ����� ��!���� ,� ��� ��������	 ����� �	� 
����� ��� �
��� ������� ,���	�� -��� ��� ��������	 ���� -��� ��� ������� ,���	�� -��� ���
��,�,������
 �	������ ��!����� �	 ��� ���!��� ��
��	�

��"�� !������ ����� ��� ������

(!��� ����,��� ���� �� ������� �� � ��
���� -��� ��� ���� ���.� �	� � �� ���.
�� �
�� �����
��� 4�� 	��-�. �� ������� �� � 
��	 �����
� ������ ,� ���
����,��� ������ (�
� ��
���� �� ������ ,� � ��� � �0�
���	 �������� � �����	���	�
������� �	� � -�.��� ��	����� ������ 9��� )����� I�M:� ��� ������� ��!� ��� ����
�������� �	� �����
�� ��� ���
���� � ������� �	 � 3���#�	#3���#�� ,����� (�
�
�0�
���	 ������ �0�
���� 	� ���	��
��	 �� � ����� �	� ��� �����	���	� ������
�� ����	��,�� �� ��	� ��� 
����3
���	� 4�� -�.��� ��	����� ������ 
������
���	��
��	� �� ��� ����,��� ����� (0�
���	 �	� �����	���	� ������� �� � ����,���
���� ����� ��� ����,��� ���� ����
����� 9����� �
. ��,��:�
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. . . . . .
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)����� I�M� ��������	 ����

�������	� ���	��
��	� ��� ����!���� ,� ��� �����	���	� ������ �	� ���	 
����3���
5� � ���	��
��	 ������ ��� 
����3
���	 ����� ��� -���� �
.� ��� ��7������ �	� ���
������� ��� ��������� 6-�!��� 	
� ��� �����	���	� ������ �
7����� ��� ���	�#
�
��	<� -���� �
.�� �� ��.�� � �� �	��� �� ���� ���	��
��	 9-��� ��� -�����: �	�
�����	� �	 �0�
���	 ������ � �0�
��� ��� ���	��
��	<� ������� !�� ��� ����,����
4��� �������� ��� �����	���	� ������ � ����� ��� 	�0� 
������	� ���	��
��	�

4�� ���������� 
	������� ,� �� ��������	 ���� -��� ��� �����	�� ���� �	 ���
�0������	�� ��� ��-	 �	 4�,�� I�*� 4�� -�.��� ��	����� ������ 
������ ���	�#
�
��	� �	� �����	� ���� � �0�
���	� ������� �

���	� � ��� ��3�� ���
��,��
9���
�	���� � ������ ������������� ���
�	���� � ������ �� ������ ������������� �	�
	��,�� � ������	�:� 8� ��!� 
���	 � ������!� ����� �������� ��0� �	 ���� �
���
� ���� 
	��	��	 7��
.�� �	� �!�� �0������� �	� ��������	 ��	� ���� -���
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,� 	�
������ � ,���	 ��������
���� ���	�3
�	� ��������

8� ��� � 
���� ����� ���� ��� ��
� �����	���� ���	��
��	 9
������� � �,����: ��
�����
�� ,� � 	�- 	�� �,���� ���	��
��	� ��� ��	� ,�
. � ��� -�.��� ��	�����
������� �	� ��� ���� ����� ����,������ �� ��� ���� ����,��� ��
��� -���� ����
����	����� 4�� ���������������� ����� �������	�� ��� 	��,�� � �0�
���	� �������
�� ��
� ����,��� ��
���� '
�� �����
.� ��� ����
��� -��� � ������ ��
��	����
���	��
��	� ��� ��!�	 � 
�����	 ���	� � ���� � �0�
��� 9����������� �������:� �	�
���	��
��	� ���� � 	� ���
� ��� 
������	� ����� -����	 ��� ������ ��� �,�����

�������� ���������� 	�
����
� ����������

�������� ��	� 
���� ����� 2000 ��������� ����� 100 ����

�������� ����� 
n 1..8 ������� �� ��������� 2800 ������

���������������� ����� 
MPL 8 ������ � ����������� 5000 ������

���� ���� ��	� 2 !" #������ � ����������� 15000 ������

��������
 ���������� ���� ���������� 
������� �$%&��''(

)����� ������������ 10* +����� �� ���� ���,� 4

(����� �� ������ ������������ 30* +����� �� ��� ���,� 1

+����� �� ���������� 5..15 ���� ����� 20*

$���������� ������� 0.5 ��� -����� 5.54 ����
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����� ���� ����!�� ��� ��������� 4��� 
���� �� ��	��� ����� k� -���� k �������	��
��� 	��,�� � �������� ���� 
�	 ,� ����!���� ��� ���� �	��� �	 ����
 ����
���
�������� � 
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��� �������� �	 R%��+OS ������ 	 ���
��� ����-����

5� ��� 	��,�� � �������� ����!���� ��� ���� �	�� �	 ��� ������ ��
������ -��� ���
	��,�� � ����,��� ����� ���� ����!�� ��� ��������� ��� ����
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4�� !���� 
���	 �� 
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��� �������� ���� �	 ��� �0������	�� �� � 
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��	� ��� ,��	 ��,������� ��� ��������
� ������� �
,� ���������
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� �����	��� 	�0�� -� �	����� ������ �	� ����#	�� ���	��
��	�
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��	� �� ����,��� ���� ��� ���	��
��	 ��������� -�� 	�� ������� ,� ��� ��#
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�� �!����,��� )����� I�L ��-� ��� 	��,�� � ������ ���	��
��	� ��,�������
�	� )����� I�O ��� 	��,�� � ������ ���	��
��	� 
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 ����
��� �������� 
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����� ���	��
��	 ��������� �	#

������ ��	����� -��� ��� 	��,�� � ����,��� ������ 4��� �����	� ,�
���� �	��� ���
����,��� ������ ��� ����� 
	3������	� ��� ������� ,� ��� ���� �����
�� 	������ �#

�� ���� ���.� 9��� ��������� �,�� $����
� 2��������	:� ��	
� ��� 	��,�� � ����
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������ ��	����� -��� ��� 	��,�� � ����,��� ������ ���	��
��	 ���������
��� �	
������ ��	������ )� 
������� -��� ��� ���	 ��� ����,��� ������ 
	��	��	
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� �������� 
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���� ∞� ���� 
	��	��	 ���#
!�	�� ��	��� ��������� ��-��� ���� ��� �� ��� ���	 3!� ������ ��� �����	���	
������ ���
��� ��� ����� �	� �� ��.�� ��
� �	��� �� ������ ���	��
��	� � 
�����
4�� ������ �� ���� ���� ����� �����	 �
.�� �� �	��� ������ � ����� ������	� ���
������� � �0�
���	� ���	��
��	�� )� 
������ k �	� k/n� 
	��	��	 �� 
����� ,� ���
	��-�. 9��� ����� ,��	� 180 �	� 800/n �������� ����!���� ��� ��
	�� �����
��!���:�

5� -�� �0��
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����3
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������� ��� 	��-�. ,�
��� � ,����	�
.
,���� ��� �����	���	� ������ ���
��� ��� ��
����	� ������ ��� ��� )����� I�O�
������� ��� 	��,�� � ���	��
��	� ��,������ ��� ��
	� �� 
������� -��� ���
���	 ��� ����� �� 
	���	� �� 
���� k� ��� 	��,�� � ���	��
��	 �,��� �	
�����
�� ��� 	��,�� � ����,��� ����� �����	��� 4��� �� ��� � ��� ��
� ���� ��� ���
����,��� ������ ��� ��� ���	��
��	� ��� �0�
���� �	��� �	 ��������
 
	
����	
�

	��� �	� ����� ��� ������ ��� ��,�,����� ���� � ���	��
��	 �,���� 4�� ����
���	��		 �0����	� ��� ��A���	
� ,��-��	 ��,������ �	� 
������� ���	��
��	�
�� 
���� k/n� )� 
���� ∞� ��� 	��,�� � ���	��
��	� 
������� �� � 
	���	��
�������	�� ,� ��� 
���
��� � ��� �����	���	� �������

/���	� �����%� ��' )������ I�+ �	� I�*N ��- ��,������ �	� 
������� 7������
��� ��
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�� � 
	���	� ������	 ,��-��	 ��,���#
��� 7������ �	� ��,������ ������ ���	��
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�	�7��� 4�� !����� �	 )����� I�*+ -��� ,���!�� �	 ��� ���� �0������	�� ��-	
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��� ���� �0������	�� ����
��� �	 )������ I�*J �	� I�*O� 5	 ,�� 
����� �	 � "���,���
����� ��
��	� -��� ���� ���	 3!� ������ ��� ������	� �����
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��	�� ��� ��������	 ���� ���-� � ���- ��� 
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���,������
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���,����� �� �������	�� ,� ��� �
���,����� � ��� ����
 ����#

��� �������� 
����� -��
� ��� ��-�� � ,� � ���	���� ,����	�
. � ��� �������
4��� �����	� ,�
���� ��� 	��-�. �� ��� 	�� �����
� ������ ,� ��� ����,��� �����
9�	� 	��-�. ,�	�-���� ��� 	� �	
����� �� ��� ����,��� ����� ��� ����� � ���
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��	� �
���,����� �����!�� � 
������ �	��������#
��	 ��	
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��� � ������ ���	��
��	� ����� ,� 
	
�	������ 	 ��� ����
 ����
��� �������!��
)�	����� �� 	 ��� 	� ��	� ��� �������� ������ ��
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��	�����	 ��� ���� � ���� �,�� ������
4�� ��������	 ���� ��� ��-�� ����� �� -��� ��	��� ��� �������	� 
����3
���	 ����

�	 !��
�� ���� ���-,�
.�



('*' ��
������� /�	�� )*

k/n
k
∞

1��,�� � �����

$
��
�
	
��
4
��
�
9�
��

:

OLMKJIH*

KNN

JKN

JNN

IKN

INN

HKN

HNN

*KN

*NN

KN

N

)����� I�*K� $���	�� ���� ��� 
������ 9������:

P������
k/n
k
∞

1��,�� � �����

$
��
�
	
��
��
�
�

OLMKJIH*

*NN

ON

MN

JN

HN

N

)����� I�*M� $���	�� ���� 9TPS = 1000:



)+ �&����� (' �&� 0������� ����� /��&���

RF = 4n
RF = 3n
RF = 2n
RF = n
RF = 0

1��,�� � �����

$
��
�
	
��
4
��
�
9�
��

:

OLMKJIH*

KK

KN

JK

JN

IK

IN

HK

HN

*K

*N

)����� I�*L� $���	�� ���� ��� �������	� 9
���� k:

RF = 4n
RF = 3n
RF = 2n
RF = n
RF = 0

1��,�� � �����

$
��
�
	
��
4
��
�
9�
��

:

OLMKJIH*

MK

MN

KK

KN

JK

JN

IK

IN

HK

HN

*K

*N

)����� I�*O� $���	�� ���� ��� �������	� 9
���� k/n:



('*' ��
������� /�	�� ),

1��-�.
'� ���.
"��� ���.
��
����

1��,�� � �����

$
��
�
�

�
2
��
���
��
�
	

OLMKJIH*

*

N�+

N�O

N�L

N�M

N�K

N�J

N�I

N�H

N�*

N

)����� I�*+� $����
� 2��������	 9
���� k/n� RF = 0:

1��-�.
'� ���.
"��� ���.
��
����

1��,�� � �����

$
��
�
�

�
2
��
���
��
�
	

OLMKJIH*

*

N�+

N�O

N�L

N�M

N�K

N�J

N�I

N�H

N�*

N

)����� I�HN� $����
� 2��������	 9
���� k/n� RF = 3n:



)- �&����� (' �&� 0������� ����� /��&���

"�. ������� /��*

4�� "���,��� ����� ��
��	� �� �	 �0����� � ��� �������� ������ ��
�	�7��� 5	
���� ��
��	� -� ������� ��� �������� ������ ��
�	�7�� �	 ��� 
	��0� � �����
����
����,���� �	� �����	� �����
���� ����,��� ��������� ���� ��� ������� � ��� "���,���
����� ��
��	��

��0�� !������ ��)�������

"���,��� �����
���	 ��
�	�7��� 
�	 ,� 
�����3�� �

���	� � ��� -�� ������� ���
��������� � ����,��� ������ �	� ��� -�� ������� ��� ���������� 4���� �- 
�������
��3	� �- ����	�� �����,���� ���� 
����
������ ����,��� �����
���	 ��
�	�7����

2������ 
�	 ,� ��������� �	 �	 ����� � ��U� -�� R 6/�+MS� 5	 ����� ������������

���	� ������ ��7����� ��� ������� � ��� 
���
� ����,��� ����� �� ���� � ��� ����	��
���	��
��	 9����� ��� ���	��
��	 
����� �	 ��� 
���
� ����,��� ����� � �	 		�:�
5	 ��0	 ������������ � ���	��
��	 3��� 
����� �� 	� ����,��� ����� �	� ���	 ���
���� ����,��� ����� ��� ������� �� ��A���	� ���	��
��	�� '�U� �����
���	 ��� 	�
������!� 	�#
�� ���������,������

(���� �����
���	 ������ �- !������	� R�6 OLS� �������� ������ ����������� ���#
������ �!��� ��	��� 
���	� ��7���� � ��� ����,��� ����� ����	� ��� �0�
���	 � ���
���	��
��	� -������ �	 ��� �������� ������ ������������ � ��	��� ����,��� ���� ��
��!��
�	� ��
����� ��� 
���	� ��7������ �	� 	�� -��	 ��� 
���	� ��7����� ��� 
���� �#
�����	� ��� ������� ��� ��������� � ��� ���� ����,��� ������

������ �	� ���� ,���� �����
���	 ��������� ��� -�� ����,��� ����� �

��� ������
��7����� R 6/�+MS� 5	 ��� ������ ����� ������������ 	�� 	� ����,��� ���� 
�	
��
��� ������ ��7������ -���� �	 ��� ����� ����� ������������ �	� ����,��� ���� 
�	
��
��!� ������ ��7����� ��� ��� 
���	�� �	� ����� ��� ����,���� 4���� ��
��	���

�	 ,� 
	������� �� � .�	� � ����,��� -	������� -���� 	�� ��� ����,��� -	��
��� ��� ����� � ��
��� �������� 5	 ��� ������ ,���� �����
���	 ����� �� 	�� 	�
����,��� -	�� �	� �	 ��� ���� ,���� �����
���	 ����� ��� n ����,��� -	���� 8���
������ ,���� ��
�	�7���� ��� ������� � ��� ������ ���!�	�� �	� ������ ������	
��� ,��	� ��
����� �	��� ��� ������ ��
!���� 5� �!����,����� �� �	 ������	� ������
���	 ��� ��
��	��� �� 	�
������ � �����	 � 	�- �������

4�,�� I�H ���������� ��� �����,���� ���� 
����
������ ����,��� �����
���	 ���
���
4�� "���,��� ����� ��
��	� �� �	 ����� ���� �����
���	 ��
��	����

�����
��� ����,���� ��!� ����� �
���� 	 ��U� �����
���	 ��
�	�7���� 4��� �� �	
���� ��� � ��� ��
� ���� 
����
��� �����
���	 ��� �������� ���� ���� ���	 ����
�!����,����� 9����� �����
���	 ��� ��� 	�� �� �������	
�� � ��!���	� ������ ��
A#��	� �	�����
�� ��
����	�:�

��,��� $����
���	 ���!�� R��,++S �	� 5�� "��� �������� R �+KS� ��� �0������
� ������ ,���� ��U� �����
���	� ������� ����� ��
��	���� ��� �������	��� �	
��A���	� -����& ���� ,�� ����� ��� �����
������� ���� �����
���	 �� �������	���

������	 �	��
���
�� �	��	� 
� ���	� �� �	 0��� ���	��1  	�	 �
�	� ������
�	 �� ���
	� �� �����



('+' !�����	 9��: )1

���
� ����

�
������� �
�������

����� N ��������	�� $ ��������	�

���
���� N %������� 	����� N %������� 	�����

����
� N ��������	�� $ ��������	�

���
���� $ %������� 	���� $ %������� 	����

4�,�� I�H� "���,��� �����
���	 
�����3
���	

V������ ��� ����,��� �	��	��W �	� �	 ,�� 
����� ��� �����
���	 ��
��	��� �	��������
�� ������ �� ����,�� �	 ��� V	����W 9����� -����� �����
���	: �0�
���	� /��
��
!����	 L�* A��� ��
��	���� � �������	� �	� �����
���	 �������� R"��+KS� 4 .���
����,��� 
	�����	
� -��� ��U� ���� �	� ��U� ������ �����
���	� /��
�� ��!����

	
������	 ����� ���� 
�	 ,� ���� � ��!� 
	G�
�� R/��+K� %�
+KS�

5	 ��� 	�0� ��
��	�� -� �����	� ���� ����,��� �����
���	 �������� 4��� �� � ��>#

��� ���. � �

������ ��� � ��� ��������� � �����
���� ����,��� ��������� �	�
��� !������ � ��������	� ���� ���� ��.� �,�� ��� ������� 4���� ,���� ��
���#
�	� -��� �� ���
����	� -� ��	� �� ���� ��� "���,��� ����� ��
��	� �� �� ���
�	�����
��	 � �- �0�� � ������
�� )����� �����	� 	 � 
����3
���	 ���� � 
����
���	��
��	� �� �	 �����
���	 � ��������
 
	
����	
� 
	���� 6-�!��� �����	��#
�	� ���	��
��	� -��� �	 ����
 ����
��� �������!� �� �	 �����	���!� � �����	�
,���� 	 ����
 �������	� ���
��� )���������� -� ���	�� 
	
�	����� ��
���
����	 	 ����� ���� ,���� �����
���	�

��0�� 
)������ ����������� ������

������� ��� 
����
��� ����,��� ������� ��� ,���� 	 9����������
: H�' ��	#

��	�����	 R $+IS� ��������
 
	
����	
� 
	��� ��!� ��
��!�� �	
�����	� ����	#
��	 ��	
� �� �	����
��	 �	 RD$O*S 9��� R4�+O� ���++� /E++S �� ���!���:� 5� ���
,��	 ��-	 �	 R��'OLS ���� �� ��>
��	� ����-��� �����
�� ��� �!����,��� ��������


	
����	
� 
	��� 
�	 A�� ,����� ���	��
��	 ��������� ���	 H�'� 4��� ������
�� �0����	�� ,� ��� ��
� ���� �	 �	
����� �	 ��� �������������	� ��!��� �	 ����
� ���
� ���� ���	��
��	 ���������� ��� �	
������ �
.�	� 
	��	��	� �	� �����
��� ��,�,����� � ���	��
��	 -���� ��� � 
	G�
��� �	� ���	��
��	 �������� � ��!�
�����
.�� 4�� ����� �	 R��'OLS �� �� � 
�	�������� ��	���#
�� ����,���� /	� 
���
�0��
� ���� �	 � �����
���� ����,���� ��� 
�� � ��	
��	���	� ������,���� �

����� ,�
������� �����	� -��� ,� 		 	������,�� �� -���� 5	 ��
�� ��� ����� �	 R 6/�+MS ���
��-	 ���� ����� ��	
��	���	� �

����� �	 �����
���� ����,��� 
	��0�� 9�� ��7�����
,� H�': �� ���������� ��	
� ��� ��,�,����� � �����
.� �� ����
��� ������	�� �
��� ����� �-�� � ��� 	��,�� � ����,��� ����� �	 ��� �������

��� ����	� ��	 ��������	� ���� �	 ��
���� �� �	 ������� �� ���� �� �	� ������ ��� "2/ ����
&��������� 
� ���	� �� �	 0���� ���	��1  	�	 �	��
���	� ���� 
� �	����	� �� �	 ������� �� �	
��
���� �� �	����� �
�	 
��	������



*4 �&����� (' �&� 0������� ����� /��&���

��0�� ���������� ����������

4�� ��������	� � �������	�� ����
 �������	� ���
�� �	 �����
���� 
	��0��
��!� ,��	 ��
�	���� ,� ��	� ������� �	� ��!���� ��������� ��!� ,��	 ������ �
�����	��� ���	��
��	� �	 �����
���� ����,���� -����� ����
 �������	�� 6-#
�!��� ��� �����
��� ��� 	� ����� ���� ,����� � ��7���� �0���
�� ��� � �����
���	
����	��
��

4�� ��
� ���� ����
 �������	� ����� � �,�� ���	��
��	� �	 �������	� -���� �
��	��� �����
� ��	���� 
������ ��� ,��	 ��	��� �� �	 R /�+MS� 4�� ������ �����
� !������	 � ��� ����� ����� 
���� ���
� R�.�O*S ���� 
����� ���	��
��	� ��
�	� �� � ������� � �����
� ��	����� ��� ���

5	 R" 6+OLS� ��U� ,���� �������� ����������� ��������� ��� ������ �� �	 �����	�#
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���� � �������� ������	� 4��� ����� � ��� ���-�	� 
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CAccount = { (m, m′) : m ∈Mwithdraw or m′ ∈Mwithdraw}.
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��� � ��� ����,���� ����� � ,� 
����3��� ����
 ����
��� ��
��>
��	� � �����	��� �����
� 
���
�	���� �� �� -�� ��-	 �	 ��
��	 I�H�J� �-�!���
�� ���	� �� ���� �� �� 	� 	�
�������

4�� ���-�	� �0����� ��-� ���� ����
 ����
��� �� ���	��� ���	 	�
������ �
�����	��� �����
� 
���
�	���� ������ �- �������� m �	� m′ ���� ���	���� �-

	
����	� ���	��
��	� ta �	� tb� ��	��� ,� m : ta �	� m′ : tb �����
��!���� ��
�
���� RSa = {x, y} �	� WSa = {z}� �	� RSb = {x} �	� WSb = {w}� 5	 ���� 
����
	������ ta 9�� 
�������: ��� �	� �	G��	
� 	 ��� ��
�� � ��� 
����3
���	 ���� �
tb� 	� tb 9�� 
�������: ��� �	� �	G��	
� 	 ��� ��
�� � ��� 
����3
���	 ���� �
ta� 4 ��� -��� 	��
� ���� RSa ∩WSb = ∅ �	� RSb ∩WSa = ∅� )���������� ��	
�
,�� ���	��
��	� ��!� �����	� -���� ����� �!�	 �� ,�� ��� 
�������� ��� ����
����� ������� ��� �������� �	 ��� ����,��� ��� 	� ������� 4�������� ���� ����
����!��� � �������� m �	� m′ �� 	� 	�
������ �� ��� "���,��� ����� ��
��	� �
,� 
���
��

� 
	G�
� ������	 CDSM � -��.�� ���	 ����
 ����
���� 
�	 ,� ����!�� �� ���
"���,��� ����� ��
��	� ��� ��� 
����3
���	 ����� -��
� 
��
.� -������ ���	��
#
��	� 
�	 ,� 
������� � 	�� 4�� 
	G�
� ������	 CDSM �� ��3	�� �� ���-��

CDSM = { (m : ta, m′ : tb) : (RSa ∩WSb �= ∅) ∨ (WSa ∩RSb �= ∅) ∨ (WSa ∩WSb �= ∅)}.

����� ���� 1������ $������� ������	�

)�� ��� ���
�3
���	 �� �� ,!��� ���� �	� �������� ��!�	� ����
 ����
���
��� ��!�� �	� �	���	
� � ���  �	���
 ����
��� ��,��� ��3	�� ,� C ⊆ M×M�
6-�!��� ��
� � �����	 ��� ����� �������� ���� � 	� 
	G�
�� 8� ��� �	��������

�#
� 
� �	 ���	 ��� 
������	 
�  	 ����
�	� ��� � ������	�
�� ��	���
�� ��� ���� �	 �	�����	�

� �	 ����	�� ������	 
� ����	� ��� �� 	8��� �� x�



*+ �&����� )' ������� #���	����

�	 � ������ ��������� ���� ��� �	 �������� ���� ��� 	� ���� �- �������� �� 	�
��7������ �

���	� � ��� 
	G�
� ������	 C� 4�� ���� �� ���� �����	� ��������
��� � 
�� 9����� �	 ����� � 	��,�� � 
���	�
���	 �����: �	� ���� 
�� ����� ,�
.��� �� �- �� ����,��� ��� �������� -� ��3	� �	 �������� ���� ��!��  �	���

����
��� �� � 
	G�
� ������	 C ⊂ M×M� ��	��� ,� AC � ������ �� �� �����3�� ���

	����	 ,��-�

2����������3 �	����� �	 �������� AC � �	� ��� RNC
C ,� ��� ��� � ��	� �

AC � 4���� �0���� � ��	 R �	 RNC
C � �	 -��
� �� ����� �- 
���
� ��
�����

�#"���!�� �- 		#
	G�
��	� �������� m �	� m′ �	 � ��A���	� �����

5	�������� ��� ����
�	��� 
	����	 ��7����� ���� �������� AC ���- ��	� �	 -��
�
��� �#"���!�� � 		 
	G�
��	� �������� �� 	� ������ ������� 6-�!��� �!�	 �� AC
��� 	� ���� ��������� �� 
�	 �����	 ���� ���� ���� �� ��	��	����� �	������
� -� 
�		� ��7���� !�����	 � ���� ���� � ,� ,���!�� �	 �!��� ��	� -� ��7����
�� �	 �� ����� 	� ��	 � AC �

'�� ���1�!+ ��!���� ���������

5	 ���� ��
��	� -� �����	� �	 �������� ���� ��!��  �	���
 ����
���� /�� ���#
��	 ������ 	 �	 �������� ���� ��!�� ��� �	��	��� ��,���� 8� 3��� ��!��� �	
!��!��- � ��� �����	� �	� ���	 �����	� � �������� ���������

����� 
������, �* 	� ������	�

��
����� �0�
���	� ��  �	���
 ����
��� �������� ������� �	 � ��7��	
� � ������
	��,���� 1, 2, . . . , k, . . . � ����� k �����	���� 	�� �� �- 
	G�
��	� �������� ��� �#
����
���� ,�� 	� �#"���!���� �	 ��� ����� k′ < k�

%0���	,��� �* ���0���1	��	�% ���%�' '�� m ,� � �#����
��� ��������
8��	 ��� ��
��� p ��
��!�� m �	 ����� k� �	� m ��� 	� 
	G�
� -��� ���
���� ������� m′ ������� ��
��!�� ,� p �	 ����� k� p �	����� m �	 ��� pendingk

p ����
�	� ��	�� �	 �
31�2 ������� � ��� ��
������ �� �	 �� p ��
��!�� �
31�2
�������� ��� nack ��
������ -����

nack ≥ (n + 1)/2, 9J�*:

p �#"���!��� m�

%0���	,��� �* ���1	��	�% ���%�' �	��	��� �� ���	
��� � �����	��� �����
k �� � 
	G�
� �� ����
���� 4�� �	��	��� ��
���� 	 �- ���� � ��������� ��	���
,� NCmsgSetk 9NC ���	�� �� 1	#�	G�
��	�: �	� CmsgSetk 9C ���	�� �� �	#
G�
��	�:� 4�� ��� NCmsgSetk ∪ CmsgSetk �� ��� ��� � ��� �������� �#"���!����
�	 ����� k� �������� �	 NCmsgSetk ��� �#"���!���� ,���� �������� �	 CmsgSetk�



)'%' ������� ������� #���	���� *,

�	� �������� �	 NCmsgSetk ��� ,� �#"���!���� ,� ��� ��
��� p �	 ����� k ,����
p �0�
���� ��� k#�� �	��	���� 4�� ��� NCmsgSetk ��� 	� 
	���	 
	G�
��	�
��������� -���� �������� �	 CmsgSetk ��� 
	G�
�� �������� �	 CmsgSetk ���
�#"���!���� �	 ��� �������	����
 ����� ��
��� p ������ ����� k + 1 	
� �� ���
�#"���!���� ��� �������� �	 CmsgSetk�

+�� ���	�' 4 ,� 
���
�� �� �������� ���� ������� ��� ���-�	� ����������

9�: 5� �- �������� m �	� m′ 
	G�
�� ���	 �� ��� 	� � ���� �� �#"���!���� �	
����� k ,���� �	��	����

9,: 5� ������� m �� �#"���!���� �	 ����� k ,� ��� ��
��� p ,���� �	��	����
���	 m �� �	 ��� ��� NCmsgSetk�

9
: 4�� ��� NCmsgSetk ��� 	� 
	���	 �	� 
	G�
��	� ���������&

8� ���
��� ��
� � ����� ��������� �	�������� 4�� ����� ��� � ��� �������� ��
�	 ��
��	 J�H�I� ������� 9�: �� �	����� ,� 
	����	 9J�*:� ������� 9,: �� �	�����
�� ���-�� ����� ������	� �	��	���� �!��� ��
��� p ��	�� ��� pendingk

p ��� � ���
��
����� 9�	 � ������� � ���� ����(���� ��	��� ,� �6D:� �	� -���� �� ��������
� ���� �6D ��� �0�
��� nchk ��
������ /	�� �� ��� ������� m �� �� ����� �	
�(nchk + 1)/2� �������� � ���� �6D� ���	 m �� �	������ �	 majMSetkp � ��� �	�����
!���� � �	��	��� ���� ��
���� 	 NCmsgSetk� �� ��m �� �	 ���� ���	 �(nchk+1)/2�
�������� � ���� �6D� m �� 	� �	������ �	 majMSetkp� 5	����� �� 
	����	

2nack + nchk ≥ 2n + 1 9J�H:

���� �	� m �� �	 ���� ���	 �(nchk + 1)/2� �������� � ���� �6D� ���	 m 
��� 	�
��!� ,��	 �#"���!���� �	 ����� k ,���� �	��	���� 4 �	������	� -��� 	��
� ����
��� 9J�H: �	� ��� ��
� ���� nack� nchk� �	� n ∈ N� -� ��!� 9��� �������	 J�*:

(n− nchk) + �(nchk + 1)/2� ≤ nack, 9J�I:

-���� (n−nchk) �� ��� 	��,�� � ��
����� ��� -��
� p .	-� 	���	�� )�� 9J�I:�
�� m �� �	 ���� ���	 �(nchk + 1)/2� �������� � ���� �6D� ���	 �!�	 �� ��� ��
�����
��� -��
� p .	-� 	���	� ��� ��	� ACK(m)� ����� -��� 	� ,� �	��� ACK(m)
�������� � ��!� m �#"���!���� ,� ��� ��
��� �	 ����� k ,���� �	��	����

+�� �	�	�� �'� � 2nack + nchk ≥ 2n + 1 ��� nack. nchk. ��� n ∈ N ���� (n −
nchk) + �(nchk + 1)/2� ≤ nack�

7���< ��!�	� 2nack +nchk ≥ 2n+1 �� nack� -� ��!� n+(1−nchk)/2 ≤ nack� ���
n+(1−nchk)/2 = (n−nchk)+(nchk+1)/2� �	� �� (n−nchk)+(nchk+1)/2 ≤ nack� 8�

�&���	��� $�* ��	� ��� ����� ���� $�* ��� $�*� #��	 ��� 	9����	 � � �	����	� m ��� m′ ���
���:
��� ��� ��	 �3�	�
�	�	� 
� ����	 k �� �	 �	���� �� �	 ����	���� �	��
���
�� ����	 k; �	
�	�
����	��� $�*� ��� ����	��� $�* ����
	��



*- �&����� )' ������� #���	����


���� ���� (n−nchk)+(1+nchk)/2 ≤ nack ������� (n−nchk)+�(nchk +1)/2� ≤ nack�
5� nchk �� ��� ��� 
���� ���-� ����
���� 4���� ������ ���� nchk �� �!�	� ���� ��� �����
�� �	 l ∈ N� ��
� ���� nchk = 2 l� 8� ��!� � ��- ���� (n − 2 l) + (l + 1/2) ≤ nack

������� (n− 2 l)+ �(l+1/2)� ≤ nack� ��	
� l ∈ N� (n− 2 l)+ (l+1/2) ≤ nack �������
(n− 2 l)+ (l + 1) ≤ nack� �	� �� �� 	� ��>
��� � ��� ���� �� (n− 2 l)+ (l + 1) ≤ nack

���	 (n− 2 l) + �(l + 1/2)� ≤ nack� �

������� 9
: �� �	����� ,� ��� ��
� ���� m �� �	������ �	 majMSetkp 	�� �� m �� �	
�� ����� �(nchk + 1)/2� �������� � ���� �6D ��
��!�� ,� p 9������� 
	����	:�
'�� m �	� m′ ,� �- �������� �	 majMSetkp � �� ��� ������� 
	����	� ��� �-
�������� ��� �	 ��� pendingk

q ��� � �� ����� 	� ��
��� q� 4��� �� �-�!�� 	��
����,�� �� m �	� m′ � 	� 
	G�
��

�	�	��� ������ �* �������  �����' /��  �	���
 ����
��� �������� -����
�� nack �������� ,���� �#"���!���	� 		#
	G�
��	� ��������� �	� nchk �������� ��
� 
	G�
� �� ����
��� ,���� ������	� �	��	���� 4�������� �� �������� ��7�����
��0(nack, nchk) 
���
� ��
������ 4�� ��	���� � 
���
� ��
����� � ��!�  �	���

����
��� -��� �� �������� �� (2n + 1)/3� -��
� �����	� -��	 nack = nchk�

����� !������ ������	�

��!���� ���� ��� 	��,�� � 
���
� ��
����� �� �� ����� ��0(nack, nchk)� nack ≥
(n + 1)/2� �	� 2nack + nchk ≥ 2n + 1� �������� * ��!��  �	���
 ����
��� �� �	�

	G�
� ������	 C� ��� ���.� �	 �������� * �0�
��� 
	
����	���� �	� 4��. I ���
�- �	��� ��	�� 9��	�� *H �	� I*:�

�������� * ���� �	 V�	�����	�W 	����	 9����� k: � ���
��� ��� ������� � ��
��� ��
-����	� ��� )� �0������ � ��
��� ���� -���� �� ������� (k, pendingk

q , ACK) 9��	�
I*: -��� ��
��!� � ������� (i,−, type) ��
� ���� i = k �	� type = ACK�

��
��� p �	 ����� k ��	���� ��� ���-�	� �����

• R]deliveredp� 
	���	� ��� �������� $#����!���� ,� p �� � ��� 
����	� �����

• G]deliveredp� 
	���	� ��� �������� �#"���!���� ,� p �	 ��� ������ k′ < k�

• pendingk
p � 
	���	� �!��� ������� m ��
� ���� p ��� ��	� �	 ACK �������

�� m �	 ����� k �� � 
����	� ����� �	�

• localNCg]Deliverk
p � �� ��� ��� � 		 
	G�
��	� �������� ���� ��� �#"���!����

,� p �	 ����� k� �� � ��� 
����	� ���� 9�	� ,���� p �0�
���� ��� k#�� �	#
��	���:�

8��	 p -�	�� � �#����
��� ������� m� p �0�
���� !����������(m) 9��	� O:� �����
$#����!���	� � ������� m� ��� �
��	� ��.�	 ,� p ����	� 	 -������ m 
	G�
�� �
	� -��� ��� ���� ������� m′ �	 R]deliveredp \G]deliveredp�



)'%' ������� ������� #���	���� *1

2� ���1	��' 5� 	 
	G�
� �0����� ���	 p �	
����� m �	 pendingk
p 9��	� *J:� �	�

��	�� �	 ACK ������� � ��� ��
������ �
.	-�����	� ��� $#����!��� � m 9��	� *K:�
/	
� p ��
��!�� nack ACK �������� �� � ������� m 9��	� I*:� p �	
����� m �	
localNCg]Deliverk

p 9��	� IK: �	� �#"���!��� m 9��	� IM:�

#��1	��' 5	 
��� � 
	G�
�� p ������ ��� �����	���	� ��
����� �� ����� k� ��
���
p 3��� ��	�� � ������� � ��� ���� (k, pendingk

p , CHK) � ��� ��
����� 9��	� *L:� �	�
-���� ��� ���� �	������	 ��� �0�
��� nchk ��
����� 9��	� *O:� 4��	 p ,����� ���
��� majMSetkp 9��	� HN:�

1 5� 
�	 ,� ��!�� ���� majMSetkp 
	���	� �!��� �������
m ��
� ���� �� �	� ��
��� q� m ∈ localNCg]Deliverk

q � 4��	 p ������ �	��	���
9��	� H*: � ��
��� 	 � ���� (NCmsgSetk, CmsgSetk) 9��	� HH:� /	
� ��� ��
���	
�� ����� ��
��� p 3��� �#"���!��� 9�	 �	� ����: ��� �������� �	 NCmsgSetk ���� ��
��� 	� �#"���!���� ��� 9��	�� HI �	� HK:� �	� ���	 p �#"���!��� 9�	 ��� �������	����

����: ��� �������� �	 CmsgSetk ���� �� ��� 	� �#"���!���� ��� 9��	�� HJ �	� HM:�
����� �#"���!���	� ��� �������� ��
���� �	 �	��	��� �0�
���	 k� p ������ ����� k+1
9��	�� HO#IN:�

����� ����* �* ����������

8� 3��� ����,���� ��� '������ ���� -��� ,� ���� � ��!� ��� ���	 ������ 9�����
��������� J�H \ J�K:� '���� J�* ������ ���� ��� ��� pendingk ��� 	� 
	���	

	G�
��	� ��������� 5� �� ���� � ��!� '������ J�H �	� J�K�

-���� �'� #�� ��	 ������� p. ��� ��� k ≥ 1. �� �������� m ��� m′ ��� ��
pendingk

p . ���� m ��� m′ �� ��� ���+����

7���< ������� ,� -�� � 
	�����
��	� ���� ����� �� � ��
��� p� �	� ��� k ≥ 1
��
� ���� m �	� m′ 
	G�
� �	� ��� �	 pendingk

p � ��	
� m �	� m′ ��� �	 pendingk
p �

p ���� ��!� $#����!���� m �	� m′� ������ ���� p 3��� $#����!��� m �	� ���	 m′�
4���� ����� �� � ���� t ����� p $#����!��� m′ ��
� ���� p �!������� ��� �� �������	�
�� ��	� *I� �	� m′ ∈ R]deliveredp� m′ �∈ G]deliveredp� �	� m′ �∈ pendingk

p � ��
���� t� m ∈ R]deliveredp 9,� ��� ��������� m �� $#����!���� ,���� m′:� �	�
m �∈ G]deliveredp 9�� m ∈ G]delivered� ��� ��	�� HL#H+ m �	� m′ 
�		� ,� ,��
�	 pendingk

p :� 4�������� -��	 ��� �� �������	� �� ��	� *I �� �!�������� m �	� m′ ���
�	 R]delivered \G]delivered� �	� ��	
� m �	� m′ 
	G�
�� ��� 
	����	 �!�������
������ �	� m′ �� 	� �	
����� �	 pendingk

p � � 
	�����
��	 ���� 
	
����� ��� ����
�

'���� J�H ��!�� ������� 9�: � ���� KL�

-���� �'
 � ��� �������� m ��� m′ ���+���. ���� �� ���� ��� �� ���� �� ��
��������� �� ����� k ������ 
���������

�majMSetk
p = {m : |Chkk

p (m)| ≥ (nchk + 1)/2}
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!�%��	��� �  �	���
 ����
��� ��������

<; ��������	��
=; R'delivered← ∅
-; G'delivered← ∅
>; k ← 1
?; pending1 ← ∅
@; localNCg'Deliver1 ← ∅

7; (	 �)����� 	��������(m)� ���� ��

6; ���������(m)

,; 	��������(−) 	����� �� �	��	���

<A; ��
� ���������(m) ���� ��
<<; R'delivered← R'delivered ∪ {m}

<=; ��
� (R'delivered \G'delivered) \ pendingk �= ∅ ���� ��
<-; 	 * �	� ��� m, m′ ∈ R'delivered \ G'delivered, m �= m′ : (m, m′) �∈ Conflict +

��
�

<>; pendingk ← R'delivered \G'delivered
<?; ����(k, pendingk, ACK) �	 ���
<@; 
��


<7; ����(k, pendingk, CHK) �	 ���
<6; ��� ���� [ for nchk processes q : p received (k, pendingk

q , CHK) from q ]
<,; ������ chkPSetk(m) = {q : p received (k, pendingk

q , CHK) from q and
m ∈ pendingk

q }
=A; majMSetk ← {m : | chkPSetk(m) | ≥ �(nchk + 1)/2�}
=<; propose(k, (majMSetk, (R'delivered \G'delivered) \majMSetk))
==; ��� ���� decide(k, (NCmsgSetk, CmsgSetk))
=-; NCg'Deliverk ← (NCmsgSetk \ localNCg'Deliverk) \G'delivered
=>; Cg'Deliverk ← CmsgSetk \G'delivered
=?; ��%����� �������� � NCg'Deliverk � ��� 	����
=@; ��%����� �������� � Cg'Deliverk ���� �	�� ���������� 	����
=7; G'delivered← (localNCg'Deliverk ∪NCg'Deliverk ∪ Cg'Deliverk)∪

G'delivered
=6; k ← k + 1
=,; pendingk ← ∅
-A; localNCg'Deliverk ← ∅

-<; ��
� ������(k, pendingk
q , ACK) ��	� q

-=; ������ ackPSetk(m) = {q : p received (k, pendingk
q , ACK) from q and

m ∈ pendingk
q }

--; ackMSetk ← {m : |ackPSetk(m)| ≥ nack}
->; localNCmsgSetk ← ackMSetk \ (G'delivered ∪NCmsgSetk)
-?; localNCg'Deliverk ← localNCg'Deliverk ∪ localNCmsgSetk

-@; ��%����� ��� �������� � localNCmsgSetk � ��� 	����
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7���< 4�� ��� �� ,� 
	�����
��	� ������ ���� ����� ��� �- �������� m
�	� m′ ���� 
	G�
� �	� ��� �#"���!���� �	 ����� k ,���� �	��	���� 8����� ��
.
� ��	�������� 
	����� ���� m �� �#"���!���� ,� ��
��� p� �	� m′ �� �#"���!����
,� ��
��� q� )�� ���  �	���
 ����
��� �������� 9��	�� I*#IM:� p 9�	� q: ���
��
��!�� nack �������� � ��� ���� (k, pendingk, ACK) ��
� ���� m ∈ pendingk

9m′ ∈ pendingk:� ��	
� nack > (n + 1)/2� ����� ���� ,� � ��
��� r ���� ��	��
��� ������� (k, pendingk

r , ACK) � ��
����� p �	� q� ��
� ���� m �	� m′ ��� �	
pendingk

r � 
	�����
��	� '���� J�*� �

'���� J�I ������� 9*: ��� ��� Ackk(m) � ��
����� ���� ��	� �	 �
.	-�������	�
�� ��� ������� m �	 ����� k �	� 9H: ��� ��� Chkk

p � ��
����� ��� -��
� ���
��
��� p ��
��!�� CHK �������� �	 ����� k� -��� 9I: ��� ��� Chkk

p(m) � ��
�����
��� -��
� p ��
��!�� � CHK ������� 
	���	�	� m �	 ����� k�

-���� �'� $�� Ackk(m) �� � ��� �� ��������� ���� �*����� ��� ��������� ����(k,
pendingk, ACK) �� ����� k ���� m ∈ pendingk. ��� ��� Chkk

p �� ��� ��� �� ���������

���� ����� ���� ������� p �������� �������� �� ��� �	�� (k, pendingk, CHK) �� �����
k� � |Ackk(m)| ≥ nack, |Chkk

p | = nchk. ��� 2nack + nchk ≥ 2n + 1. ���� ����� ��� ��

����� �(nchk + 1)/2� ��������� �� Chkk
p(m)

def
= Chkk

p ∩Ackk(m)�

7���< 8� 3��� �������	� � ������	 ,��-��	 ���� Ackk(m)� Chkk
p � �	� Chkk

p(m)�
��� Chkk

p(m) 
	���	� ��� ��
����� ��� ��� Chkk
p ���� ��	� �	 �
.	-�������	�

������� �� m� 4���� ��
��� p .	-� ���� �!��� ��
��� q ∈ Chkk
p(m) �0�
����

��� �������	� ����(k, pendingk, ACK) �	 ����� k -��� m ∈ pendingk� ,�� p ���
	� .	- �	����	� �,�� ��� �����	�	� ��
����� �	 Π \Chkk

p � 4�������� ����� ���
|Π\Chkk

p | = (n−nchk) ������	�� ��
����� ���� ����� ��!� ��	� �	 �
.	-�������	�
�� m� 8� 
	
���� ���� |Ackk(m)| ≤ (n − nchk) + |Chkk

p(m)|� �� ��� ����������
|Ackk(m)| ≥ nack� �	� ����� nack ≤ (n − nchk) + |Chkk

p(m)| 9*:� ��,���
��	� n

��� ,�� ����� �	 9*: ����� � nack − n ≤ |Chkk
p(m)| − nchk 9H:� �� ������	��	�

2nack + nchk ≥ 2n + 1� -� ��!� ���� nack − n ≥ (1− nchk)/2 9I:� )�� 9H: �	� 9I:�
|Chkk

p(m)| −nchk ≥ (1−nchk)/2� �	� �� |Chkk
p(m)| ≥ (nchk + 1)/2� ��	
� nchk �	�

|Chkk
p(m)| ∈ N� -� 
	
���� ���� |Chkk

p(m)| ≥ �(nchk + 1)/2�� �

'���� J�J ��!�� ������� 9,: � ���� KL� 5� ������ ���� �	� ������� �#"���!����
,� ��� ��
��� q ����	� ����� k� ,���� q �0�
���� �	��	��� �	 ����� k -��� ,�
�	
����� �	 ��� ��� NCmsgSetk ��
���� ,� �	��	��� k�

-���� �'� #�� ��	 ��� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1. �� ������� p �*������ ���
��������� ������(k, (NCmsgSetk ,−)). ���� localNCg4Deliverk

q ⊆ NCmsgSetk�

7���< '�� m ,� � ������� �	 localNCg]Deliverk
q � 8� 3��� ��- ���� �� p �0�#


���� ��� �������	� �������(k,majMSetkp ,−))� ���	 m ∈ majMSetkp� ��	
� m ∈
localNCg]Deliverk

q � q ���� ��!� ��
��!�� nack �������� � ��� ���� (k, pendingk,

ACK) 9��	� I*: ��
� ���� m ∈ pendingk� 4���� ����� ��� nack ��
����� ���� ��	�
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m � ��� ��
����� �	 ��� ���� �������	� �� ��	� *K� )�� '���� J�I� Chkk(m) ≥
(nchk + 1)/2� �	� �� ��� ��� �������� ��	� HN� m ∈ majMSetkp� 4�������� ��
�!��� ��
��� q ���� �0�
���� �������(k, (majMSetkq ,−))� m ∈ majMSetkq � '��
(NCmsgSetk,−) ,� ��� !���� ��
���� 	 �	��	��� �0�
���	 k� �� ��� �	����
!������� � �	��	���� ����� �� � ��
��� r ���� �0�
���� �������(k, (majMSetkr ,−))
��
� ���� NCmsgSetk = majMSetkr � �	� �� m ∈ NCmsgSetk� �

'���� J�K ��!�� ������� 9
: � ���� KL�

-���� �'� � ��� �������� m ��� m′ ���+���. ���� �� ���� ��� �� ���� �� ��
NCmsgSetk�

7���< 4�� ��� �� ,� 
	�����
��	� ������ ���� ����� ��� �- �������� m
�	� m′ ���� 
	G�
�� �	� ��� ,�� �	 NCmsgSetk� )�� ��� !������� ������� �
�	��	���� ����� ���� ,� � ��
��� p ���� �0�
���� �������(k, (majMSetkp ,−))� ��
�
���� NCmsgSetk = majMSetkp � 4�������� m �	� m′ ��� �	 majMSetkp� �	� ���
��� ��������� p ��
��!�� �(nchk + 1)/2� �������� � ��� ���� (k, pendingk, CHK)
��
� ���� m �� �	 pendingk� �	� p ��� ��
��!�� �(nchk + 1)/2� �������� � ��� ����
(k, pendingk, CHK) ��
� ���� m′ �� �	 pendingk� ��	
� p -���� �� �0�
��� nchk

�������� � ��� ���� (k, pendingk, CHK)� ����� ���� �0��� �� ����� 	� ��
��� q �	
Chkk

p ��
� ���� m �	� m′ ��� �	 pendingk
q � 
	�����
��	� '���� J�*� �

'���� J�M ���� ��� ,���� �� �������	� J�H �	� J�I� 5� ��-� ���� 9�: �� ��� 
���
�
��
��� �0�
���� �	��	��� �� ��� ����� k� ���	 ��� 
���
� ��
����� ��� �0�
���
�	��	��� �� ����� k� �	� 9,: ��� 
���
� ��
����� �#"���!�� ��� ���� �������� ��
����� k�

-���� �'" #�� ��	 ��� ������� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1&

152 � p �*������ ����(k,−, CHK). ���� q ���������	 �*������ ����(k,−, CHK)�

162 � p �*������ �������(k,−). ���� q ���������	 �*������ �������(k,−)�

172 � p ���������� �������� �� NCg4Deliverk
p ∪ Cg4Deliverk

p . ����

17�52 q ���� ���������� �������� �� NCg4Deliverk
q ∪Cg4Deliverk

q . ���

17�62 localNCg4Deliverk
p ∪NCg4Deliverk

p =
localNCg4Deliverk

q∪NCg4Deliverk
q ��� Cg4Deliverk

p = Cg4Deliverk
q �

7���< 4�� ��� �� ,� �������	��� �	��
��	 	 9*:� 9H: �	� 9I:� 9#��� ����':
)� k = 1� -� 3��� ��- ���� 9*: ����� �� p �0�
���� ����(1,−, CHK) 9��	� *L:�
���	 q ��� �0�
���� ����(1,−, CHK)� 5� p �0�
���� ����(1,−, CHK)� ���	 p ���
$#����!���� �- ��������� m �	� m′� ���� 
	G�
�� )�� ��� �������	� � $#
,���
���� q ��� $#����!���m �	�m′� ������ ���� q 3��� $#����!���m� �	� ���	m′�
4���� ����� �� � ���� ����� q $#����!��� m′ -��	 m �	� m′ ��� �	 R]deliveredq \
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G]deliveredq � �	� m′ �∈ pending1
q � �� q �!�	������ �0�
���� ����(1,−, CHK)

9��	� *L:�

4 ��!� 9H:� ������ ���� p �0�
���� �������(1,−)� )�� ��� ��������� �� ��

���� ���� p �0�
���� ����(1,−, CHK)� �	� ��� ���� 9*: �,!�� q ��� �0�
����
����(1,−, CHK) �	� -���� �� nchk �������� � ��� ���� (1,−, CHK) 9��	� *O:�
��	
� ����� ��� nchk ��
����� 
���
� ���� �0�
��� ����(1,−, CHK)� q �!�	������
��
��!�� nchk �������� � ��� ���� (1,−, CHK) 9��	� *O:� �	� �0�
���� �������(1,−)�

4 ��!� 9I�*:� ������ ���� p �#"���!��� �������� �	 NCg]Deliver1
p∪Cg]Deliver1

p�
����� �0�
���	� ������(1, (NCmsgSet1p, CmsgSet1p))� p �0�
���� �������(1,−)� ��
���� 9H: � ��� ������ q ��� �0�
���� �������(1,−)� �� �����	���	 �	� �	�#
��� �	������� � �	��	���� q �!�	������ �0�
���� ������(1,−) �	� ��� �� �0�
���
	
�� 5� ���-� ��� ��� �������� 9��	�� HI#HM: ���� q �#"���!��� �������� �	
NCg]Deliver1

q ∪ Cg]Deliver1
q �

4 ��!� 9I�H: -� ��- ���� 9�: localNCg]Deliver1
p ∪ NCg]Deliver1

p =
localNCg]Deliver1

q ∪NCg]Deliver1
q � �	� 9,: Cg]Deliver1

p = Cg]Deliver1
q �

9�: )�� ��� ��������� ��	� HI� �	� ��� ��
� ���� �	������� G]deliveredp = ∅� -�
��!� ���� NCg]Deliver1

p = (NCmsgSet1p \ localNCg]Deliver1
p)� �	� �����

localNCg]Deliver1
p∪NCg]Deliver1

p = localNCg]Deliver1
p∪(NCmsgSet1p\

localNCg]Deliver1
p)� )�� '���� J�J� �� ���-� ���� localNCg]Deliver1

p∪
NCg]Deliver1

p = NCmsgSet1p� � ������� ������	� ���-� �� q� �	� ,�
��� �������	� ������� � �	��	���� -� ��!� NCmsgSet1p = NCmsgSet1q �
4�������� -� 
	
���� ���� localNCg]Deliver1

p ∪ NCg]Deliver1
p =

localNCg]Deliver1
q ∪NCg]Deliver1

q �

9,: )�� ��� ��������� ��	� HJ� Cg]Deliver1
p = CmsgSet1p \ G]deliveredp�

��	
� �	������� G]deliveredp �	� G]deliveredq ��� ������ Cg]Deliver1
p =

CmsgSet1p� �	� Cg]Deliver1
q = CmsgSet1q � �� �������	� � �	��	���� ��

�!��� p �	� q� CmsgSet1p = CmsgSet1q � �	� �� Cg]Deliver1
p = Cg]Deliver1

q �

9��	������ ����': ������ ���� ��� '���� ���� �� ��� k, 1 ≤ k < l� 8� ��#

��� ,� 3��� ��-�	� ���� 9*: �� p �0�
���� ����(l,−, CHK) 9��	� *L:� ���	 q ���
�0�
���� ����(l,−, CHK)� 5� p �0�
���� ����(l,−, CHK)� ���	 ��� ��	� *I� �����
�� ��� ���� t -��	 �- 
	G�
��	� �������� m �	� m′ ��� �	 R]deliveredp \
G]deliveredp� ��	
� m �	� m′ ��� 	� �	 G]deliveredp� m �	� m′ ��� 	� �	
∪k

i=1(localNCg]Deliveri
p ∪NCg]Deliveri

p ∪Cg]Deliveri
p)� �� ��� �	��
��	 ��#

�������� m �	� m′ �∈ ∪k
i=1(localNCg]Deliveri

q ∪NCg]Deliveri
q ∪Cg]Deliveri

q)�
�� ��� �������	� ������� � $#,���
���� �!�	������ m �	� m′ ,��	� �
R]deliveredq � )�� '���� J�*� �	� ��� ��
� ���� m �	� m′ 
	G�
�� ����� �� � ����
����� -��
� q �#"���!��� ��� �������� �	 ∪k

i=1(localNCg]Deliveri
q∪NCg]Deliveri

q∪
Cg]Deliveri

q) ��
� ���� ����� �0��� �- �������� m �	� m′ �	 R]deliveredq \
G]deliveredq � �	� m �	� m′ ��� 	� ,�� �	 pendingl

q � 4���� q �!�	������ �0�
����
����(l,−, CHK)�

������ ���� 9H: p �0�
���� �������(l,−)� )�� ��� ��������� p ���!����� �0#
�
���� ����(l,−, CHK)� �	� ��� ���� 9*:� q ��� �0�
���� ����(l,−, CHK) �	�
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-���� �� nchk �������� � ��� ���� (l,−, CHK)� ��	
� ����� ��� nchk ��
����� 
�#
��
� ���� �0�
��� ����(l,−, CHK)� q �!�	������ ��
��!�� nchk �������� � ��� ����
(l,−, CHK)� �	� �0�
���� �������(l,−)�

8� 	- 
	����� ���� 9I�*: p �#"���!��� �������� �	 NCg]Deliverl
p∪Cg]Deliverl

p�
����� �0�
���	� ������(l, (NCmsgSetlp, CmsgSetlp))� p �0�
���� �������(l,−)� ��
���� 9*: � ��� ������ q ��� �0�
���� �������(l,−)� �� ��� �����	���	 �	� �����#
��	� ��������� � �	��	���� q �!�	������ �0�
���� ������(l,−) �0�
��� 	
�� )��
��� ��������� q �#"���!��� �������� �	 NCg]Deliverl

q ∪ Cg]Deliverl
q �

4 ��!� 9I�H: -� ��- ���� 9�: localNCg]Deliverl
p ∪ NCg]Deliverl

p =
localNCg]Deliverl

p ∪NCg]Deliverl
q � �	� 9,: Cg]Deliverl

p = Cg]Deliverl
q �

9�: )�� ��� ��������� ��	� HI� �	� '���� J�J 9����� localNCg]Deliverl
p ⊆

NCmsgSetlp:� �� ���-� ���� localNCg]Deliverl
p ∪ NCg]Deliverl

p =
NCmsgSetlp − G]deliveredp� 4 ��� -��� 	�� ���� ��� ��	�� IJ �	� IK�
localNCg]Deliverl

p ∩G]deliveredp = ∅� �� ��� �������	� ������� � �	#
��	���� NCmsgSetlp = NCmsgSetlq� )�� ��� ��������� G]delivered =
∪k

i=1(localNCg]Deliveri ∪ NCg]Deliveri ∪ Cg]Deliveri)� �	� ��� ���
�	��
��	 ���������� G]deliveredp = G]deliveredq � 4�������� -� ��!�
localNCg]Deliverl

p∪NCg]Deliverl
p = localNCg]Deliverl

p∪NCg]Deliverl
q �

9,: )�� ��� ��������� ��	� HJ� Cg]Deliverl
p = CmsgSetlp \ G]deliveredp�

��� -��	 ��	� HJ �� �!�������� G]deliveredp = ∪k
i=1(localNCg]Deliveri

p ∪
NCg]Deliveri

p ∪Cg]Deliveri
p)� �	� �� ���-� ��� ��� �	��
��	 ���������

���� G]deliveredp = G]deliveredq � �� ��� �������	� ������� � �	��	����
CmsgSetlp = CmsgSetlq� �	� ����� Cg]Deliverl

p = Cg]Deliverl
q � �

4�� ���-�	� �������	� ������ f < ��0(nack, nchk)� �������	 J�H �� ���	���
���	 ��� �������	� ������� ��3	�� �	 ��
��	 J�*� ��	
� �� 
����� ���� �	� �-

���
� ��
����� 	� 	�� �#"���!�� ��� ���� ��������� ,�� ��� �#"���!�� ���� �	
��� ���� ������

4�� ��� �� �������	 J�H 
	������ �- 
����� 4�� 3��� 
��� ������� ���� ���

���
� ��
��� p �#"���!��� m �	 ����� k �	� �0�
���� �	��	��� �	 ����� k� 5	
���� 
���� m ∈ localNCg]Deliverk

p ∪ NCg]Deliverk
p ∪ Cg]Deliverk

p � �	� ���
'���� J�M� �!��� 
���
� ��
��� ��� �#"���!��� m� 4�� ��
	� 
��� 
	������ ����
p �#"���!���m �	 ����� k ,�� 	�!�� �0�
���� �	��	��� �	 ����� k� 4�� ��� ��
����
,� ��-�	� ���� �� ���� �����	�� ���	 ��� 
���
� ��
����� ��	� �	 �
.	-�������	�
�� m �	 ����� k� �	� �!�	������ �!��� 
���
� ��
��� ��
��!�� nack �
.	-�������	�
�������� �� m �	� �#"���!��� m�

+�� �	�	�� �'
 2"����
���3' � � ������� ������� p ���������� � ������� m ��
���� ����� k. ���� ����	 ������� ������� q ���������	 ���������� m �� ����� k�

7���< 4���� ��� �- 
���� � 
	������ 9�: p �0�
���� �	��	��� 	 ����� k� �	�
9,: p 	�!�� �0�
���� �	��	��� �	 ����� k�



)'%' ������� ������� #���	���� +*

9�: ��	
� p �#"���!��� m �	 ����� k� m ∈ localNCg]Deliverk
p ∪NCg]Deliverk

p ∪
Cg]Deliverk

p � �	� �� ��� '���� J�M� -� ��!� m ∈ localNCg]Deliverk
q ∪

NCg]Deliverk
q ∪ Cg]Deliverk

q � 4���� q ������ �#"���!��� m �� ��	� IM 9�	
-��
� 
��� m ∈ localNCg]Deliverk

q :� � �� ��	� HK 9�	 -��
� 
��� m ∈
NCg]Deliverk

q :� � �� ��	� HM 9�	 -��
� 
��� m ∈ Cg]Deliverk
q :�

9,: ��	
� p ��� 	� �0�
��� �	��	��� �	 ����� k� m ∈ localNCg]Deliverk
p � �	�

�� ���� ,� ���� p ��� ��
��!�� nack �������� � ��� ���� (k, pendingk, ACK)
9��	� IN: ��
� ���� m ∈ pendingk� 4���� ��� nack ≥ (n+1)/2 
���
� ��
������
�	� �� p ��� ��
��!�� ��� ������� (k, pendingk, ACK) ��� �� ����� 	� 
���
�
��
��� r�

8� 
���� ���� �!��� 
���
� ��
��� r′ �0�
���� ��� ����(k, pendingk, ACK)
�������	� �� ��	� *K� ��
� ���� m ∈ pendingk� )�� ��	�� *H#*K� r $#����!���
m� �	� ,� ��� �������	� � $����,�� ����
���� �!�	������ r′ ��� $#����!���
m� 4�������� ����� �� � ���� t -��	 m ∈ R]deliveredr′ �

5� ���-� ��� ��� ��
� ���� m �� �#"���!���� ,� p �	 ����� k ���� m �∈
∪k−1

i=1 (localNCg]Deliverk
p ∪NCg]Deliverk

p ∪Cg]Deliverk
p)� �� '���� J�M�

-� ��!� m �∈ ∪k−1
i=1 (localNCg]Deliverk

r′ ∪ NCg]Deliverk
r′ ∪ Cg]Deliverk

r′)�
�	� �� ����� �� � t′ > t -��	 r′ �0�
���� ��	� *I� �� ���� t′� m ��� 	� 
	G�
�
-��� �	� ���� �������� 4 ��� -��� 
	����� ���� m 
	G�
�� -��� ��� ���#
���� m′ �	 ����� k� 5	 ���� 
���� r′ �0�
���� ����(k,−, CHK) �	 ����� k� �	�
��� '���� J�M ��� 
���
� ��
����� ��� �0�
��� ����(k,−, CHK) �	 �����
k� 5� ���-� ���� r′ �!�	������ �0�
���� �	��	��� �	 ����� k� � 
	�����
��	
���� 
	
����� ��� 
�����

��	
� ����� ��� nack 
���
� ��
����� ���� �0�
��� ����(k, pendingk, ACK)�
��
� ���� m ∈ pendingk� q -��� �!�	������ �0�
��� ��� ���� �������	� ��
��	� I*� �	� �#"���!�� m� �

4- �������	� ��� �����	������� �	 ��� ��� �� �������	 J�I� 4�� 3��� �������	
9�: 
	������ ���� ��� ��
��� q �#"���!��� �- 
	G�
��	� �������� m �	� m′ �	
��� ���� ����� k� �	� �	 ��� ��
	� �������	� 9,: ��
��� q �#"���!��� m �	� m′ �	
��A���	� ������� �	������	� ���� q �#"���!��� m ,���� m′� �� �� ��-	 �� 9�: ����
��	
� m �	� m′ 
	G�
�� m′ ∈ CmsgSetk� ������	�� �� � 
	�����
��	� ���� p �#
"���!��� m′ ,���� m� ��� � ������� ������	�� �� �� 
	
����� ���� m ∈ CmsgSetk�
4�������� m,m′ ∈ CmsgSetk� 6-�!��� ��� �������� �	 CmsgSetk ��� �#"���!����
�	 ��� ���� �������	����
 ����� �	� ����� �� 
�		� ,� ���� q �#"���!��� 3��� m
�	� ���	 m′� �	� p �#"���!��� 3��� m′ �	� ���	 m� )� �������	 9,:� �� ���-�
����
��� ��� �������� * ���� �� p �	� q ,�� �#"���!�� m� �����
��!��� m′� �	 �����
k� �����
��!��� k′� ���	 ���� �#"���!�� m �	� m′ �	 ��� ���� �����

+�� �	�	�� �'� 27������ ��	��3' � ������� ��������� p ��� q ���� ���������
�������� m ��� m′. ��� m ��� m′ ���+���. ���� p ���������� m ������ m′ �� ���
���	 �� q ���������� m ������ m′�

7���< ������ ���� q �#"���!��� ������� m ,���� ������� m′� 8� ��- ���� p
��� �#"���!��� m ,���� m′� 4���� ��� �- 
���� � 
	������ 9�: q �#"���!��� m �	�



++ �&����� )' ������� #���	����

m′ �� ����� k� �	� ,� �������	 J�H� p ��� �#"���!��� m �	� m′ �� ����� k� �	�
9,: q �#"���!��� m �� ����� k� �	� m′ �� ����� k′ > k� �	� ,� �������	 J�H� p ���
�#"���!��� m �� ����� k� �	� m′ �� ����� k′�

9�: 8� 
���� ���� �� �������� m �	� m′ 
	G�
�� �	� q �#"���!��� m ,���� m′�
���	 m′ ∈ CmsgSetk� 4 ��� -��� 	��
� ���� �� q �#"���!��� m ,���� �	#
��	���� m ∈ localNCmsgSetkq � �	� ��� '���� J�J� m ∈ NCmsgSetk� )��
'���� J�K� m �	� m′ 
�		� ,� ,�� �	 NCmsgSetk� ���� m′ ∈ CmsgSetk�

	
����	� ��� ��� � �� 
�����

������� ,� -�� � 
	�����
��	� ���� p �#"���!��� m′ ,���� m� )�� �	 ��#
����	� ������� � ��� 
���� �,!�� m ∈ CmsgSetk� 4�������� m �	�m′ ��� �	
CmsgSetk� �	� m �	� m′ ��� �#"���!���� ,� q �	� p �� ��	� HM� 6-�!��� ��	
�
q �#"���!��� m ,���� m′� �	� �������� �	 CmsgSetk ��� �#"���!���� �

��#
�	� � ��� �������	����
 ��	
��	� p �	� q � 	� ��� ��� ���� �������	����

��	
��	� � 
	�����
��	 ���� 
	
����� ��� ��� � 
��� 9�:�

9,: )�� ��� ��������� �� p �#"���!��� m �� ����� k� �	� m′ �� ����� k′ > k� ���	
p �#"���!��� m ,���� m′� �

�������	 J�J ,��- ��!�� ���� �������� * �����	���� ��� !������� ������� �
 �	���
 ����
��� ���	� �- ��
��	���� R�4+MS� 4�� ���� �� � ������ ���� ���
������� m �� �#����
��� �	� 	�!�� �#"���!���� �	� ���	 ���
� � 
	�����
��	�
)����� ��� ��� � �������	 J�J ��-� ���� �� m �� 	�!�� �#"���!����� ���	 �����
�� � �	��	��� �0�
���	 k1 -��	 �!��� 
���
� ��
��� ������ m� 1��
� ����
���� 
�	 	�� ,� ��!�� �� 
���
� ��
������ ��	
� � ����� m� � ��
��� 3��� ���
� $#����!�� m� �	� ��� ��������� � $����,�� ����
��� 	�� �	���� ���� 
���
�
��
����� $#����!�� ��� $#,���
��� ��������� 5� ���	 ��-� ���� ��� ��� ��3	���	
� ������ ��
������ ����� �� � �	��	��� �0�
���	 k2 ���� 	 ������ ��
��� �0�
����
9���� ��� 
���� ,���� k2:� 4�� 
	�����
��	 ���-� ������������ ��	
� �� �	��	���
�0�
���	 k = ��0(k1, k2)� 	�� 
���
� ��
����� ����� � !����� �	� m �� ��-���
������� 4����m �� �	
����� �	 ��� ��
���	 � �	��	��� k� �	� -��� ,� �#"���!�����

+�� �	�	�� �'� 28���	��.3' � � ������� ������� p ��,��������� � ������� m.
���� p ���������	 ���������� m�

7���< )� � 
	�����
��	� ������ ���� p �#����
���� m ,�� 	�!�� �#"���!��� ���
)�� �������	 J�H� 	 
���
� ��
��� �#"���!��� m� ��	
� p �#����
���� m� ��
$#,���
���� m� �	� ��� ��� !������� ������� � $����,�� ����
���� p �!�	������
$#����!��� m� �� �������� *� ����� �� � ���� ����� -��
� m ∈ R]deliveredp� 5�
���-� ��� ��� �������	� ������� � $����,�� ����
��� �	� ��� ��
� ���� m ��
	�!�� �#"���!����� ���� �!�	������� �� �!��� 
���
� ��
��� q� m ∈ (R]deliveredq \
G]deliveredq)�

�� ��� 
	�����
��	 ���������� p ��� 	� �#"���!�� m� �	� �� p ��� 	� ��
��!�
nack �������� � ��� ���� (k, pendingk, ACK) ��
� ���� m ∈ pendingk� ��� ��	
�
����� ��� nack 
���
� ��
����� ���� �0�
��� ��� �� �������	� �� ��	� *I� ����� �� ��
����� 	� 
���
� ��
��� q ��
� ����� �����m ∈ R]deliveredq\G]deliveredq � q 	�!��



)'%' ������� ������� #���	���� +,

�0�
���� ��� ���� ,��	
� 9��	�� *J#*K:� �	� ��-��� �0�
���� ��� ���� ,��	
� 9��	�� *L#
IN:� 4���� q �0�
���� ����(k,−, CHK)� )�� '���� J�M� ���� 9*:� �!��� 
���
�
��
��� ��� �0�
���� ����(k,−, CHK)� ��	
� ����� ��� nchk 
���
� ��
������ 	

���
� ��
��� �����	� ,�
.�� ���!�� �� ��� ���� �������	� 9��	� *O:� �	� �!���

���
� ��
��� �!�	������ �0�
���� �������(k,−)� 4���� ����� �� � k1 ��
� ����
�� ��� l ≥ k1� ��� 
���
� ��
����� �0�
��� �������(l, (majMSetl , (R4delivered \
G4delivered) \majMSetl))� �	� m ∈ majMSetl ∪ (R]delivered \G]delivered)�

������ ���� k2 �� ��
� ���� 	 ������ ��
��� �0�
���� �������(l,−)� l ≥ k2� 9����� ��
k2 ��� ������ ��
����� ��!� 
������:� '�� k = ��0(k1, k2)� ��� 
���
� ��
����� �0#
�
��� �������(k,−)� �	� ,� ��� �����	���	 �	� �������	� � �	��	���� ��� 
���
�
��
����� �0�
��� ������(k, (NCmsgSetk , CmsgSetk)) -��� ��� ���� (NCmsgSetk,
CmsgSetk)� �� ��� �	���� !������� ������� � �	��	���� ��� ��
��� q �0�#

���� �������(k, (majMSetl , (R4delivered \G4delivered) \majMSetl)) ��
� ����
m ∈ majMSetl ∪ (R]delivered \ G]delivered)� �	� �� ��� ��
����� �#"���!�� m�
� 
	�����
��	 ���� 
	
����� ��� ���� �

+�� �	�	�� �'� 2 ����
 ��������.3' #�� ��	 ������� m. ���� ������� ��
�������� m �� ���� ����. ��� ���	 �� m ��� ���������	 ��,�������� �	 ������1m2�

7���< 5� � ��
��� p �#"���!��� m �� ��	� IM� ���	 p ��
��!�� nack �������� � ���
���� (k, pendingk, ACK),m ∈ pendingk� '�� q ,� � ��
��� ��� -��
� p ��
��!��
��� ������� (k, pendingk

q , ACK),m ∈ pendingk
q � ��	
� q �0�
���� ����(k, pendingk

q ,
ACK)� q ��� $#����!���� m� �� ��� �	���� �	������� � $����,�� ����
���� ��
���
������1m2 ��� $#,���
��� m� �	� �� ������1m2 ��� �#����
��� m�

1- 
	����� ���� p �#"���!��� m �� ��	� HK � HM� 4���� p �0�
���� ��� �����#
��	� ������(k, (NCmsgSetk , CmsgSetk)) �� ��� k� ��
� ���� m ∈ NCmsgSetk ∪
CmsgSetk� �� ��� �	���� !������� ������� � �	��	���� ��� ��
��� q ����
��!� �0�
���� �������(k, (majMSetk , (R4delivered \G4delivered) \majMSetk))
��
� ���� m ∈ majMSetk∪(R]delivered\G]delivered)� 8� �����	����� �- 
�����

���� 9�:� 5� m ∈ majMSetkq � ���	� ��� �������� *� |Chkk
q (m)| ≥ �(nchk + 1)/2��

'�� r ∈ Chkk
q (m)� 4�������� r �0�
���� ����(k, pendingk

r , CHK)� ��
� ���� m ∈
pendingk

r � �	� ����� r ��� $#����!���� m�

���� 9,:� 5� m ∈ R]delivered \ G]delivered� �� �� 	� ��>
��� � ��� ���� q ���
$#����!���� m�

5	 ,�� 
����� ,� ��� �	���� �	������� ������� � $����,�� ����
���� ��
���
������1m2 ��� $#,���
��� m� �	� �� ������1m2 ��� �#����
��� m� �

������� �'� ��������� 5 ������ 8������ ,��������. �� ������� 8������ ,��������
�� � ��/����� �� 
�������� �� ��	��������� �	����� ���� f < ��*(nack, nchk)�

7���' 5�������� ��� �������	� J�H� J�I� J�J� �	� J�K� �



+- �&����� )' ������� #���	����

'�" �1�������! �( �#� ��!���� ��������� ��+����# 

4��  �	���
 ����
��� �������� �� ����
� �	� 
������ ���	 .	-	 ����
 ����
���
�������	����	� ,���� 	 ��� ���� ��������	�� 8� �!������ 	�0� ��� 
�� � ���
 �	���
 ����
��� �������� ���	� ��� ����!��� ����	
� ���������� �	����
�� �	 ����
��
��	�

����� 1������ $������� ������	� ��������

�������	 J�M ������ ���� ���  �	���
 ����
��� �������� � ��
��	 J�H�H �� �
����
� �������	����	 �  �	���
 ����
����

+�� �	�	�� �'" ��������� 5 �� � ������ 8������ ,�������� ����������

7���' 5�������� ��� )����� J�*� -���� ��
��� p �#����
���� ������� m �	�
��
��� s �#����
���� �������� m′� ��
��� p 9�����
��!��� s: $#����!��� m′ 9�����
#
��!��� m: ����� �#"���!���	� m′ 9�����
��!��� m: \ 	� ��-	 �	 )����� J�*� ��
���
p 	�� �
.	-������ ������� m� ��
����� q �	� r �
.	-����� �������� m �	� m′�
�	� ��
��� s 	�� �
.	-������ ������� m′�

��
��� p ��
��!�� ��� �
.	-������ ��� p� q� �	� r �	� ��	
� nack = 3� p �#"���!���
m� ��
��� p ���	 ��
��!�� ��� �
.	-�������	� ��� s �� m′� �	� �#"���!��� m′�
���������� s �#"���!��� m′ �	� ���	 m� 4�������� p �#"���!��� m ,���� m′� �	� s
�#"���!��� m′ ,���� m� �

g-Deliver(m’)R-broadcast(m)

g-Broadcast(m’)

g-Broadcast(m)

p

q

r

s

R-deliver(m)

R-deliver(m’)

R-deliver(m)
R-deliver(m’)

send(k,{m,m’},ACK)

g-Deliver(m)

g-Deliver(m)
g-Deliver(m’)

send(k,{m},ACK)

R-broadcast(m’) send(k,{m’},ACK)
g-Deliver(m’)

g-Deliver(m)

)����� J�*� $�	 R �  �	���
 ����
��� 9nack = 3:



)'(' ���������� � �&� ������� #���	���� "������&
 +1

����� 1������ $������� ������	� ���

5	 ���� � �	����� ��� 
�� � ���  �	���
 ����
��� ��������� -� �	����
� ���
����!��� ����	
� ���������� 8� �	����� ���  �	���
 ����
��� �������� 
	������	�
,��� 
��� ��	�� -��	 �������� 
�	 ,� �#"���!���� -����� 
	G�
�� �	� -��� 
	G�
��

���	,��� -������' 5	 ��� ���-�	�� -� �	����
� ��� ����!��� ����	
� �� � �����#
���� � ������� ��� �>
��	
� � ��������� ��!�	� �	� ����
��� ��,��� 9��3	��
,� ��� �������!�� α#����
��� �	� α#"���!��:� 4�� ����!��� ����	
� �� � !������	
� ��� '���	
� "����� �	����
�� �	 R�
�+LS� -��
� �� ,���� 	 ���3�� '�����<�

�
.� R'��LOS�

• � ���� �!�	� �	� � ����� �!�	� 	 � ��
��� p � 	� ����� p<� �
�� 
�
.�

• ��� ts(send(m)) ,� ��� ��������� � ��� send(m) �!�	�� �	� ts(m) ��� �����#
���� 
������ ,� ������� m� ts(m) def= ts(send(m)) + 1� �	�

• ��� ��������� � receive(m) 	 � ��
��� p �� ��� ��0���� ,��-��	 ts(m)
�	� p<� 
����	� 
�
. !�����

4�� ����!��� ����	
� � � ������� m α#����
��� �	 ��� ��	 R � �	 �������� A
��!�	� � ����
��� ��,���� ��	��� dlR(m)� �� ��3	�� �� ��� ��A���	
� ,��-��	
9*: ��� ������� ��������� � ��� α#"���!��(m) �!�	�� 9�� ��� 	� ��� ��
���: �	 ��	
R �	� 9H: ��� ��������� � ��� α#����
���(m) �!�	� �	 ��	 R� '�� πR

m ,� ��� ���
� ��
����� ���� α#"���!�� ������� m �	 ��	 R� 4�� ����!��� ����	
� � m �	 R ��
������� ��3	�� ��

dlR(m) def= max
p∈πR

m

(ts(α#"���!��p(m))− ts(α#����
���(m))).

)� �0������ 
	����� � ,���
��� �������� Ab -���� 9*: � ,���
��� � �������
m� � ��
��� p ��	�� m � ��� ��
������ 9H: ��
� ��
��� q 	 ��
��!�	� m ��	��
�	 �
.	-�������	� ������� ACK(m) � ��� ��
������ �	� 9I: �� �	 �� q ���
��
��!�� nack �������� � ��� ���� ACK(m)� q ����!��� m� '�� R ,� � ��	 � Ab� ��
��-	 �	 )����� J�H� 5	 ���� 
��� -� ��!� dlR(m) = 2�

4�� ����!��� ����	
� �� � ������� � ��� ��	
��	�����	 ��	� ��
����� �	 � ��!�	
��	 ����
�� ,� ��� ,���
��� �������� A � ����!�� � �������� 4�� ����!���
����	
� 
�	 ,� ���� � 
����
������ ��� ������� �	������������� ��	� ��
������
��7����� ,� �	 �������� A� � ����!�� ��������� )� �0������ �������� Ab ��7�����
���� ��
����� ��	� �	 ACK(m) ������� 	�� ����� ��
��!�	� ������� m� �	� ��
	 ��	 ��	������ ,� Ab -���� m �� ,���
��� -��� ��!� ����p(ACK(m)) ���
���	�
�������p(m)� �� �	� ��
��� p� 1�!���������� �������� Ab ���-� � ��
��� q � ��	�
ACK(m) ����� ��!�	� ��
��!�� ACK(m) ��� ��� ��
��� p� 4���� ����� �0���� �
��	 R′ � Ab -���� �������q(ACK(m)) ���
���� ����q(ACK(m)) 9��� )����� J�I:�
5	 ���� 
��� -� ��!� dlR

′
(m) = 3�



,4 �&����� )' ������� #���	����

send(m)

broadcast(m)

p

q

send(ACK(m))

deliver(m)

send(ACK(m))

deliver(m)

)����� J�H� $�	 R � Ab -��� dlR(m) = 2

send(ACK(m))

send(ACK(m))

send(m)

broadcast(m)

q

deliver(m)

deliver(m)

p

)����� J�I� $�	 R′ � Ab -��� dlR
′
(m) = 3

4�������� -��	 
����
������	� � ,���
��� �������� A -��� ��� ����!��� ����	
�
���������� -� -��� 
	����� ,��� 
��� �
�	����� -��
� 
����
������ ��� ��	���� ��	#

��	�����	 	�
������ � ����!�� ���������

#�� !����	' 8� 	- ���
��� ��� 
�� � ��  �	���
 ����
��� ��������� /��
���	 ������ �� ���� �� �������� ���� � 	� 
	G�
�� ���  �	���
 ����
��� ��������

�	 ����!�� �������� -��� � ����!��� ����	
� �7��� � H� -���� �� �������� ����

	G�
�� ��� ����!��� ����	
� �� �� ����� �7��� � J� ��	
� .	-	 ����
 ����
���
��������� ����!�� �������� -��� � ����!��� ����	
� � �� ����� I�' ���� ������� ��-�
��� �����A � ���  �	���
 ����
��� ��������� �� �������� 
	G�
� ���7��	���� ��
 �	���
 ����
��� �������� ��� ,�
�� ���� �>
��	� ���	 �	 ����
 ����
���
��������� -���� �� 
	G�
�� ��� ����� ���	 ��  �	���
 ����
��� �������� ����� �
������� 
��� 
������ � ����
 ����
��� ����������

����� �����	� ��������� J�O \ J�**� -� �����	� �������	 J�L -��
� ��3	�� � �-��
,�	� 	 ��������� ���� �������	� $����,�� ����
���� �	� ������� J�* -��
�

��� 	9�	��
�� 
� �	 ���
�
��
� ����
� 2�������� �����
�� $�		 ����	� ?*�  
� ��� �	�
�	�
�	����	�  
� �	�
�	�� ���	��� 	8��� �� = 
� �	 �����	����� ���	� ����� �������� �����



)'(' ���������� � �&� ������� #���	���� "������&
 ,$

������ ���� �-�� ,�	� �	 ����� � ��� ����!��� ����	
� ����������

+�� �	�	�� �'� $�� Arb �� �� ��������� ���� ������ !������� ,��������� #�� ����	
��� R �� Arb ����� � ������� p !����������� ���� ������� m ��� � ������� q �=
p !��������� m. ����� �� � ������ ����� �� ������ ���������� !����������p(m) ���
!��������q(m)�

7���' ������� ,� -�� � 
	�����
��	� ���� ����� �0���� �	 �������� Arb ����
��!�� $����,�� ����
��� ��
� ���� �	 ��� ��	� � Arb� � ��
��� p $#,���
����
� ������� m� � ��
��� q �= p $#����!��� m� �	� ����� �� 	 
����� 
���	 � �!�	��

		�
��	� !����������p(m) �	� !��������q(m)� '�� R ,� ��
� � ��	 � Arb -����
!����������p(m) �� ��� 3��� �!�	� �0�
���� ,� ��
��� p� )�� ��� ���������� �����
�� 	 �!�	� e ∈ R � ���� !����������p(m)→ e �	� e→ !��������q(m)�

�	����� 	- � ��	 R′ ������� � R �0
��� ���� p ��� 	� $#,���
��� m� ��
���
q �� 	� �,�� � �����	����� ,��-��	 R �	� R′� �	� ��	
� q $#����!��� m �	 R� q
$#����!��� m �	 R′� !�����	� ��� �	���� �	������� ������� � $����,�� ����
����
�	� 
	�����
��	� �� ��������� ���� Arb ��!�� $����,�� ����
���� �

#�������� �'� ����� �� �� ��������� Arb ���� ���������� !������� ,�������� ����
���� ��� ��	 ������� m !���������� �� ���� ��� R �������� �	 Arb. dlR(m) < 1�

7���' 5�������� ��� �������	 J�L �	� ��� ��3	���	 � ����!��� ����	
�� �

�������	� J�O �	� J�+ ������ ��� 
�� � ���  �	���
 ����
��� �������� -��	
�������� � 	� 
	G�
�� �������	 J�O ��3	�� � �-�� ,�	� 	 ��� ����!���
����	
� � �������� * �� �������� �#"���!���� -����� �	��	��� 9��	� IM:� �	�
�������	 J�+ ��-� ���� ���� ,�	� 
�	 ,� ���
��� �	 ��	� -���� ����� ��� 	
��
��� ���������

+�� �	�	�� �'3 ����� �� �� ��� R ��������� �	 ��������� 5 ����� ���� �������
m �� ���	 ����������� �� ���� 79 ��� dlR(m) < 2�

7���' ������ �� � 
	�����
��	 ���� ����� �� � ��	 R �	� � ������� m �#
"���!���� �	 R ��
� ���� dlR(m) < 2� ��	
� m �� �#"���!���� �	 R� ,� ��� �	�������
������� �  �	���
 ����
���� ����� �� � ��
��� q ���� �#����
���� m� �� ���#
����� *� �� q �#����
���� m� q $#,���
���� m� �	� �!��� ��
��� p ���� �#"���!���
m 3��� $#����!��� m� 8� ��3	� lRB

m,p = ts(!��������p(m))− ts(!����������q(m))� �	�
lgB
m,p = ts(���������p(m))− ts(��,��������q(m))� -���� lgB

m,p ≥ lRB
m,p� �� ������� J�*�

lRB
m,p ≥ 1� �	� ��� ��� ��3	���	 � ����!��� ����	
� �	� ��� 
	�����
��	 ����������
lgB
m,p ≤ dlR(m) < 2�

5� ���-� ���� 1 ≤ lRB
m,p ≤ lgB

m,p ≤ dlR(m) < 2� �	� �� ���� ,� ���� lRB
m,p = lgB

m,p�
4�������� ����� $#����!���	�m� p ��� 	� ��
��!� �	� �������m′ ��
� ����m→ m′�
-���� → �� ��� �����	�#,���� ������	 ��3	�� ,� '����� R'��LOS� ��	
� p �#
"���!��� m �� ��	� IM� p ��
��!�� nack �������� � ��� ���� (k, pendingk, ACK)�



,% �&����� )' ������� #���	����

��
� ���� m ∈ pendingk� '�� r ,� � ��
��� ��� -��
� p ��
��!�� � �������
(k, pendingk, ACK)r �� ��	� *O� ��	
� m ∈ pendingk� ���	 r ��� ��
��!�� m� �	�
�� m→ (k, pendingk, ACK)r� � 
	�����
��	� �

+�� �	�	�� �'� ������ ���� ��������� 5 ���� ��� !������� ,�������� ���������
������ ����� �� :
�;9<� ����� �� � ��� R ��������� �	 ��������� 5 ����� �������
m �� ����������� �� ���� 79 ��� dlR(m) = 2�

7���' 5�������� ��� )����� J�J -���� ��
��� p �#����
���� � ������� m�
9��� �������� ��!� ,��	 ������ ��� )����� J�J �� 
�������: )� ��� ρ ∈ {p, q, r, s}�
ts(�������ρ(m)) = ts(����p(m)) + 1� �	�� �� ��� ρ′ ∈ {p, q, s}� ts(�������ρ(k, {m},
ACK) ��� ρ′) = ts(����ρ′(k, {m}, ACK)) + 1� ��� ts(����ρ′(k, {m}, ACK)) =
ts(�������ρ′(m))� �	� �� ts(�������ρ(k, {m}, ACK) ��� ρ′) = ts(����p(m)) + 2�
)�� )����� J�J� ts(��,��������p(m)) = ts(����p(m))� �	� ts(���������ρ(m)) =
ts(�������ρ(k, {m}, ACK) ��� ρ′)� �� ��� ��3	���	 � ����!��� ����	
�� -� ��!�
dlR(m) = 2� �

send(m)

g-Broadcast(m)
R-broadcast(m)

g-Deliver(m)
R-deliver(m)

send(k,{m},ACK)

p

q

r

s

)����� J�J� $�	 �  �	���
 ����
��� -��� dlR(m) = 2

4�� ������� ���� ���- ��� �,�� ��� 
�� � ���  �	���
 ����
��� �������� �	
��	� -���� 
	G�
��	� �������� ��� �#����
���� �������	 J�*N ����,������ �
�-�� ,�	� �� 
���� -���� �������� 
	G�
�� �	� �������	 J�** ��-� ���� ���
,��� 
��� -��� 
	G�
�� 
�	 ,� ���
��� �	 ��	� -��� 	 ��
��� �������� 	� �������
�����
�	�� �������	 J�*N �� ,���� 	 �	��
���� J�*� -��
� ����,������ � �-��
,�	� 	 �	��	��� ���������� 4��� �-�� ,�	� �� ,���� 	 ��� ����	
� ������
���������� �	����
�� �	 R�
�+LS�

#��4������ �'� ������ �� ��	��������� �	���� ����� M ��������� ���� � �������
�������� ���� ���� ��� ������	 ������ �������	� ����� �� �� ��������� AC �� M ����
������ 
�������� ���� � ������	 ������ ������� ���� 6�

1��
� ���� ����� ��� ��������� ���� ��!� �	��	��� -��� � ����	
� ������ �7���
� H �	 M R�
�+L� �$++S�
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+�� �	�	�� �'�$ ������ ���� 
�� ������ =�5 �� ����� ����� �� �� ��� R ���������
�	 ��������� 5 �� M ����� m ��� m′ ��� ��� ���	 �������� �����������. m ��� m′

���+���. ��� dlR(m) < 4 ��� dlR(m′) < 4�

7���' ������ �� � 
	�����
��	 ���� ����� �� � ��	 R �	� �- ��������m �	�m′

�#"���!���� �	 R ��
� ����m �	� m′ 
	G�
� �	� dlR(m) < 4 �	� dlR(m′) < 4� )��
'���� J�H� �� ��� 	� ������� �� �#"���!���� �	 R ,���� �	��	���� 8����� ���
� ��	�������� ������ ���� m �� �#"���!���� ����� �	��	���� 8� -��� ��- ���� ��

�		� ,� ���� dlR(m) < 4�

)� �!��� ��
��� p ���� �#"���!��� m� p 3��� �0�
���� ������p(−, (seta, setb))� ��
�
���� m ∈ setb� 4���� ��� ��� �	���� !������� ������� � �	��	���� ����� �� � ��#

��� q ���� �0�
���� �������q(−, (seta, setb))� '�� lCp = ts(������p(−, (seta, setb))) −
ts(�������q(−, (seta, setb)))� )�� �	��
���� J�* �	� ��� ��3	���	 � ����	
� ��#
���� R�
�+LS� lCp ≥ 2�

)�� �������� *� ,���� q �0�
���� �������q(−, (seta, setb))� q ��
��!�� nchk ���#
����� � ��� ���� (−, pending,CHK)� '�� r ,� � ��
��� ��� -��
� q ��
��!��
������� (−, pendingr, CHK)� 8� 
���� ���� r $#����!��� m� 4 ��� -��� 	��
�
���� �	 �������� *� r 	�� �0�
���� ����r(−, pendingr, CHK) 9��	� *L: ����� r $#
����!��� �- 
	G�
��	� ��������� m �	� m′� 5� ���-� ���� ts(���������p(m)) −
ts(!��������r(m)) ≥ lCp + 1� �	� ��	
� lCp ≥ 2� -� ��!� 9�: ts(���������p(m)) −
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8� ��3	� 9,: lRB
m,r = ts(!��������r(m)) − ts(!����������(m))� �	� 9
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ts(���������p(m)) − ts(��,��������(m))� �� �������� *� 9�: ts(��,��������(m)) =
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m,p ≤ dlR(m)� 4���� lRB
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�*���� � ��� R �� ��������� 5 ����� ��� �������� ���+������ m ��� m′ ��� ��
��������� �� ���� ����� k. ��� dlR(m) = 4 ��� dlR(m′) = 4�
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ts(������ρ(−)) = ts(�������ρ(k,−, CHK)) + 4� 8� 
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ts(��,��������q(m)) = ts(����q(m))� �	� ts(��,��������r(m)) = ts(����r(m))� ����
dlR(m) = 4 �	� dlR(m′) = 4� �

g-Broadcast(m)
R-broadcast(m)

g-Broadcast(m’)
R-broadcast(m)

send(m’)

send(m)

send(k,{ },CHK)
R-deliver(m’)

R-deliver(m)

g-Deliver(m)
g-Deliver(m’)

conflict detection Consensus

decide(k,({ },{m,m’}))

propose(k,({ },{m,m’}))

p

q

r

s

)����� J�K� $�	 �  �	���
 ����
��� -��� dlR(m) = 4 �	� dlR(m′) = 4
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��� 	 ��� ����!��� ���� � m� 4�� 	��,�� � ��
����� ���� ��!� �
��
��!� m � ���� ���� 
�	 ,� ��
���� ����	�� 	 ��� ���
�� � ��
��� q 	��
�#����!��� ������� m ����� m<� ���� �� .	-	 ,� q�

)����� K�H ����
�� ��� ��������	� ����� �	� �������	� ������ �	!�!�� �	 ���
������
�� �������� -��� �	���!���!� 4������	� �����
�� 5	 ���� 
���� ��� 
�� ��
ΛCC = Λp + Λo + Λt� -���� Λp �������	�� ��� 
�� � ��� ��������	 ������ Λo ���

�� � ��� �����	� ������ �	� Λt ��� 
�� � ��� �������	� ������

treatment
phase

order
phase

propagation
phase

�������������
�������������
�������������

�������������
�������������
�������������

A-broadcast(m) A-deliver(m)

)����� K�H� ������
�� �����
�

"���� 
)������ ����� $������� ������	�

,�	 ����������� �������

4�� /��������
 �������� -��� �	���!���!� 4������	� �����
� ������� ���� 
��
.#
�	� -������ ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ���� � 	� �� 
������ ���	 �
#
������ ������ �����	� ��������� 4���� �	����� � �0�
���	� ��� ���� ����� �����
��
��!�	� � ������� m� ��
����� ��� � �������	� -������ m �� ��
��!�� �	 ��� ����
���� ,� ��� ��
��!���� 5� ���� �� ��� 
���� m 
�	 ,� ����!����� /����-���� ��
�����
��!� � ����� 	 ��� ���� m ����� ,� ����!����� )����� K�I ����
�� ��� /��������

�������� -��� �	���!���!� 4������	� �����
�� -��� ��� 
��
. ������ �	� α� ���
��,�,����� ���� ��� ��	��	��� ���� ���� ������� �����
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����� "��
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treatment
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phase

�������
�������
�������

�������
�������
�������

��������������
��������������
��������������
��������������

1- α

A-broadcast(m)

A-deliver(m)

)����� K�I� /��������
 �������� �����
�

4�� �������� 	�
������ � �0�
��� ��� 
��
. ����� �	����
�� �	 ������	�� 
���
�	� �� -��	 ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ��� 	� ���� ��� /��������

�������� �����
� �� ��� �0��	��!� ���	 ��� ������
�� �������� �����
� 9���
��
��	 K�*�*:� 5	 ���� 
��� -� ��3	� ��� 
�� ΛOC �� Λp + Λc + (1 − α)Λo + Λt�
-���� Λc �������	�� ��� 
�� � ��� 
��
. ������ ��
��	 K�H �����	�� �	 ������ �	
�������� ���� ���� ��� /��������
 �������� �����
��

�	 �	�������	� ���������	 -��� ,� � !����� ��� 
��
. -��� ��� ���� ������ �
����
� 9� 
�������� �����	���: ��� !������ -��� ��� ����!��� � �������� -��	
��� ��	��	��� ���� ���� ������� ��� 	� ����

"���� ��������� ����� $������� ������	�

,�	 
)������ �������

� ��� ��������!� -�� � �0�����	� ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ���	 ���
���!��� ��
�	�7�� �� �� ���-� RD���++S� 8��	 � ��
��� p ��
��!�� � ������� m� p
�#����!���m � ��� �����
���	 ,���� �0�
���	� ��� ���� ������ 4��� -��� � �������
�� �#����!���� 3��� �	 � ��������� ����� ��
����� ��� �0�
��� ��� ���� ������ �	�
	
� ��� ��������� ���� �� � ������� �� .	-	� ��� ������� �� �#����!���� ����	�
������� ��� ���� ����� �� ��-��� ��������� ��� �0�
���	 �� !�������� -��� ���
�������	� ������ 5� ��� ��3	���!� ���� ��� 	� 
�����	� � ��� ��	����!� �����
��� �����
���	 ��� � V�	�W ��� ������	� �	� V���W ���� �	 ��� 
���
� ����
9��� )����� K�J:�

)� ��� ������
�� ����
 ����
��� �������� -��� /��������
 4������	� �����
��
��� 
�� �� ΛCO = Λp + (1 − α)(Λo + Λu) + Λt� -���� Λu �������	�� ��� 
�� ��
��� �	� ������ �	� ������ 9*: Λt ≤ Λo� � 9H: �� ��� ��	����!� ���� �� 	� ���
���� ��3	���!� ����� 	
� ��� ��3	���!� ���� �� .	-	 �� ��� ������� m� ���
�����
���	 �������	� � m 
�	 ,� �	���������� ��	
� �������� 
�	 ,� ��
��!�� ���
3��� ���� �	 � -�	� ����� ���� �����
� ��7����� ��� �����
���	 � ,� �,�� � �	�
��� ������	� � ��� �������	� ������

�� ��	��� �� ���!������ ���� ��
�	�7�� ��� 	� 
�����	� � ��� ����
 ����#

��� ���
�3
���	 �����	��� �	 ������� H� 4�� 	�- ���
�3
���	 �� ��3	�� ,� ���
�������!�� �������������(m)� �����������(m)� �	� ����������(m)� -��
� ������� ���
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�������������
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Opt-deliver(m)

TO-deliver(m)

)����� K�J� /��������
 ��,��� �����
�

���-�	� ��������� RD���++S�

28���	��.3 5� � 
���
� ��
��� /��#,���
���� � �������m� ���	 �� �!�	������
/��#����!��� m �	� 4/#����!��� m�

2"����
���3 5� � 
���
� ��
��� /��#����!��� � �������m ���	 �!��� 
���
�
��
��� �!�	������ /��#����!��� m� 5� � 
���
� ��
��� 4/#����!��� m ���	
�!��� 
���
� ��
��� �!�	������ 4/#����!��� m�

2 ����
 ��������.3 )� �!��� ������� m� �!��� ��
��� /��#����!��� �	�
4/#����!��� m �� ��� 	
�� �	� 	�� �� m -�� ���!����� /��#,���
��� ,�
������(m)�

2������ ��	��3 5� �- 
���
� ��
����� p �	� q 4/#����!�� �- �������� m
�	� m′� ���	 p 4/#����!��� m ,���� m′ �� �	� 	�� �� q 4/#����!��� m ,����
m′�

2����� ��	��3 � ��
��� ��� 	� 4/#����!�� � ������� m ,���� /��#
����!���	� m�

4���� ��������� ����� ���� �!��� ������� /��#,���
��� ,� � 
���
� ��
��� ��
�!�	������ /��#����!���� �	� 4/#����!���� ,� �!��� 
���
� ��
��� �	 ��� �������
/���� �� �����	���� �	 ��
� � -�� ���� 	 ��
��� 4/#����!��� � ������� ,���� /��#
����!���	� ��� �	� �!��� ������� �� 4/#����!���� 9,�� 	� 	�
�������� /��#����!����:
�	 ��� ���� ���� ,� ��� ��� 
���
� ��
������

"���� 
)������ ����� $������� ������	�

,�	 
)������ �������

�	 �������� 
�	 ,� ��!���� ,� 
�,�	�	� ��� �- �����
��� �����	��� ,�����
4��� ��� ��
����� /��#����!�� �������� �� �	 �� ���� ��
��!� ����� ,�� 	�� �0#
�
��� ��� ���� ����� �� ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ��� 	� ��� 9���
)����� K�K:�



-% �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

treatment
phase

undo

order
phase

check
phase

phase

phase
treatment

Opt-broadcast(m)

Opt-deliver(m)

1- α

propagation
phase �������������

�������������
�������������
�������������

��������
��������
��������

��������
��������
��������

α

TO-deliver(m)

)����� K�K� 6�,��� �����
�

4��� �����
� ��� ��� ��!�	����� � ,�� ��� /��������
 ����
 ����
��� ���#
����� -��� �	���!���!� 4������	� �	� ��� ������
�� ����
 ����
��� ��������
-��� /��������
 4������	�� �� !������ ��� �������	� ����� -��� ��� �0�
���	 �
��� 
��
. ������ �	� �� ��.�� ��!�	���� � ������ ��������� � ����!�� ��������
9�	 ��� ��3	���!� ����: ����� 5	 ���� 
���� ��� 
�� �� ΛOO = Λp + (1 − α)(Λc +
��0(Λo,Λu)) + Λt� -���� 9*: Λt ≤ Λc� � 9H: �� ��� ��	����!� ���� � m �� 	� 
�#
��
�� ��� �����
���	 �������	� ������� ,� ��� /��#����!��� � ��� ������� m 
�	
,� �	����������

4�,�� K�* ��-� ��� �����
��� �����	��� �	 ���� ��
��	� (�
� �����
� �� 
����
#
������� ,� ��� 
���

�������� ����

.	��������� (���������

.������� ��	�� /�	������ ���� ΛCC = Λp + Λo + Λt

0������ ��	�� /�	������ ���� ΛOC = Λp + Λc + (1− α) Λo + Λt

0������ (���������

.������� ��	�� /�	������ ���� ΛCO = Λp + (1− α)(Λo + Λu) + Λt

0������ ��	�� /�	������ ���� ΛOO = Λp + (1 − α)(Λc +��)(Λo, Λu)) + Λt

4�,�� K�*� ��� � ��� !����� �����
���

"���" � ���,��� �������� �* 	� !������ �* 
)�����

)�� ��� 
�� 
����
��������	 �����	��� �	 ��� ���!��� ��
��	�� �	� ,� ��.�	�
��� ���������	� ��������	�� -� 
�	 �!������ �	� ���- ��� 
	
����	� �,��
��� ,���!��� � ��
� ��������
 �����
��

5	 ��� ���-�	�� -� V7��	����W ��� 
�� � � ����� ,� ��� ����	
� 9��� .	-	 ��

���	�
���	 �����:� 4�� !����� ��.�	 �� ��� ��������	� ����� �	� 
��
. ������



*'$' 0������ � ����
��
 -(

��� ,���� 	 ,��� 
��� �	������ 9����� 	 �������� 	� ��
��� �����
�	�:� 4�� 
�� ��
� ��
��� � �������� � ������� � ��� ��� ���� ��
����� 9,���
���:� ������	� n
��
������ �� Λp = 1� 4 
��
. -������ ��� ��	��	��� ���� ���� ������� �����
-� 
	����� ���� 	� ��
��� �� 
���	 � ������ �� ��� 
���	��� �	� ��� ����
��
����� ��	� � ��� 
���	��� � ���� -��� ��� ���� � ��� �������� ��
��!���
4�� 
���	��� �������	�� -������ ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ���� �	�
�	���� ��� ��
������ 4�������� Λc = 2� 4�� ���� ����� 
�	 ,� �������	���
���	� ��� ��������� ���	��� �	� 4��� �	��	��� �������� -��� �	�����,�� �������
����
��� � 
���� �S R�4+MS�� 5	 ��� ,��� 
��� -� ��!� Λo = 3�

8� ��
��� 
	������	� �- 
����� 9�: Λt = Λu = 0 9����� ��� 
�� �� ��� �������	�
����� �	� ��� �	� ����� ��� �7���:� �	� 9,: Λt = Λu = Λo 9����� ��� �������	��
�	�� �	� �����	� ������ ��!� ��� ���� 
��:� 5	 
��� 9�:� ��� 
��� � ��� �������	�
�	� ��� �	� ������ ��� !��� �- 9����� �
�� �����
�� ��� ��
� ������ ���	 ���
	��-�.:� �	� �	 
��� 9,:� ��� 
��� � ��� �������	� �	� �	� ������ ��� �����
������!��� � ��� ��	� � ���� 
��
.� �	� ���� �������

������ 
��
�����	� ���� � ��� ������	� ��-	 �	 4�,�� K�H� -��
� ��� ����
��� �	
)������ K�M �	� K�L�

Λt = Λu = 0 Λt = Λu = Λo

ΛCC/ΛOC 4/(6− 3α) 7/(9− 3α)

ΛCC/ΛCO 4/(4− 3α) 7/(10− 6α)

ΛCC/ΛOO 4/(6− 5α) 7/(9− 5α)

4�,�� K�H� $�����	����� ,��-��	 ������� � �������

)������ K�M �	� K�L ��- ���� ��� ������
�� �������� -��� /��������
 4������	� �	�
��� /��������
 �������� -��� /��������
 4������	� �����
��� V������ ,�����W 9�	
����� � ����	
�: ���	 ��� /��������
 �������� -��� �	���!���!� 4������	� ��#
���
�� 4��� �� �	 ���� ,�
���� �!�	 -��	 ��� ��	��	��� ���� ���� �������
����� � ������� 
�	 	�� ,� ����!���� ���	� ��� /��������
 �������� -��� �	���#
!���!� 4������	� �����
� ����� ��� 
��
. ����� ��� �����	����� -��
� �� 	� ���

��� -��� ��� ���� ��
�	�7���� 6-�!��� ���� �	������ ��� 	� ��.� �	� �

�	�
�����
�� ���������	 9����� ��
���� �	� 	��-�.:� 5� �����
�� -��� 
	�������� ���
������� ����� ��!� ,��	 ��A���	�� 4�� ����	 �� ���� ��� /��������
 �������� -���
�	���!���!� 4������	� �����
� 	�!�� ��� � �	� ������	� 9����� �� ��	������ ����
��
���� �
��!���:� �	� 	�� ����� �������� -��	 ��� ��	��	��� ���� ���� ���#
���� ��� 	� ��� 9����� �� ��	������ ���� 	��-�. �
��!���:� )���������� �� �������
������� ����� �� � ��	����	��� ��A���	
� ,��-��	 ��� /��������
 �������� -��� �	#
���!���!� 4������	� �����
� �	� ��� �����
��� ,���� 	 ��������
 �������	�� �	
���� ��� ������ 
�	 	�� ,� ���� -��	 ��� �����
���	 �� �,�� � �	� ������	��

)�� )������ K�M �	� K�L� ��� ������
�� �������� -��� /��������
 4������	� ��#
���
� �� ��� �>
��	� ���	 ��� /��������
 �������� -��� /��������
 4������	�

�#	 ��������� ������ ��� #��	� ����	���� �����
�� ����
��� 
� 	�
�
���
�� �	 4��� ���	
�� �	 �����
���  	� ����	��	� �	�� �	
� 
�
�
�� ����	� �� �	 �����
����� $�		 �	 ���	��
9*�
��� ��
�� �	 �����
����� ������	 
�� 
�
�
�� ����	 �� 	��
���	 +��,7.�
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)����� K�M� "������ � ������� 9Λt = Λu = 0:

�����
� -��	 ��� 
�� � ��� �������	� �	� �	� ������ ��� �-� �	� -��� -��	
���� ��� ����� 4��� �� �0����	�� ,� ��� ��
� ���� ��� /��������
 �������� -���
/��������
 4������	� �����
� ���-� �	 !����� ,��-��	 ��� ���� �	� ��� �	�
������� -��� ��� ������	�� 
�� � � 
��
. ������ 4�� ������
�� �������� -���
/��������
 4������	� �����
� ��� 	� ��!� ��� ������	�� 
��
. ����� 
��� ,��
������ ��� ���� �	� ��� �	� ������ ��7��	������� 5� ��� 
�� � ��� �	� ����� ��
U��� ��� /��������
 �������� -��� /��������
 4������	� �����
� ��� 	� ��!�
�	� ��!�	���� !�� ��� ������
�� �������� -��� /��������
 4������	� �����
��
�	�� �
������� ������� �����	�� ��� !����� 
�� � ����!�� � �������� )�	����� ��
!����� � α !��� 
��� � 	�� ,�� �����
��� ,���� 	 ��������
 �������	� ��!� �
������� ,���!����

-�� ��� ����� ��� �� ��������� ��+����# 

5	 ���� ��
��	� -� �����	� �	 ������ �	 �������� ���� �0����� ��� /��������
 ��#
���
� �	����
�� �	 ��� ���!��� ��
��	� ��� /��������
 ����
 ����
��� 9/�4#
��
���: ��������� /�� �	������ �	 ��� /��������
 �����
� 
��� ��� ��� ��
�
���� ��� /�4#��
��� �������� 
�	 �����
� 
�����
�� �������	����	� � ����

����
��� �	 ��� "���,��� ����� ��
��	� -����� ������� ���3
���	� �	 ��� -��
���	��
��	� ��� ��
����� 9��� RD���++S �� � ����,��� �����
���	 ���
� ,����
	 ��������
 �������	�:�

4��� ��
��	 
	������ �	 ���	
��	�� ������ ����� ��
����� 
���	�
��� ,�
������� �����	� ������ )5)/ P����#$����,�� 
��		���� �	� ��!� ��� 
����#���
��� � �������� 4�� ������ �� �����	��� -��� ������� ����
��� � ���- �� � ��!�
�	��	��� 9������� H:�
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ΛCC/ΛOO

ΛCC/ΛCO

ΛCC/ΛOC
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�
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� #�	���	��
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�
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� �2����  
�

���
�
��
� #�	���	��
�����
��� �2����  
�

����	����
�	 #�	���	��
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�
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� �2����  
�

α
*N�+N�ON�LN�MN�KN�JN�IN�H

*�O

*�L

*�M

*�K

*�J

*�I

*�H

*�*

*

N�+

N�O

N�L

)����� K�L� "������ � ������� 9Λt = Λu = Λo:

"���� 
������, �* 	� ������	�

5	 ��� /�4#��
��� ��������� ��
����� ������� �	 � ��7��	
� � ������� ��������

�	 ,� ����!���� V����	�W � ����� � �� ��� V�	�W � � ������ �	� ��� .�� ���� �� ����
����	� � ������ �������� 
�	 ,� ����!���� ������ ���	 �� ��� �	� � � ������ )����� K�O
����
�� ��� /�4#��
��� �������� -��	 �������� ��� ����!���� ����	� � ����� k�&

5	 ���� �� � ��
��� p � ����!�� �������� ����	� ����� k� p ��� � �������	�
-������ ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ����� ��
��� p �������	�� -������
���� ������� ���� ,� �0
��	��	� �	������	 �,�� ��� ���� �	 -��
� ��������
��� ��
��!��� /	
� p ��
��!�� ���� ���� �	������	 ��� ��� ��� ���� ��
������ p
���� � ����* ��	
��	 � �������	� -������ ����� �� � 		#����� 
��	 ��7��	
�
� �������� ��
��!�� ,� ��� ��
������

�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��
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A-deliver(m  )
1 m 2

1

m 3 m

m

m 54
<m  ,m  ,m  >3    4     5

<m  ,m  ,m  >3    4     5<m  ,m  ,m  >1    2     3

<m  ,m  >1    2

<m  ,m  ,m  >1    2     3

m 3 m 4

m 2 m 5m 3

A-deliver(m  )

1m 2

m

m

p

q

r

stage k

)����� K�O� /!��!��- � ��� /�4#��
��� �������� 9����� k:

�"� !
���	� ?�6 ��� ?�,� 〈m1, m2, ...〉 �	���	� �	 �	8�	��	 m1, m2, ... �� �	����	��
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)����� K�+ ����
�� ��� -�� ��� /�4#��
��� �������� ��
���� ��� ����� k �
����� k+1� 8��	�!�� ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ��� 	� ���� ��
�����
�����	��� ��� 
����	� ������ �	� ����� � 	�- 	�� 4�� �����	���	 � � ����� �	!�!��
��� �0�
���	 � � �	��	���� -��
� 
�	 ���� � ��� ����!��� � ��������� ��
���
�������� ��� ���
����� �	 ��
��	 K�I�I�
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m
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3m4

4

����

A-deliver(m  )1
A-deliver(m  )4

. . .

<m  ,m  >1    2

<m  ,m  >1    4

<m  ,m  ,m  >2    3     4

m 3 m 4

. . .

m 2

m 2

m 2

m 1

1m

m1m

p

q

r

Consensus k
decide(<1,4>)

stage k+1stage k

)����� K�+� /!��!��- � ��� /�4#��
��� �������� 9������ k �	� k + 1:

4�� 	��	 � �>
��	
� �� 
������� ,� ��� ����!��� ����	
� ��3	�� �	 ��
��	 J�I�H�
-��
� �	������� ��3	�� � ������� � ��� ��	
��	�����	 	����� ,� ��� /�4#��
���
�������� � ����!�� ��������� 8� ��- ���� �������� ����!���� ����	� � ����� ��!�
� ����!�� ����	
� �7��� � H� �	� �������� ����!���� �� ��� �	� � � ����� ��!� �
����!�� ����	
� �7��� � J� 4�� ������	�� 
�� ��	�� � ����!�� �������� �� ��� �	�
� � ����� 
��� ��� ��� �	��	��� �0�
���	�

D	-	 ����
 ����
��� �������	����	� �� ��� ���	
��	�� ���� �����	���
-��� ������� ����
��� ����!�� �������� -��� � ����!�� ����	
� �7��� � I R�4+MS� 4���
���	� ���� �� ��� ��	��	��� ���� ���� ������� �� !������ � ���7��	���� ���
/�4#��
��� �������� ��� ,�
�� �	�>
��	�� 6-�!��� �	 
��� ��� ��	��	���
���� ���� ������� ���� ���7��	���� �������� 
�	 ,� ����!���� �>
��	��� ���	� ���
/�4#��
��� ���������

"���� ��������� %�����

4�� /��������
 ����
 ����
��� �������� �����	��� �	 ��� 	�0� ��
��	 ��	����
��7��	
�� � ��������� 5	 ��� ���-�	� -� ��3	� ��� �����	��� 	����� �� ���
�����	����	 � ��� ���������

� ��7��	
� � �������� �� ��	��� ,� seq = 〈m1,m2, . . . 〉� 8� ��3	� ��� �������
⊕ �	� � �� 
	
���	���	 �	� ��
������	 � ��7��	
��� '�� seqi �	� seqj ,� �-
��7��	
�� � ��������� 4��	� seqi ⊕ seqj �� ��� ��7��	
� � ��� ��� �������� �	 seqi

���-�� ,� ��� ��7��	
� � ��� ��� �������� �	 seqj� �	� seqi � seqj �� ��� ��7��	
�
� ��� ��� �������� �	 seqi ���� ��� 	� �	 seqj � �� ��� ��7��	
� seqi � seqj ���
	� 
	���	 �	� ������� �	 seqj� 4�� ���30 ��	
��	 � ������� � � ��� � ��7��	
��



*'%' ����
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�� #���	���� "������&
 -,

�����	� ��� �	���� 
��	 ��7��	
� ���� �� � ���30 � ��� ��� ��7��	
��� � ���
����� ��7��	
� ��	��� ,� ε�

)� �0������ �� seqi = 〈m1,m2,m3〉 �	� seqj = 〈m1,m2,m4〉� ���	 seqi ⊕ seqj =
〈m1,m2,m3,m1,m2,m4〉� seqi � seqj = 〈m3〉� �	� �(seqi, seqj) = 〈m1,m2〉�

"���� !������ ������	�

�������� H 9���� O+: ��!�� ����
 ����
���� ��
����� �0�
���	� �������� H
������� �	 � ��7��	
� � �
�� ������ 	��,���� 1, ..., k, ...� �������� �#����!���� ,� �
��
��� ������ ����� k ��� �	
����� �	 ��� ��7��	
� stgA]deliverk� 4���� ��������
��� �#����!���� -����� ��� 
�� � �	��	���� �������� �#����!���� ,� � ��
���
�� ��� ��� �� ����� k ��� �	
����� �	 ��� ��7��	
� endA]deliverk� 4���� ��������
��� �#����!���� -��� ��� 
�� � � �	��	��� �0�
���	� 8� ��� ���� � ������� m
�� �#����!���� �� ����� k �� m �� �#����!���� ������ ����	� ����� k � �� ��� �	� �
����� k�

(!��� ����� k �� �����	���� ,� � �	��	��� � ��
��� 	 � ��7��	
� � ��������� ��#
	��� ,�msgStgk� �������� H �����	���� ���� �� � 
���
� ��
��� ������ �	��	���
9,� �	!.�	� ��� ������� �������!�:� ��� 
���
� ��
����� ��� ����� �	��	���� 1��
�
���� �� 	� ��� 
���
� ��
����� �	!.� ��� ������� �������!� �	 ��� k#�� �	��	���
�0�
���	� ���	 �	��	��� �����	���	 
�		� ,� �	������

4�� ��7��	
� msgStgk 
	���	� ��� ������� ���� ��� �#����!���� �	 ����� k 9�����
����	� ����� k �	� �� ��� �	� � ����� k: ,� �!��� ��
��� ���� ���
��� ��� �	�
� ����� k� ��
��� p ������ ����� k + 1 	
� �� ��� �#����!���� ��� �������� �	
endA]deliverk� -���� endA]deliverk = msgStgk � stgA]deliverk�

4�� 
���
�	��� � �������� H �� ,���� 	 �- ����������

*� �� �	� 
���
� ��
����� p �	� q� ��� ��� �������� �#����!���� ,� p �	 ����� k
��� ��� �#����!���� ,� q �	 ����� k 9����� stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p =

stgA]deliverk
q ⊕ endA]deliverk

q :� �	�

H� �!��� ��7��	
� � �������� �#����!���� ,� ��� ��
��� p �	 ����� k ,���� p
�0�
���� �	��	��� k �� � 		#����� ���30 � ��� ��7��	
� ��
���� �	 �	#
��	��� k 9����� stgA]deliverk

p �� � ���30 � msgStgk:�

��� ���.� �	 �������� H �0�
��� 
	
����	���� �� ��
� ��
��� p� ���.� 8���������
9��	�� **#*H: �	� �������������� 9��	�� HK#IK: ��� ������� �� �	����������	 ����� 4��.
����������k 9��	�� *I#HJ: �� ������� ,� p -��	 p ,���	� ����� k� '�	�� HN �	� H* �	
���. ����������k ��� ����
� ���� ��� ���. ����������k �� 	� �	��������� 9,� ���.
��������������: ����� �� ��� �0�
���� ��	� HN �	� ,���� ��!�	� �0�
���� ��	� H*�
��
��� p �	 ����� k ��	���� ��� ���-�	� ��7��	
���

• R]deliveredp� 
	���	� ��� �������� $#����!���� ,� p �� � ��� 
����	� �����

• A]deliveredp� 
	���	� ��� �������� �#����!���� ,� p �� � ��� 
����	� �����
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• stgA]deliverk
p � �� ��� ��7��	
� � �������� �#����!���� ,� p ����	� ����� k�

�� � ��� 
����	� �����

• endA]deliverk
p � �� ��� ��7��	
� � �������� �#����!���� ,� p �� ��� �	� �

����� k�

8��	 p -�	�� � �#,���
��� ������� m� p �0�
���� !����������(m) 9��	� +:� �����
p $#����!��� � ������� m 9��	� **:� p �	
����� m �	 R]deliveredp� �	� �!�	������
�0�
���� ���. ����������k 9��	� *I:� �� ���. ����������k� p ��	�� � ��7��	
� �
�������� ���� �� ��� 	� �#����!���� ��� � ��� ��
����� 9��	� *J:� �	� -���� �� ��
�
��7��	
� ��� ��� ��
����� 9��	� *K:� 4�� 	�0� �
��	� �0�
���� ,� p ����	� 	 ���
�������� �� ��
��!�� �� ��� ���� �������	� 9��	� *K:�

*� 5� p ��
��!�� � ��7��	
� ��� ��� ��
������ �	� ����� �� � 		#����� ���30

��	 � ��� ����� ��7��	
��� ���	 p �#����!��� ��� �������� �	 ��� 
��	
���30 9��	� HN:� 5� 	�� p $#,���
���� ������� (k,��	���) � �����	��� ���

����	� ����� k 9��	� HI:�

H� /	
� p $#����!��� ������� (k,��	���) �� ��	� HK� p �����	���� ���. ����������k

9��	� HM:� �	� ������ ��� k#�� �	��	��� �0�
���	 9��	� HL:� �����	� � ��#
7��	
� � ��� �������� p ��� $#����!���� �� � ��� 
����	� ���� ,�� 	� �#
����!���� �	 �	� ����� k′� k′ < k� 2�	 ��
���	� �� �	��	��� k 9��	� HO:� p
,����� ��� ��7��	
� endA]deliverk 9��	� H+: �	� �#����!��� ��� �������� �	
endA]deliverk 9��	� IN:� ��
��� p ���	 ������ ����� k + 1 9��	�� IH#IK:�

"���� ����* �* ����������

4�� 
���
�	��� � ��� /�4#��
��� �������� ���-� ��� �������	� K�* 9�����#
��	�:� K�H 94��� /����:� K�I 9E�������:� �	� K�J 95	�������:� 5	 ��� ���-�	� �����
-� 
	����� ��� 	��,�� � ����� ���� ��
����� �0�
��� ��	�� *I#H* �	 � ��!�	 ������
6��������� stgA]deliverk,lk

p ��	��� ��� !���� � stgA]deliverk
p ����� p �0�
����

��	� H* �� ��� lk#�� ���� �	 ����� k� lk > 0� �	� stgA]deliverk,0
p ��	��� ε 9���

!���� � stgA]deliverk
p ,���� p �0�
���� ��	�� *I#H* �� ��� 3��� ����:� '�.�-����

prefixlk
p � �����
��!��� msgSeqlk � ��	��� ��� !���� � prefixp� �����
��!��� msgSeq�

����� p �0�
���� ��	� *L� �����
��!��� *K� �� ��� lk#�� ���� �	 � ��!�	 ������ 5	 ���
���� �����	��� 	�0� V∀pW ���	� V∀p ∈ ΠW�

4�� ���� � '������ K�* �	� K�I ��� ��� )5)/ ������� � ��� 
���	�
�#
��	 
��		��� � 
	
���� ���� �� �	� ��
��� p ���� �0�
���� ��� l#�� �������	
� ��	� *L� prefixl

p = �∀qmsgSeql
q� 4��� �������	� ���� ��	
� -��	 p �0�
����

��� l#�� �������	 � ��	� *L� p ��� ��
��!�� l �������� � ��� ���� (−,msgSeqq)
��� �!��� ��
��� q� 4�� )5)/ 
��		��� �����	��� ���� ��� ��
����� ���� �0�
���
��� l#�� �������	 � ��	� *L ��
��!� ��� �������� (−,msgSeqq) �	 ��� ���� ����
(−,msgSeq1

q ), (−,msgSeq2
q ), . . . , (−,msgSeql

q) ��� �!��� q�

-���� �'� � p ��� q ��� ��� ��������� ���� �*����� ��� lk��� ��������� �� ���� 65
�� ����� k. ���� stgA4deliverk,lk

p = stgA4deliverk,lk
q �
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!�%��	��� 
 /�4#��
��� ��������

<; ��������	� 1��� ����	� 2�3�4 �	� � �������	� 	� �
� ��������5�
=; R'delivered← ε
-; A'delivered← ε
>; k ← 1
?; stgA'deliverk ← ε
@; endA'deliverk ← ε
7; 	�� ��� � { �������	� ��	�������1 !��"������	� }

6; (	 �)����� #��������(m)�

,; ���������(m)

<A; #��������(−) 	����� �� �	��	���

<<; ��
� ���������(m) ���� �����������
<=; R'delivered← R'delivered ⊕ 〈m〉

<-; ��
� (R'delivered�A'delivered)� stgA'deliverk �= ε ���� 	��
�����k�
<>; ���� (k, (R'delivered�A'delivered)� stgA'deliverk) �	 ���
<?; ��� ���� �	� [∀q ∈ Π : received (k, msgSeqq) from q or Dp �= ∅]
<@; π = { q | p received (k, msgSeqq) from q }
<7; prefix← �∀q∈π msgSeqq

<6; 	 π = Π and prefix �= ε ��
�
<,; stgDeliver← prefix� stgA'deliverk

=A; [ ������ ��� �������� � stgDeliver ���	���� �	 �
�� 	���� � stgDeliver-
=<; stgA'deliverk ← stgA'deliverk ⊕ prefix ]
==; 
��


=-; ���������(k,������)
=>; 
�� ��� 

=?; ��
� ���������(k,������) ���� ���������	�����
=@; �
�����
 ��� ��	�������k� � �)������
=7; $��$���(k, R%delivered�A%delivered)
=6; ��� ���� ������(k, msgStgk)
=,; endA'deliverk ← msgStgk � stgA'deliverk

-A; ������ ��� �������� � endA'deliverk �	��	��� �
�� 	���� � endA'deliverk

-<; A'delivered← A'delivered⊕ (stgA'deliverk ⊕ endA'deliverk)
-=; k ← k + 1
--; stgA'deliverk ← ε
->; endA'deliverk ← ε
-?; 	�� ��� ��	�������k
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7���' 8� 3��� ��- ���� �� �	� l� 0 < l ≤ lk� prefixl
p = prefixl

q� ��	
� p
�	� q �0�
��� ��	� H* �� ��� l#�� ���� �	 ����� k� p �	� q ��
��!� � ������� �
��� ���� (k,msgSeq) ��� �!��� ��
��� �	 ��� l#�� �������	 � ��	�� *K� )��
��	� *L �	� ��� ��
� ���� 
���	�
���	 ,��-��	 ��
����� ���-� � )5)/ �����
prefixl

p = �∀rmsgSeql
r� �	� prefixl

q = �∀rmsgSeql
r� -���� msgSeql

r �� ��� l#��
������� � ��� ���� (k,msgSeqr) ��
��!�� ��� ��
��� r� �	� -� 
	
���� ����
prefixl

p = prefixl
q� )�� ��	� H*� stgA]deliverk,l = stgA]deliverk,l−1 ⊕ prefixl�

�	� � ������ �	��
��	 	 lk ����� � stgA]deliverk,lk
p = stgA]deliverk,lk

q � �

-���� �'
 � ���� ������� p �*������ ���� 65 l �����. ���� ��� ��������� �� Π
�*����� ��� ���� ��������� �� ���� 5= l ������

7���' 4��� ���-� ����
��� ��� ��� �������� ��	
� p 
�	 	�� �0�
��� ��	� H*
����� ��
��!�	� ������� (k,msgSeq) 9��	� *K: ��� ��� ��
������ 4���� �� p �0�
����
��	� H* l ������ �� ��
��!�� ������� (k,msgSeq) ��� ��� ��
����� l ������ �	� ���
��� 	 
�����	 ������� � $����,�� ���		���� ��� ��
����� �0�
��� ��� ����(k,−)
�������	� �� ��	� *J l ������ �

-���� �'� #�� ��	 ������� p. ��� ��� k ≥ 1. �� p �*������ ������(k,msgStgk). ����
1�2 stgA4deliverk

p �� � ����* �� msgStgk. ��� 1�2 stgA4deliverk
p ���� ��� �������

��� ���� ������� ���� ���� �����

7���' ������ ���� p �0�
���� ������(k,msgStgk)� �� �	���� !������� � �	#
��	���� ����� �� � ��
��� q ���� �0�
���� �������(k,R4deliveredq �A4deliveredq)�
��
� ���� R]deliveredq �A]deliveredq = msgStgk� '�� lk ,� ��� 	��,�� � �����
���� p �0�
���� ��	� H* ,���� �0�
���	� ������(k,−)� )�� '���� K�H� ��� ��
�����
�	 Π �0�
��� ��� ���� �������	� �� ��	� *J lk ������

8� ��- ,� �	��
��	 	 lk ���� stgA]deliverk,lk
p �� � ���30 � R]deliveredq �

A]deliveredq � �	� stgA]deliverk,lk
p ��� 	� 
	���	 ��� ���� ������� ��� ���	

	
�� #��� ����' 9lk = 0: 5	 ���� 
���� stgA]deliverk,0
p = ε �	� ��� ����� ��

���!����� ����� ��	������ ����' ������ ���� ��� ����� ���� �� ��� l′k� 0 < l′k <

lk� 8� ��- ���� stgA]deliverk,lk
p �� � ���30 � R]deliveredq � A]deliveredq �

�	� stgA]deliverk,lk
p ��� 	� 
	���	 ��� ���� ������� ��� ���	 	
�� ��

��	� H*� stgA]deliverk,lk
p = stgA]deliver

k,(lk−1)
p ⊕ prefixlk

p � ��	
� 
���	�
�#
��	 
��		��� ��� )5)/� �	� ������� ��	� ,� ��� ��
��� r �	 ��� lk#�� �0�
�#
��	 � ����(k,msgSeqlk

r ) 9��	� *J: �� ��
��!�� ,� p �	 ��� lk#�� �0�
���	 � ���
�������	� �������(k,msgSeqlk

r ) 9��	� *K:� �	� ��������� ����� p �0�
���� ��	� *L�
prefixlk

p = �∀rmsgSeqlk
r � )�� ��	�� *J �	� *K� msgSeqlk

r = (R]deliveredr �
A]deliveredr) � stgA]deliver

k,(lk−1)
r � �	� �� prefixlk

p = �∀r((R]deliveredr �
A]deliveredr) � stgA]deliver

k,(lk−1)
r )� �� '���� K�*� -� ��!� prefixlk

p =

�∀r((R]deliveredr�A]deliveredr)�stgA]deliver
k,(lk−1)
p )� �� stgA]deliverk,lk

p =
stgA]deliver

k,(lk−1)
p ⊕(�∀r(R]deliveredr�A]deliveredr)�stgA]deliver

k,(lk−1)
p )�

)�� ��� �	��
��	 ���������� ���� 9�:� -� ��!� ���� stgA]deliver
k,(lk−1)
p �� � ���30
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� R]deliveredq � A]deliveredq � )���������� ��� ���� 9,: � ��� �	��
��	 ��#

�������� ��� �������� �	 stgA]deliver
k,(lk−1)
p ��� �	�7��� 4���� stgA]deliverk,lk

p =
�∀r(R]deliveredr � A]deliveredr)�1 �	� ��������� stgA]deliverk,lk

p �� � ���30 �
R]deliveredq � A]deliveredq � 5� ��� ���-� ���� stgA]deliverk,lk

p ��� 	� 
	#
���	 ��� ���� ������� ��� ���	 	
�� )� � 
	�����
��	� ������ ���� �������
m �� ��� ���	 	
� �	 stgA]deliverk,lk

p � 4���� �� �!��� ��
��� r� m �� ��� ���	
	
� �	 R]deliveredr� )�� ��� ��������� ��	�� ** �	� *H� m ��� ,��	 $#����!����
��� ���	 	
� ,� r� 
	�����
��	� �	���� �	������� � $����,�� ����
���� �

-���� �'� #�� ��	 ��� ������� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1. �� p �*������ ����
7? �� ����� k. ���� q �*������ ���� 7? �� ����� k�

7���' 5� p �0�
���� ��	� IN �	 ����� k� ���	 p �0�
���� ��� ������(k,msgStgk)
�������	� �� ��	� HO� �	� ��� �������(k,−) �������	� �� ��	� HL� 4�������� p $#
����!��� � ������� � ��� ���� (k,��	���) �� ��	� HK� �� ��� �������	� �������
� $����,�� ����
���� q �!�	������ $#����!��� ������� (k,��	���)� �	� �0�
����
��� �������(k,−) �������	� �� ��	� HL� �� �������	� � �	��	���� q �0�
���� ���
������(k,msgStgk) �������	�� �	� ��	� IN� �

-���� �'� #�� ��	 ��� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1. �� ���� p ��� q �*�����
���� 6;. ���� stgA4deliverk

p ⊕ endA4deliverk
p = stgA4deliverk

q ⊕ endA4deliverk
q �

7���' )�� ��	� H+� endA]deliverk
p = msgStgk � stgA]deliverk

p � �	� ���������
stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p = stgA]deliverk

p ⊕ (msgStgk � stgA]deliverk
p )�

�� '���� K�I� stgA]deliverk
p �� � ���30 � msgStgk� �	� �� stgA]deliverk

p ⊕
endA]deliverk

p = msgStgk� )�� � ������� ������	�� -� ��!� stgA]deliverk
q ⊕

endA]deliverk
q = msgStgk� 8� 
	
���� ���� stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p =

stgA]deliverk
q ⊕ endA]deliverk

q � �

-���� �'" #�� ��	 ������� p. ��� ��� k ≥ 1. �� ������� m ∈ stgA4deliverk
p ⊕

endA4deliverk
p ���� ����� �� �� k′. k′ < k. ���� ���� m ∈ stgA4deliverk′

p ⊕
endA4deliverk′

p �

7���' 4�� ��� �� ,� 
	�����
��	� ������ ���� ����� �0��� � ��
��� p� � ���#
���� m� ��� k� �	� ��� k′ < k� ��
� ���� m ∈ stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p �

�	� m ∈ stgA]deliverk′
p ⊕ endA]deliverk′

p � 8� �����	����� �- 
����� 9�: m ∈
stgA]deliverk

p � � 9,: m ∈ endA]deliverk
p � 1�� ���� ��� ��	� H+� �� 
�		� ,�

���� m ∈ stgA]deliverk
p �	� m ∈ endA]deliverk

p �

���� 9�:� )�� ��	�� H*� *L �	� *K stgA]deliverk
p �� � 
��	 		#����� ���#

30 ��	� ��� �������� � ��� ���� (k,msgSeq) ��
��!�� ,� p ��� ��� ��
������

�'	� seqi ��� seqj �	 � � �	8�	��	� ��� ��� seqi 
� � ��	49 �� seqj � ��� �	����	� 
� seqj ��	
��
8�	� "� ��� �	 �� � ��� seqi ⊕ (seqj � seqi) = seqj �



1% �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

4��� p ��� ��
��!�� ��� ������� (k,msgSeqp) 9����� � ������� ���� p ��	� � ������:�
��
� ���� m ∈ msgSeqp� ��� msgSeqp = R]deliveredp � A]deliveredp 9��	� *J:�
�	� �� m �∈ A]deliveredp� 8��	 p �0�
���� ��	� *J �� ����� k� A]deliveredp =
⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
p⊕endA]deliveri

p)� 4��� ���-� ��� ��	� I*� ��� 	�� ��	� -����
A]delivered �� �������� 4�������� m �∈ ⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
p ⊕ endA]deliveri

p)�

	�����
��	� ��� ��
� ���� ����� �� � k′ < k ��
� ���� m ∈ stgA]deliverk′

p ⊕
endA]deliverk′

p �

���� 9,:� )�� ��	� H+� m ∈ msgStgk� �	� ��� ��	� HO� �	� !������� � �	��	����
����� �� � ��
��� q ���� �0�
���� �������(k,R4deliveredq � A4deliveredq) ��
�
���� m ∈ R]deliveredq � A]deliveredq � �� m �∈ A]deliveredq � ��	
� -��	
q �0�
���� ��	� HL� A]deliveredq = ⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
q ⊕ endA]deliveri

q),m �∈
⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
q⊕endA]deliveri

q)� �	� ��� '���� K�K ⊕k−1
i=1 (stgA]deliveri

p⊕
endA]deliveri

p) = ⊕k−1
i=1 (stgA]deliveri

q ⊕ endA]deliveri
q)� 4���� -� 
	
���� ����

m �∈ ⊕k−1
i=1 (stgA]deliveri

p ⊕ endA]deliveri
p)� � 
	�����
��	 ���� 
	
����� ���

���� �

+�� �	�	�� �'� 2"����
���3' � � ������� ������� p ���������� � ������� m.
���� ����	 ������� ������� q ���������	 ���������� m�

7���< �	����� ���� p ��� �#����!���� ������� m �	 ����� k� 8� ��- ���� q ���
�#����!��� m �	 ����� k� 4���� ��� �- 
���� � 
	������ 9�: p �#����!��� ��������
�	 endA]deliverk

p � �	� 9,: p ��� 	� �#����!�� �������� �	 endA]deliverk
p �

���� 9�:� )�� '���� K�J �	� ��� ��
� ���� p�#����!��� �������� �	 endA]deliverk
p �

q �#����!��� �������� �	 endA]deliverk
q � �	� ��� '���� K�K� stgA]deliverk

p ⊕
endA]deliverk

p = stgA]deliverk
q ⊕endA]deliverk

q � ��	
� p �#����!��� m �	 ����� k�
m ∈ stgA]deliverk

p⊕endA]deliverk
p � �	� �� m ∈ stgA]deliverk

q⊕endA]deliverk
q �

4�������� q ������ �#����!��� m �� ��	� HN 9�	 -��
� 
��� m ∈ stgA]deliverk
q )� �

�� ��	� IN 9�	 -��
� 
��� m ∈ stgA]deliverk
q :�

���� 9,:� ��	
� p ��� 	� �#����!�� �������� �	 endA]deliverk
p � ��� '���� K�J�

	 
���
� ��
��� q �#����!��� �������� �	 endA]deliverk
q � 6-�!��� m �� �#

����!���� �	 ����� k ,� p� �	� �� �� ���� ,� ���� m ∈ stgA]deliverk
p � ������ ����

m ∈ stgA]deliverk,lk
p � -���� lk �� ��
� ���� �� �	� l′k < lk� m �∈ stgA]deliver

k,l′k
p �

4�������� p �0�
���� ��� lk#�� �������	 � ��	� H* �	 ����� k� �	� -� 
���� ����
q ��� �0�
���� ��� lk#�� �������	 � ��	� H* �	 ����� k� 4�� 
���� �� ��!�� ,�

	�����
��	� )�� ��� ��������� q �0�
���� !����������(k,−)� �� �������	�
�	� !������� � $����,�� ����
���� �!��� 
���
� ��
��� $#����!��� ��� �������
(k,��	���) �	� �0�
���� �������(k,−)� �� �������	� �	� �����	���	 � �	��	#
���� �!��� 
���
� ��
��� ��
���� 	 �	��	��� k� �	� �!�	������ �#����!��� ��������
�	 endA]deliverk� 
	�����
��	� ��� ��
� ���� 	 
���
� ��
��� �#����!��� ��������
�	 endA]deliverk� �	� 
	
����	� ��� ��� � ��� 
����� ��	
� p �	� q �0�
��� ���

lk#�� �������	 � ��	� H* �	 ����� k� �	� m ∈ stgA]deliver
k,l′k
p � ��� '���� K�*�
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m ∈ stgA]deliver
k,l′k
q � �	� ��� ��	�� HN#H*� q �#����!��� m� �

+�� �	�	�� �'
 2����� ��	��3' � ������� ��������� p ��� q ���� ��������� ����
����� m ��� m′. ���� p ���������� m ������ m′ �� ��� ���	 �� q ���������� m ������
m′�

7���< ������ ���� p �#����!��� ������� m �	 ����� k� �	� m′ �	 ����� k′� k′ >
k� 4�������� m ∈ stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p � �	� m′ ∈ stgA]deliverk′

p ⊕
endA]deliverk′

p � �	� �� ���-� ����������� ��� '���� K�K ���� q �#����!��� m
,���� m′� 1-� ������ ���� m �	� m′ ��� �#����!���� ,� p �	 ����� k� 4���� m
���
����m′ �	 stgA]deliverk

p⊕endA]deliverk
p � �	� ,� '���� K�K� stgA]deliverk

p⊕
endA]deliverk

p = stgA]deliverk
q ⊕ endA]deliverk

q �

8� 
���� ���� ��m ���
����m′ �	 stgA]deliverk
q⊕endA]deliverk

q � ���	 q �#����!���
m ,����m′� 5�m,m′ ∈ stgA]deliverk

q 9�����
��!���m,m′ ∈ endA]deliverk
q :� ���	�

��� ���. ����������k� ��	� HN 9�����
��!��� ��������������� ��	� IN:� q �#����!��� m
,���� m′� 4���� 
	����� ���� m ∈ stgA]deliverk

q �	� m′ ∈ endA]deliverk
q � 4

���
� � 
	�����
��	� ������ ���� q �#����!��� m′ ,���� m� ����� �#����!���	� m
�� ��	� HN� q �0�
���� ��	� HM �	� �����	���� ���. stgA]deliverk

q � �	� �� m 
�		�
,� �#����!���� �	 ����� k� 
	�����
��	� ���� m �	� m′ ��� �#����!���� �	 ����� k�
�	� 
	
����	� ��� ��� � ��� ������ �

-���� �'� � � ������� ������� p �*������ ���� 6@ �� ����� k. ���� ����	 �������
������� q �*������ ���� 6@ �� ����� k�

7���' 4�� ��� �� ,� �	��
��	 	 k� #��� ����' 9k = 1: 5	�������� ��� 
���
�
��
����� ��� �	 ����� *� 4���� �� p �0�
���� ��	� HK �	 ����� * �	� $#����!��� �������
(1,��	���)� ,� ��� �������	� ������� � $����,�� ���		���� �!��� 
���
� ��#

��� �!�	������ �0�
���� ��	� HK �	� $#����!��� ������� (1,��	���)� ��	������
����' ������ ���� �� � 
���
� ��
��� p �0�
���� ��	� HK �	 ����� k − 1� ���	 �!���

���
� ��
��� q �0�
���� ��	� HK �	 ����� k − 1� 8� ��- ���� �� p �0�
���� ��	�
HK �	 ����� k� ���	 q ��� �0�
���� ��	� HK �	 ����� k� )�� ��� �������� �	� ���
�����	���	 ������� � �	��	���� ����� $#����!���	� ������� (k − 1,��	���)� ���

���
� ��
����� �!�	������ �����	��� �	��	��� �	 ����� k − 1 �	� �0�
��� ��	��
IH#IK� ������	� ����� k� ��	
� p $#����!��� ������� (k,��	���)� ,� �������	� �
$����,�� ���		���� �!��� 
���
� ��
��� q $#����!��� ������� (k,��	���)� �

-���� �'3 A� ������� ������� p ��� � ���( ����������k
p . k > 0. ���� �� ����������	

����(�� �� ��� ���� ��������� �� ���� 5@�

7���' )� � 
	�����
��	� 
	����� ���� ����� �0���� � 
���
� ��
��� p ��
� ����
�� ��� lk > 0� ���. ����������k

p �� �����	�	��� ,�
.�� �� ��� lk#�� �������	 �
��	� *K� 4�������� 9�: ����� �� � ��
��� q ��
� ���� p 	�!�� ��
��!�� ��� �������
(k,msgSeq) �� ��� lk#�� ���� ��� q �	� 9,: q �∈ Dp� )�� 9,:� �	� ��� 
������	���
������� � Dp� q �� � 
���
� ��
���� )�� '���� K�L� �� p �0�
���� ��	� HK �	 �����



1) �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

k� ���	 q �0�
���� ��	� HK �	 ����� k� ,�� ��	
� p 	�!�� ��
��!�� (k,msgSeq) �� ���
lk#�� ���� ��� q� ,� ��� 	 ��� ������� � $����,�� ���		���� q ��� 	� ��	�
������� (k,msgSeq) �� ��� lk#�� ���� � p 9��	� *J:�

8� 	- ��!� ��� ���-�	� 
����� �� q ��� 	� �0�
��� ����(k,msgSeq) �� ��� lk#��
����� q �0�
���� !��������(k,��	���)� 8��	 p �0�
���� ��� -��� �������	� �� ���
lk#�� ���� �	 ����� k� ����� �0���� � ������� m ��
� ���� m ∈ (R]deliveredp �
A]deliveredp) � stgA]deliver

k,(lk−1)
p � �� 9*�: m �∈ stgA]deliver

k,(lk−1)
p � �	�

��� ��	� I*� 9*,: m �∈ ⊕k−1
i=1 stgA]deliveri

p ⊕ endA]deliveri
p� 5� q ��� 	� ��	�

��� ������� (k,msgSeq) �� ��� lk#�� ���� � p� ���	 ������ 9�: (R]deliveredq �
(⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
q ⊕ endA]deliveri

q)))� stgA]deliver
k,(lk−1)
q �� ����� 9��	� *I:

� 9��: ���. ����������k
q �� �����	���� ,���� q ��	�� ������� (k,msgSeq) �� ���

lk#�� ���� � p 9����� q �����	���� ����� k:� )���������� ��	
� p �0�
���� ��	� *K
�� ��� lk#�� ����� p ��� �0�
���� ��� (lk − 1)#�� �������	 � ��	�� *I#H*� �	� ��#

��!�� � ������� ��� ��� ��
����� �� ��	� *K �� ��� (lk − 1)#�� ����� 4���� �!���
��
��� �0�
���� ��� ��	� �������	� �� ��	� *J �� ����� lk − 1 ������ �	�� ���
'���� K�*� 9H�: stgA]deliver

k,(lk−1)
p = stgA]deliver

k,(lk−1)
q � )�� '���� K�K�

9H,: �� ��� k′, 1 ≤ k′ < k� stgA]deliverk′
p ⊕ endA]deliverk′

p = stgA]deliverk′
q ⊕

endA]deliverk′
q � )�� 9*�: �	� 9H�:� -� 
	
���� ���� m �∈ stgA]deliver

k,(lk−1)
q �

�	�� ��� 9*,: �	� 9H,:� m �∈ ⊕k−1
i=1 stgA]deliveri

q ⊕ endA]deliveri
q � ��	
� q ���

	� ��	� ������� (k,msgSeq) �� ��� lk#�� ���� � p �� ��	� *J� m -��� 	�!�� ,� �	
R]deliveredq � 6-�!��� ,� ��� �������	� ������� � $����,�� ����
���� �!�	��#
���� m ∈ R]deliveredq 9���� 9�: � ��� 
���� �� �����:� �	� �� ���. ����������k

q ��
�����	���� �� ��	� HJ � HM ,���� q ��	�� ������� (k,msgSeq) �� ��� lk#�� ���� �
p 9���� 9��: � ��� 
���� �� ����:� �	� q �0�
���� !��������(k,��	���)� 
	
����	�
�� 
�����

�� ��� �������	� � $����,�� ����
���� p �!�	������ $#����!��� ������� (k,��	���)�
�	� �� p �0�
���� ��	� HM �	� �����	���� ���. ����������k

p � 
	�����
��	� �� �	�����
��������� ���� ���. ����������k

p �����	� �����	�	��� ,�
.��� �

+�� �	�	�� �'� 28���	��.3' � � ������� ������� p ������������ � ������� m.
���� p ���������	 ���������� m�

7���< )� � 
	�����
��	� ������ ���� p �#,���
���� m ,�� 	�!�� �#����!���
��� )�� �������	 K�*� 	 
���
� ��
��� �#����!��� m� ��	
� p �#,���
����
m� �� $#,���
���� m� �	� ��� ��� !������� � $����,�� ����
���� p �!�	������ $#
����!��� m �	� �	
����� m �	 R]deliveredp� ��	
� 	 
���
� ��
��� �#����!��� m�
m �∈ A]deliveredp� �	� �� ��� k� m �∈ stgA]deliverk� k > 0� )�� ��� �������	�
� $����,�� ����
���� ����� �� � ����� k1 ��
� ���� �� ��� l ≥ k1� �	� �!��� 
���
�
��
��� q� m ∈ (R]deliveredq �A]deliveredq)� stgA]deliverl

q �

'�� k2 ,� � ����� ��
� ���� �� ��� l ≥ k2 �!��� ������ ��
��� ��� 
������ 9����� 	
������ ��
��� �0�
���� ����� l:� �	� ��� k ≥ max(k1, k2)� 4���� 	 ������ ��
��� �0�#

���� ����� k� �	� �� �!��� 
���
� ��
��� q� m ∈ (R]deliveredq�A]deliveredq)�
stgA]deliverk

q �� ����� k� )�� '���� K�O� �� �!��� 
���
� p� 	 ���. ����������k
p

�����	� �����	�	��� ,�
.�� �� ��	� *K� �	� �� ���. ����������k
p �� �����	����� ���.



*'%' ����
����� "��
�� #���	���� "������&
 1*

����������
(k+1)
p �� �!�	������ ������� ,� p� 4���� ��� 
���
� ��
����� �0�
��� ���

���� �������	� �� ��	� *I� �	� ����� ��� �- 
���� �- 
	������ 9�: �� ��� lk > 0�
�!��� ��
��� �0�
���� ��� ���� ,��	
� � ��� �� �������	� �� ��	� *O 9�	 -��
� 
���
����� ��� 	 ������ ��
����� �	 ��� ������:� �	� 9,: �� ��� lk > 0� ����� �� �
��
��� r ���� �0�
���� ��� ���� ,��	
�� �	� $#,���
���� ������� (k,��	���)�

���� 9�:� 8� 
���� ���� ����� �0���� �	 l′k > 0 ��
� ���� m ∈ �∀r∈Π msgSeq
l′k
r � )��

��� ��������� �� �!��� ��
��� r� msgSeqlk
r = (R]deliveredr � A]deliveredr) �

stgA]deliverk,lk
r � �	� �� m ∈ msgSeqlk

r � ������� �� � 
	�����
��	� ���� ��

�!��� l′k > 0� m �∈ �∀r∈Π msgSeq
l′k
r � ��	
� m ∈ msgSeqlk

r � �� ��� r� ���� 
�	 	�� ,�
����,�� �� �� �- ��
����� p′ �	� p′′� m ���
���� ��� ������� m′ �	 msgSeqlk

p′ �	�

m′ ���
���� m �	 msgSeqlk
p′′ � 6-�!��� �	 ���� 
���� �!�	������� �∀r∈Π msgSeqr = ε�

�	� ��
����� � 	� �0�
��� ��� ���� ,��	
�� 
	�����
��	� ��� ��������	 � 
���
9�:�

���� 9,:� �� ��� !������� � $����,�� ����
���� r $#����!��� ������� (k,��	���)�
)�� '���� K�L� �� p ���
��� ��	� HK �	 ����� k� ���	 q ���
��� ��	� HK �	 �����
k� �	� ��� �������	� � $����,�� ����
���� �!��� 
���
� ��
��� q $#����!���
(k,��	���) �	� �0�
���� �������(k,R4deliveredq�A4deliveredq)� ��
� ���� m ∈
R]deliveredq � A]deliveredq � �� �������	� �	� �����	���	 � �	��	���� �!���
q ��
���� 	 ��� ���� msgStgk� �	� ,� !������� � �	��	��� m ∈ msgStgk� 5�
���-� ���� q �#����!��� m� � 
	�����
��	 ���� 
	
����� ��� ���� �

+�� �	�	�� �'� 2 ����
 ��������.3' #�� ��	 ������� m. ���� ������� ��
�������� m �� ���� ����. ��� ���	 �� m ��� ���������	 ����������� �	 ������(m)�

7���< 8� 3��� ��- ����� �� �	� ������� m� ��
� ��
��� �#����!��� m 	�� �� m
-�� ���!����� �#,���
��� ,� ������(m)� 4���� ��� �- 
���� � 
	������ 9�: �
��
��� p �#����!��� m �� ��	� HN� 4���� p ��
��!�� � ������� (k,msgSeqq) ���
�!��� ��
��� q� �� ��� k� �	� m ∈ msgSeqq� )�� ��	� *J� m ∈ R]deliveredq �
�	� ��� ��	� *H� p ��� $#����!���� m� �� �	���� �	������� � $����,�� ����#

���� ������(m) $#,���
���� m� �	� �� ������(m) �#,���
���� m� 9,: ��
���
p �#����!��� m �� ��	� IN� 4���� ��� ��	� H+� m ∈ msgSetk� �� ��� k� �	� p
�0�
���� ������(k,msgStgk)� �� �	���� !������� � �	��	���� ��� ��
��� q �0#
�
���� �������(k,R4deliveredq � A4deliveredq)� ��
� ���� m ∈ R]deliveredq �
A]deliveredq � )�� �	 ������	� ������� � ��� 	� �����	��� �	 ���� 9�:� ������(m)
�#,���
���� m�

8� 	- ��- ���� m �� 	�� �#����!���� 	
� ,� p� )�� '���� K�M� �� �� 
���� ����
�� m �� �#����!���� �	 ����� k 9����� m ∈ stgA]deliverk ⊕ endA]deliverk:� ���	 m ��
	� �#����!���� �	 ��� ���� ����� k′� k′ �= k� 5� �����	� � ,� ��-	 ���� m �� 	�
�#����!���� ��� ���	 	
� �	 ����� k� 4���� ��� ����� 
���� � ,� 
	�������� m ��
�#����!���� �� ��	� HN �	� -��� 	� ,� �#����!���� ����	 9�: �� ��	� HN � 9,: �� ��	�
IN� �	� 9
: m �� �#����!���� �� ��	� IN �	� -��� 	� ,� �#����!���� ����	 �� ��	� HN�

���� 9�:� ����� �#����!���	� m �� ��	� HN� p �	
����� m �	 stgA]deliverk
p � �	� ���



1+ �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

��	� *+� p -��� 	� �#����!�� m ����	 �� ��	� HN�

���� 9,:� )� � 
	�����
��	� ������ ���� m �� �#����!���� 	
� �� ��	� HN �	� ����	
�� ��	� IN� 4���� -��	 p �0�
���� ��	� H+� m �∈ stgA]deliverk

p � ��	
� m ��� �������
,��	 �#����!���� �� ��	� HN� �� ���-� ���� ���. ����������k �� �����	���� ����� p
�#����!��� m �� ��	� HN �	� ,���� p �0�
���� ��	� H*� 4��� ����� � � 
	�����
��	
��	
� ��	�� HN �	� H* ��� �0�
���� ����
�����

���� 9
:� ����� �0�
���	� ��	� IN� p �0�
���� ��	� HM� �	� �����	���� ���. ����������k�
�� 	
� p �#����!��� ��� ������� �� ��	� IN �	 ����� k� 	 ������� 
�	 ,� �#
����!���� �� ��	� HN �	 ����� k ,� p� �

������� �'� ��������� 6 ������ ������ ,���������

7���' 5�������� ��� �������	� K�*� K�H� K�I� �	� K�J� �

-�" �1�������! �( �#� ��&������ ��+����# 

5	�����!���� ��� .�� ���� � �!������	� ��� /�4#��
��� �������� �� ���� �� �	��	���
�� 	� 	����� � ����!�� ��� �������m� ,�� 	�
������ � ����!�� ��� ���� �������
m′� ���	 ��� ����!��� ����	
� � m′ �� ������� ���	 ��� ����!��� ����	
� � m� �����
��	� �	� ������� �,�� ��� ����!��� ����	
� � �������� ����!���� -��� �	� -�����
��� 
�� � � �	��	��� �0�
���	 9��� ��
��	 K�I�H:� -� �����	� � ��� ��	����
������ �,�� ��� 	�
������ � �	��	��� �	 ��� /�4#��
��� ���������

"���� 
� 	� %������� �* ���������

�������	 K�K ������ ���� �	 � ������� ���� �	� �����
�	 ���� ��	� �	��	��� �� 	�
�0�
���� �	 ����� k �� ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ��
����	 ������� ����
�����	�	��� �	 k�

-���� �'� #�� ��	 ��� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1. �� p �*������ ���� 65 ���
��� lk��� ���� �� ����� k. lk > 0. ���� q �*������ ���� 65 ��� ��� (lk − 1)��� ���� ��
����� k�

7���' 5� p �0�
���� ��	� H* �� ��� lk#�� ���� �	 ����� k� ���	 p �0�
���� ��� ����
�������	� �� ��	� *K �� ��� lk#�� ���� �	 ����� k ��
� ���� p ��� 	� �����
� �	�
��
��� �	� ��
��!�� � ������� ��� �!��� ��
��� 9����������� ����� �� � 		#�����
���30 ,��-��	 ��� �������� ��
��!�� ,� p:� )�� ��� 	 
�����	 ������� � $����,��
���		���� �!��� ��
��� q �0�
���� ��� ���� �������	� �� ��	� *J �� ��� lk#�� ���� �	
����� k� )� � 
	�����
��	� ������ ���� q ��� 	� �0�
��� ��	� H* �� ��� (lk−1)#��
����� 4��	� q �0�
���� !����������(k,��	���) 9��	� HI: �	 ��� l′k �������	 � ��	��
*J#HJ� l′k ≤ (lk − 1)� �	� q 3	����� ���. ����������k 9��	� HJ:� 4�������� q 	�!��
�0�
���� ��� ���� �������	� �� ��	� *J �� ��� lk#�� ����� � 
	�����
��	� �



*'(' ���������� � �&� �7�6"#���� "������&
 1,

+�� �	�	�� �'� $�� R �� � ������� ���� ��� ��������� ���� ��� �� ��� �%���,����
���������� � ��� ����	 ��� ��������� p ��� q. ��� k > 0. ��� ��� lk > 0.
((R4deliveredp � A4deliveredp) � stgA4deliverk,lk

p ) � ((R4deliveredq �
A4deliveredq) � stgA4deliverk,lk

q ) �= ε. ���� �� ������� �*������ 
�������� k ��
R�

7���' ������ ���� ����� �� � ��
��� p ���� �0�
���� �	��	��� k �	 R� )��
��� ��������� p $#����!��� � ������� � ��� ���� (k,��	���)� �	� ,� �	����
�	������� � $����,�� ����
���� ��� ��
��� q �0�
���� !����������(k,��	���)�
)�� ��	� *O� ������ 9�: q �����
�� ��� ��
���� � 9,: ����� �� �	 �������	 lk ≥ 0
� ��	�� *J#*L� ��
� ���� prefixlk+1

q = ε� ���� 9�: 
	�����
�� ��� ��������� ���� 	
��
��� �� �����
���� � �� ���� ,� ���� prefixlk+1

q = ε�

)�� '���� K�+ �	� ��	�� *L� *J �	� *K� -� ��!� prefixlk+1
q = �∀rmsgSeqlk+1

r =
�∀r((R]deliveredr � A]deliveredr) � stgA]deliverk,lk

r )� �	� ���������
�∀r((R]deliveredr � A]deliveredr)� stgA]deliverk,lk

r ) = ε� �� ����� ���� �0���
�- ��
����� p �	� q ��
� ���� ((R]deliveredp�A]deliveredp)�stgA]deliverk,lk

p )�
((R]deliveredq�A]deliveredq)�stgA]deliverk,lk

q ) = ε� 
	�����
��	� ��� �����#
����� �

4���� ��� �������	 K�K� �	 � ������� ���� �	� �����
�	 ���� ��	� �	��	��� �� 	��
	�
������ �	 ����� k -��	 ��� ��	��	��� ���� ���� ������� ��� 	� ��� �	 k�

"���� !������� 2����� �* 	� 
��&�$��� ������	�

8� 	- ���
��� �	 ��� ������ ��� �>
��	
� � ��� /�4#��
��� ��������� )�
�!��� ��
��� p �	� ��� ������ k� ����� ��� �- 
���� � 
	������ 9�: �������� �#
����!���� ,� p ����	� ����� k 9��	� HN:� �	� 9,: �������� �#����!���� ,� p �� ��� �	�
� ����� k� 4�� ���	 ������ �� ���� �� 
��� 9�:� ��� /��������
 ����
 ����
���
�������� 
�	 �#����!�� �������� -��� � ����!��� ����	
� �7��� � H� -���� �� 
���
9,:� ��� ����!��� ����	
� �� �� ����� �7��� � J� ��	
� .	-	 ����
 ����
���
��������� ����!�� �������� -��� � ����!��� ����	
� � �� ����� I� ����� ������� ��-
��� �����A � ��� /��������
 ����
 ����
��� ��������� �� ��� ��	��	��� ����
���� ������� ��
����	 ������� 	�� ���� ������� ��� /�4#��
��� �������� ��
	� �����
��!�� -���� ����-���� ��� /�4#��
��� �������� ����� � ������� 
���

������ � .	-	 ����
 ����
��� ����������

�������	� K�M �	� K�L ������ ��� ��	���� 
�� � ��� /��������
 ����
 ����
���
�������� � �#����!�� � ������� m� �������	 K�M ��3	�� � �-�� ,�	� 	 ���
����!��� ����	
� � �������� H �� �������� �#����!���� -����� �	��	��� 9��	� HN:�
�	� �������	 K�L ������ ���� ���� ,�	� 
�	 ,� ���
��� �	 ��	� -���� 	 ��
���
�#����!��� m �� ��� �	� � � ������

+�� �	�	�� �'" ����� �� �� ��� R ��������� �	 ��������� 6 ����� ���� �������
m �� ���	 ����������� �� ���� 6? 1������� 
��������2 ��� dlR(m) < 2�



1- �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

7���' ������ ���� m �� 	�� �#����!���� ����	� ��� ����� k > 0 9����� -���#
�� �	��	���:� �	� ��� p ,� � ��
��� ���� �#����!��� m �	 R� ��
��� p ��
��!��
� ������� (k,msgSeqq) ��� �!��� ��
��� q ��
� ���� m ∈ msgSetq � ��	
� q
�0�
���� ����(k, (R4deliveredq � A4deliveredq) � stgA4deliverk) ��
� ���� m ∈
(R]deliveredq �A]deliveredq)� stgA]deliverk� q �0�
���� !��������(m)� �� ���
-�� ���������� ��� �����	�� � �!�	�� 9��� ��
��	 J�I�H:� ts(���������p(m)) ≥
ts(!��������q(m)) + 1 9*:� �� �	���� �	������� � $����,�� ����
���� ����� �� ���
��
��� r ���� �0�
���� !����������(m)� -��
�� ��� �������� H� �� ��� ��
��� ����
�0�
���� �����������(m)� 4���� ts(�����������r(m)) = ts(!����������r(m)) 9H:�

)�� 9*: �	� 9H:� ts(���������p(m)) − ts(�����������r(m)) ≥ ts(!��������q(m)) −
ts(!����������r(m))+1 9I:� '�� lRB

m,q = ts(!��������q(m))− ts(!����������r(m)) 9J:�
�	� lAB

m,p = ts(���������p(m)) − ts(�����������r(m)) 9K:� 4�������� ��� 9I:� 9J:�
�	� 9K:� lAB

m,p ≥ lRB
m,q + 1� )�� ��� ��3	���	 � ����!��� ����	
�� dlR(m) ≥ lAB

m,p�
5� ���-� ���� dlR(m) ≥ lAB

m,p ≥ lRB
m,q + 1� )�� �������	 J�L� lRB

m,q ≥ 1� �	� -�

	
���� ���� dlR(m) ≥ 2� �

+�� �	�	�� �'� ������ ���� ��������� 6 ���� ��� !������� ,�������� ���������
������ ����� �� :
�;9<� ����� �� � ��� R ��������� �	 ��������� 6 ����� �������
m �� ����������� ������ ����� k > 0. ��� dlR(m) = 2�

7���' 5�������� ��� )����� K�*N� -���� ��
��� p �#,���
���� ������� m�
9��� �������� ��!� ,��	 ������ ��� )����� K�*N �� 
�������: '�� ρ, ρ′ ∈ {p, q, r, s}�
5� ���-� ���� ts(�������ρ(m)) = ts(����p(m))+1� �	� ts(�������ρ(k, 〈m〉) ��� ρ′) =
ts(����ρ′(k, 〈m〉)) + 1� ��� ts(����ρ′(k, 〈m〉)) = ts(�������ρ′(m))� �	� ���������
ts(�������ρ(k, 〈m〉) ��� ρ′) = ts(����p(m)) + 2� )�� )����� K�*N� -� ��!� ����
ts(�����������p(m)) = ts(����p(m))� �	� ts(���������ρ(m)) = ts(�������ρ(k, 〈m〉)
��� ρ′)� �� ��� ��3	���	 � ����!��� ����	
�� -� 
	
���� ���� dlR(m) = 2� �

send(m)
R-broadcast(m)

A-deliver(m)
R-deliver(m)

send(k,<m>)

A-broadcast(m)

p

q

r

s

)����� K�*N� $�	 � /�4#��
��� -��� dlR(m) = 2

4�� ������� ���� ���- ��3	� ��� ,���!��� � ��� /��������
 ����
 ����
���
�������� �� �������� �#����!���� �� ��� �	� � ����� k� �������	 K�O ����,������
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� �-�� ,�	� �� ���� 
���� �	� �������	 K�+ ��-� ���� ���� ,�	� 
�	 ,� ���
���
-��	 ����� ��� 	 ��
��� �������� �	� 	 ������� �����
�	��

+�� �	�	�� �'3 ������ ���� 
�� ������ =�5 �� ���� 1��� ���� >62� ����� �� �� ���
R ��������� �	 ��������� 6 ����� m ��� m′ ��� ��� ���	 �������� �����������. m
��� m′ ��� ���� ����������� �� ���� 7?. ��� dlR(m) < 4 ��� dlR(m′) < 4�

7���' ������ �� � 
	�����
��	 ���� ����� �� � ��	 R ��
� ���� dlR(m) < 4 �	�
dlR(m′) < 4� ��	
� p �#����!��� m �	� m′ �� ��	� IN� ��� �������� H� p �0�
����
������p(−,msgStg)� ��
� ���� m,m′ ∈ msgStg� �� �	���� !������� � �	��	#
���� ����� �� � ��
��� q ���� �0�
���� �������q(−, R4deliveredq � A4deliveredq)�
��
� ���� msgStg = R]deliveredq � A]deliveredq � 4���� q $#����!��� �������
(−,��	���)� �� �	���� �	������� � $����,�� ����
���� ����� �� � ��
��� r ����
�0�
���� !����������r(−,��	���)� 4�������� r ��� $#����!���� �� ����� 	� ���#
���� ���� �� 	������ �	 A]deliveredr 	� �	 stgA]deliverr 9��	� *I:� 8����� ��� �
��	�������� ������ ���� ���� ������� �� m� ��	
� r $#����!���� m� ����� �� � ��
��� s
���� �0�
���� !����������s(m)� �	� ���� �� ��� ��
��� ���� �0�
���� �����������s(m)�

8� ��3	��

lAB
m,p = ts(���������p(m))− ts(�����������s(m)),

lCp = ts(������p(−,msgStg))− ts(�������q(−,msgStg)),

lRB
������,q = ts(!��������r(��	���))− ts(!����������r(��	���)), �	�

lRB
m,r = ts(!��������r(m))− ts(!����������s(m)).

5� ���-� ���� lAB
m,p ≥ lCp + lRB

������,q + lRB
m,r� )�� �	��
���� J�* �	� ��� ��3	���	

� ����	
� ������ R�
�+LS� lCp ≥ 2� �	� ��� �������	 J�L� lRB
������,q ≥ 1� �	�

lRB
m,r ≥ 1� 4���� lAB

m,p ≥ 4� �� ��� ��3	���	 � ����!��� ����	
�� dlR(m) ≥ lAB
m,p� �	�

-� 
	
���� ���� dlR(m) ≥ 4� �

+�� �	�	�� �'� ������ ���� ��������� 6 ���� ��� !������� ,�������� ���������
������ ����� �� :
�;9<. ��� ��� 
�������� �������������� ����� �� :���;><� �����
�*���� � ��� R �� ��������� 6 ����� �������� m ��� m′ ��� ���� ����������� ��
���� 7?. ��� dlR(m) = 4 ��� dlR(m′) = 4�

7���' 5�������� ��� )����� K�**� -���� ��
��� q �#,���
���� ������� m�
�	� ��
��� r �#,���
���� ������� m′� 94�� �	��	��� �0�
���	 �	� ��� ���#
����� ��!� ,��	 ������ �� 
�������: )� ��� ρ ∈ {p, q, r, s}� ts(�������ρ(m)) =
ts(����q(m)) + 1� �	� ts(�������ρ(m′)) = ts(����r(m′)) + 1� 5� ��� ���-� ����
ts(�������ρ(k,��	���)) = ts(����s(k,��	���)) + 1� )�� )����� K�**�
ts(����s(k,��	���)) = ts(�������s(m)) = ts(�������s(m′))� �	� ���������
ts(�������ρ(k,��	���)) = ts(����ρ′(m)) + 2� ρ′ ∈ {q, r}�
�� ��� �	��	��� �������� ��!�	 �	 R�
�+LS� ts(������ρ(−)) = ts(�������ρ(−)) + 2�
)�� )����� K�**� ts(�������ρ(−)) = ts(�������ρ(k,��	���))� �	� -� ��!� ����



$44 �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

ts(������ρ(−)) = ts(�������ρ(k,��	���)) + 4� 8� 
	
���� ,� ��� ��3	���	 �
����!��� ����	
� �	� ��	
� ts(���������ρ(m)) = ts(���������ρ(m′)) = ts(������ρ(−))�
ts(�����������q(m)) = ts(����q(m))� �	� ts(�����������r(m)) = ts(����r(m))� ����
dlR(m) = 4 �	� dlR(m′) = 4� �

��
��
��
��

�
�
�
�

��

��

����

A-broadcast(m)
R-broadcast(m)

A-broadcast(m’)
R-broadcast(m)

send(m’)

send(m)

R-deliver(m’)
R-deliver(m)

A-deliver(m)
A-deliver(m’)

send(k,ENDSTG)
R-broadcast(k,ENDSTG)

R-deliver(k,ENDSTG)

Consensus

decide(k,<m,m’>)

propose(k,<m,m’>)

p

q

r

s

)����� K�**� $�	 � /�4#��
��� -��� dlR(m) = 4 �	� dlR(m′) = 4

"���� (�������  �������

5	 ��� /�4#��
��� �������� 9��	� *O:� -��	�!�� ���. StgDeliverk ��� 	� ��
��!�
�������� ��� ��� ��
����� �	 Π� ��� 
����	� ����� k �� �����	����� -��
� ����� �
�	 �0�
���	 � �	��	��� � �#����!�� ��� ��������� 4�������� �� �	 �� � ��
���
p ∈ Π 
������� ��� �#����!�� � �������� -��� ��-��� ,� ���� 9����� -��� � ����!���
����	
� � �� ����� J:� 4��� 
�	 ,� ��!�� ,� ����	� � ���,������ ���!�
� � ��
/�4#��
��� �������� �� ���-�� '�� vi ,� ��� 
����	� !��- � ������ Π 9vi ⊆ Π:�

• �� ��	� *O� �����
� 
	����	 π = Π ,� π = vi�

/	
� � ��
��� p 
������ 9� �� �����
��� � ��!� 
������:� p �� ���!�� ��� ���
!��- �	� ���� �#����!�� � �������� �� ����	 ����,��� 8� � 	� ���
��� �������
���� �0��	��	 � ��� /�4#��
��� ��������� ,�� -� 	�� ���� ��� �	���	
� � ���
���,������ ��,��� 	����� � ���!� � 
������ ��
��� 
�	 ������ ,� �	��������
�	� ��� �	��	��� ��,��� ���� �����	���� � ������

-�' ������� /��*

4�� -�. �����	��� �	 ���� 
������ 
�,�	�� ����
 ����
��� ��������� -���
��������
 ��
�	�7���� 4�� ���������� 	 ����
 ����
��� ��������� �� �,�	��	�



*'*' 0��������� $4$

9����� R����++I� ���+*� �4+M� ��OJ�  ��+*� %��+O� ' +N� 8�+KS:� 6-�!���
��� ��������� � ��A���	� ����� �	� ��������	� 	����� � ��!� ��� 
���
�	���
� ��� ��������� ��	���� �	� ���� 
������	 ��>
���� 8� ,��� �� �����	 	 ���
����
 ����
��� �������� � R�4+MS ,�
���� �� ��!���� � �������
�� �����-�.
���� ������� � ��!��� ��� 
���
�	��� ���� �	��� ��������	� ���� ��� ��������

�	 ��	� �����	�� 9����� �	�����,�� ������� ����
���:�

/��������
 ��������� ��!� ,��	 -����� ������� �	 ����,��� 
	
����	
� 
	��� 9���
������� H:� 6-�!��� ����� ��!� 	� ,��	 ��������� ���� � ���� -�.� � �	����
�
������� �	 ��� 
	��0� � �������	� ���������� 4�� ������
�� ����
 ����
���
�������� -��� /��������
 4������	� �����
� ���
��,�� �	 ��
��	 K�* �� 
	
��#
������ ������� � E������ 4���� �	� ��� �������	����	 4��� 8��� R%��OKS� 4��
4��� 8��� ��
��	��� �0�
���� ������	� �	 � ���#�������	�� !������ ����� ���
������	� ��!� � ,� �0�
���� �

���	� ���� ����� ,�� ��	
� � ��
��� �� 	�!��
���� -������ �� ��� ��
��!�� ��� ��� ������	� ���� ���
��� � ��!�	 ������	� �	
���� � �����	��� ��� ���� 
	�����	�� ��� ���!����� ������	� ��� ��!� �
,� �	�	�� �	� ��
����� ����	� �	 ������	� ��A���	
� ,��-��	 ����� �- ���#
�����
 ���������� �� ���� ������	� ��� �	�	� �	� ��#�0�
���� �� ��� 	
� -���
��� ������
�� ����
 ����
��� �������� -��� /��������
 4������	� �����
�� ,��
�	 �	,�	��� 	��,�� � ����� -��� ��� 4��� 8��� ��
��	����

4�� 
����� � ��� ���� �0������ ,� ��� /��������
 ����
 ����
��� ��������
�� R '�+MS� -���� ��� ������ ����
� ��� ����
 �������	� ��,��� � �	��	���
�	�� �	 ���� � ��!� � ���� ��
���	� �0���� ��� ���-�	� ������� � ��� �	��	���
��,���� �� �!��� ��
��� ������ �	��	��� -��� ��� ���� !���� v� ���	 ��� ��
���	
�� v� 4��� -�. �����	�� � ��� ��	���� ����� �	� ��� 	� ��7���� ���� ��� ���
�	����� !����� ,� �7���� ���!��� -� ��!� ���� ��� �����#A � ����
�� ��������

���������� �� ��� ��������
 ��������	 �� ���� ����� �� � ,�	�3� 9�	 �>
��	
�:� ,��
�� ��� ��������
 ��������	 �� 	� ���� ����� �� � ��� 9�	 �>
��	
�:�

-�- ���������!

4�� -�. �����	��� �	 ���� 
������ ����	���� ��� ��� ��������
 ,���!���	 �����
-��� ���� ��,�,������ �������� ,���
��� �	 � �
�� ���� 	��-�. ��� V��	��	�����W
������ ������� (0�����	� ���� ,���!���	 ��� � �����	� ��� ��������
 ��#
���
���� �	� ��!����	� ��� /��������
 ����
 ����
��� ��������� ��
�����
�0�
���	� ��� /�4#��
��� �������� ������� �	 � ��7��	
� � ������� �	� ��������

�	 ,� ����!���� ����	� ������ � �� ��� �	� � ������� �������� ��� ����!���� ������
����	� ������ ���	 �� ��� �	� � ������� )� �	� ��
���� ��� 
����	� ����� �� �����#
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tsp ← rp
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R'delivered← ε
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R'delivered← R'delivered ∪ {m}
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k ← k + 1
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$��$���(k, A%undelivered)
��� ���� ������(k, msgSetk)
A'deliverk → msgSetk \A'delivered
��	������ ������ ��� �������� � A'deliverk � �	�� ���������� 	����
A'delivered← A'delivered ∪A'deliverk



$%$

�	����	�	
 $����

5 -�� ,�	 �	 $�  ��	��� $�  ��	�� � ���� ���� � ���U��� �	 *+M+� )�� *+LJ �
*+OK 5 ����	��� ������� �	� ��
	���� �
���� �� �����	 �� 
������� �������
,�
. �	 ��� ����� ��������� -��	 5 ��� �� 3��� V������
��W �0������	�� -��� � ��	
����
9�
������� � TON -��� *M D����� � $��� -��
� 5 ����� .���:� )�� *+OM � *+O+ 5
��� � ��� ����� �	����
��	 � ������� �
��	
� �� ����� 4�
	�
 5	���������
� ��
�	�
�� ���� �
�� �	 $�  ��	��� 5	 *++H� 5 ��������� �� � ��
��	�
�� (	��#
	����	� ��� 2	�!������ � $�  ��	��� 5	 �� ���� ����� �� ��� �	�!������� 5 ������
������� �
��	
� �� ����� 4�
	�
 5	���������

)�� *++H � *++J 5 �!�� � ��� ������� 
������ � $�  ��	�� � ��� � �����	
�� .	-����� �,�� 
������� ������ � ������ �
��	
�� "���	� �� ������ 5
�������� ��	� ���� ���	��� ������,���� �������� ����,����� �	� ���-��� ,����
����� �����	� �������� 5	 ���#*++K 5 �!�� � )��	
� -���� 5 ���	� 	� ����� �����
��� �����	� �	 
��� 
	��
� -��� ��� )��	
� ��	����� �	� 
������� 5 
	��	��� ��
������
� -�. �� 51$5�  ��	,��� 5	 ������,�� *++M 5 ������� �� ���" �� (�)
'����		�� �-��U����	�� 5	 ��� 
	��0� � �� �
������ � ��	� �A�� ,��-��	 ���
�-��� )������ 5	������� � 4�
�	��� �� '����		� �	� T���
�� 5 ��� ��� �����	���
� -�. -��� ��!���� ������ ��!� ������
� ���.� 9�� �	�������	� ���
��:� �	� �	����
�
-��� �	�������� ����	����



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (None)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




