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��!� m′ ,��
�� m�

������ 
���� �� ��3	�� ,���� 
	 '���
��<� �����	�� ,��
�� ������
	 → R'��LOS�
'�� a� b� �	� c ,� �!�	�� �	 � ������,���� ������� 4�� ������
	 a→ b 9����� a �����	�
,��
�� b: �
��� �� �	� 
	�� �� 9*: a �	� b ��� �!�	�� �	 ��� ���� ��

��� �	� a 


�����
,��
�� b� 
� 9H: a �� ��� �!�	� 
� ��	��	� � ������� m �	 � ��

��� �	� b �� ��� �!�	�

� ��
���� 
� ������� m �	 �	
���� ��

���� 
� 9I: ����� �0���� �	 �!�	� c ��
� ����
a→ c� �	� c→ b� ������ 
���� �� ��3	�� �� �
��
-��

2������ ��	��3 5� m �	� m′ ��� �-
 �������� ��
��!�� ,� �
�� ��

��� p�
�	� send(m)→ send(m′)� ���	 receive(m)→ receive(m′) �	 p�

)������ H�H �	� H�I ����
� )5)/ �	� ������ ���		���� ������ ���		��� ��� ���
	���
���	 )5)/ ���		���� ���� ��� ������ ���		��� ������!� )5)/ 
����� 4�� �0�
���
	�
�	 )������ H�H �	� H�I ������� ,
�� $����,�� ���		��� �	� P����#$����,�� ���
�3
�#
��
	��



%'$' /�	�� 0�
�������� $$

send(m) send(m’)p

q
receive(m’)receive(m)

)����� H�H� )5)/ ���		���

send(m’’)

send(m) send(m’)

receive(m’)

p

q

r
receive(m) receive(m’’)

)����� H�I� ������ ���		���

����� �����	������ ���
���

���	
��
	
�� ������� ��� �
������ ,� ���	
��
	
�� ��

����� ���� 

���	�
���
���
��� 
��		��� -��� �	,
�	��� ���	������
	 ������� ���	
��
	
�� ������� ��#
3	� � !��� ��	���� �
���� �	� ��!���� ���
���,����� ������� ��!� ,��	 ,���� 
	 �����
5	 R)'�OKS� �� ��� ,��	 ��
-	 ���� �
	��	��� 9��� ��
��
	 H�H: �� 	
� �
�!�,�� �	
���	
��
	
�� ������� ��,��
� �
 
����#��
� �������� 9�
��� M1:� 5��
���,����� ��#
����� ��!� ���
 ,��	 �����	��� �
� ���	
��
	
�� ������� -��� � ��	���
 ��� 
� ��
#

����� R�64��+MS 9�
��� M2:� �	� ���	
��
	
�� ������� -��� ��

����� ���� 
�	

���� �	� ��

!�� R��4+OS 9�
���� M3 �	� M4:� 4�� ������ ������ ��3	�� ��	����
,
�	�� �
� �
�!�	� �
	��	��� -��	 ��

�����< ����� �� !
������ �	� ���,���

�����  ������ !�
��
���
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��
��!�	� ��� #�������$	����%������� ������������	 ������ R)'�OKS 9)'� �
�
��
��:� ���	
��
	
�� ������� -��� � �����
 ��� 
� 
����#��
� ��

����� ��!� ,��	
�����	��� -��� ������� ����
�
�� R�4+MS� (�
� ��

��� p �	 Π ��� �

��� �
 � �

��
������� ����
�
� �
���� Dp ���� ��
!���� 9�
���,�� �	

���
�: �	�
�����
	 �,
�� ���
��

����� ���� ��� �����
��� �
 ��!� 
������� � ������� ����
�
� ��� ��.� �����.���
���� ��� 9*: �� ��� �����
� � ��

��� ���� ��� 	
� ������ 
� 9H: 	�!�� �����
� �
��

��� ���� ��� ������� )������ ����
�
�� ��!� ,��	 
�����3�� �


���	� �
 �������	
�	� ������������ ��
������� -��
� 
����
������ ��� �����.�� ���� 
�	 ��.� R�4+MS�



$% �&����� %' �.���
 /�	��� ��	 0�
��������

��
���������' 4���� ��� �-
 

������	��� ��
��������

� ������ 
�����������& �!�	������ �!��� ��
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������ �� �����	�	���
�����
��� ,� �!��� 

���
� ��

����

� '��( 
�����������& �!�	������ �!��� ��

��� ���� 
������ �� �����	�	���
�����
��� ,� �
�� 

���
� ��

����

"������.' 4���� ��� �
�� �

���
� ��
��������

� ������ �������	& 	
 ��

��� �� �����
��� ,��
�� �� 
�������

� '��( �������	& �
�� 

���
� ��

��� �� 	�!�� �����
����

� )������� ������ �������	& ����� �� � ���� ����� -��
� 

���
� ��

����� ���
	
� �����
��� ,� �	� 

���
� ��

����

� )������� '��( �������	& ����� �� � ���� ����� -��
� �
�� 

���
� ��

��� ��
	�!�� �����
��� ,� �	� 
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� ��
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�
��� 4��
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	����� �	� ������� ����
�
� �	 �����
����� 	�!���������� -� ������ ���� ��� ������
�� �����	��� -��� ������� ����
�
�� �
 ���� �
	��	��� 
�	 ,� �
�!��� �
��
!���
�������� J �	� K 	��� � ������� ����
�
� ���� �����	���� ���
	� �
������	��� 9�����
�

���
� �� 	
� ����!�	�:�

��������

�����
�
�
�� ���	��  ��� !��������� ���	�� !���������  ���

���	�� ������� �����	 
�����
��� ������� 
�����
��� �����	

P S �P �S
 ��� ��
� 
�����
��� ��
�

Q W �Q �W

4�,�� H�H� )������ ����
�
�� 
������

5� ��� ,��	 ��
-	 �	 R�64+MS ���� �W �� ��� -��.��� ������� ����
�
� �
 �
�!�
�
	��	��� �	 ���	
��
	
�� ������� ��,��
� �
 
����#��
� ��������� �	� R�4+MS ��
-�
���� �	� ��!�	 ������� ����
�
� D ���� �����3�� -��. 

������	��� 
�	 ,� ����
��
�	�
 � ������� ����
�
� D′ ���� �����3�� ���
	� 

������	���� ���� ��� �S �	� �W ���
�7��!���	��

4�� -
�.� �����	��� �	 R��4+O� / �+LS ����3	� ������� ����
�
�� �	 ���	
��
	
��
������� -���� ��

����� 
�	 
���� �	� ��

!��� 5	 ���� ������� -� 

	
�	����� 
	
������� ����
�
�� �	 ��� 
����#��
� �
����

����" ������
	��# ���� ��� ��������

8��	 ���
����	� ������,���� ��
�
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	�

� ���
������ ��	� �	� ��
,���� 5	 ��� �
��
-�	�� -� ��
!��� ��3	���
	� �
� �����
����� �	 ��� 

	��0� 
� ���	
��
	
�� ��

����� �	 ��� 
����#��
� �
���� -��
� �� ���



%'%' �����6�������� #���	����� ��	 !�����	 7�����
� $(

�
��� 

	������� �	 �������� I �	� J� ������� H �� ,���� 
	 � �
������� ���
�3

�
 ����,����� �	��
��
�� �	 ��
��
	 H�I�

�	 ��������� A �� � 

���
��
	 
� n �������	����
 ���
����� 
	� ��� ��

���� �	�


�������
	 ��

���� �	 ����� 
� A� 5	 ��� 
����#��
� �
���� �	 ��
� ����� � ��

���
��
��
���� 9*: ��
��!�� � 9�
���,�� �����: ������� ���� -�� ��	� �
 ��� 9H: 7������
��� ������� ����
�
� �
����� 9I: �
��3�� ��� ������ �	� 9J: ��� ��	� � ������� �
 �
��	��� ��

��� R�4+MS�

5	�
������� � ��� R 
� A ��3	�� � 9�
���,�� �	3	���: ��7��	
� 
� ����� 
� A� 4���� ��
� 
�
�� ������
	 ,��-��	 ������ �
����� ���
������� �	� ��
,����� �	 ���� � ������
�
��� M �������	�� ��� ��� 
� ��	� ���� �	 ���
����� A 
�	 ��
��
� �	 M � �	� �
������� ���
�3
���
	 P 9
� ������ � ��
,���: �� ��3	�� �� ��7������	�� 
	 ���� 
�
��	��

��� %����&������!� ���������� �!� ������� ������ �

5	 ���� ��
��
	� -� ��3	� $����,�� ��
��
���� ��
��
 ��
��
���� �
	��	���� �	�
1
	#��

.�	� ��
��
 �
������	� �	 ���	
��
	
�� ������� -��� ��

����� ����

���� �	� ��
�� 4�� 1
	#��

.�	� ��
��
 �
������	� ��3	���
	 ������� �������
���� ��� ������ �� �����	��� -��� ������� ����
�
��� 4�� �,����
��
	� �����	��� �	
���� ��
��
	 ��� ��� ,���� �
� ��� -
�. ��!��
��� �	 �������� I� J� �	� K�

����� �������� $�������


$����,�� ��
��
��� �� ��3	�� ,� ��� �������!�� !����������(m) �	� !��������(m)�
-��
� ������� ��� �
��
-�	� ��
������� R64+IS�

28���	��.3 5� � 

���
� ��

��� $#,�
��
���� � ������� m� ���	 �� �!�	������
$#����!��� m�

2"����
���3 5� � 

���
� ��

��� $#����!��� � ������� m� ���	 ��� 

���
�
��

����� �!�	������ $#����!�� m�

2 ��
��
 ��������.3 )
� �!��� ������� m� �!��� ��

��� $#����!��� m ��
�
�� 
	
�� �	� 
	�� �� m -�� ���!�
���� $#,�
��
��� ,� ������(m)�

$#,�
��
��� �	� $#����!�� ��� ,� ,���� 
!�� P����#$����,�� ���		���� -��
� 
A��
-��.�� �����	���� ���	 $����,�� ��
��
��� 9��� )����� H�J:� 5	 ��� 
����#��
� �
����
$����,�� ��
��
��� 
�	 ,� �
�!�� ,� ��� �
��
-�	� ���
������ �������	� �
 n−1 ��

���

������ R�4+MS� 8��	�!�� � ��

��� p -�	�� �
 $#,�
��
��� � ������� m� p ��	�� m
�
 ��� ��

������ /	
� � ��

��� q ��
��!�� m� �� q �= p ���	 q ��	�� m �
 ��� ��

������
�	�� �	 �	� 
���� q $#����!��� m 9��� ��� ����	��0 �
� � �������� �����	����
	 
� ����
���
�����:�



$) �&����� %' �.���
 /�	��� ��	 0�
��������

Application

Reliable
Broadcast

Channels
Quasi-Reliable

send(m)

R-broadcast(m) R-deliver(m)

receive(m)

)����� H�J� �
���	�
���
	 �,����
��
	

����� �
���� $�������


��
��
 ��
��
��� �� ��3	�� ,� ��� �������!�� �����������(m) �	� ���������(m)� 5	
������
	 �
 ��� ��
������� 
� $����,�� ��
��
���� ��
��
 ��
��
��� �����3�� ��� �����
����� ��
����� R64+IS�

2����� ��	��3 5� �-
 

���
� ��

����� p �	� q �#����!�� �-
 �������� m
�	� m′� ���	 p �#����!��� m ,��
�� m′ �� �	� 
	�� �� q �#����!��� m ,��
�� m′�

4�� �
��� 
���� �	��
�� 
	 ��� �#����!�� �� �������	��� ,� ��� ������
	 ≺� 4���� ��
������� m �� �#����!���� ,��
�� ������� m′� ���	 ���������(m) ≺ ���������(m′)�

���
	��� ��3	���
	� 
� $����,�� �	� ��
��
 ��
��
��� 
�	 ,� 
,���	�� ,� �����	�#
�	� ��� ��
������� ���!�
���� �����	��� -��� )5)/ �	� ������ /���� 

	�����	���
4�� �������	� ��3	���
	� ��� )5)/ ��
��
��� 9)5)/ /���� X $����,�� ��
��
���:�
������ ��
��
��� 9������ /���� X $����,�� ��
��
���:� )5)/ ��
��
 ��
��
���
9)5)/ /���� X ��
��
 ��
��
���:� �	� ������ ��
��
 ��
��
��� 9������ /����
X ��
��
 ��
��
���:� )����� H�K ����
�� ��� ������
	���� ��
	� ,�
��
��� �����#
��!�� R64+IS�

����� ���������

�
	��	��� �� ��3	�� ,� ��� �������!�� �������(v)� �	� ������(v)� -��
� ������� ���
�
��
-�	� ��
��������

2���
�������3 (!��� 

���
� ��

��� �!�	������ ��
���� �
�� !�����

2 ��
��
 ��������.3 (!��� ��

��� ��
���� �� �
�� 
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2"����
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� ��

����� ��
��� ��A���	����

2 ��
��
 ����	��.3 5� � ��

��� ��
���� v� ���	 v -�� ��
�
��� ,� �
��
��

����



%'%' �����6�������� #���	����� ��	 !�����	 7�����
� $*

FIFO
Broadcast

Reliable
Broadcast

Causal
Broadcast

Atomic
Broadcast

Total Order

Total Order

Total Order

FIFO Atomic
Broadcast

Causal Atomic
Broadcast

FIFO Order

Causal Order

FIFO Order

Causal Order

)����� H�K� $�����
	���� ��
	� ,�
��
��� �������!��

�
	��	��� 
�	 ,� �
�!�� �	 
����#��
� ���	
��
	
�� ������� �����	��� -��� �������
����
�
��� 5	 R�4+MS ��� ����
�� �����	� �-
 ���
������ ���� �
�!� �
	��	���� /	�
���� � ������� ����
�
� 
� 
���� S �	� �
������� f < n ��������� �	� ��� 
���� ����
� ������� ����
�
� 
� 
���� �S �	� �
������� f < n/2 ��������� �	
���� ���
�����
���� �
�!�� �
	��	��� �	 ��� 
����#��
� �
��� ���	� � ������� ����
�
� 
� 
���� �S
�� ��� (���� �
	��	��� ���
����� R�
�+LS� 4�� (���� �
	��	��� ���
����� �
�������
f < n/2 �������� �	� �
 � 
�����	 �0��	�� �� �
�� �>
��	� ���	 ��� ���
����� ,����

	 �S ��
�
��� �	 R�4+MS� 4�� �
	��	��� ���
����� �����	��� �	 R�4+MS ���	� �
������� ����
�
� 
� 
���� �S� �	� ��� (���� �
	��	��� ���
����� ��� �����	��� �	 ���
����	��0�

�
	��	��� �	� ��
��
 ��
��
��� ��!� ,��	 ��
-	 �	 ��� ���������� �
 ,� �7��!���	�
�	 ��� 
����#��
� �
��� R�4+MS� 4�� �7��!���	
� ������ ,���
���� ������ ���� ��
��
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��
��� 
�	 ,� ����
�� �
 �
	��	��� 9��� ��� ����	��0:� �	� �
	��	��� 
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,� ����
�� �
 ��
��
 ��
��
���� 4�� �
	��	��� �
 ��
��
 ��
��
��� ����
��
	


	����� �	 ��!�	� �������(v) �0�
��� �����������(v)� �	� ������(v) 


����	� �����
��� 3��� ���������(v)�

����� %��&$���'��� �
���� �����
���


1
	#��

.�	� ��
��
 �
������	� �� ��3	�� ,� ��� �������!�� �
�����(v) �	� �
�
������(v)� v ∈ {commit, abort}� -��
� �	���� ��� �
��
-�	� ��
��������

2 ��
��
 "����
���3 1
 �-
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���	�� ��#��
��� ��A���	����

2 ��
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 8���	��.3 5� � ��

��� ��#��
���� commit� ���	 ��� ��

����� ��!�
!
��� commit�

2���
�������3 (!��� 

���
� ��

��� �!�	������ ��#��
�����

2���6���������.3 5� ��� ��

����� !
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 �������� ���	
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���
� ��

��� �!�	������ ��#��
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�
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��� �
 �����	��� �����
k �� � 

	G�
� �� ����
���� 4�� �
	��	��� ��
���� 
	 �-
 ���� 
� ��������� ��	
���
,� NCmsgSetk 9NC ���	�� �
� 1
	#�
	G�
��	�: �	� CmsgSetk 9C ���	�� �
� �
	#
G�
��	�:� 4�� ��� NCmsgSetk ∪ CmsgSetk �� ��� ��� 
� ��� �������� �#"���!����
�	 ����� k� �������� �	 NCmsgSetk ��� �#"���!���� ,��
�� �������� �	 CmsgSetk�



)'%' ������� ������� #���	���� *,

�	� �������� �	 NCmsgSetk ��� ,� �#"���!���� ,� �
�� ��

��� p �	 ����� k ,��
��
p �0�
���� ��� k#�� �
	��	���� 4�� ��� NCmsgSetk �
�� 	
� 

	���	 

	G�
��	�
��������� -���� �������� �	 CmsgSetk ��� 

	G�
�� �������� �	 CmsgSetk ���
�#"���!���� �	 �
�� �������	����
 
����� ��

��� p ������ ����� k + 1 
	
� �� ���
�#"���!���� ��� �������� �	 CmsgSetk�

+�� ���	�
' 4
 ,� 

���
�� 
�� ���
����� ���� ������� ��� �
��
-�	� ��
��������

9�: 5� �-
 �������� m �	� m′ 

	G�
�� ���	 �� �
�� 
	� 
� ���� �� �#"���!���� �	
����� k ,��
�� �
	��	����

9,: 5� ������� m �� �#"���!���� �	 ����� k ,� �
�� ��

��� p ,��
�� �
	��	����
���	 m �� �	 ��� ��� NCmsgSetk�

9
: 4�� ��� NCmsgSetk �
�� 	
� 

	���	 �	� 

	G�
��	� ���������&

8� ���
��� ��
� 
� ����� ��
������� �	�
������� 4�� �
���� ��

� 
� ��� ���
����� ��
�	 ��
��
	 J�H�I� ��
����� 9�: �� �	����� ,� 

	����
	 9J�*:� ��
����� 9,: �� �	�����
�� �
��
-�� ���
�� ������	� �
	��	���� �!��� ��

��� p ��	�� ��� pendingk

p ��� �
 ���
��

����� 9�	 � ������� 
� ���� ����(���� ��	
��� ,� �6D:� �	� -���� �
� ��������

� ���� �6D ��
� �0�
��� nchk ��

������ /	�� �� �
�� ������� m �� �� ����� �	
�(nchk + 1)/2� �������� 
� ���� �6D� ���	 m �� �	������ �	 majMSetkp � ��� �	�����
!���� 
� �
	��	��� ���� ��
���� 
	 NCmsgSetk� �
� ��m �� �	 ���� ���	 �(nchk+1)/2�
�������� 
� ���� �6D� m �� 	
� �	������ �	 majMSetkp� 5	����� �� 

	����
	

2nack + nchk ≥ 2n + 1 9J�H:

�
��� �	� m �� �	 ���� ���	 �(nchk + 1)/2� �������� 
� ���� �6D� ���	 m 

��� 	
�
��!� ,��	 �#"���!���� �	 ����� k ,��
�� �
	��	���� 4
 �	������	� -��� 	
��
� ����
��
� 9J�H: �	� ��� ��
� ���� nack� nchk� �	� n ∈ N� -� ��!� 9��� ��
�
����
	 J�*:

(n− nchk) + �(nchk + 1)/2� ≤ nack, 9J�I:

-���� (n−nchk) �� ��� 	��,�� 
� ��

����� ��
� -��
� p .	
-� 	
���	�� )�
� 9J�I:�
�� m �� �	 ���� ���	 �(nchk + 1)/2� �������� 
� ���� �6D� ���	 �!�	 �� ��� ��

�����
��
� -��
� p .	
-� 	
���	� ��� ��	� ACK(m)� ����� -
��� 	
� ,� �	
��� ACK(m)
�������� �
 ��!� m �#"���!���� ,� �
�� ��

��� �	 ����� k ,��
�� �
	��	����

+�� �
	�	�� �'� 
� 2nack + nchk ≥ 2n + 1 ��� nack. nchk. ��� n ∈ N ���� (n −
nchk) + �(nchk + 1)/2� ≤ nack�

7���
< �
�!�	� 2nack +nchk ≥ 2n+1 �
� nack� -� ��!� n+(1−nchk)/2 ≤ nack� ���
n+(1−nchk)/2 = (n−nchk)+(nchk+1)/2� �	� �
� (n−nchk)+(nchk+1)/2 ≤ nack� 8�

�&���	��� $�* ��	� ��� ����� ���� $�* ��� $�*� #��	 ��� 	9����	 � � �	����	� m ��� m′ �
��
���:
��� ��� ��	 �3�	�
�	�	� 
� ����	 k �� �
	 �	���� �� �
	 ����	���� �	��
���
�� ����	 k; �	
�
	�
����	��� $�*� ��� ����	��� $�* ����
	��



*- �&����� )' ������� #���	����


���� ���� (n−nchk)+(1+nchk)/2 ≤ nack ������� (n−nchk)+�(nchk +1)/2� ≤ nack�
5� nchk �� 
��� ��� 
���� �
��
-� ����
���� 4���� ������ ���� nchk �� �!�	� ���� ��� �����
�� �	 l ∈ N� ��
� ���� nchk = 2 l� 8� ��!� �
 ��
- ���� (n − 2 l) + (l + 1/2) ≤ nack

������� (n− 2 l)+ �(l+1/2)� ≤ nack� ��	
� l ∈ N� (n− 2 l)+ (l+1/2) ≤ nack �������
(n− 2 l)+ (l + 1) ≤ nack� �	� �� �� 	
� ��>
��� �
 ��� ���� �� (n− 2 l)+ (l + 1) ≤ nack

���	 (n− 2 l) + �(l + 1/2)� ≤ nack� �

��
����� 9
: �� �	����� ,� ��� ��
� ���� m �� �	������ �	 majMSetkp 
	�� �� m �� �	
�� ����� �(nchk + 1)/2� �������� 
� ���� �6D ��
��!�� ,� p 9���
���� 

	����
	:�
'�� m �	� m′ ,� �-
 �������� �	 majMSetkp � �� ��� ���
���� 

	����
	� ��� �-

�������� ��� �	 ��� pendingk

q ��� 
� �� ����� 
	� ��

��� q� 4��� �� �
-�!�� 
	��
�
���,�� �� m �	� m′ �
 	
� 

	G�
��

�	�	��� ������ �* �������  ����

�
' /��  �	���
 ��
��
��� ���
����� -����
�
� nack �������� ,��
�� �#"���!���	� 	
	#

	G�
��	� ��������� �	� nchk �������� ��
� 

	G�
� �� ����
��� ,��
�� ������	� �
	��	���� 4�����
��� 
�� ���
����� ��7�����
��0(nack, nchk) 

���
� ��

������ 4�� ��	���� 
� 

���
� ��

����� �
 �
�!�  �	���

��
��
��� -��� 
�� ���
����� �� (2n + 1)/3� -��
� �����	� -��	 nack = nchk�

����� !�
����� ������
	�

��
!���� ���� ��� 	��,�� 
� 

���
� ��

����� �� �� ����� ��0(nack, nchk)� nack ≥
(n + 1)/2� �	� 2nack + nchk ≥ 2n + 1� ���
����� * �
�!��  �	���
 ��
��
��� �
� �	�


	G�
� ������
	 C� ��� ���.� �	 ���
����� * �0�
��� 

	
����	���� �	� 4��. I ���
�-
 �	��� �
�	�� 9��	�� *H �	� I*:�

���
����� * ���� �	 V�	�����	�W 	
����
	 9����� k: �
 ���
��� ��� ������� � ��

��� ��
-����	� �
�� )
� �0������ � ��

��� ���� -���� �
� ������� (k, pendingk

q , ACK) 9��	�
I*: -��� ��
��!� � ������� (i,−, type) ��
� ���� i = k �	� type = ACK�

��

��� p �	 ����� k ��	���� ��� �
��
-�	� �����

• R]deliveredp� 

	���	� ��� �������� $#����!���� ,� p �� �
 ��� 
����	� �����

• G]deliveredp� 

	���	� ��� �������� �#"���!���� ,� p �	 ��� ������ k′ < k�

• pendingk
p � 

	���	� �!��� ������� m ��
� ���� p ��� ��	� �	 ACK �������

�
� m �	 ����� k �� �
 
����	� ����� �	�

• localNCg]Deliverk
p � �� ��� ��� 
� 	
	 

	G�
��	� �������� ���� ��� �#"���!����

,� p �	 ����� k� �� �
 ��� 
����	� ���� 9�	� ,��
�� p �0�
���� ��� k#�� �
	#
��	���:�

8��	 p -�	�� �
 �#��
��
��� ������� m� p �0�
���� !����������(m) 9��	� O:� �����
$#����!���	� � ������� m� ��� �
��
	� ��.�	 ,� p ����	� 
	 -������ m 

	G�
�� 
�
	
� -��� �
�� 
���� ������� m′ �	 R]deliveredp \G]deliveredp�



)'%' ������� ������� #���	���� *1

2� ���1	��' 5� 	
 

	G�
� �0����� ���	 p �	
����� m �	 pendingk
p 9��	� *J:� �	�

��	�� �	 ACK ������� �
 ��� ��

������ �
.	
-�����	� ��� $#����!��� 
� m 9��	� *K:�
/	
� p ��
��!�� nack ACK �������� �
� � ������� m 9��	� I*:� p �	
����� m �	
localNCg]Deliverk

p 9��	� IK: �	� �#"���!��� m 9��	� IM:�

#��1	��' 5	 
��� 
� 

	G�
�� p ������ ��� �����	���	� ��

����� �
� ����� k� ��

���
p 3��� ��	�� � ������� 
� ��� ���� (k, pendingk

p , CHK) �
 ��� ��

����� 9��	� *L:� �	�
-���� ��� ���� �	�
�����
	 ��
� �0�
��� nchk ��

����� 9��	� *O:� 4��	 p ,����� ���
��� majMSetkp 9��	� HN:�

1 5� 
�	 ,� ��
!�� ���� majMSetkp 

	���	� �!��� �������
m ��
� ���� �
� �	� ��

��� q� m ∈ localNCg]Deliverk

q � 4��	 p ������ �
	��	���
9��	� H*: �
 ��
��� 
	 � ���� (NCmsgSetk, CmsgSetk) 9��	� HH:� /	
� ��� ��
���
	
�� ����� ��

��� p 3��� �#"���!��� 9�	 �	� 
����: ��� �������� �	 NCmsgSetk ���� ��
��� 	
� �#"���!���� ��� 9��	�� HI �	� HK:� �	� ���	 p �#"���!��� 9�	 �
�� �������	����


����: ��� �������� �	 CmsgSetk ���� �� ��� 	
� �#"���!���� ��� 9��	�� HJ �	� HM:�
����� �#"���!���	� ��� �������� ��
���� �	 �
	��	��� �0�
���
	 k� p ������ ����� k+1
9��	�� HO#IN:�

����� ����* �* ������
����

8� 3��� ����,���� �
�� '������ ���� -��� ,� ���� �
 ��
!� ��� ���	 ������ 9�����
��
������� J�H \ J�K:� '���� J�* ������ ���� ��� ��� pendingk �
�� 	
� 

	���	


	G�
��	� ��������� 5� �� ���� �
 ��
!� '������ J�H �	� J�K�

-���� �'� #�� ��	 ������� p. ��� ��� k ≥ 1. �� �������� m ��� m′ ��� ��
pendingk

p . ���� m ��� m′ �� ��� ���+����

7���
< ����
��� ,� -�� 
� 

	�����
��
	� ���� ����� �� � ��

��� p� �	� �
�� k ≥ 1
��
� ���� m �	� m′ 

	G�
� �	� ��� �	 pendingk

p � ��	
� m �	� m′ ��� �	 pendingk
p �

p ���� ��!� $#����!���� m �	� m′� ������ ���� p 3��� $#����!��� m �	� ���	 m′�
4���� ����� �� � ���� t ����� p $#����!��� m′ ��
� ���� p �!������� ��� �� �������	�
�� ��	� *I� �	� m′ ∈ R]deliveredp� m′ �∈ G]deliveredp� �	� m′ �∈ pendingk

p � ��
���� t� m ∈ R]deliveredp 9,� ��� ���
������ m �� $#����!���� ,��
�� m′:� �	�
m �∈ G]deliveredp 9�� m ∈ G]delivered� ��
� ��	�� HL#H+ m �	� m′ 
�		
� ,� ,
��
�	 pendingk

p :� 4�����
��� -��	 ��� �� �������	� �� ��	� *I �� �!�������� m �	� m′ ���
�	 R]delivered \G]delivered� �	� ��	
� m �	� m′ 

	G�
�� ��� 

	����
	 �!�������
������ �	� m′ �� 	
� �	
����� �	 pendingk

p � � 

	�����
��
	 ���� 

	
����� ��� ��

��
�

'���� J�H ��
!�� ��
����� 9�: 
� ���� KL�

-���� �'
 
� ��� �������� m ��� m′ ���+���. ���� �� ���� ��� �� ���� �� ��
��������� �� ����� k ������ 
���������

�majMSetk
p = {m : |Chkk

p (m)| ≥ (nchk + 1)/2}



+4 �&����� )' ������� #���	����

!�%��	��� �  �	���
 ��
��
��� ���
�����

<; ��
�
��
���
	��
=; R'delivered← ∅
-; G'delivered← ∅
>; k ← 1
?; pending1 ← ∅
@; localNCg'Deliver1 ← ∅

7; (	 �)����� 	����
��
��(m)� 
���� ��

6; �����
��
��(m)

,; 	��������(−) 	����� �� �	��	���

<A; ��
� ���������(m) 
���� ��
<<; R'delivered← R'delivered ∪ {m}

<=; ��
� (R'delivered \G'delivered) \ pendingk �= ∅ 
���� ��
<-; 
	 * �	� ��� m, m′ ∈ R'delivered \ G'delivered, m �= m′ : (m, m′) �∈ Conflict +

��
�

<>; pendingk ← R'delivered \G'delivered
<?; ����(k, pendingk, ACK) �	 ���
<@; 
��


<7; ����(k, pendingk, CHK) �	 ���
<6; ��
� ���
� [ for nchk processes q : p received (k, pendingk

q , CHK) from q ]
<,; ������ chkPSetk(m) = {q : p received (k, pendingk

q , CHK) from q and
m ∈ pendingk

q }
=A; majMSetk ← {m : | chkPSetk(m) | ≥ �(nchk + 1)/2�}
=<; propose(k, (majMSetk, (R'delivered \G'delivered) \majMSetk))
==; ��
� ���
� decide(k, (NCmsgSetk, CmsgSetk))
=-; NCg'Deliverk ← (NCmsgSetk \ localNCg'Deliverk) \G'delivered
=>; Cg'Deliverk ← CmsgSetk \G'delivered
=?; ��%��
��� �������� 
� NCg'Deliverk 
� ��� 	����
=@; ��%��
��� �������� 
� Cg'Deliverk ��
�� �	�� ������
�
��
� 	����
=7; G'delivered← (localNCg'Deliverk ∪NCg'Deliverk ∪ Cg'Deliverk)∪

G'delivered
=6; k ← k + 1
=,; pendingk ← ∅
-A; localNCg'Deliverk ← ∅

-<; ��
� ����
��(k, pendingk
q , ACK) ��	� q

-=; ������ ackPSetk(m) = {q : p received (k, pendingk
q , ACK) from q and

m ∈ pendingk
q }

--; ackMSetk ← {m : |ackPSetk(m)| ≥ nack}
->; localNCmsgSetk ← ackMSetk \ (G'delivered ∪NCmsgSetk)
-?; localNCg'Deliverk ← localNCg'Deliverk ∪ localNCmsgSetk

-@; ��%��
��� ��� �������� 
� localNCmsgSetk 
� ��� 	����



)'%' ������� ������� #���	���� +$

7���
< 4�� ��

� �� ,� 

	�����
��
	� ������ ���� ����� ��� �-
 �������� m
�	� m′ ���� 

	G�
� �	� ��� �#"���!���� �	 ����� k ,��
�� �
	��	���� 8���
�� ��
.

� ��	�������� 

	����� ���� m �� �#"���!���� ,� ��

��� p� �	� m′ �� �#"���!����
,� ��

��� q� )�
� ���  �	���
 ��
��
��� ���
����� 9��	�� I*#IM:� p 9�	� q: ���
��
��!�� nack �������� 
� ��� ���� (k, pendingk, ACK) ��
� ���� m ∈ pendingk

9m′ ∈ pendingk:� ��	
� nack > (n + 1)/2� ����� ���� ,� � ��

��� r ���� ��	��
��� ������� (k, pendingk

r , ACK) �
 ��

����� p �	� q� ��
� ���� m �	� m′ ��� �	
pendingk

r � 

	�����
��	� '���� J�*� �

'���� J�I ������� 9*: ��� ��� Ackk(m) 
� ��

����� ���� ��	� �	 �
.	
-�������	�
�
� �
�� ������� m �	 ����� k �	� 9H: ��� ��� Chkk

p 
� ��

����� ��
� -��
� �
��
��

��� p ��
��!�� CHK �������� �	 ����� k� -��� 9I: ��� ��� Chkk

p(m) 
� ��

�����
��
� -��
� p ��
��!�� � CHK ������� 

	���	�	� m �	 ����� k�

-���� �'� $�� Ackk(m) �� � ��� �� ��������� ���� �*����� ��� ��������� ����(k,
pendingk, ACK) �� ����� k ���� m ∈ pendingk. ��� ��� Chkk

p �� ��� ��� �� ���������

���� ����� ���� ������� p �������� �������� �� ��� �	�� (k, pendingk, CHK) �� �����
k� 
� |Ackk(m)| ≥ nack, |Chkk

p | = nchk. ��� 2nack + nchk ≥ 2n + 1. ���� ����� ��� ��

����� �(nchk + 1)/2� ��������� �� Chkk
p(m)

def
= Chkk

p ∩Ackk(m)�

7���
< 8� 3��� �������	� � ������
	 ,��-��	 ���� Ackk(m)� Chkk
p � �	� Chkk

p(m)�
��� Chkk

p(m) 

	���	� ��� ��

����� ��
� ��� Chkk
p ���� ��	� �	 �
.	
-�������	�

������� �
� m� 4���� ��

��� p .	
-� ���� �!��� ��

��� q ∈ Chkk
p(m) �0�
����

��� �������	� ����(k, pendingk, ACK) �	 ����� k -��� m ∈ pendingk� ,�� p �
��
	
� .	
- �	����	� �,
�� ��� �����	�	� ��

����� �	 Π \Chkk

p � 4�����
��� ����� ���
|Π\Chkk

p | = (n−nchk) ������
	�� ��

����� ���� ����� ��!� ��	� �	 �
.	
-�������	�
�
� m� 8� 

	
���� ���� |Ackk(m)| ≤ (n − nchk) + |Chkk

p(m)|� �� ��� ���
�������
|Ackk(m)| ≥ nack� �	� ����� nack ≤ (n − nchk) + |Chkk

p(m)| 9*:� ��,���
��	� n

��
� ,
�� ����� �	 9*: ����� �
 nack − n ≤ |Chkk
p(m)| − nchk 9H:� �� ������	��	�

2nack + nchk ≥ 2n + 1� -� ��!� ���� nack − n ≥ (1− nchk)/2 9I:� )�
� 9H: �	� 9I:�
|Chkk

p(m)| −nchk ≥ (1−nchk)/2� �	� �
� |Chkk
p(m)| ≥ (nchk + 1)/2� ��	
� nchk �	�

|Chkk
p(m)| ∈ N� -� 

	
���� ���� |Chkk

p(m)| ≥ �(nchk + 1)/2�� �

'���� J�J ��
!�� ��
����� 9,: 
� ���� KL� 5� ������ ���� �	� ������� �#"���!����
,� �
�� ��

��� q ����	� ����� k� ,��
�� q �0�
���� �
	��	��� �	 ����� k -��� ,�
�	
����� �	 ��� ��� NCmsgSetk ��
���� ,� �
	��	��� k�

-���� �'� #�� ��	 ��� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1. �� ������� p �*������ ���
��������� ������(k, (NCmsgSetk ,−)). ���� localNCg4Deliverk

q ⊆ NCmsgSetk�

7���
< '�� m ,� � ������� �	 localNCg]Deliverk
q � 8� 3��� ��
- ���� �� p �0�#


���� ��� �������	� �������(k,majMSetkp ,−))� ���	 m ∈ majMSetkp� ��	
� m ∈
localNCg]Deliverk

q � q ���� ��!� ��
��!�� nack �������� 
� ��� ���� (k, pendingk,

ACK) 9��	� I*: ��
� ���� m ∈ pendingk� 4���� ����� ��� nack ��

����� ���� ��	�
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m �
 ��� ��

����� �	 ��� ���� �������	� �� ��	� *K� )�
� '���� J�I� Chkk(m) ≥
(nchk + 1)/2� �	� �
� ��
� ��� ���
����� ��	� HN� m ∈ majMSetkp� 4�����
��� �
�
�!��� ��

��� q ���� �0�
���� �������(k, (majMSetkq ,−))� m ∈ majMSetkq � '��
(NCmsgSetk,−) ,� ��� !���� ��
���� 
	 �
	��	��� �0�
���
	 k� �� ��� �	��
��
!������� 
� �
	��	���� ����� �� � ��

��� r ���� �0�
���� �������(k, (majMSetkr ,−))
��
� ���� NCmsgSetk = majMSetkr � �	� �
� m ∈ NCmsgSetk� �

'���� J�K ��
!�� ��
����� 9
: 
� ���� KL�

-���� �'� 
� ��� �������� m ��� m′ ���+���. ���� �� ���� ��� �� ���� �� ��
NCmsgSetk�

7���
< 4�� ��

� �� ,� 

	�����
��
	� ������ ���� ����� ��� �-
 �������� m
�	� m′ ���� 

	G�
�� �	� ��� ,
�� �	 NCmsgSetk� )�
� ��� !������� ��
����� 
�
�
	��	���� ����� ���� ,� � ��

��� p ���� �0�
���� �������(k, (majMSetkp ,−))� ��
�
���� NCmsgSetk = majMSetkp � 4�����
��� m �	� m′ ��� �	 majMSetkp� �	� ��
�
��� ���
������ p ��
��!�� �(nchk + 1)/2� �������� 
� ��� ���� (k, pendingk, CHK)
��
� ���� m �� �	 pendingk� �	� p ���
 ��
��!�� �(nchk + 1)/2� �������� 
� ��� ����
(k, pendingk, CHK) ��
� ���� m′ �� �	 pendingk� ��	
� p -���� �
� �0�
��� nchk

�������� 
� ��� ���� (k, pendingk, CHK)� ����� ���� �0��� �� ����� 
	� ��

��� q �	
Chkk

p ��
� ���� m �	� m′ ��� �	 pendingk
q � 

	�����
��	� '���� J�*� �

'���� J�M ���� ��� ,���� �
� ��
�
����
	� J�H �	� J�I� 5� ��
-� ���� 9�: �� �
�� 

���
�
��

��� �0�
���� �
	��	��� �� �
�� ����� k� ���	 ��� 

���
� ��

����� ���
 �0�
���
�
	��	��� �� ����� k� �	� 9,: ��� 

���
� ��

����� �#"���!�� ��� ���� �������� ��
����� k�

-���� �'" #�� ��	 ��� ������� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1&

152 
� p �*������ ����(k,−, CHK). ���� q ���������	 �*������ ����(k,−, CHK)�

162 
� p �*������ �������(k,−). ���� q ���������	 �*������ �������(k,−)�

172 
� p ���������� �������� �� NCg4Deliverk
p ∪ Cg4Deliverk

p . ����

17�52 q ���� ���������� �������� �� NCg4Deliverk
q ∪Cg4Deliverk

q . ���

17�62 localNCg4Deliverk
p ∪NCg4Deliverk

p =
localNCg4Deliverk

q∪NCg4Deliverk
q ��� Cg4Deliverk

p = Cg4Deliverk
q �

7���
< 4�� ��

� �� ,� �������	�
�� �	��
��
	 
	 9*:� 9H: �	� 9I:� 9#��� ����':
)
� k = 1� -� 3��� ��
- ���� 9*: �
���� �� p �0�
���� ����(1,−, CHK) 9��	� *L:�
���	 q ���
 �0�
���� ����(1,−, CHK)� 5� p �0�
���� ����(1,−, CHK)� ���	 p ���
$#����!���� �-
 ��������� m �	� m′� ���� 

	G�
�� )�
� ��� �������	� 
� $#
,�
��
���� q ���
 $#����!���m �	�m′� ������ ���� q 3��� $#����!���m� �	� ���	m′�
4���� ����� �� � ���� ����� q $#����!��� m′ -��	 m �	� m′ ��� �	 R]deliveredq \



)'%' ������� ������� #���	���� +(

G]deliveredq � �	� m′ �∈ pending1
q � �
� q �!�	������ �0�
���� ����(1,−, CHK)

9��	� *L:�

4
 ��
!� 9H:� ������ ���� p �0�
���� �������(1,−)� )�
� ��� ���
������ �� ��

���� ���� p �0�
���� ����(1,−, CHK)� �	� ��
� ���� 9*: �,
!�� q ���
 �0�
����
����(1,−, CHK) �	� -���� �
� nchk �������� 
� ��� ���� (1,−, CHK) 9��	� *O:�
��	
� ����� ��� nchk ��

����� 

���
� ���� �0�
��� ����(1,−, CHK)� q �!�	������
��
��!�� nchk �������� 
� ��� ���� (1,−, CHK) 9��	� *O:� �	� �0�
���� �������(1,−)�

4
 ��
!� 9I�*:� ������ ���� p �#"���!��� �������� �	 NCg]Deliver1
p∪Cg]Deliver1

p�
���
�� �0�
���	� ������(1, (NCmsgSet1p, CmsgSet1p))� p �0�
���� �������(1,−)� ��
���� 9H: 
� ��� ������ q ���
 �0�
���� �������(1,−)� �� �����	���
	 �	� �	�#
�
�� �	������� 
� �
	��	���� q �!�	������ �0�
���� ������(1,−) �	� �
�� �� �0�
���

	
�� 5� �
��
-� ��
� ��� ���
����� 9��	�� HI#HM: ���� q �#"���!��� �������� �	
NCg]Deliver1

q ∪ Cg]Deliver1
q �

4
 ��
!� 9I�H: -� ��
- ���� 9�: localNCg]Deliver1
p ∪ NCg]Deliver1

p =
localNCg]Deliver1

q ∪NCg]Deliver1
q � �	� 9,: Cg]Deliver1

p = Cg]Deliver1
q �

9�: )�
� ��� ���
������ ��	� HI� �	� ��� ��
� ���� �	������� G]deliveredp = ∅� -�
��!� ���� NCg]Deliver1

p = (NCmsgSet1p \ localNCg]Deliver1
p)� �	� �����

localNCg]Deliver1
p∪NCg]Deliver1

p = localNCg]Deliver1
p∪(NCmsgSet1p\

localNCg]Deliver1
p)� )�
� '���� J�J� �� �
��
-� ���� localNCg]Deliver1

p∪
NCg]Deliver1

p = NCmsgSet1p� � ������� ������	� �
��
-� �
� q� �	� ,�
��� �������	� ��
����� 
� �
	��	���� -� ��!� NCmsgSet1p = NCmsgSet1q �
4�����
��� -� 

	
���� ���� localNCg]Deliver1

p ∪ NCg]Deliver1
p =

localNCg]Deliver1
q ∪NCg]Deliver1

q �

9,: )�
� ��� ���
������ ��	� HJ� Cg]Deliver1
p = CmsgSet1p \ G]deliveredp�

��	
� �	������� G]deliveredp �	� G]deliveredq ��� ������ Cg]Deliver1
p =

CmsgSet1p� �	� Cg]Deliver1
q = CmsgSet1q � �� �������	� 
� �
	��	���� �
�

�!��� p �	� q� CmsgSet1p = CmsgSet1q � �	� �
� Cg]Deliver1
p = Cg]Deliver1

q �

9��	������ ����': ������ ���� ��� '���� �
��� �
� ��� k, 1 ≤ k < l� 8� ��
#

��� ,� 3��� ��
-�	� ���� 9*: �� p �0�
���� ����(l,−, CHK) 9��	� *L:� ���	 q ���

�0�
���� ����(l,−, CHK)� 5� p �0�
���� ����(l,−, CHK)� ���	 ��
� ��	� *I� �����
�� �
�� ���� t -��	 �-
 

	G�
��	� �������� m �	� m′ ��� �	 R]deliveredp \
G]deliveredp� ��	
� m �	� m′ ��� 	
� �	 G]deliveredp� m �	� m′ ��� 	
� �	
∪k

i=1(localNCg]Deliveri
p ∪NCg]Deliveri

p ∪Cg]Deliveri
p)� �� ��� �	��
��
	 ��#

�
������� m �	� m′ �∈ ∪k
i=1(localNCg]Deliveri

q ∪NCg]Deliveri
q ∪Cg]Deliveri

q)�
�� ��� �������	� ��
����� 
� $#,�
��
���� �!�	������ m �	� m′ ,��
	� �

R]deliveredq � )�
� '���� J�*� �	� ��� ��
� ���� m �	� m′ 

	G�
�� ����� �� � ����
����� -��
� q �#"���!��� ��� �������� �	 ∪k

i=1(localNCg]Deliveri
q∪NCg]Deliveri

q∪
Cg]Deliveri

q) ��
� ���� ����� �0��� �-
 �������� m �	� m′ �	 R]deliveredq \
G]deliveredq � �	� m �	� m′ ��� 	
� ,
�� �	 pendingl

q � 4���� q �!�	������ �0�
����
����(l,−, CHK)�

����
�� ���� 9H: p �0�
���� �������(l,−)� )�
� ��� ���
������ p ���!�
���� �0#
�
���� ����(l,−, CHK)� �	� ��
� ���� 9*:� q ���
 �0�
���� ����(l,−, CHK) �	�
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-���� �
� nchk �������� 
� ��� ���� (l,−, CHK)� ��	
� ����� ��� nchk ��

����� 

�#
��
� ���� �0�
��� ����(l,−, CHK)� q �!�	������ ��
��!�� nchk �������� 
� ��� ����
(l,−, CHK)� �	� �0�
���� �������(l,−)�

8� 	
- 

	����� ���� 9I�*: p �#"���!��� �������� �	 NCg]Deliverl
p∪Cg]Deliverl

p�
���
�� �0�
���	� ������(l, (NCmsgSetlp, CmsgSetlp))� p �0�
���� �������(l,−)� ��
���� 9*: 
� ��� ������ q ���
 �0�
���� �������(l,−)� �� ��� �����	���
	 �	� �����#
��	� ��
������� 
� �
	��	���� q �!�	������ �0�
���� ������(l,−) �0�
��� 
	
�� )�
�
��� ���
������ q �#"���!��� �������� �	 NCg]Deliverl

q ∪ Cg]Deliverl
q �

4
 ��
!� 9I�H: -� ��
- ���� 9�: localNCg]Deliverl
p ∪ NCg]Deliverl

p =
localNCg]Deliverl

p ∪NCg]Deliverl
q � �	� 9,: Cg]Deliverl

p = Cg]Deliverl
q �

9�: )�
� ��� ���
������ ��	� HI� �	� '���� J�J 9����� localNCg]Deliverl
p ⊆

NCmsgSetlp:� �� �
��
-� ���� localNCg]Deliverl
p ∪ NCg]Deliverl

p =
NCmsgSetlp − G]deliveredp� 4
 ��� -��� 	
�� ���� ��
� ��	�� IJ �	� IK�
localNCg]Deliverl

p ∩G]deliveredp = ∅� �� ��� �������	� ��
����� 
� �
	#
��	���� NCmsgSetlp = NCmsgSetlq� )�
� ��� ���
������ G]delivered =
∪k

i=1(localNCg]Deliveri ∪ NCg]Deliveri ∪ Cg]Deliveri)� �	� ��
� ���
�	��
��
	 ���
������� G]deliveredp = G]deliveredq � 4�����
��� -� ��!�
localNCg]Deliverl

p∪NCg]Deliverl
p = localNCg]Deliverl

p∪NCg]Deliverl
q �

9,: )�
� ��� ���
������ ��	� HJ� Cg]Deliverl
p = CmsgSetlp \ G]deliveredp�

��� -��	 ��	� HJ �� �!�������� G]deliveredp = ∪k
i=1(localNCg]Deliveri

p ∪
NCg]Deliveri

p ∪Cg]Deliveri
p)� �	� �� �
��
-� ��
� ��� �	��
��
	 ���
������

���� G]deliveredp = G]deliveredq � �� ��� �������	� ��
����� 
� �
	��	����
CmsgSetlp = CmsgSetlq� �	� ����� Cg]Deliverl

p = Cg]Deliverl
q � �

4�� �
��
-�	� ��
�
����
	� ����
�� f < ��0(nack, nchk)� ��
�
����
	 J�H �� ���
	���
���	 ��� �������	� ��
����� ��3	�� �	 ��
��
	 J�*� ��	
� �� 
����� ���� �	� �-
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4�� ��

� �
� ��
�
����
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	������ �-
 
����� 4�� 3��� 
��� ������� ���� �
��


���
� ��

��� p �#"���!��� m �	 ����� k �	� �0�
���� �
	��	��� �	 ����� k� 5	
���� 
���� m ∈ localNCg]Deliverk

p ∪ NCg]Deliverk
p ∪ Cg]Deliverk

p � �	� ��
�
'���� J�M� �!��� 

���
� ��

��� ���
 �#"���!��� m� 4�� ��

	� 
��� 

	������ ����
p �#"���!���m �	 ����� k ,�� 	�!�� �0�
���� �
	��	��� �	 ����� k� 4�� ��

� ��

����
,� ��
-�	� ���� �� ���� �����	�� ���	 ��� 

���
� ��

����� ��	� �	 �
.	
-�������	�
�
� m �	 ����� k� �	� �!�	������ �!��� 

���
� ��

��� ��
��!�� nack �
.	
-�������	�
�������� �
� m �	� �#"���!��� m�

+�� �
	�	�� �'
 2"����
���3' 
� � ������� ������� p ���������� � ������� m ��
���� ����� k. ���� ����	 ������� ������� q ���������	 ���������� m �� ����� k�
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< 4���� ��� �-
 
���� �
 

	������ 9�: p �0�
���� �
	��	��� 
	 ����� k� �	�
9,: p 	�!�� �0�
���� �
	��	��� �	 ����� k�
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9�: ��	
� p �#"���!��� m �	 ����� k� m ∈ localNCg]Deliverk
p ∪NCg]Deliverk

p ∪
Cg]Deliverk

p � �	� �
� ��
� '���� J�M� -� ��!� m ∈ localNCg]Deliverk
q ∪

NCg]Deliverk
q ∪ Cg]Deliverk

q � 4���� q ������ �#"���!��� m �� ��	� IM 9�	
-��
� 
��� m ∈ localNCg]Deliverk

q :� 
� �� ��	� HK 9�	 -��
� 
��� m ∈
NCg]Deliverk

q :� 
� �� ��	� HM 9�	 -��
� 
��� m ∈ Cg]Deliverk
q :�

9,: ��	
� p �
�� 	
� �0�
��� �
	��	��� �	 ����� k� m ∈ localNCg]Deliverk
p � �	�

�� ���� ,� ���� p ��� ��
��!�� nack �������� 
� ��� ���� (k, pendingk, ACK)
9��	� IN: ��
� ���� m ∈ pendingk� 4���� ��� nack ≥ (n+1)/2 

���
� ��

������
�	� �
� p ��� ��
��!�� ��� ������� (k, pendingk, ACK) ��
� �� ����� 
	� 

���
�
��

��� r�

8� 
���� ���� �!��� 

���
� ��

��� r′ �0�
���� ��� ����(k, pendingk, ACK)
�������	� �� ��	� *K� ��
� ���� m ∈ pendingk� )�
� ��	�� *H#*K� r $#����!���
m� �	� ,� ��� �������	� 
� $����,�� ��
��
���� �!�	������ r′ ���
 $#����!���
m� 4�����
��� ����� �� � ���� t -��	 m ∈ R]deliveredr′ �

5� �
��
-� ��
� ��� ��
� ���� m �� �#"���!���� ,� p �	 ����� k ���� m �∈
∪k−1

i=1 (localNCg]Deliverk
p ∪NCg]Deliverk

p ∪Cg]Deliverk
p)� �� '���� J�M�
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� �	� ��

��� p� 1�!���������� ���
����� Ab ���
-� � ��
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 ��	�
ACK(m) ����� ��!�	� ��
��!�� ACK(m) ��
� �
�� ��

��� p� 4���� ����� �0���� �
��	 R′ 
� Ab -���� �������q(ACK(m)) ���
���� ����q(ACK(m)) 9��� )����� J�I:�
5	 ���� 
��� -� ��!� dlR
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 ��� �	�
�	�
�	����	�  
�
 �	�
�	�� ���	��� 	8��� �� = 
� �
	 �����	����� ���	� ����� �������� 
�����



)'(' ���������� �
 �&� ������� #���	���� "������&
 ,$

������ ���� �
-�� ,
�	� �	 ����� 
� ��� ����!��� ����	
� ����������

+�� �
	�	�� �'� $�� Arb �� �� ��������� ���� ������ !������� ,��������� #�� ����	
��� R �� Arb ����� � ������� p !����������� ���� ������� m ��� � ������� q �=
p !��������� m. ����� �� � ������ ����� �� ������ ���������� !����������p(m) ���
!��������q(m)�
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��	� !����������p(m) �	� !��������q(m)� '�� R ,� ��
� � ��	 
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!����������p(m) �� ��� 3��� �!�	� �0�
���� ,� ��

��� p� )�
� ��� ���
������� �����
�� 	
 �!�	� e ∈ R �
 ���� !����������p(m)→ e �	� e→ !��������q(m)�
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- � ��	 R′ ������� �
 R �0
��� ���� p �
�� 	
� $#,�
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��� m� ��

���
q �� 	
� �,�� �
 �����	����� ,��-��	 R �	� R′� �	� ��	
� q $#����!��� m �	 R� q
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����	� ��� �	��
�� �	������� ��
����� 
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	�	�� �'3 ����� �� �� ��� R ��������� �	 ��������� 5 ����� ���� �������
m �� ���	 ����������� �� ���� 79 ��� dlR(m) < 2�
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	 ���� ����� �� � ��	 R �	� � ������� m �#
"���!���� �	 R ��
� ���� dlR(m) < 2� ��	
� m �� �#"���!���� �	 R� ,� ��� �	�������
��
����� 
�  �	���
 ��
��
���� ����� �� � ��

��� q ���� �#��
��
���� m� �� ���
#
����� *� �� q �#��
��
���� m� q $#,�
��
���� m� �	� �!��� ��

��� p ���� �#"���!���
m 3��� $#����!��� m� 8� ��3	� lRB

m,p = ts(!��������p(m))− ts(!����������q(m))� �	�
lgB
m,p = ts(���������p(m))− ts(��,��������q(m))� -���� lgB

m,p ≥ lRB
m,p� �� �
�
����� J�*�

lRB
m,p ≥ 1� �	� ��
� ��� ��3	���
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m,p ≤ lgB

m,p ≤ dlR(m) < 2� �	� �� ���� ,� ���� lRB
m,p = lgB

m,p�
4�����
��� ����� $#����!���	�m� p �
�� 	
� ��
��!� �	� �������m′ ��
� ����m→ m′�
-���� → �� ��� �����	�#,��
�� ������
	 ��3	�� ,� '���
�� R'��LOS� ��	
� p �#
"���!��� m �� ��	� IM� p ��
��!�� nack �������� 
� ��� ���� (k, pendingk, ACK)�



,% �&����� )' ������� #���	����

��
� ���� m ∈ pendingk� '�� r ,� � ��

��� ��
� -��
� p ��
��!�� � �������
(k, pendingk, ACK)r �� ��	� *O� ��	
� m ∈ pendingk� ���	 r ��� ��
��!�� m� �	�
�
� m→ (k, pendingk, ACK)r� � 

	�����
��
	� �

+�� �
	�	�� �'� ������ ���� ��������� 5 ���� ��� !������� ,�������� ���������
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�;9<� ����� �� � ��� R ��������� �	 ��������� 5 ����� �������
m �� ����������� �� ���� 79 ��� dlR(m) = 2�
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�������: )
� ��� ρ ∈ {p, q, r, s}�
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� ��� ρ′ ∈ {p, q, s}� ts(�������ρ(k, {m},
ACK) ��
� ρ′) = ts(����ρ′(k, {m}, ACK)) + 1� ��� ts(����ρ′(k, {m}, ACK)) =
ts(�������ρ′(m))� �	� �
� ts(�������ρ(k, {m}, ACK) ��
� ρ′) = ts(����p(m)) + 2�
)�
� )����� J�J� ts(��,��������p(m)) = ts(����p(m))� �	� ts(���������ρ(m)) =
ts(�������ρ(k, {m}, ACK) ��
� ρ′)� �� ��� ��3	���
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 ��������m �	�m′

�#"���!���� �	 R ��
� ����m �	� m′ 
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� �	� dlR(m) < 4 �	� dlR(m′) < 4� )�
�
'���� J�H� �� �
�� 
	� ������� �� �#"���!���� �	 R ,��
�� �
	��	���� 8���
�� �
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� ��	�������� ������ ���� m �� �#"���!���� ����� �
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� ,� ���� dlR(m) < 4�
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� ��� �	��
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����� 
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� �
	��
���� J�* �	� ��� ��3	���
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� lCp ≥ 2� -� ��!� 9�: ts(���������p(m)) −
ts(!��������r(m)) ≥ 3�

8� ��3	� 9,: lRB
m,r = ts(!��������r(m)) − ts(!����������(m))� �	� 9
: lgB

m,p =
ts(���������p(m)) − ts(��,��������(m))� �� ���
����� *� 9�: ts(��,��������(m)) =
ts(!����������(m))� 5� �
��
-� ��
� 9�:� 9,:� 9
:� �	� 9�: ���� lgB

m,p = lRB
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������ ����� �� :
�;9<. ��� ��� 
�������� �������������� ����� �� :���;><� �����
�*���� � ��� R �� ��������� 5 ����� ��� �������� ���+������ m ��� m′ ��� ��
��������� �� ���� ����� k. ��� dlR(m) = 4 ��� dlR(m′) = 4�

7���
' 5�������� ��
� )����� J�K� -���� ��

��� q �#��
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���� ������� m� �	�
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��� r �#��
��
���� ������� m′� 94�� �
	��	��� �0�
���
	 �	� �
�� ���#
����� ��!� ,��	 
������ �
� 
�������: )
� ��� ρ ∈ {p, q, r, s}� ts(�������ρ(m)) =
ts(����q(m)) + 1� �	� ts(�������ρ(m′)) = ts(����r(m′)) + 1� 5� ���
 �
��
-� ����
�
� ��� ρ′ ∈ {p, q, r}� ts(�������ρ(k,−, CHK) ��
� ρ′) = ts(����ρ′(k,−, CHK)) + 1�
)�
� )����� J�K� ts(����ρ′(k,−, CHK)) = ts(�������ρ′(m)) = ts(�������ρ′(m′))� �	�
����� ts(�������ρ(k,−, CHK) ��
� ρ′) = ts(����ρ′′(m)) + 2� ρ′′ ∈ {q, r}�
�� ��� �
	��	��� ���
����� ��!�	 �	 R�
�+LS� ts(������ρ(−)) = ts(�������ρ(−)) +
2� )�
� )����� J�K� ts(�������ρ(−)) = ts(�������ρ(k,−, CHK))� �	� -� ��!� ����
ts(������ρ(−)) = ts(�������ρ(k,−, CHK)) + 4� 8� 
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dlR(m) = 4 �	� dlR(m′) = 4� �

g-Broadcast(m)
R-broadcast(m)

g-Broadcast(m’)
R-broadcast(m)

send(m’)

send(m)

send(k,{ },CHK)
R-deliver(m’)

R-deliver(m)
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9��	�� **#*H: �	� �������������� 9��	�� HK#IK: ��� ������� �� �	����������
	 ����� 4��.
����������k 9��	�� *I#HJ: �� ������� ,� p -��	 p ,���	� ����� k� '�	�� HN �	� H* �	
���. ����������k ��� ��
��
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� �!��� q�

-���� �'� 
� p ��� q ��� ��� ��������� ���� �*����� ��� lk��� ��������� �� ���� 65
�� ����� k. ���� stgA4deliverk,lk

p = stgA4deliverk,lk
q �



*'%' ����
����� "��
�� #���	���� "������&
 -1

!�%��	��� 
 /�4#��
��� ���
�����

<; ��
�
��
���
	� 1��� ����
	� 2�3�4 �	� � �����
��
	� 	� �
� ���
�����5�
=; R'delivered← ε
-; A'delivered← ε
>; k ← 1
?; stgA'deliverk ← ε
@; endA'deliverk ← ε
7; 	�� ��� � { �
������	� ��	�������1 !��"��
����
	� }

6; (	 �)����� #����
��
��(m)�

,; �����
��
��(m)

<A; #��������(−) 	����� �� �	��	���

<<; ��
� ���������(m) 
���� �����������
<=; R'delivered← R'delivered ⊕ 〈m〉

<-; ��
� (R'delivered�A'delivered)� stgA'deliverk �= ε 
���� 	��
���
��k�
<>; ���� (k, (R'delivered�A'delivered)� stgA'deliverk) �	 ���
<?; ��
� ���
� �	� [∀q ∈ Π : received (k, msgSeqq) from q or Dp �= ∅]
<@; π = { q | p received (k, msgSeqq) from q }
<7; prefix← �∀q∈π msgSeqq

<6; 
	 π = Π and prefix �= ε ��
�
<,; stgDeliver← prefix� stgA'deliverk

=A; [ ���
��� ��� �������� 
� stgDeliver ���	��
�� �	 �
�
� 	���� 
� stgDeliver-
=<; stgA'deliverk ← stgA'deliverk ⊕ prefix ]
==; 
��


=-; �����
��
��(k,������)
=>; 
�� ��� 

=?; ��
� ���������(k,������) 
���� ���������	�����
=@; �
��
���
 ��� ��	�������k� 
� �)����
��
=7; $��$���(k, R%delivered�A%delivered)
=6; ��
� ���
� ������(k, msgStgk)
=,; endA'deliverk ← msgStgk � stgA'deliverk

-A; ���
��� ��� �������� 
� endA'deliverk �	��	�
�� �
�
� 	���� 
� endA'deliverk

-<; A'delivered← A'delivered⊕ (stgA'deliverk ⊕ endA'deliverk)
-=; k ← k + 1
--; stgA'deliverk ← ε
->; endA'deliverk ← ε
-?; 	�� ��� ��	�������k



14 �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

7���
' 8� 3��� ��
- ���� �
� �	� l� 0 < l ≤ lk� prefixl
p = prefixl

q� ��	
� p
�	� q �0�
��� ��	� H* �
� ��� l#�� ���� �	 ����� k� p �	� q ��
��!� � ������� 
�
��� ���� (k,msgSeq) ��
� �!��� ��

��� �	 ��� l#�� �������
	 
� ��	�� *K� )�
�
��	� *L �	� ��� ��
� ���� 

���	�
���
	 ,��-��	 ��

����� �
��
-� � )5)/ 
�����
prefixl

p = �∀rmsgSeql
r� �	� prefixl

q = �∀rmsgSeql
r� -���� msgSeql

r �� ��� l#��
������� 
� ��� ���� (k,msgSeqr) ��
��!�� ��
� ��

��� r� �	� -� 

	
���� ����
prefixl

p = prefixl
q� )�
� ��	� H*� stgA]deliverk,l = stgA]deliverk,l−1 ⊕ prefixl�

�	� � ������ �	��
��
	 
	 lk ����� �
 stgA]deliverk,lk
p = stgA]deliverk,lk

q � �

-���� �'
 
� ���� ������� p �*������ ���� 65 l �����. ���� ��� ��������� �� Π
�*����� ��� ���� ��������� �� ���� 5= l ������

7���
' 4��� �
��
-� ����
��� ��
� ��� ���
����� ��	
� p 
�	 
	�� �0�
��� ��	� H*
����� ��
��!�	� ������� (k,msgSeq) 9��	� *K: ��
� ��� ��

������ 4���� �� p �0�
����
��	� H* l ������ �� ��
��!�� ������� (k,msgSeq) ��
� ��� ��

����� l ������ �	� ��
�
��� 	
 
�����
	 ��
����� 
� $����,�� ���		���� ��� ��

����� �0�
��� ��� ����(k,−)
�������	� �� ��	� *J l ������ �

-���� �'� #�� ��	 ������� p. ��� ��� k ≥ 1. �� p �*������ ������(k,msgStgk). ����
1�2 stgA4deliverk

p �� � ����* �� msgStgk. ��� 1�2 stgA4deliverk
p ���� ��� �������

��� ���� ������� ���� ���� �����

7���
' ������ ���� p �0�
���� ������(k,msgStgk)� �� �	��
�� !������� 
� �
	#
��	���� ����� �� � ��

��� q ���� �0�
���� �������(k,R4deliveredq �A4deliveredq)�
��
� ���� R]deliveredq �A]deliveredq = msgStgk� '�� lk ,� ��� 	��,�� 
� �����
���� p �0�
���� ��	� H* ,��
�� �0�
���	� ������(k,−)� )�
� '���� K�H� ��� ��

�����
�	 Π �0�
��� ��� ���� �������	� �� ��	� *J lk ������

8� ��
- ,� �	��
��
	 
	 lk ���� stgA]deliverk,lk
p �� � ���30 
� R]deliveredq �

A]deliveredq � �	� stgA]deliverk,lk
p �
�� 	
� 

	���	 ��� ���� ������� �
�� ���	


	
�� #��� ����' 9lk = 0: 5	 ���� 
���� stgA]deliverk,0
p = ε �	� ��� ����� ��

���!����� ����� ��	������ ����' ������ ���� ��� ����� �
��� �
� ��� l′k� 0 < l′k <

lk� 8� ��
- ���� stgA]deliverk,lk
p �� � ���30 
� R]deliveredq � A]deliveredq �

�	� stgA]deliverk,lk
p �
�� 	
� 

	���	 ��� ���� ������� �
�� ���	 
	
�� ��

��	� H*� stgA]deliverk,lk
p = stgA]deliver

k,(lk−1)
p ⊕ prefixlk

p � ��	
� 

���	�
�#
��
	 
��		��� ��� )5)/� �	� ������� ��	� ,� �
�� ��

��� r �	 ��� lk#�� �0�
�#
��
	 
� ����(k,msgSeqlk

r ) 9��	� *J: �� ��
��!�� ,� p �	 ��� lk#�� �0�
���
	 
� ���
�������	� �������(k,msgSeqlk

r ) 9��	� *K:� �	� ������
��� ����� p �0�
���� ��	� *L�
prefixlk

p = �∀rmsgSeqlk
r � )�
� ��	�� *J �	� *K� msgSeqlk

r = (R]deliveredr �
A]deliveredr) � stgA]deliver

k,(lk−1)
r � �	� �
� prefixlk

p = �∀r((R]deliveredr �
A]deliveredr) � stgA]deliver

k,(lk−1)
r )� �� '���� K�*� -� ��!� prefixlk

p =

�∀r((R]deliveredr�A]deliveredr)�stgA]deliver
k,(lk−1)
p )� �
� stgA]deliverk,lk

p =
stgA]deliver

k,(lk−1)
p ⊕(�∀r(R]deliveredr�A]deliveredr)�stgA]deliver

k,(lk−1)
p )�

)�
� ��� �	��
��
	 ���
������� ���� 9�:� -� ��!� ���� stgA]deliver
k,(lk−1)
p �� � ���30



*'%' ����
����� "��
�� #���	���� "������&
 1$


� R]deliveredq � A]deliveredq � )�������
��� ��
� ���� 9,: 
� ��� �	��
��
	 ��#

�
������� ��� �������� �	 stgA]deliver
k,(lk−1)
p ��� �	�7��� 4���� stgA]deliverk,lk

p =
�∀r(R]deliveredr � A]deliveredr)�1 �	� ������
��� stgA]deliverk,lk

p �� � ���30 
�
R]deliveredq � A]deliveredq � 5� ���
 �
��
-� ���� stgA]deliverk,lk

p �
�� 	
� 

	#
���	 ��� ���� ������� �
�� ���	 
	
�� )
� � 

	�����
��
	� ������ ���� �������
m �� �
�� ���	 
	
� �	 stgA]deliverk,lk

p � 4���� �
� �!��� ��

��� r� m �� �
�� ���	

	
� �	 R]deliveredr� )�
� ��� ���
������ ��	�� ** �	� *H� m ��� ,��	 $#����!����
�
�� ���	 
	
� ,� r� 

	�����
��	� �	��
�� �	������� 
� $����,�� ��
��
���� �

-���� �'� #�� ��	 ��� ������� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1. �� p �*������ ����
7? �� ����� k. ���� q �*������ ���� 7? �� ����� k�

7���
' 5� p �0�
���� ��	� IN �	 ����� k� ���	 p �0�
���� ��� ������(k,msgStgk)
�������	� �� ��	� HO� �	� ��� �������(k,−) �������	� �� ��	� HL� 4�����
��� p $#
����!��� � ������� 
� ��� ���� (k,��	���) �� ��	� HK� �� ��� �������	� ��
�����

� $����,�� ��
��
���� q �!�	������ $#����!��� ������� (k,��	���)� �	� �0�
����
��� �������(k,−) �������	� �� ��	� HL� �� �������	� 
� �
	��	���� q �0�
���� ���
������(k,msgStgk) �������	�� �	� ��	� IN� �

-���� �'� #�� ��	 ��� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1. �� ���� p ��� q �*�����
���� 6;. ���� stgA4deliverk

p ⊕ endA4deliverk
p = stgA4deliverk

q ⊕ endA4deliverk
q �

7���
' )�
� ��	� H+� endA]deliverk
p = msgStgk � stgA]deliverk

p � �	� ������
���
stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p = stgA]deliverk

p ⊕ (msgStgk � stgA]deliverk
p )�

�� '���� K�I� stgA]deliverk
p �� � ���30 
� msgStgk� �	� �
� stgA]deliverk

p ⊕
endA]deliverk

p = msgStgk� )�
� � ������� ������	�� -� ��!� stgA]deliverk
q ⊕

endA]deliverk
q = msgStgk� 8� 

	
���� ���� stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p =

stgA]deliverk
q ⊕ endA]deliverk

q � �

-���� �'" #�� ��	 ������� p. ��� ��� k ≥ 1. �� ������� m ∈ stgA4deliverk
p ⊕

endA4deliverk
p ���� ����� �� �� k′. k′ < k. ���� ���� m ∈ stgA4deliverk′

p ⊕
endA4deliverk′

p �

7���
' 4�� ��

� �� ,� 

	�����
��
	� ������ ���� ����� �0��� � ��

��� p� � ���#
���� m� �
�� k� �	� �
�� k′ < k� ��
� ���� m ∈ stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p �

�	� m ∈ stgA]deliverk′
p ⊕ endA]deliverk′

p � 8� �����	����� �-
 
����� 9�: m ∈
stgA]deliverk

p � 
� 9,: m ∈ endA]deliverk
p � 1
�� ���� ��
� ��	� H+� �� 
�		
� ,�

���� m ∈ stgA]deliverk
p �	� m ∈ endA]deliverk

p �

���� 9�:� )�
� ��	�� H*� *L �	� *K stgA]deliverk
p �� � 

��
	 	
	#����� ���#

30 ��
	� ��� �������� 
� ��� ���� (k,msgSeq) ��
��!�� ,� p ��
� ��� ��

������

�'	� seqi ��� seqj �	 � � �	8�	��	� ���
 �
�� seqi 
� � ��	49 �� seqj � ��� �	����	� 
� seqj ��	
��
8�	� "� ��� �	 �
� � �
�� seqi ⊕ (seqj � seqi) = seqj �



1% �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

4��� p ��� ��
��!�� ��� ������� (k,msgSeqp) 9����� � ������� ���� p ��	� �
 ������:�
��
� ���� m ∈ msgSeqp� ��� msgSeqp = R]deliveredp � A]deliveredp 9��	� *J:�
�	� �
� m �∈ A]deliveredp� 8��	 p �0�
���� ��	� *J �� ����� k� A]deliveredp =
⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
p⊕endA]deliveri

p)� 4��� �
��
-� ��
� ��	� I*� ��� 
	�� ��	� -����
A]delivered �� �������� 4�����
��� m �∈ ⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
p ⊕ endA]deliveri

p)�


	�����
��	� ��� ��
� ���� ����� �� � k′ < k ��
� ���� m ∈ stgA]deliverk′

p ⊕
endA]deliverk′

p �

���� 9,:� )�
� ��	� H+� m ∈ msgStgk� �	� ��
� ��	� HO� �	� !������� 
� �
	��	����
����� �� � ��

��� q ���� �0�
���� �������(k,R4deliveredq � A4deliveredq) ��
�
���� m ∈ R]deliveredq � A]deliveredq � �
� m �∈ A]deliveredq � ��	
� -��	
q �0�
���� ��	� HL� A]deliveredq = ⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
q ⊕ endA]deliveri

q),m �∈
⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
q⊕endA]deliveri

q)� �	� ��
� '���� K�K ⊕k−1
i=1 (stgA]deliveri

p⊕
endA]deliveri

p) = ⊕k−1
i=1 (stgA]deliveri

q ⊕ endA]deliveri
q)� 4���� -� 

	
���� ����

m �∈ ⊕k−1
i=1 (stgA]deliveri

p ⊕ endA]deliveri
p)� � 

	�����
��
	 ���� 

	
����� ���

��

�� �

+�� �
	�	�� �'� 2"����
���3' 
� � ������� ������� p ���������� � ������� m.
���� ����	 ������� ������� q ���������	 ���������� m�

7���
< �
	����� ���� p ��� �#����!���� ������� m �	 ����� k� 8� ��
- ���� q ���

�#����!��� m �	 ����� k� 4���� ��� �-
 
���� �
 

	������ 9�: p �#����!��� ��������
�	 endA]deliverk

p � �	� 9,: p �
�� 	
� �#����!�� �������� �	 endA]deliverk
p �

���� 9�:� )�
� '���� K�J �	� ��� ��
� ���� p�#����!��� �������� �	 endA]deliverk
p �

q �#����!��� �������� �	 endA]deliverk
q � �	� ��
� '���� K�K� stgA]deliverk

p ⊕
endA]deliverk

p = stgA]deliverk
q ⊕endA]deliverk

q � ��	
� p �#����!��� m �	 ����� k�
m ∈ stgA]deliverk

p⊕endA]deliverk
p � �	� �
� m ∈ stgA]deliverk

q⊕endA]deliverk
q �

4�����
��� q ������ �#����!��� m �� ��	� HN 9�	 -��
� 
��� m ∈ stgA]deliverk
q )� 
�

�� ��	� IN 9�	 -��
� 
��� m ∈ stgA]deliverk
q :�

���� 9,:� ��	
� p �
�� 	
� �#����!�� �������� �	 endA]deliverk
p � ��
� '���� K�J�

	
 

���
� ��

��� q �#����!��� �������� �	 endA]deliverk
q � 6
-�!��� m �� �#

����!���� �	 ����� k ,� p� �	� �
� �� ���� ,� ���� m ∈ stgA]deliverk
p � ������ ����

m ∈ stgA]deliverk,lk
p � -���� lk �� ��
� ���� �
� �	� l′k < lk� m �∈ stgA]deliver

k,l′k
p �

4�����
��� p �0�
���� ��� lk#�� �������
	 
� ��	� H* �	 ����� k� �	� -� 
���� ����
q ���
 �0�
���� ��� lk#�� �������
	 
� ��	� H* �	 ����� k� 4�� 
���� �� ��
!�� ,�


	�����
��
	� )�
� ��� ���
������ q �0�
���� !����������(k,−)� �� �������	�
�	� !������� 
� $����,�� ��
��
���� �!��� 

���
� ��

��� $#����!��� ��� �������
(k,��	���) �	� �0�
���� �������(k,−)� �� �������	� �	� �����	���
	 
� �
	��	#
���� �!��� 

���
� ��

��� ��
���� 
	 �
	��	��� k� �	� �!�	������ �#����!��� ��������
�	 endA]deliverk� 

	�����
��	� ��� ��
� ���� 	
 

���
� ��

��� �#����!��� ��������
�	 endA]deliverk� �	� 

	
����	� ��� ��

� 
� ��� 
����� ��	
� p �	� q �0�
��� ���

lk#�� �������
	 
� ��	� H* �	 ����� k� �	� m ∈ stgA]deliver
k,l′k
p � ��
� '���� K�*�



*'%' ����
����� "��
�� #���	���� "������&
 1(

m ∈ stgA]deliver
k,l′k
q � �	� ��
� ��	�� HN#H*� q �#����!��� m� �

+�� �
	�	�� �'
 2����� ��	��3' 
� ������� ��������� p ��� q ���� ��������� ����
����� m ��� m′. ���� p ���������� m ������ m′ �� ��� ���	 �� q ���������� m ������
m′�

7���
< ������ ���� p �#����!��� ������� m �	 ����� k� �	� m′ �	 ����� k′� k′ >
k� 4�����
��� m ∈ stgA]deliverk

p ⊕ endA]deliverk
p � �	� m′ ∈ stgA]deliverk′

p ⊕
endA]deliverk′

p � �	� �� �
��
-� ����������� ��
� '���� K�K ���� q �#����!��� m
,��
�� m′� 1
-� ������ ���� m �	� m′ ��� �#����!���� ,� p �	 ����� k� 4���� m
���
����m′ �	 stgA]deliverk

p⊕endA]deliverk
p � �	� ,� '���� K�K� stgA]deliverk

p⊕
endA]deliverk

p = stgA]deliverk
q ⊕ endA]deliverk

q �

8� 
���� ���� ��m ���
����m′ �	 stgA]deliverk
q⊕endA]deliverk

q � ���	 q �#����!���
m ,��
��m′� 5�m,m′ ∈ stgA]deliverk

q 9�����
��!���m,m′ ∈ endA]deliverk
q :� ���	�

��
� ���. ����������k� ��	� HN 9�����
��!��� ��������������� ��	� IN:� q �#����!��� m
,��
�� m′� 4���� 

	����� ���� m ∈ stgA]deliverk

q �	� m′ ∈ endA]deliverk
q � 4


���
� � 

	�����
��
	� ������ ���� q �#����!��� m′ ,��
�� m� ���
�� �#����!���	� m
�� ��	� HN� q �0�
���� ��	� HM �	� �����	���� ���. stgA]deliverk

q � �	� �
� m 
�		
�
,� �#����!���� �	 ����� k� 

	�����
��	� ���� m �	� m′ ��� �#����!���� �	 ����� k�
�	� 

	
����	� ��� ��

� 
� ��� ������ �

-���� �'� 
� � ������� ������� p �*������ ���� 6@ �� ����� k. ���� ����	 �������
������� q �*������ ���� 6@ �� ����� k�

7���
' 4�� ��

� �� ,� �	��
��
	 
	 k� #��� ����' 9k = 1: 5	�������� ��� 

���
�
��

����� ��� �	 ����� *� 4���� �� p �0�
���� ��	� HK �	 ����� * �	� $#����!��� �������
(1,��	���)� ,� ��� �������	� ��
����� 
� $����,�� ���		���� �!��� 

���
� ��
#

��� �!�	������ �0�
���� ��	� HK �	� $#����!��� ������� (1,��	���)� ��	������
����' ������ ���� �� � 

���
� ��

��� p �0�
���� ��	� HK �	 ����� k − 1� ���	 �!���


���
� ��

��� q �0�
���� ��	� HK �	 ����� k − 1� 8� ��
- ���� �� p �0�
���� ��	�
HK �	 ����� k� ���	 q ���
 �0�
���� ��	� HK �	 ����� k� )�
� ��� ���
����� �	� ���
�����	���
	 ��
����� 
� �
	��	���� ����� $#����!���	� ������� (k − 1,��	���)� ���


���
� ��

����� �!�	������ �����	��� �
	��	��� �	 ����� k − 1 �	� �0�
��� ��	��
IH#IK� ������	� ����� k� ��	
� p $#����!��� ������� (k,��	���)� ,� �������	� 
�
$����,�� ���		���� �!��� 

���
� ��

��� q $#����!��� ������� (k,��	���)� �

-���� �'3 A� ������� ������� p ��� � ���( ����������k
p . k > 0. ���� �� ����������	

����(�� �� ��� ���� ��������� �� ���� 5@�

7���
' )
� � 

	�����
��
	� 

	����� ���� ����� �0���� � 

���
� ��

��� p ��
� ����
�
� �
�� lk > 0� ���. ����������k

p �� �����	�	��� ,�

.�� �� ��� lk#�� �������
	 
�
��	� *K� 4�����
��� 9�: ����� �� � ��

��� q ��
� ���� p 	�!�� ��
��!�� ��� �������
(k,msgSeq) �
� ��� lk#�� ���� ��
� q �	� 9,: q �∈ Dp� )�
� 9,:� �	� ��� 

������	���
��
����� 
� Dp� q �� � 

���
� ��

���� )�
� '���� K�L� �� p �0�
���� ��	� HK �	 �����



1) �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

k� ���	 q �0�
���� ��	� HK �	 ����� k� ,�� ��	
� p 	�!�� ��
��!�� (k,msgSeq) �
� ���
lk#�� ���� ��
� q� ,� ��� 	
 �
�� ��
����� 
� $����,�� ���		���� q �
�� 	
� ��	�
������� (k,msgSeq) �
� ��� lk#�� ���� �
 p 9��	� *J:�

8� 	
- ��
!� ��� �
��
-�	� 
����� �� q �
�� 	
� �0�
��� ����(k,msgSeq) �
� ��� lk#��
����� q �0�
���� !��������(k,��	���)� 8��	 p �0�
���� ��� -��� �������	� �
� ���
lk#�� ���� �	 ����� k� ����� �0���� � ������� m ��
� ���� m ∈ (R]deliveredp �
A]deliveredp) � stgA]deliver

k,(lk−1)
p � �
� 9*�: m �∈ stgA]deliver

k,(lk−1)
p � �	�

��
� ��	� I*� 9*,: m �∈ ⊕k−1
i=1 stgA]deliveri

p ⊕ endA]deliveri
p� 5� q �
�� 	
� ��	�

��� ������� (k,msgSeq) �
� ��� lk#�� ���� �
 p� ���	 ������ 9�: (R]deliveredq �
(⊕k−1

i=1 (stgA]deliveri
q ⊕ endA]deliveri

q)))� stgA]deliver
k,(lk−1)
q �� ����� 9��	� *I:


� 9��: ���. ����������k
q �� �����	���� ,��
�� q ��	�� ������� (k,msgSeq) �
� ���

lk#�� ���� �
 p 9����� q �����	���� ����� k:� )�������
��� ��	
� p �0�
���� ��	� *K
�
� ��� lk#�� ����� p ��� �0�
���� ��� (lk − 1)#�� �������
	 
� ��	�� *I#H*� �	� ��#

��!�� � ������� ��
� ��� ��

����� �� ��	� *K �
� ��� (lk − 1)#�� ����� 4���� �!���
��

��� �0�
���� ��� ��	� �������	� �� ��	� *J �� ����� lk − 1 ������ �	�� ��
�
'���� K�*� 9H�: stgA]deliver

k,(lk−1)
p = stgA]deliver

k,(lk−1)
q � )�
� '���� K�K�

9H,: �
� ��� k′, 1 ≤ k′ < k� stgA]deliverk′
p ⊕ endA]deliverk′

p = stgA]deliverk′
q ⊕

endA]deliverk′
q � )�
� 9*�: �	� 9H�:� -� 

	
���� ���� m �∈ stgA]deliver

k,(lk−1)
q �

�	�� ��
� 9*,: �	� 9H,:� m �∈ ⊕k−1
i=1 stgA]deliveri

q ⊕ endA]deliveri
q � ��	
� q �
��

	
� ��	� ������� (k,msgSeq) �
� ��� lk#�� ���� �
 p �� ��	� *J� m -��� 	�!�� ,� �	
R]deliveredq � 6
-�!��� ,� ��� �������	� ��
����� 
� $����,�� ��
��
���� �!�	��#
���� m ∈ R]deliveredq 9���� 9�: 
� ��� 
���� �� �����:� �	� �
� ���. ����������k

q ��
�����	���� �� ��	� HJ 
� HM ,��
�� q ��	�� ������� (k,msgSeq) �
� ��� lk#�� ���� �

p 9���� 9��: 
� ��� 
���� �� ����:� �	� q �0�
���� !��������(k,��	���)� 

	
����	�

�� 
�����

�� ��� �������	� 
� $����,�� ��
��
���� p �!�	������ $#����!��� ������� (k,��	���)�
�	� �
� p �0�
���� ��	� HM �	� �����	���� ���. ����������k

p � 

	�����
��	� 
�� �	�����
���
������ ���� ���. ����������k

p �����	� �����	�	��� ,�

.��� �

+�� �
	�	�� �'� 28���	��.3' 
� � ������� ������� p ������������ � ������� m.
���� p ���������	 ���������� m�

7���
< )
� � 

	�����
��
	� ������ ���� p �#,�
��
���� m ,�� 	�!�� �#����!���
��� )�
� ��
�
����
	 K�*� 	
 

���
� ��

��� �#����!��� m� ��	
� p �#,�
��
����
m� �� $#,�
��
���� m� �	� ��
� ��� !������� 
� $����,�� ��
��
���� p �!�	������ $#
����!��� m �	� �	
����� m �	 R]deliveredp� ��	
� 	
 

���
� ��

��� �#����!��� m�
m �∈ A]deliveredp� �	� �
� ��� k� m �∈ stgA]deliverk� k > 0� )�
� ��� �������	�

� $����,�� ��
��
���� ����� �� � ����� k1 ��
� ���� �
� ��� l ≥ k1� �	� �!��� 

���
�
��

��� q� m ∈ (R]deliveredq �A]deliveredq)� stgA]deliverl

q �

'�� k2 ,� � ����� ��
� ���� �
� ��� l ≥ k2 �!��� ������ ��

��� ��� 
������ 9����� 	

������ ��

��� �0�
���� ����� l:� �	� ��� k ≥ max(k1, k2)� 4���� 	
 ������ ��

��� �0�#

���� ����� k� �	� �
� �!��� 

���
� ��

��� q� m ∈ (R]deliveredq�A]deliveredq)�
stgA]deliverk

q �� ����� k� )�
� '���� K�O� �
� �!��� 

���
� p� 	
 ���. ����������k
p

�����	� �����	�	��� ,�

.�� �� ��	� *K� �	� �� ���. ����������k
p �� �����	����� ���.



*'%' ����
����� "��
�� #���	���� "������&
 1*

����������
(k+1)
p �� �!�	������ ������� ,� p� 4���� ��� 

���
� ��

����� �0�
��� ���

���� �������	� �� ��	� *I� �	� ����� ��� �-
 
���� �-
 

	������ 9�: �
� ��� lk > 0�
�!��� ��

��� �0�
���� ��� ���� ,��	
� 
� ��� �� �������	� �� ��	� *O 9�	 -��
� 
���
����� ��� 	
 ������ ��

����� �	 ��� ������:� �	� 9,: �
� �
�� lk > 0� ����� �� �
��

��� r ���� �0�
���� ��� ���� ,��	
�� �	� $#,�
��
���� ������� (k,��	���)�

���� 9�:� 8� 
���� ���� ����� �0���� �	 l′k > 0 ��
� ���� m ∈ �∀r∈Π msgSeq
l′k
r � )�
�

��� ���
������ �
� �!��� ��

��� r� msgSeqlk
r = (R]deliveredr � A]deliveredr) �

stgA]deliverk,lk
r � �	� �
� m ∈ msgSeqlk

r � ������� �
� � 

	�����
��
	� ���� �
�

�!��� l′k > 0� m �∈ �∀r∈Π msgSeq
l′k
r � ��	
� m ∈ msgSeqlk

r � �
� ��� r� ���� 
�	 
	�� ,�
�
���,�� �� �
� �-
 ��

����� p′ �	� p′′� m ���
���� �
�� ������� m′ �	 msgSeqlk

p′ �	�

m′ ���
���� m �	 msgSeqlk
p′′ � 6
-�!��� �	 ���� 
���� �!�	������� �∀r∈Π msgSeqr = ε�

�	� ��

����� �
 	
� �0�
��� ��� ���� ,��	
�� 

	�����
��	� ��� ��������
	 
� 
���
9�:�

���� 9,:� �� ��� !������� 
� $����,�� ��
��
���� r $#����!��� ������� (k,��	���)�
)�
� '���� K�L� �� p ���
��� ��	� HK �	 ����� k� ���	 q ���
��� ��	� HK �	 �����
k� �	� ��
� �������	� 
� $����,�� ��
��
���� �!��� 

���
� ��

��� q $#����!���
(k,��	���) �	� �0�
���� �������(k,R4deliveredq�A4deliveredq)� ��
� ���� m ∈
R]deliveredq � A]deliveredq � �� �������	� �	� �����	���
	 
� �
	��	���� �!���
q ��
���� 
	 ��� ���� msgStgk� �	� ,� !������� 
� �
	��	��� m ∈ msgStgk� 5�
�
��
-� ���� q �#����!��� m� � 

	�����
��
	 ���� 

	
����� ��� ��

�� �

+�� �
	�	�� �'� 2 ��
��
 ��������.3' #�� ��	 ������� m. ���� ������� ��
�������� m �� ���� ����. ��� ���	 �� m ��� ���������	 ����������� �	 ������(m)�

7���
< 8� 3��� ��
- ����� �
� �	� ������� m� ��
� ��

��� �#����!��� m 
	�� �� m
-�� ���!�
���� �#,�
��
��� ,� ������(m)� 4���� ��� �-
 
���� �
 

	������ 9�: �
��

��� p �#����!��� m �� ��	� HN� 4���� p ��
��!�� � ������� (k,msgSeqq) ��
�
�!��� ��

��� q� �
� �
�� k� �	� m ∈ msgSeqq� )�
� ��	� *J� m ∈ R]deliveredq �
�	� ��
� ��	� *H� p ��� $#����!���� m� �� �	��
�� �	������� 
� $����,�� ��
��#

���� ������(m) $#,�
��
���� m� �	� �
� ������(m) �#,�
��
���� m� 9,: ��

���
p �#����!��� m �� ��	� IN� 4���� ��
� ��	� H+� m ∈ msgSetk� �
� �
�� k� �	� p
�0�
���� ������(k,msgStgk)� �� �	��
�� !������� 
� �
	��	���� �
�� ��

��� q �0#
�
���� �������(k,R4deliveredq � A4deliveredq)� ��
� ���� m ∈ R]deliveredq �
A]deliveredq � )�
� �	 ������	� ������� �
 ��� 
	� �����	��� �	 ���� 9�:� ������(m)
�#,�
��
���� m�

8� 	
- ��
- ���� m �� 
	�� �#����!���� 
	
� ,� p� )�
� '���� K�M� �� �� 
���� ����
�� m �� �#����!���� �	 ����� k 9����� m ∈ stgA]deliverk ⊕ endA]deliverk:� ���	 m ��
	
� �#����!���� �	 �
�� 
���� ����� k′� k′ �= k� 5� �����	� �
 ,� ��
-	 ���� m �� 	
�
�#����!���� �
�� ���	 
	
� �	 ����� k� 4���� ��� ����� 
���� �
 ,� 

	�������� m ��
�#����!���� �� ��	� HN �	� -��� 	
� ,� �#����!���� ����	 9�: �� ��	� HN 
� 9,: �� ��	�
IN� �	� 9
: m �� �#����!���� �� ��	� IN �	� -��� 	
� ,� �#����!���� ����	 �� ��	� HN�

���� 9�:� ����� �#����!���	� m �� ��	� HN� p �	
����� m �	 stgA]deliverk
p � �	� ��
�



1+ �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

��	� *+� p -��� 	
� �#����!�� m ����	 �� ��	� HN�

���� 9,:� )
� � 

	�����
��
	� ������ ���� m �� �#����!���� 
	
� �� ��	� HN �	� ����	
�� ��	� IN� 4���� -��	 p �0�
���� ��	� H+� m �∈ stgA]deliverk

p � ��	
� m ��� �������
,��	 �#����!���� �� ��	� HN� �� �
��
-� ���� ���. ����������k �� �����	���� ����� p
�#����!��� m �� ��	� HN �	� ,��
�� p �0�
���� ��	� H*� 4��� ����� �
 � 

	�����
��
	
��	
� ��	�� HN �	� H* ��� �0�
���� ��
��
�����

���� 9
:� ���
�� �0�
���	� ��	� IN� p �0�
���� ��	� HM� �	� �����	���� ���. ����������k�
�
� 
	
� p �#����!��� �
�� ������� �� ��	� IN �	 ����� k� 	
 ������� 
�	 ,� �#
����!���� �� ��	� HN �	 ����� k ,� p� �

������� �'� ��������� 6 ������ ������ ,���������

7���
' 5�������� ��
� ��
�
����
	� K�*� K�H� K�I� �	� K�J� �

-�" �1�������! �( �#� 
��&������ ��+����# 

5	�����!���� ��� .�� ���� �
 �!������	� ��� /�4#��
��� ���
����� �� ���� �� �
	��	���
�� 	
� 	����� �
 ����!�� �
�� �������m� ,�� 	�
������ �
 ����!�� �
�� 
���� �������
m′� ���	 ��� ����!��� ����	
� 
� m′ �� ������� ���	 ��� ����!��� ����	
� 
� m� ���
��
�
�	� �	�
 ������� �,
�� ��� ����!��� ����	
� 
� �������� ����!���� -��� �	� -���
��
��� 

�� 
� � �
	��	��� �0�
���
	 9��� ��
��
	 K�I�H:� -� �����	� � �
�� ��	����
������ �,
�� ��� 	�
������ 
� �
	��	��� �	 ��� /�4#��
��� ���
������

"���� 
� 
	� %������
� �* ���������

��
�
����
	 K�K ������ ���� �	 � ������� ���� �	� �����
�
	 ���� ��	� �
	��	��� �� 	
�
�0�
���� �	 ����� k �� ��� ��
	��	�
�� �
��� 
���� ������� ��
����
	 ��
����� �
���
�����	�	��� �	 k�

-���� �'� #�� ��	 ��� ��������� p ��� q. ��� ��� k ≥ 1. �� p �*������ ���� 65 ���
��� lk��� ���� �� ����� k. lk > 0. ���� q �*������ ���� 65 ��� ��� (lk − 1)��� ���� ��
����� k�

7���
' 5� p �0�
���� ��	� H* �
� ��� lk#�� ���� �	 ����� k� ���	 p �0�
���� ��� ����
�������	� �� ��	� *K �
� ��� lk#�� ���� �	 ����� k ��
� ���� p �
�� 	
� �����
� �	�
��

��� �	� ��
��!�� � ������� ��
� �!��� ��

��� 9��������
��� ����� �� � 	
	#�����
���30 ,��-��	 ��� �������� ��
��!�� ,� p:� )�
� ��� 	
 
�����
	 ��
����� 
� $����,��
���		���� �!��� ��

��� q �0�
���� ��� ���� �������	� �� ��	� *J �
� ��� lk#�� ���� �	
����� k� )
� � 

	�����
��
	� ������ ���� q �
�� 	
� �0�
��� ��	� H* �
� ��� (lk−1)#��
����� 4��	� q �0�
���� !����������(k,��	���) 9��	� HI: �	 ��� l′k �������
	 
� ��	��
*J#HJ� l′k ≤ (lk − 1)� �	� q 3	����� ���. ����������k 9��	� HJ:� 4�����
��� q 	�!��
�0�
���� ��� ���� �������	� �� ��	� *J �
� ��� lk#�� ����� � 

	�����
��
	� �



*'(' ���������� �
 �&� �7�6"#���� "������&
 1,

+�� �
	�	�� �'� $�� R �� � ������� ���� ��� ��������� ���� ��� �� ��� �%���,����
���������� 
� ��� ����	 ��� ��������� p ��� q. ��� k > 0. ��� ��� lk > 0.
((R4deliveredp � A4deliveredp) � stgA4deliverk,lk

p ) � ((R4deliveredq �
A4deliveredq) � stgA4deliverk,lk

q ) �= ε. ���� �� ������� �*������ 
�������� k ��
R�

7���
' ������ ���� ����� �� � ��

��� p ���� �0�
���� �
	��	��� k �	 R� )�
�
��� ���
������ p $#����!��� � ������� 
� ��� ���� (k,��	���)� �	� ,� �	��
��
�	������� 
� $����,�� ��
��
���� �
�� ��

��� q �0�
���� !����������(k,��	���)�
)�
� ��	� *O� ������ 9�: q �����
�� �
�� ��

���� 
� 9,: ����� �� �	 �������
	 lk ≥ 0

� ��	�� *J#*L� ��
� ���� prefixlk+1

q = ε� ���� 9�: 

	�����
�� ��� ���
������ ���� 	

��

��� �� �����
���� �
 �� ���� ,� ���� prefixlk+1

q = ε�

)�
� '���� K�+ �	� ��	�� *L� *J �	� *K� -� ��!� prefixlk+1
q = �∀rmsgSeqlk+1

r =
�∀r((R]deliveredr � A]deliveredr) � stgA]deliverk,lk

r )� �	� ������
���
�∀r((R]deliveredr � A]deliveredr)� stgA]deliverk,lk

r ) = ε� �
� ����� ���� �0���
�-
 ��

����� p �	� q ��
� ���� ((R]deliveredp�A]deliveredp)�stgA]deliverk,lk

p )�
((R]deliveredq�A]deliveredq)�stgA]deliverk,lk

q ) = ε� 

	�����
��	� ��� ���
��#
����� �

4���� ��
� ��
�
����
	 K�K� �	 � ������� ���� �	� �����
�
	 ���� ��	� �
	��	��� �� 
	��
	�
������ �	 ����� k -��	 ��� ��
	��	�
�� �
��� 
���� ��
����� �
�� 	
� �
�� �	 k�

"���� !������� 2�
���� �* 
	� 
��&�$���
 ������
	�

8� 	
- ���
��� �	 �
�� ������ ��� �>
��	
� 
� ��� /�4#��
��� ���
������ )
�
�!��� ��

��� p �	� ��� ������ k� ����� ��� �-
 
���� �
 

	������ 9�: �������� �#
����!���� ,� p ����	� ����� k 9��	� HN:� �	� 9,: �������� �#����!���� ,� p �� ��� �	�

� ����� k� 4�� ���	 ������ �� ���� �
� 
��� 9�:� ��� /��������
 ��
��
 ��
��
���
���
����� 
�	 �#����!�� �������� -��� � ����!��� ����	
� �7��� �
 H� -���� �
� 
���
9,:� ��� ����!��� ����	
� �� �� ����� �7��� �
 J� ��	
� .	
-	 ��
��
 ��
��
���
���
������ ����!�� �������� -��� � ����!��� ����	
� 
� �� ����� I� ����� ������� ��
-
��� �����
A 
� ��� /��������
 ��
��
 ��
��
��� ���
������ �� ��� ��
	��	�
�� �
���

���� ������� ��
����
	 ��
����� 
	�� �
��� ������� ��� /�4#��
��� ���
����� ��
	
� �����
��!�� -���� 
����-���� ��� /�4#��
��� ���
����� ����� �
 ������� 

���


������ �
 .	
-	 ��
��
 ��
��
��� ���
�������

��
�
����
	� K�M �	� K�L ������ ��� ��	���� 

�� 
� ��� /��������
 ��
��
 ��
��
���
���
����� �
 �#����!�� � ������� m� ��
�
����
	 K�M ��3	�� � �
-�� ,
�	� 
	 ���
����!��� ����	
� 
� ���
����� H �
� �������� �#����!���� -���
�� �
	��	��� 9��	� HN:�
�	� ��
�
����
	 K�L ������ ���� ���� ,
�	� 
�	 ,� ���
��� �	 ��	� -���� 	
 ��

���
�#����!��� m �� ��� �	� � 
� ������

+�� �
	�	�� �'" ����� �� �� ��� R ��������� �	 ��������� 6 ����� ���� �������
m �� ���	 ����������� �� ���� 6? 1������� 
��������2 ��� dlR(m) < 2�



1- �&����� *' ����
����� "��
�� #���	����

7���
' ������ ���� m �� 
	�� �#����!���� ����	� �
�� ����� k > 0 9����� -���#

�� �
	��	���:� �	� ��� p ,� � ��

��� ���� �#����!��� m �	 R� ��

��� p ��
��!��
� ������� (k,msgSeqq) ��
� �!��� ��

��� q ��
� ���� m ∈ msgSetq � ��	
� q
�0�
���� ����(k, (R4deliveredq � A4deliveredq) � stgA4deliverk) ��
� ���� m ∈
(R]deliveredq �A]deliveredq)� stgA]deliverk� q �0�
���� !��������(m)� �� ���
-�� ���������� ��� �����	�� �
 �!�	�� 9��� ��
��
	 J�I�H:� ts(���������p(m)) ≥
ts(!��������q(m)) + 1 9*:� �� �	��
�� �	������� 
� $����,�� ��
��
���� ����� �� �
��
��

��� r ���� �0�
���� !����������(m)� -��
�� ��
� ���
����� H� �� ��� ��

��� ����
�0�
���� �����������(m)� 4���� ts(�����������r(m)) = ts(!����������r(m)) 9H:�

)�
� 9*: �	� 9H:� ts(���������p(m)) − ts(�����������r(m)) ≥ ts(!��������q(m)) −
ts(!����������r(m))+1 9I:� '�� lRB

m,q = ts(!��������q(m))− ts(!����������r(m)) 9J:�
�	� lAB

m,p = ts(���������p(m)) − ts(�����������r(m)) 9K:� 4�����
��� ��
� 9I:� 9J:�
�	� 9K:� lAB

m,p ≥ lRB
m,q + 1� )�
� ��� ��3	���
	 
� ����!��� ����	
�� dlR(m) ≥ lAB

m,p�
5� �
��
-� ���� dlR(m) ≥ lAB

m,p ≥ lRB
m,q + 1� )�
� ��
�
����
	 J�L� lRB

m,q ≥ 1� �	� -�


	
���� ���� dlR(m) ≥ 2� �

+�� �
	�	�� �'� ������ ���� ��������� 6 ���� ��� !������� ,�������� ���������
������ ����� �� :
�;9<� ����� �� � ��� R ��������� �	 ��������� 6 ����� �������
m �� ����������� ������ ����� k > 0. ��� dlR(m) = 2�

7���
' 5�������� ��
� )����� K�*N� -���� ��

��� p �#,�
��
���� ������� m�
9�
�� �������� ��!� ,��	 
������ ��
� )����� K�*N �
� 
�������: '�� ρ, ρ′ ∈ {p, q, r, s}�
5� �
��
-� ���� ts(�������ρ(m)) = ts(����p(m))+1� �	� ts(�������ρ(k, 〈m〉) ��
� ρ′) =
ts(����ρ′(k, 〈m〉)) + 1� ��� ts(����ρ′(k, 〈m〉)) = ts(�������ρ′(m))� �	� ������
���
ts(�������ρ(k, 〈m〉) ��
� ρ′) = ts(����p(m)) + 2� )�
� )����� K�*N� -� ��!� ����
ts(�����������p(m)) = ts(����p(m))� �	� ts(���������ρ(m)) = ts(�������ρ(k, 〈m〉)
��
� ρ′)� �� ��� ��3	���
	 
� ����!��� ����	
�� -� 

	
���� ���� dlR(m) = 2� �

send(m)
R-broadcast(m)

A-deliver(m)
R-deliver(m)

send(k,<m>)

A-broadcast(m)

p

q

r

s

)����� K�*N� $�	 
� /�4#��
��� -��� dlR(m) = 2

4�� ������� ���� �
��
- ��3	� ��� ,���!�
�� 
� ��� /��������
 ��
��
 ��
��
���
���
����� �
� �������� �#����!���� �� ��� �	� 
� ����� k� ��
�
����
	 K�O ����,������
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� �
-�� ,
�	� �
� ���� 
���� �	� ��
�
����
	 K�+ ��
-� ���� ���� ,
�	� 
�	 ,� ���
���
-��	 ����� ��� 	
 ��

��� �������� �	� 	
 ������� �����
�
	��

+�� �
	�	�� �'3 ������ ���� 
�� ������ =�5 �� ���� 1��� ���� >62� ����� �� �� ���
R ��������� �	 ��������� 6 ����� m ��� m′ ��� ��� ���	 �������� �����������. m
��� m′ ��� ���� ����������� �� ���� 7?. ��� dlR(m) < 4 ��� dlR(m′) < 4�

7���
' ������ �
� � 

	�����
��
	 ���� ����� �� � ��	 R ��
� ���� dlR(m) < 4 �	�
dlR(m′) < 4� ��	
� p �#����!��� m �	� m′ �� ��	� IN� ��
� ���
����� H� p �0�
����
������p(−,msgStg)� ��
� ���� m,m′ ∈ msgStg� �� �	��
�� !������� 
� �
	��	#
���� ����� �� � ��

��� q ���� �0�
���� �������q(−, R4deliveredq � A4deliveredq)�
��
� ���� msgStg = R]deliveredq � A]deliveredq � 4���� q $#����!��� �������
(−,��	���)� �� �	��
�� �	������� 
� $����,�� ��
��
���� ����� �� � ��

��� r ����
�0�
���� !����������r(−,��	���)� 4�����
��� r ��� $#����!���� �� ����� 
	� ���#
���� ���� �� 	������ �	 A]deliveredr 	
� �	 stgA]deliverr 9��	� *I:� 8���
�� �
�� 
�
��	�������� ������ ���� ���� ������� �� m� ��	
� r $#����!���� m� ����� �� � ��

��� s
���� �0�
���� !����������s(m)� �	� ���� �� ��� ��

��� ���� �0�
���� �����������s(m)�

8� ��3	��

lAB
m,p = ts(���������p(m))− ts(�����������s(m)),

lCp = ts(������p(−,msgStg))− ts(�������q(−,msgStg)),

lRB
������,q = ts(!��������r(��	���))− ts(!����������r(��	���)), �	�

lRB
m,r = ts(!��������r(m))− ts(!����������s(m)).

5� �
��
-� ���� lAB
m,p ≥ lCp + lRB

������,q + lRB
m,r� )�
� �
	��
���� J�* �	� ��� ��3	���
	


� ����	
� ������ R�
�+LS� lCp ≥ 2� �	� ��
� ��
�
����
	 J�L� lRB
������,q ≥ 1� �	�

lRB
m,r ≥ 1� 4���� lAB

m,p ≥ 4� �� ��� ��3	���
	 
� ����!��� ����	
�� dlR(m) ≥ lAB
m,p� �	�

-� 

	
���� ���� dlR(m) ≥ 4� �

+�� �
	�	�� �'� ������ ���� ��������� 6 ���� ��� !������� ,�������� ���������
������ ����� �� :
�;9<. ��� ��� 
�������� �������������� ����� �� :���;><� �����
�*���� � ��� R �� ��������� 6 ����� �������� m ��� m′ ��� ���� ����������� ��
���� 7?. ��� dlR(m) = 4 ��� dlR(m′) = 4�

7���
' 5�������� ��
� )����� K�**� -���� ��

��� q �#,�
��
���� ������� m�
�	� ��

��� r �#,�
��
���� ������� m′� 94�� �
	��	��� �0�
���
	 �	� �
�� ���#
����� ��!� ,��	 
������ �
� 
�������: )
� ��� ρ ∈ {p, q, r, s}� ts(�������ρ(m)) =
ts(����q(m)) + 1� �	� ts(�������ρ(m′)) = ts(����r(m′)) + 1� 5� ���
 �
��
-� ����
ts(�������ρ(k,��	���)) = ts(����s(k,��	���)) + 1� )�
� )����� K�**�
ts(����s(k,��	���)) = ts(�������s(m)) = ts(�������s(m′))� �	� ������
���
ts(�������ρ(k,��	���)) = ts(����ρ′(m)) + 2� ρ′ ∈ {q, r}�
�� ��� �
	��	��� ���
����� ��!�	 �	 R�
�+LS� ts(������ρ(−)) = ts(�������ρ(−)) + 2�
)�
� )����� K�**� ts(�������ρ(−)) = ts(�������ρ(k,��	���))� �	� -� ��!� ����
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����� "��
�� #���	����

ts(������ρ(−)) = ts(�������ρ(k,��	���)) + 4� 8� 

	
���� ,� ��� ��3	���
	 
�
����!��� ����	
� �	� ��	
� ts(���������ρ(m)) = ts(���������ρ(m′)) = ts(������ρ(−))�
ts(�����������q(m)) = ts(����q(m))� �	� ts(�����������r(m)) = ts(����r(m))� ����
dlR(m) = 4 �	� dlR(m′) = 4� �

��
��
��
��

�
�
�
�

��

��

����

A-broadcast(m)
R-broadcast(m)

A-broadcast(m’)
R-broadcast(m)

send(m’)

send(m)

R-deliver(m’)
R-deliver(m)

A-deliver(m)
A-deliver(m’)

send(k,ENDSTG)
R-broadcast(k,ENDSTG)

R-deliver(k,ENDSTG)

Consensus

decide(k,<m,m’>)

propose(k,<m,m’>)

p

q

r

s

)����� K�**� $�	 
� /�4#��
��� -��� dlR(m) = 4 �	� dlR(m′) = 4

"���� (�������  �������

5	 ��� /�4#��
��� ���
����� 9��	� *O:� -��	�!�� ���. StgDeliverk �
�� 	
� ��
��!�
�������� ��
� ��� ��

����� �	 Π� ��� 
����	� ����� k �� �����	����� -��
� ����� �

�	 �0�
���
	 
� �
	��	��� �
 �#����!�� ��� ��������� 4�����
��� �� �

	 �� � ��

���
p ∈ Π 
������� ��� �#����!�� 
� �������� -��� ��-��� ,� ���� 9����� -��� � ����!���
����	
� 
� �� ����� J:� 4��� 
�	 ,� �
�!�� ,� ����	� � ���,������ ���!�
� �
 
��
/�4#��
��� ���
����� �� �
��
-�� '�� vi ,� ��� 
����	� !��- 
� ������ Π 9vi ⊆ Π:�

• �� ��	� *O� �����
� 

	����
	 π = Π ,� π = vi�

/	
� � ��

��� p 
������ 9
� �� �����
��� �
 ��!� 
������:� p �� ���
!�� ��
� ���
!��- �	� ���� �#����!�� 
� �������� �� ����	 �
���,��� 8� �
 	
� ���
��� �������
���� �0��	��
	 �
 ��� /�4#��
��� ���
������ ,�� -� 	
�� ���� ��� �	���	
� 
� ���
���,������ ��
,��� 	����� �
 ���
!� � 
������ ��

��� 
�	 ������ ,� �	��������
�	�
 ��� �
	��	��� ��
,��� ���� �����	���� � ������
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4�� -
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 ��
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 ��
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��
��� ���
������ �� �,�	��	�
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	 ���
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 ��
��
��� ���
����� 
� R�4+MS ,�
���� �� ��
!���� � ���
����
�� �����-
�.
���� ������� �
 ��!��
� ��� 

���
�	��� ��

�� �	��� ��������
	� ���� ��� ��������

�	 ��	� �����	�� 9����� �	�����,�� ������� ����
�
��:�

/��������
 ���
������ ��!� ,��	 -����� ������� �	 ����,��� 

	
����	
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	��
� 9���
������� H:� 6
-�!��� ����� ��!� 	
� ,��	 ��������� ���
� �
 ���� -
�.� �
 �	��
��
�

������� �	 ��� 

	��0� 
� �������	� ���
������� 4�� ������
�� ��
��
 ��
��
���
���
����� -��� /��������
 4������	� ����
�
� ���
��,�� �	 ��
��
	 K�* �� 

	
��#
������ ������� �
 E������ 4���� �	� ��� �������	����
	 4��� 8��� R%��OKS� 4��
4��� 8��� ��
��	��� �0�
���� 
������
	� �	 � ���#�������	�� !������ ����� ���

������
	� ��!� �
 ,� �0�
���� �


���	� ���� ����� ,�� ��	
� � ��

��� �� 	�!��
���� -������ �� ��� ��
��!�� ��� ��� 
������
	� ���� ���
��� � ��!�	 
������
	� �	

���� �
 �����	��� ��� 
���� 

	�����	�� �
�� ���!�
���� 
������
	� ��� ��!� �

,� �	�
	�� �	� ��

����� ����	� �	 ���
���	� ��A���	
� ,��-��	 ����� �-
 
���#
�����
 ���������� �� ���� 
������
	� ��� �	�
	� �	� ��#�0�
���� �� �
�� 
	
� -���
��� ������
�� ��
��
 ��
��
��� ���
����� -��� /��������
 4������	� ����
�
�� ,��
�	 �	,
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� 
����� ��

��
� ���
� *�	�
⌈

(n+1)
2

⌉
��	������ q � ����
��� (q, rp, ack) �� (q, rp, nack)+


	 *�	�
⌈

(n+1)
2

⌉
��	������ q � ����
��� (q, rp, ack)+ ��
�

�����
��
��(p, rp, estimatep, decide)

��
� ���������(q, rq , estimateq, decide)

	 statep = undecided ��
�

decide(estimateq)
statep ← decided



$$1

!�%��	��� � (���� 

	��	��� ���
�����

	����
�� propose(vp)
ri ← 0
estimatei ← (i, vi)

��!
�
�

���� �
�
��
�� �	 (pj , rj , vj , decide) 	��� pj �
����(pi, rj , vj , decide) �	 ���-
�
���� vj

����

phase i ← 1- currentRoundTerminated i ← false -
coordSuspected i ← false- nbSuspicions i ← 0-
coord i ← (ri mod n) + 1-


	 i = coord i ��
�

���� (pi, ri, 1, estimatei) �	 ���-

��
�
 ��� currentRoundTerminated i

�
�
��

���� �
�
��
�� �	 (pj , ri, 1, estimatej) 	��� pj ��
� phasei = 1�
"��� �
�
��
��#

msgCounter i ← 1-

	 i �= coord i ��
�

estimatei ← estimatej -
���� (pi, ri, 1, estimatei) �	 ���-

���
� �
�
��
���#

msgCounter i ← msgCounter i + 1-

	 msgCounter i > n/2 ��
�
���� (pi, ri, estimatei .second , decide) �	 ���-
�
���� estimatei .second -

���� coord i ∈ �Si ��
� ��� coordSuspected i�
���� (pi, ri, suspicion) �	 ���-
coordSuspected i ← true-

���� �
�
��
�� �	 (pj , ri, suspicion) 	��� pj ��
� phase i = 1�
nbSuspicions i ← nbSuspicions i + 1-

	 nbSuspicions i > n/2 ��
�

phase i ← 2-
���� (pi, ri, 2, estimatei) �	 ���-

���� �
�
��
�� �	 (pj , ri, 2, estimatej) 	��� pj �
"��� �
�
��
��#

msgCounter i ← 1-

	 phasei = 1 ��
�

phase i ← 2-
���� (pi, ri, 2, estimatei) �	 ���-

���
� �
�
��
���#

msgCounter i ← msgCounter i + 1-

	 estimatej .first = coord i ��
� estimatei ← estimatej -

	 msgCounter i > n/2 ��
�

currentRoundTerminated i ← true-
ri ← ri + 1-
estimatei.f irst← i-
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�
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���� $������ p �&������ ��� �����'��	(

��
�
��
���
	��
R'delivered← ε
A'delivered← ε
k ← 0

(	 �)����� #����
��
��(m)� 
	��
 ��

�����
��
��(m)

#��������(−) 	����� �� �	��	���

��
� ���������(m) 
	��
 ��

R'delivered← R'delivered ∪ {m}

��
� R'delivered \A'delivered �= ∅ 
	��
 ��

k ← k + 1
A'undelivered← R'delivered \A'delivered
$��$���(k, A%undelivered)
��
� ���
� ������(k, msgSetk)
A'deliverk → msgSetk \A'delivered
��	�
����� ���
��� ��� �������� 
� A'deliverk 
� �	�� ������
�
��
� 	����
A'delivered← A'delivered ∪A'deliverk
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