APPROXIMATION PAR LA METHODE DES ELEMENTS

FINIS DU SPECTRE D'UN OPERATEUR NON COMPACT

DONNE PAR LA STABILITE MAGNETOHYDRODYNAMIQUE
D'UN PLASMA

THESE N° 239 (1976)
PRESENTEE AU DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES
ECOLE POLYTECHNIQUE FEDERALE DE LAUSANNE

POUR L'OBTENTION DU GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES

PAR

JACQUES RAPPAZ

Ingénieur-physicien EPFL

originaire de Neyruz
(Vaud)

acceptée sur proposition du jury :

Prof. J. Descloux, rapporteur
Prof. P. A. Raviart, corapporteur
Prof. F. Troyon, corapporteur

Lausanne EPFL
1976






REMERCIEMENTS

Je remercie vivement ceux qul m’ont aidé & réaliser ce

travail

Le Professeur Jean DESCLOUX du Département de Mathématiques
de 1'EPFL pour ses conseils, ses critiques constructives et

l'encouragement qu'il m’a apportés durant ce travail.

Le DBocteur F, TROYON et Monsieur R. GRUBER du Centre de
Recherche en Physique des Plasmas EPFL pour les précieuses

discussions qu'ils m'ont accordées.

Le Professeur N. NASSIF de 1'Université Américaine de
Beyrouth qui, dans le cadre d'un séjour & Lausanne, m’'a

suggéré une méthode pour les estimetions d'erreurs.

Le Professeur P.A. RAVIART de l'Université de Paris VI pour

avoir accepté d'étre membre du jury.

Mesdames F. MULLER et M.F. DE CARMINE pour avoir tapé le

texte.






TABLE DES MATIERES

Introduction

CHAPITRE I
§1 Introduction
§2 Le probleme alu,v) = A[u,v)v

§3 Le probléme a(i,u,v) = X(u,v)v .

CHAPITRE I1I
§1 Introduction et notations,.
§2 Formulation du probléme. Etude du spectre.

83 Approximation de o(a) par la méthode des

éléments finis.

CHAPITRE III

81 Introduction

§2 Exemples
Exemple 1.
Exemple 2.

Exemple 3.

Références bibliographiques

26

38

41

78

81

84

88

91

g7






INTRODUCTTION

La méthode des éléments finis a été proposée par Ohto et
al.[1l] comme technique pour calculer la stabilite magnéto-
hydrodynamique d'un plasma et plusieurs autsurs [2], [3], [4]
ont appliqué cette méthode & des plasmas infiniment longs,
axisymétriques, Oans le cas unidimensionnel, le probleme est
réduit & un probleme aux valeurs propres dont la formulation

est la suivante.

1 z 1
Soit U = H (0,10 x (LZ(D,I))N et V = [LZ[D,l))N+1 0l H5(0,1)

est 1l’espace de Sobolev des fonctions de carré intégrable,

de dérivées premiéres (en distribution) de carré intégrable

et qui s'annulent en x=0 et x=1, L.(0,1) l'espace des fonc-

2
tions de carré intégrable sur (0,1), N un entier positif. On
1 t 1 ¢
notera (u,v), = (ulv! +u-vldx et (u,v),, = u v dx les
='-u 0 11 = - =77V 0

ul—' vy
prodults scalaires dans U et V avec u = J ,V = ,

u - v

=2 =2
u,,v, € Hl(O 1), u,,v, € (L,(O 1))N ta transposée. Soit

1’71 Dl PERr 22722 277 ’ ’
aly,v) = { (uuivi +ui8ty +vi8tg +gtyy)dx la forme bilingaire
0 ® 2

définie sur U avec la fonction o, le (N+1} vecteur B et la
(N+1) x (N+1) matrice y suffisamment réguliers (c®[0,11). On

suppose a(x}>0 ¥Yx € [0,1l) et y(x) symétrique VYx £ [0,1].



Le probleme est de trouver A ER tel qu'il existe u € U,

u # 0 avec alyu,v) = A(u,v) ¥Yv E U. On notera Po(a] l'en-

%

semble de ces valeurs X .

Pour calculer Po(a] nous utiliserons la technique de CGalerkin

. L3 ~ . m
qui consiste & prendre une suite de sous-espaces (Un)n_l de

U = U et a8 résoudre le

dimension finie de U telle que n

n

nc8

1

probléeme: Trouver A ER tel gqu'il existe y E Un , u # 0 avec
alu,v) = Alu,v)y, Yy E U . On noters o,la) 1l'ensemble de ces

valeurs A .

Mentionnons que dans le cas classique oo U = HD(Q), v o= LZ(Q)
et al.,.) est une forme elliptique sur U, les résultats d’ap-
proximation de Po(a) par on(a] sont bien connus et des esti-
mations d’erreurs sont données méme dans le cas nan symétri-

que (f91, (1071, (111, (161).

Ici 1'injection de U dans V n'est pas compacte et il est

nécessaire d'introduire un sous-ensemble de R plus grand que

Po(a), noté o(a), que 1l'on appellera spectre de la forme bi-

lingéaire al(.,,) et quil est défini par o(a)={A E R :3(%9:=1CU’

n e

Hull, =1 ¥n EN et 3(C(M)._. «R, Cln) 2255 0 tels gue
-n'y n

=1
laly,,v) " ALy vy | < C(n)lly[b ¥v € U}. Si a(.,.) est
coercive on montre que o(a) est formé des inverses des va-

leurs spectrales de l'opérateur A: V -+ V, range (Alc U, avec




al(Af,v) = (f,y)v Yv € U, ¥f E V. (chapitre I). o(a) peut
contenir des valeurs propres infiniment dégénérées ou une

partie continue. [4], [7], [chapitre IIIl-exemples].

n-=-o

De fagon générale si (U )" _. est tel que infl|| u-ol|
n‘n=1 QEU zHy

Yu E U on a: pour tout XA E o(a) il existe A, € o,(al) tel

n-o n-=+>o

que A, ——> X . Par contre si AL E on(a) et An > A ER

alors on n'a pas nécessairement X € o(a). On dira dans ce

cas qu'il y a pollution de o(a) par Gn(a). (Voir chapitre I1I-

exemples). Le but de ce travail est d'étudier o(a) et d’'énon-
cer des conditions suffisantes sur les espaces Un afin gu'il
n'y ait pas pollution de ola) par cn(a). Si, par exemple, la
matrice Y5 définie par le NxN bloc diagonal inférieur de vy

t
Y1 Y3 o
(y = ““1) est constante, si (U ) . est de classe S
Y3 YZ nn=1 P

(p entier > 1), c’est-a-dire si Un peut se mettre sous la
N .
forme U =5 x 1 749 oas - {f € CD[O,I]IF(D)=F[1]=D,
n n j=1 n n
) (n) est un polyntme de degré < p,i=2,3,...,m(n)}
[ i_l.xi ]

(3) :
et T 9' o{f € L,(0,1)] f,

(n) (n) est un polyndme de
Ll

( )

i-1°7%4
degré < p-1, 1i=2,3,...,m(n)}, j=1,2,...,N avec
(n) (n) (n)

’O = Xy < X5 <eaa< Xmtn) = 1 wm(n) points dans [0,1]
(n) (n)
Ix, " -

satisfaisant lim max N X1

n+*e  1i=2,..,,m(n)

| = 0, alors on

montre que o (a) ne pollue pas o(a),(c.a.d. si A, E on(a) et



n=>c

An —> X ER alors X € o(al)). Si Y, n'est pas constant et
. ©

si (Un)n=1 est de classe Sp on montre que on(a) ne pollue

pas o(a) en dehors de V(yz) = {valeurs propres de Yz(x),

n-—oo

osxgl}, (c.a.d. si A, E on(a) et A —> X ER - V(yz] alors

A E ola)),

Ce travail est divisé en trois chapitres.

Cans le premier chapitre nous considérons le probléme abs-
trait : "Trouver X E R tel gu'il existe u E U, u # 0 avec

alu,v) = Alu,v),, Yv E U” ot U &« V sont deux espaces de

Vv
Hilbert sépafables, de produits scalaires (.,.)U et (.,.)V.
U' dense dans V, l'injection de U dans V étant continue mais
non nécessairement compacte, et o0 al(.,.) est une forme bili-
néaire, continue, symétrique, coercive sur U. Nous définirons
le spectre o(a) de la forme a(.,.) et nous donnerons un pre-
mier résultat d'approximation de o(a) par on(a) lorsque nous
utiliserons une méthode de Galerkin pour calculer o(a). Ce
résultat indique dans quelle région de la droite réelle peut
se produire la pollution s'il y en a. Ensuite nous traiterons
le probleme abstrait consistant & "trouver * ER tel qu'il
existe u € U, u # 0 avec al(i,u,v) = A(u,v)v Yv € U” od 1'in-
Jjection de U dans V est supposée compacte et la forme biliné-
aire sur U dépend continlment du paramétre A. Sous certaines

hypothéses nous donnerons des résultats d'approximation de

ce probléme, résultats qui seront utilisés dans la suite.



Dans le deuxieme chapitre, nous traiterons le probléme con-
cret donné par la magnétohydrodynamique. Nous donnerons des
résultats précisant la nature de o(a). Nous construirons des
espaces Un de type éléments finis de maniére & obtenir des
résultats de bonne approximation de o(a) par on(a). Des es-

timations d'erreurs seront données.

Bans le troisieme chapitre sera traité une série d’exemples
illustrant les chapitres I et II, montrant les régions de

pollution et de non-pollution.

Sur la base de ces résultats, un code unidimensionnel MHD
(magnétohydrodynamique), donnant des résultats satisfaisants,
a été mis au point par des physiciens du Centre de Recherche

en Physique des Plasmas de 1'EPFL.

Il reste & mentionner que le but poursuivi est 1'étude d'un
probleme bidimensionnel fourni par la MHD qui présente des
caractéristiques semblables & l'unidimensionnei. Un code a
déja été développé [18] mais l'état des recherches est pure-
ment expérimental et aucun résultat mathématique (conver-

gence-non pollution) n'a été prouve,






§1.

CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous énoncerons quelques résultats généraux
concernant deux problémes de natures différentes ; ces ré-
sultats seront utilisés lors de la résolution du probléme

spécifique donné par la stabilité magnétohydrodynamique d'un

plasma.

Le premier probleme considéré sera ceglui de "trouver A ER
tel qu'il existe uw € U, u # 0 avec aflu,v) = )\[u,v)V

¥ v EU"” o0 UCV sont deux espaces de Hilbert de pro-
duits scalaires (°,~)U et (°,-]V et ot al(+,*) est une
forme bilinésire, symétrique, continue, coercive sur U

Nous supposerons que U est dense dans V et que 1l'injec-

tion de U dans V est continue mais non nécessairement

compacte. Nous définirons le spectre de la forme bilinéaire
als,+) et nous poserons le probleme général qui est celul
de la recherche de ce spectre. Nous discrétiserons ce pro-
bléme par la méthode de Galerkin, aprés gquoi nous donnerons

quelques résultats de convergence.



l.e second probléme considéré sera celui de "troguver
A EOCR tel qu'il existe u E U , u # 0 avec ali,u,v) =
= k(u,vJV Y v EU"” ot al(i,+,*) est une forme biliné-
aire, symétrique Y X € 0, uniformément continue et uni-
formément coercive en X E 0O . Nous supposerons de plus
que al(+,u,v) est continue VY u,v E U et ale,u,u) dé-
croissante V u E U . Ici 1'injection de U dans V sera
supposée compacte. L'approximation de Galerkin de ce pro-
bléme sera aussi traitée et des résultats de convergence

serant donnés.



LE PROBLEME a(u,v) = A(u,v)V

Soit U CV deux espaces de Hilbert réels séparables, de
produits scalaires (-,-)U , [-,°)V et de norme

dans V et l'injection de U dans V continue [(mais non

1
v o (',‘)O . On suppose U dense

nécessairement compacte). Soit a : U x U >R bilinéaire,
symétrique telle qu'il existe C > 0 , x > 0 avec

2
lalu,v)]| < CJ|uHU HVIIU Vuv EU et alu,u) > X]luHU

Y u E U

Si f €V , le probléeme "trouver u € U tel que aflu,v) =
= (F,v]v ¥ v EU"” aune et une seule solution (théoreme
de Lax-Milgram). Nous appellerons A 1'opérateur de V
dans V , & range dans U , qui a f fait correspondre

la solution u du probléme.

Ainsi A : V> UCV est tel que ¥ f E V on a alAf,v) =

= (F,v)v ¥ v EU. L'opérateur A est linéaire, continu,

autoadjoint, positif. ( A est méme continu de V dans U ).

Le spectre o(A) de A est une partie compacte de R,

bornée par |[|A]] = sup llAf]l,, - Le spectre résiduel
U IRR VRN



de A est vide et donc o(A) est formé uniquement du spec-
tre ponctuel PO(A] et du spectre continu CO(A) .

([B] p. 319)*.

Proposition I.2.1.

[oe]
weE oA e>3u ) Vv, flully =1 tel aque [[Au_-wu lly~

n->oo

O .

Démonstration

(). u € c(A) = ou bien u E PO(A] ou bien u E CO(A)

u E PO(A) = JuEV, |[uHV = 1 tel que Au = pu et on

[oe]

prend pour (un) , u =u Y neEN.uye€ CO(A) = Range

n=1 n
1

(A-nI) dense dans V mais (A-pI)~ est discontinu.

( I = identité dans V ). a(vn):

1 tel que II(A-uI)_1vn

_1CRange (A-ul) , ||vn||v=

Ily > @ « En posant

i -1 - )
Lo [A-uD) v 1/ || (A-nI) VnHV on a le résultat voulu.

c

(«<). 0n montre que u € ¢(A) = 3¢ >0 tel que

||Au~uu”v > e YuEV, “u||v= 1 . En effet si u £ o(A)

~

alors (A-pl) est d’inverse continu sur V . Sgit C > O

tel que |l(A-uI)~1v”v < 6I|V”v VvEV.Onhe €=

[ Onf —

* Les définitions de Po[A) et CO[A] sont prises en sorte que

POtA)rW C,(R) = D ([6] p. 209}.




1.2
DEFINITION I.2.1.
On appellera spectre de la forme bilinéaire al(+,*) et on
[e9)
notera o(a) = {A ER |3(un)n=1c U, ”UnHU = 1 et

n—>

3C(n) , c(n) 250 tel que Ia(un.v] - X(un,V) £

vl
< C(n) Hv||U Y v EUY}.

On appellera spectre ponctuel de la forme bilinéaire al(-,*)
et on notersa P _(a) = {} ER | 3ueu, [lullj= 1 tel gue

alu,v) = A(u,v) ¥ v € U},

V

X E Po(a) sera dite valeur propre de af(e+,+) de multipli-

ceas U
2’ 's

E U linéairement indépendents tel que a(ui,v] = X(ui,v)v

cité s s'il existe exactement s wvecteurs Uqru

YvEeEU, 1=1,2,...,8
On appellera spectre continu de la forme al-+,+) et on

notera Cq(a) = c(a)‘PO(a)

Cette définition est justifiée par la proposition suivante

Proposition I.2.2Z.

u E PO(A) &> )\ = 1/u E Pc(a)
u € CO(A) - {0} = X = 1/u & Co(a)

Ainsi pw E o(A) - {0} = X = 1/u E o(a)

Démonstration

1) u E PO[A) > X = 1/u E Po(a)
(=). wEP_(A) = FuEV, Hu”v = 1 tel que Au = uu

w=20=Au =20 =7’>(u,v)v =0 VYVvEU= u=0 car U est



dense dans V => contradiction avec |Jull, = 1 . Ainsi
pw#0=u€ U car Rangel(lA)C U . Si A = 1/u on a

alu,v) = X alAu,v) = A(u,v)v Y v E U . Ainsi A E Pc(a)

(=).2 EP_(a) = 3ugEU, fully = 1 tel que alu,v) =
= A(u,v)v Y v EU. a coercive= X #0 .81 pu=1/X

cn a a(Au - uu,v) = (u,v)V - ualu,v) = (u,vJv - (u,v)v =0
YV vEU . Ainsi Au - pu = 0 = u E PO(A) . Il est & remar-
quer que si X E Pc(a) gst de multiplicité s alors

u = 1/% est valeur propre de A de multiplicité s et

réciproguement. (multiplicité = multiplicité algébrique =

multiplicité géométrique puisque A est autoadjoint).

2) v € o(A) - {B} <= X = 1/p € o(a)

(=). wEo(A) - {0} = 3 ) ,CV, fu Il = 1 tel aue

n->oo

|[Aun- wu lly —> 0 . On pose A = 1/u et v = Mu_,

n->o
n €N . Alors v_E U et an-unHV = AHAun - uunHV — 0.
Ainsi ]a(vn,v) - A[vn,v]vl = Al(un-vn,v)vl < x”Un_VnnvllV”V

¥ v £ U

L'injection de U dans V étant continue 3y > 0 tel
que |[lvil, < Y||vHU v v E U

En posant D(n) = Ayllun~v on obtient

n”V
|a(vn,v) - X(vn,v)vl < D) lvlf, Y veEU

. n-—>o
Mais ||v |[, —> 1 =36 >0 et N>0 telque [v [[,2$

¥n 3 N . En posant w_ = vn/llvnHU et C(n) = D(n)/llvnHU

pour n 3> N on obtient (Wn):=1<: U, HWnHU = 1 avec



I.2

n-=roo

]a(wn,v) - X(wn,v)vl ¢ C(n) [lvHU ¥ vEU, C(r) —0
Ainsi X E o(a)
(<) A E ola) = a(un):=1cu, lu lly = 1 tel que

Ia(un,v) - A(un,v)vl < Cn) |lvl[, ¥ vEU avec C(n)~>0

Supposons A =0 et posons v Su On obtient a(un,un) >

n- . C
——> 0 ce qui est en contradiction avec a(un,un) > x >0

Ainsi X # 0 . Posons u = 1/Xx . DOn a la(Aun - uun,v)l g

< u C(n) ||v||U v v EU

En posant v = Aun - MU et en utilisant la coercivité de
al*,*) on obtient HAun - uunHU =0 %»]]Aun - uunHV >
5 0.

Montrons encore 38 > 0 , N > 0 tel que Hun||v > 6

¥n 2 N . Ona 1 = IlunHS g % alu_,u ) = % alu_ - AAu_ +

1 2 .
+ MU L) € X [CK[[Aun- uunHU ”un[[U+ A[lunHV] od ¥ et
C sont les constantes de coercivité et de continuité de
n-ro

a(+,+) . Comme HAun - uun||U —> 0 et ”un|lU= 1 on

obtient le résultat désire. 8

La proposition I.2.2. montre que le probléme "chercher o(a) ”
peut se résoudre par la recherche de o¢(A) et réciproque-
ment. Cette dualité "forme bilinéaire-opérateur” sera utile
par la suite.

B'autre part si 1l'injection de U dans V est compacte
alors 1'opérateur A est aussi compact et Cy(A) - {0} =2.

Ainsi par la proposition 1.2.2. o(a) = P,a)



1.2

Proposons-nous maintenant d'approximer of{a) par une me-

thode de Galerkin. (voir [111]).

Soit (Un):=1 une suite de sous-espaces de dimension finie
de U telle que n§1 Un = U . De méme que précedemment, en

utilisant le théoréme de Lax-Milgram, & chaque n EN on
peut définir un opérateur An défini sur V , & valeur
dans U considéré comme partie de V . A : V > UnC: Y
tel que V¥V f E V on a a(Anf,v) = (?,v)v Y v E Un . An
est linéaire, autoadjoint, positif, compact. Le spectre
O(An) de An est une partie compacte de R+ . G(An) est
formé d'un nombre fini de points de R™ et si A E O(An],
A # 0 alors X est valeur propre de multiplicité finie
de A

n

DEFINITION I.2.2.

On appelera spectre de la forme bilinéaire afl+,*} relati-
vement & U et on notera o (a) = {(ER [3JuE u.
IIUHU = 1 tel que alu_,v] = Alu_,v], VY v E Un}

X E on(a) sera dite valeur propre approchée de af(-,+) , de
multiplicité s, relativement a Un s'il existe exactement

s vecteurs u1

,u € Un linéairement indépendants

or e sl
tels que a[ui,v) = A(ui,v)v Y v E Un , 1= 1,2,...,8 .

On obtient immédiatement la proposition I.Z.3. qui se dé-

montre comme la premiére partie de la proposition I.2.2.



Proposition I1.2.3.

p E O(An) - {0} = X = 1/un E on(a) . ]

On dira que An , O(An) , on(a) sont des approximations

de A , o(A) et o(a) respectivement.

Le probléme "chercher a(a) " est remplacé par le probléme
"chercher On[a) " qui est sensiblement plus simple puis-
qu'il revient & résoudre un probléme du type AX = ABx od
A et B sont des matrices carrées, symétriques, définies

positives. [résolution voir [151)

DEFINITION 1.2.3.

Soit 1l'intervalle ocuvert (b,c)C R , b < c , tel que b,
c £ o(a)l . On dira gue On(a) approxime bien o(a) dans
(b,c) si

1) ¥ p € ola) N (b,ec) 3 wo € o (a) tel que wu_ > u

lorsque n » o

2) ¥ e>0 3N>0 tel que o (a) N (b,e)C )
pEo(a) N (b,c)

(u-g,u+e) , ¥ n > N

3) Si w & P_(a) N (b,c) , de multiplicité finie s , tel
qu’'il existe € > 0 avec (u-eg,u+te) C (b,c) et
[u-e,u+el N o(a) = {u} , alors 3I N >0 tel que, pour
n >N, (u-g,u+te) N on(a) soit formé exactement de s
valeurs propres de a(e,¢) relativement a Un , multi-

plicité comprise,.




Remargue

On définira de fagon analogue " O(AnJ approxime bien

o(A) dans (b,c) " .

Proposition I.2.4.

Si (Un)

(=1 est tel que ¥V u E U on a inf Hu-mth+ 0

oEU,
lorsque n > » , alors

1A D72 A fortement.

n->oo

> |

2} ¥ u € c(AY , w#0 , 3 v € O(An) tel que W
3} Si u € PO(A) de multiplicité finie s alors il

existe au moins s valeurs dans O(An] (multiplicité

comprises) notées ugn),uénJ,...,uén) telles que
ui”) W, i = 1,2,0.04,s
4) ¥ XA E ola) 3 A E o (a) tel que A 5

n n n

5) Si A E Pc(a) de multiplicité finie s alors il existe

au moins s valeurs dans On(a) (multiplicités compri-

{n)

ses) notées A1 ,X(n] A(n)

LI y(n) e

telles que i A,

i=1,2,...,5

Démonstration

1) Soit f €V . Pour v € Un on a a(AF-AnF.v] = (F,v)v -
(F,v)v = 0 . Ainsi a((A-An]F,(A-An]¥] = a((A~An)f,Af—w)
YV @ € Un . D'ot, s1i x et C sont des constantes de

coercivité et de continuité de al(-,+) , X][(A-An)FHU g

< CIIAF-@IMJ YV @ € Un . Si Y est une constante de



continuité de 1l'injection de U dans V on aura

A= 2%l

<

.Y_C_ . _ n->c
Z inf ||Af @[lu —> 0

meun

2) En tenant compte de 1), une démonstration de 2) est fai-

te dans [18] p. 431 dans un cadre beaucoup plus général,

Nous ferons ici une démonstration simple, adaptée a ce

cas. Nous procédons par 1'absurde.

{(n)

Soit u1 > U

t
2

n) (n)
,...,up(n) les valeurs propres de An

autres que zéro et répétées selon leur multiplicité.

{n)

Soit uq ,

(

4o

pandants tels que

n) {(n)

,...,up,n) des vecteurs propres corres-
\

[ugn),ugn))

N ; v T 850 i,j = 1,...,p(n)

Supposons par l'absurde 3y € ofA), w#0 , ¢ >0,

< ... tels que !u-uJ

>e , J=1,2,

= 1,2,... . Sans restriction de généralité

an peut supposer n, =i . Soit uw E V, l]qu = 1 tel

que [[Au=null, < min(u,e)/2 . (Un tel u existe si 1l'on

se référe a la proposition I.2.1.). Seoit U E Range(An).

(n)

ul € Ker(A ) tels que wu = u_ + ult . Les wu, ,
n n n n i
i=1,2,...,p(n) forment une base de Range (An) et
pin) (n)

on exprime u_ = } xjuy Gn a donc

PiMn) ()
Au = .Z XMy us Ainsi

1=1 pin)

[ 2 (n) (n) 12 _

lwa = A uliy = ey 121 Cumag g T
oz g2 P 22 o2 e 2 PN
= u HUnHV + ig ( i ) 3 2 U Hun”\/ e ié’l 1

> min(uz,szJ HLJ!@ = (min(u,e))z



Ainsi ||lpu - Anu||V > min(u,e) = ||Au - Aully
2 A u - udlly - llwe - Adfly, > min(u,e)/2 ce qui est

en contradiction avec An +~ A  fortement.

Soit uy E PO(A] de multiplicité finie s . Alors pu # 0.
Si s=1, 3) est ramené & 2). Supposons danc s > 2 et
supposons, par l'absurde, qu'il existe au plus (s-1)
valeurs propres de An (multiplicité comprise) qui ten-
dent vers uy lorsque n - o . En reprenant les notations
introduites dans 2), on peut considérer, sans restriction
de généralité, qu'il existe € > 0 tel que

gn)

i g (u-e,pu+e) pour 1 = s,s+1,...,p({n) et ceci

n

pour tout n E N . Soit @y @ss e O E V tels que

A@i = o, et (mi,wj]v = 61j , 1,3 = 1,2,¢4e.,8 , et
soit K={fev|f=,§ a.9, , a. ER} . ¥ n €N
i®1 171 1
_ (n) _ - _
IF ERLIF Iy =1, (Foul ), =0 V= 1,250,801

. oo . .
De la suite (Fn)n_ on peut extraire une sous-suite

{

convergente dans K vers un élément <+ € K . Sans res-
. . P . L= 2 n-ro
triction de généralité on peut considérer |[f -f||, —> 0.
. 1
Soit N > 0 tel que f=f < ——= Y n > N . Alors
que 1#-f 1l < 5=

2 2
pour n > N on a ”(A-AHJFHV ”UF - An¥IIV =

= Ilugn + uh - AnFH\Z/ oa f =g *h avec g E Range(A )

h E Ker(A )
n n

. 2 P )y ()
Ainsi || (A-A DF]l, = [lu 121 TN MV h -
p(n)
(n) (n) (n) 2 _
UL LTI T IV P IV

i=1
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plin)
- z (U"U n)]Z(F,U(n)}Z . pZ Hh HZ 3
. n''V
i=1
p(n) (n),2 (n),2 2 2
> .Z ( N A T VR thllv pY
i=s
.2 20 PV 2 2
3> min(p~,e7) | ‘Z (F,ui ot thllv]
i=s
pin)
- minhe?) UL (Fui"™hE e in 10T -
i=1
2, 3] (n),2
- min(u,e) .z (Fug )y =
1=1
s-1
o 2 (n),2
= min(p©,e”) [lIFHV - .Z (F,ug )]
1=1
Par construction de f on a (f ,ugn)) 0
n n” "1 v
- (n) _ B (n)
Vv i=1,2,...,8s-1 et donc [(F,ui Iyl 1 [(F-F uy Dyl s
. R (n)
< H?-Fn!lv i=1,2,...,8-1 . Ainsi izq (F,uin )6 S
< (s-1) HF—Fn||3 < %- ¥ n >N . On obtient finalement

I](A-An)FHV pY é; min(e,u) ¥ n >N, ce qui est en con-

tradiction avec 1).

s'obtient immédiatement & partir de 2) et des proposi-

tions I.2.2. et I.2.3.

s'obtient immédiatement & partir de 3) et des proposi-

tions I.2.2. et 1.2.3.
n



1.2

La proposition I1.2.4. montre gue sous la condition

"V u€U, inf |lu-o||, =0 " 1) de la définition I.2.3.
®EUR

est réalisé VY b,c ER - ol(a) , b < ¢

Proposition I.2.5,.

si (U )™

Jo-q est tel que ¥ uE U ona inf Hu-w[“J+ 0

QEUR
lorsque n + © et si c € R’ est tel que (0,c)N ola)

soit formé seulement d'un nombre fini de valeurs propres de
a(+,+) de multiplicité finie alors o _(a) approxime bien

o(a) dans (0,c)

Démonstration

La démonstration de cette proposition est essentiellement

basée sur le "principe” de Courant (Voir [17] pp. 234-237).

Soit ¢ E R’ tel que (0,c) N o(a) soit formé seulement
d'un nombre fini de valeurs propres de al(e¢,+) de multi-
plicité finie. Soit A1 £ A, € ...

pres répétées selon leur multiplicité. En posant d = 1/c

IN

Am ces valeurs pro-

et ;= 1/x; , i =1,...,m on aura (d,=) N o(A) =
= {py, , 1 =1,...,m} (Proposition I1.2.2.). Soit ©4 P ey

des vecteurs propres de A correspondant & uq,uz,...,um

tels que (wi,mj)v = sij , 1,3 = 1,...,m . On mantre



3)

n
RN
-
-
3

= max [AF,F)V pour i
FEV, || F]l =1

(F,wj)v=O,J=1,...,1—1

i

(La démonstration est semblable & celle faite pour des
opérateurs compacts ([17]1 p. 235) et elle ne sera pas

faite ici).

Si v(e,,€5se..,8, ,) = max (Af,f)
toe S R (W v
(f,ei)v=0,1=1,2,...,3-1
OU Byeps.esBs g sont (j-1) éléments de V avec

uj = . min . .y v(eq,ez,...,ej_1) et ce minimum
1 » 82 > % 8wy j ‘1
est atteint lorsgque e, = . , i = 1,2,...,~1

1 1

(Ici aussi la démanstration est immédiate [171 p. 235]).

Si An est 1'approximation de A relativement a Un

on a An £ A VnEN (c'est-a-dire A-An positif).

En effet, par définition de A et de An , si f €V

alors a[(A—An)F,v] =0 V¥ v E Un . Ainsi

1

((A-A J)Ff,Ff), = a((A-A_)f,Af) al({(A-A )Ff,{A-A )Ff) 2 0O
n V n n n

(n) (n) (n)

Si Hy > o 2 ... 02 L sont les m plus grandes
valeurs propres de An (multiplicité comprise) on a

TS

3 5 , 1= 1,2,.0.,m , n EN . En effet en appli-

quant 2) & 1'opérateur An on obtient



I.Z

ugn) = min max (A f£,f) <
' e e. . EV fev,||f|l, =1 r v
1;--., i-,l ’ V
(F:ej)\/:O,j:'],a-a,i_']
< max (A _f,¥3
FEV, [ F]],=1 noov

[F,wj)v=D,J=1,...,1-1

Mais (A f,f), <& (Af,f) Y £ EV . 3).
n V v

D' ol ui”] < max (AF,F) = uy .+ 1),

fev, || £ =1
(F;(Dj)\/:U;j:?;-.-,i"]

De 4) et de la proposition I1.2.4(3). Ontire immédiatement

in) Q::>ui , 1 =1,2,...,m . Ainsi O(An] approxime
bien o(A) dans (d,=) . si A e alm o a0

1 2 v m

sont les m plus petites valeurs propres approchées
de a(e+,«} relativement & Un (répétées selon leur

multiplicité), alors Ain) = 1/u£n) , 1= 1,...,m

A0 o2

{proposition I.2.3.) et on obtient Ai ,
i=1,2,...,m . Ainsi on(a) approxime bien o(a) dans
(0,c) . L

Remarque

De fagon générale on(a) n'approxime pas bien o¢l(a) dans
(0,x) ¥ x ER - o(la) . En effet la condition 2) de la dé-

finition I.2.3. n'est généralement pas satisfaite lorsque
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x > 2% o0 2 E Cc(a) , ou bien & = valeur propre de

a{*,*)] infiniment dégénéreée, ou bien & = point d'accumu-
lation de Po[a) . Des exemples sont donnés dans le chapi-

tre III. Remarquons encore que si 1'injection de U dans

V. est compacte, l'opérateur A est compact et donc o(A)

est formé uniquement de valeurs propres de A de multipli-
cité finie, sans point d'accumulation autre que zéro. Ainsi

dans ce cas, On[a] approxime bien o¢(a) dans (0,x)

Vv x ER’ - o(a)

La propasition suivante donne une estimation de l'erreur

des é€léments propres.

proposition I.2.6.

Supposons (U ) _ tel que Y u E U on a inf ||u-9]||,, > O
n-n=1 ©EU U
n

lorsque n + o et socit A € o(a) une valeur propre de
a(+,+) de multiplicité 1 et isolée dans o(a) c'est-a-
dire 3 € >0 tel que [A-g,A*el N ol(a) = {A} . Soit

u €U, IIUHV =1 tel que alu,v} = Alu,v), ¥ v EU
Supposons que On(a](\ {A-€,A+e] soit formé d'une et une
seule valeur Xn de multiplicité 1 pour n > N et soit
u B U, Hunllv =1 tel gque alu.,v) =2 (u.,v), YvELU.

n n V

Alors on a

. n->o
(i) 3e_ = *1 tel que Henun-u{‘u — 0
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De plus on a l'estimation pour n suffisamment grand

[[u-e_u < C inf [fu-e|l, ot C est indépendant

H
n'y
mEUn

de n

(ii)0On a 1l'’estimation pour les valeurs propres

[x-1x | € D inf ||u-wH5 od D est indépendant de n
r ©EU_

Démonstration

Supposons les hypothéses de la proposition 1.2.6. vérifiées.
Par la proposition I.2.4. on aura An + A lorsque n > o
Soit w e W, flull, =1, u € u. "“n“v = 1 tels que
alu,v) = A[u,v)v ¥ v EU et a(un,v) = An(un,v)v YvE Un'
De fagon générale u ~Ne converge pas vers u dans V

La forme al(+,+) étant coercive sur U on définit Vi
comme la a-projection de u sur Un c'est-a-dire

v_E U et al(v -u,v) =0 ¥ v EU . Soit U la V-pro-
n n n n n

jection de vV, o sur u_ ¢ est-a-dire u, = (vn,un)v up
(a) On a l'estimation connue |lu-v_||,, ¢ C, inf |Ju-ol}|,, .
n'ty 1 U
@EUn
Avec 81 = /X o0 C et x sont des constantes de

continuité et de coercivité de al-,*)

(b) On estime |jv -0 ||

v o
. (n) (n) (n) o, (n) o (n) (n) +
Scient up U, ""’Up(n] € Un 3 A1 ,AZ ""’Ap(n) E R
tels que a(ugn),v) = Agn)(ugn),v) Y v € U avec
i i i v n
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uj )V =8.. , 1,) = 1,ee,pln) . (p(n) = dimension

1)
de U )
n
33 =1,...,p(n) tel que Agn) A, et de plus on aura
Ikﬁn) - knl p % ¥i#43j ¥Yn>N (N entier suffisamment
oo~ 2 . (n),2 )
grand). On a |lv_ un(]v iZj (v sug ")y - Mais
(n) (n) _ (n), _ (n), _ (n)
Ai (vn,ui by = alv su; ) = alu,u; ") = Alu,ug )V
- (n) _ (n) _ _ (n)
\./1 1;2:---'[3(0) é(kl kn)[vn,ui ]V >\[U \/n:Ui ]\/
- (n) - L
+ (A )\n)(vn,ui )V Yi = 1,2,...,p(n) . Ainsi
(n) _ 1 _ (n) s _ (n)
[vn,ui )V = ;TFTiT;~ [A(u Vo euyg )V (A )\n)(vn,u:.L )V]
¥ oi# g . * no
~ 2 8 Z 2 2 2
done v 5,17 € &5 021w I+ Do Pl 15

Si y est une constante de continuité de l'injection de U

- 2
. 2 2 2

dans V on obtient : anllv < vl nHU < %T alv ,v ) =

Y’ Ay A w*
e alu,v ] = " (u,v Jy € ~ anHV = an|h/ <
Ainsi 3 C, >0 tel que v =t Iy < Co0llu-v [l * lx-xn[] .
(c) On fait une premiére estimation de [X-A |
On a a(v_,v) = A(u,v) Y v E U

n V n
a(un,v) = An(ﬁn,v)v Y v E U,

Ainsi (A-An)(u,un)v = An(vn-u,un)v

~ n->o ~ n->o
(a) et (b) = ][u-un]]V —> 0 = (u,0 ), —>1=3C, >0

tel que lk—kn|

N

N

2 ey llumv 11y No 11y € egltumv Iy v Il
AY
N

Ix-x | s €, inf |Ju-o}
n 4 @EUn u

”U'anlv . De (a) on tire : 3C, > 0 tel aus
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(d) 3C; >0 tel que lu-T Il € Cg inf lu-el|, . (Découle
PEU,
immédiatement de (a), (b) et (c).)

(e) On fait une deuxiéme estimation de |A-} |

Dans (c) on a vu que [X-kn)(u,un)v = kn(vn-u.un)v .

Ainsi (A—AnJ(u,un) = )\n(vn-u,un-u)V + An(vn-u,u)v =
= An(vn-u,un-u)v + a(vn-u,u) =

= )\n(vn-u,unw)V + a(vn-u,u-w) YV o E Un

v > > e
>43:VE

Il existe donc C 0 tel que

6
[A-An| € Cg {an~u[b (Hu~GnHV+ inf Hu—@HU]}.
cpEUn
De (a) et (d) on tire |A-A_| € D inf ]Iu-(p”2
n U
<pEUn

(f) Posons e, = signe (vn,un)V et montrons que

Hu-enunHV € C, inf llu-@l|, « Pour n suffisamment grand
$EU

on a ”Gn - enun||v = |(vn,un)V - enl = |1—|(vn,un)vll =

N

= 11 = S = Tl - NS I < Hu-T

€ Cg inf |Ju-o]}, (en utilisant (d)). Par (d) on obtient
$EU
n

donc  |lu - enunllv < C, é&j ||u-m||U .
(g) On estime Ilvn- enUnHU
Alu,vdy - A le u vl YV v E U

On a alv - € u ,v)
nn

D'od alv_ - € u ,v) (A-x JCu,v)y, + A (u-€ u_,v) YvEU.
n nn n V n nn V n

En posant wv=v -€ u_ , en utilisant la coercivité de

n nn

als,*) et en utilisant (c) et (f) 3 CB > 0 tel que

||vn- enunHU < CB inf Hu~wHU
wEUn
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(h) En utilisant (a) et (g), 3 C >0 tel qgue

lu-e u ll, € C inf llu-@ll, - Ainsi (h) prouve (i) et (e)
wEUn

prouve (ii).

LE PROBLEME a(A,u,v) = A(u,V)V

Comme dans le paragraphe 2 nous considérons U« V deux
espaces de Hilbert réels, séparables, de produits scalai-

res (°,-)U et (-,°)V , mais avec l’'injection de U dans

V'  compacte. On supposera pour simplifier l'écriture sans

pour autant restreindre la généralité que [[f[|, < [[f[|
¥ f EU. Si O0c R est ur intervalle ouvert, nous défi-
nissaons une famille de formes bilinéaires sur U dépen-
dant d’'un parametre A € 0 et vérifiant les hypotheses

suivantes
(i) alA,»,*) : Ux U~-»R bilinéaire, symétrique VY XE O

(ii) 3 C_ >0 tel que la(x,u,v)] < COIIUHU Hv]lU

Y u,v EU, ¥V X E O (continuité uniforme en A ).

(iii) 3 x > 0 tel que alA,u,u) 3 X||UH6 YV uEU,

¥ A E Q0 (coercivité uniforme en X )
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I.3
(iv) al(*,u,v) : 0 » R est de classe 61[0) YV u,v E U
(v) ﬁ% a(i,u,u) £ 0 Y XEDO, ¥YuEU
. d
(vi} 3C, >0 tel que I37 ali,u,v)| < C1(|uHU Wil
Yy AEO0, Vu,v EU
Nous nous intéressons au probléme propre généralise
"Trouver A E 0O tel qu'il existe u E U , u # 0 avec
ali,u,v) = A(u,v)v Y v EU"” et a son approximation par

la méthode de Galerkin.

Mentionnons ici que 1'étude du probleme classique

"Trouver X et u E U tel que alu,v) = A(u,v)v Yyveu"”

o0 U est 1'espace de Sobolev H™(Q) , V = L_(0) et

N
a(+,*) 1la forme bilinéaire associée & un opérateur ellip-
tique d’'ordre 2m , est bien connue. [9], [11]1, [16]

Dans [10] 1le probléme classique est généralisé par le
probleme ”"Trouver A et u E U tel que alu,v) =

= b(Xx,u,v) ¥V v EU” o0 b(A,u,v) est continue sur V
et analytique en X pour u et v fixeés.

Ici le probleme alix,u,v) = K[u,v]v Y v EU” peut étre
considéré comme une autre généralisation du probleme clas-
sique autoadjoint.

Considéraons une suite (Un]:=1 de sous-espaces vectoriels

de U fermés mais non nécessalrement de dimension finie.



On notera § = {AEO | 3 uEBU , u#0 tel que ali,u,v) =

Alu,v), YvveU} et ] = {r€0]3ueU , uf0 tel

v
que alA,u,v) = Alu,v), ¥ v E Un}

Proposition I.3.1.

© . s . n->o
On suppose (U ) _ vérifiant : inf Jju-o|],, — G
n'n=1 U
(pEUn
VuEU.Si A €Y et a 5% 2 E0 alors A_EJ
n n n 0 0
. © C =
De plus si  (u ). _q U est telle que u_E U, |un|[V 1,
alx ,u ,v) = A _(u_,v) ¥ v EU , alors (u )w_ posséde
n’ " n n n v n n'n=1

au moins une sous-suite convergeant dans U et la limite

ug de n'importe quelle sous-suite convergeant dans U

satisfait la relation a(A_,u ,v) = A (u_,v) Y v E U
o’ o 0 0 v

Démonstration

Soit A €YV ,a 25 A €0 et soit u e U,

n n n 0 n n
l)unHV =1 tel que a(X ,u_,v) = A (u,v), VY vEU
On commencera par montrer que [un]::1 est une suite bor-
née dans U . Ona alix _,u ,u_ ) =X (u_,u J, = A

: n""n”"n n n’” " n’'V n
L'hypothese (iii) = ||u ||2 < A /x et comme A 25
nty n n
on a bien (u )" bornée dans U
n'n=1

L'injection de U dans V étant supposée compacte

I(u )i, e (u)T . tel 17 EV .S

Uni)i=1 u o)y el qgue uni Ug . Sans
restriction de généralité on supposera g n>e UOE v
Soit U E U tel que a(AO,D,v) = %O[uo,viv ¥ v £ U



On prouvera que U = u, ce qui terminera la démonstration.

Soit Gn la a(A_,+,*) -projection de U sur Un c'est-

O) b4
a-dire U E Un tel que a(AD,un,v) = a(AD.u.v) Y v E Un'
On a : a(AO,un-un,v) = }\O(uo-un,v)V + [AO-An](un,v)V +
+ alX ,u ,v) - a(X ,u ,v) Y v EU . ¢
n’n o’ n n
Soit n EN fixé et v E Un fixé . On aura
alx ,u ,v) - alXx _ ,u ,v) = (X _-x) 4 all,u »v) o0 X E
n"n o’ n n "o di n

intervalle (An,AO) . En considérant 1'hypotheése (vi) on
obtient Ia(An,un,v) - a(lo,un,v)l < C1|An-kol Hun]IU||v|]U.

Ainsi en posant v = Gn Tu dans (¥) et en tenant compte

de 1l'hypothese {(iii) on obtient

xllG_ = u fly € agllug=ully * [ag-a ] (ecyllu |l

De plus a(AO,u~un,®) =0 VY o@E Un =

al(x_,u-u ,u-un) = a(ko,u-un,u-@) Y @ E Un

= X“D—un||u < CO||G-wHU Y ¢ E U . Par hypothése sur

(o] . ~ n-»co .
(U)d ., ona inf ||i-e|l, —> 0 et par conséquent
nn GEU_
e-o 1, =0 . ()
asas ar npap o ’V— n—*w ~ =
(#%) + ( > = ||u UJ]U —> 0 = u u - o

De cette proposition on tire immédiatement les deux propo-

sitions suivantes
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Proposition I1.3.2.

Y n'a pas de point d'accumulation dans O

Démonstration

Supposons par 1'absurde B(An)m=1 c § A A, YnEN

n->co _
et A >AO E 0 . En posant Un = U ¥ nEN dans la

n

proposition I.3.1. on aura AO E ) et on peut considérer
sans restriction de généralité uv_€E U, ||u_|l, = 1
n n'ty

Y neEN ; U, EU, “UOHV = 1 tels que

1) a(kn,un,v) A (u ,v) ¥y v EU, ¥n=1,2,...

n n V

2) alx ,u _,v) X (u_,v) Y v E U
0 0 V

0’ o
3) A > A lorsque n > @

n s!
4) lluo— unHU + 0 lorsgue n > o
1), 2) = (XD-Xn](uO,un)v = a(ko,uo,un) = ald busu)

- 1 - -
=>(uo,un)v = o [alA ,uru ) a(A »u_ ,u)
- al(A ,u_-u ,u ) + alA_ ,u -u_,u_ll.
o’’o "n’"o n""o n'o

’ S 1 ) -
Par 1'hypothése (v) on a Y (a(lo,uo,uo) a(xn”%fuo” <0

0 n

’1 .
et donc  (u_,u )y, €-3 X falA_,u -u su ) -alx yu -u u T

n->oo

D'od  (u_,u )y, € C, Huo~unl]U[|uO||U — 0. (4)

Mais (u_,u ) 781 ce qui est contradictoire. [
o’ n'V .




Proposition 1.3.3.

Soit (Un):=1 une suite de sous-espaces de dimension finie
. n--oo .

de U telle que inf llu-@HU —> 0 . Soit K& 0 compact.
PeEY

Alors ¥ e >0 3N >0 tel que Zn n Ke U (u-g,u*e)

UEZ NK
Y n > N
Démonstration

Nous supposons par l'absurde gqu'il existe € > 0 et

ny < n, < ... tel que axieininK,Aiz U (u-g,ute)

UEL NK
i=1,2,... . K étant compact 3 (Aiij=1 < (A)5., tel
que Ai- 2% % & K . Mais Xi.E U (u-g,u*e) = AOE yNK.

J ° J o HEZ NK

Par la proposition I.3.1. on a X € ) = E Y N K, dou

la contradictian. 8

Proposition 1.3.4.

Scit (Un):=1 une suite de sous-espaces de dimensiaon finie
de U telle que inf Jlu-o}|,, =50 VY u € U . Soit A_EJ
U 0
©EUR

de multiplicité s c'est-&-dire Ao est valeur propre de
a(AO,~,°) de multiplicité s . Soit e, > 0 tel que
(AO-%,AD+30) n (Agz(k-eo,k+ao)) = {XO} . Alors Y ¢ > 0 ,
e <e  3N>0 tel que En n (A -e,r_+e) soit formé de

s valeurs exactement, multiplicité comprise, V¥ n > N



Démonstration

Nous commengons par définir une famille d’'opérateurs liné-
aires, continus, autoadjoints, positifs compacts de V
dans V comme dans le 82

Si A E 0 alors A(A) : V> Uec V est tel que Y f E V
alrA,A(N)f,v) = (F,v)v Vv v 82U . 0On définit, de plus, une
autre famille d’opérateurs linéaires, autoadjocints, posi-
tifs, & range de dimension finie comme suit : si A E O
alors An(AJ : Voo u, = V est tel que V f E V
a(x,An(A)¥,v) = [F,v)v ¥ v E U,

Fixons X E 0 et considérons le spectre o(A(A)) de A(X) .
Al(X) eétant un opérateur compact, son spectre est formé de
valeurs propres de multiplicité finie sans point d'accumu-
lation autre que zéro. A(A) étant autoadjoint et positif

il est possible de numéroter les valeurs propres de A(X)

en commengant par la plus grande et en répétant la valeur

selon la multiplicité. Nous aurons donc uth) 2 uz(A] >
2 us(k) 2 ... > 0 ces valeurs propres.

Lemme 1

Mo g - R+ est continue et croissante, i = 1,2,...
Preuve

Montrons tout d'abord la caontinuité de My I1 suffit de

montrer que A = A(X]) est continue lorsqu'on munit 1'espace




des opérateurs linéaires continus de V dans V de la
topologie uniforme. La conclusion découle immédiatement

de [5] p. 1091,

1.A2 € 0 on a a(lq,

= (flv)v - a(A1JA(A2)FJV) = a(AZ;A(AZ)FIV) - a(A

(A(A1) -A(AZ)JF,V] =

SACAS)F, V)

1 2

YvEU, VYV fEV

Ainsi par les hypotheéses (iv) et (vi) on aura

200, (A = AOLDIEVI] < lag=a | AR Tl
YveEU, Y fEV . En posant v = [Atkq) -A[Kz))F et en
utilisant 1'hypotheése (iii) on obtient

Xl (ACx,) -AOLFNL € A, L IIROF] ) v F e Y

On a ||A(>\2H||U < A/x Iflly, v FEV

——>||A(>\1)-A(>\2)|| = sup [[CACA)) = A DFL, <
. FEV, [} £l =1
1 L

s = |A2-A1| Ainsi A(A,) » A(A,) lorsque A, > A,

>

ui(k) est donc continue. Montrons gu'elle est croissante.

Pour ceci il suffit de montrer gue A[A1) < A(r,) si

2

A, € A, (voir [17) pp. 234-237).

< AZ et soit f E V . Posons

ug = AA)F et u, = A(A2)$ . On obtient

a(kq,uq,g) = (f.g)v Ygt€EU

alA,,u,y,g) = (F,g), Vg €& U

yu,) . Mais IXE (A.,A.)

Ainsi a(Xx,,u,,u,) = ali.,u 172

R 272

R Ve S S



- N d %
tel que a(>\1lu1:u1) - a(A ;U1,U1J + ()\,1 )\ ) d)\ a[A:U'loU

2 2 4
Oe ces deux derniéres relations on tire
ali,,u, -u, u,) = (XA, -25) 4 a[i u,,u,) > Q
2°°2 1, 71 17 727 dX O I
Ainsi [(A(Az) - A(A1))F,F)V = a(%2,u2~u1,u2) =
= a(Az,uz-u1,u2-u1) + a[XZ.uz-uq,uq) > 0 . B

Ce qui a été fait pour A(A) peut etre refait pour An(A}.

{n) (n)

(proposition 1.2.2.). On a 0 < v1(A] < v, (A) <

2

De plus vi(k) est une fonction continue et décrois-

sante sur O

2) vin)(k) i=1,2,...,p(n) sont les valeurs propres

approchées de a(A,+,+) . (proposition I.2.3.). 0On a

0 < v v <L oe plus WM est

une fonction continue et décroissante sur 0 .

) .

Si Hy (A) = Mo (X)) = “p[n)(k) > 0 sont les valeurs
propres positives de An[k) répétées selon leur multipli-
cité on aura

Lemme 2

uin) 0 R est continue et croissante, i = 1,...,p(n) . B
Posons maintenant vi[x) = 1/ui(AJ i EN et vin)(k)

= 1/u§n)(k) i=1,...,p{n) , n EN . A partir des consi-
dérations ci-dessus on obtient

1) vi(X) i=1,2,... sont les valeurs propres de a(A,+,*)



3) Soit X € 0 fixé alors On(a(X,°,-)] approxime bien

ola(Ar,*,*)) dans (0,x) V x ER - o(a(A,+,*)) (propo-

sition I.2.5.). Ainsi vgn)(k) N vi(X) lorsque n=+®,

Y i EN

Donnons enceore un lemme, apreés quoil nous pourrons démontrer

la proposition I1.3.4.

Lemme 3
Si f : R >R est une fonction continue et décroissante

et si Ffi{x,) = x

’ alors 3 x dans le segment [xq,xz]

2 >
tel que fix) = x .

Preuve

Si X4 =X, 0On pose X=X, Supposons maintenant X < X

et considérons g(x) = f(x)-x . On a

g(x1) =F(x1J "X, XomXy > 0 . g(xz) =F(x2) "%, € flixy) "X,
Comme g est continue 3 x E (x1,x2] tel que g(x) = 0 =
= f(x) = x . Si Xq > X5 on a g(x1] = F(xq) "X, =

= Xy x, <0 et g(x2] = ?(xz) "X, 2 f(x1) "%, =0 =

= 3 x E [x2,><1) tel que g(x) = 0 . ]

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer la proposi-
tion I1.3.4. Soit Ao E Z R AO de multiplicité s . Par
la proposition I1.3.2. 3 €, >0 tel que

(AO~%fAO+e) n [Agz(k-eo,x+eo)) = {AO} . Par définition de

=0.



I.3
1,35 EN tel que vj(xo) = vj+1(ko) T e = Vel 1) = A
Appelons J = {j,j*1,...,j*s-1} . Commencons par mantrer

qQue vi[X) 2 (AO-ED,AO+EO) ¥ X E [AO-SO,AO+€O] , Vi g 2
Par l'absurde supposons 3 1 £J et 3 X E (A -e ,A _+e )
o oo To

tel gue v.(A) = A E (A_-e ,A +€ ) . Par le lemme 3 3 X €
o o’'"o o

~ ~

i
segment [A,A] tel que vi(A) = X . Mais A # AO puisque

183 . Ainsi AE ], XA, [A-A | <&, cequiest

0

contraire & 1'hypothese faite sur ey Soit € > 0 , g < €,
_ B . (n) _ _(n) _

et posaons Ai = vi(xo e) , 1 EN , Ai = vy (AO ) ,

i=1,2,...,p(n} , n EN . Les Ki sont valeurs propres

de la forme a(AO-€,°,°) et les kin) sont valeurs propres

de la forme a(XO-e,-,-) relastivement a Un . Soit
s = €, € - Par (3) ci-dessus 3 N1 > 0 tel que pour
(n) . .
n>N,  ona IAi-Ai | <8, 1 =1,2,...,7+s et IN, >0
(n) (n)
tel que pour n > N2 on a A, € J (A ) < vJ 1(AO) < ...
< vj?é 1(k ) < A + ¢ . En appliquant & nouveau le

lemme 3 3 A%n),ié ),...,Xé”] € [AD,AD+9) tel que

(n), 5(n), _ s(n) z(n), _ 3(n) =(n)
vj (A1 ) = A1 , vj+1[A2 ) = Az s eee vj+s_ﬁ(ls ) =

Xén) On aura ainsi, pour n > N = max(N,,N,] , X%n) ,

iénl,...,ié”) LN (e h ve) et de plus si A € ]

’

n

A A, s 4,08, alors A B (A ce,h_ve) . (11 suffit
de tenir compte de la décroissante de vgn][k) , 1= 1,

.,j+s et des considérations ci-dessus pour montrer la

derniére affirmation).
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Remarque 1

Cette démonstration montre implicitement la proposition I.3.3.

Remarque 2

Une estimation de l'erresur peut étre faite immédiatement a

partir de ce qui précede. En reprenant les notations de la

démonstration précédente on a immédiatement IAO—Xin)I S
< vindk o )] ., 1= 1,2,...,8 . L’estimation de

o J+*i-1 "0

-vin) . e
{RO Vj+i—1(ko)| est connue pour des opérateurs aux déri

vées partielles elliptiques approximés par la méthode de
Galerkin [8], [9]. La proposition I.2.6. donne aussi une

estimation de cette erreur.
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IT.

CHAPITRE 11

INTRODUCTION ET NOTATIONS

Dans ce chapitre nous aborderons le probléme donné par
1'étude de la stabilité magnétohydrodynamique d’'un plasma
dans le cas unidimensionnel. Nous considérerons ainsi une
forme bilinéaire sur U = HS(D,1) X Lg(0,1] daoant nous
chercherons le spectre qui en général est formé& en partie

d’un spectre continu ou de valeurs propres infiniment dé-

générées,

Le paragraphe 2 sera consacré & la formulation du probléme
et 8 l’'étude du spectre o(a) . Dans le paragraphe 3 nous

approximerons, par la méthode des éléments finis, of(a)

par On[a) . Nous donnerons des conditions suffisantes sur
les espaces Un pour que On(a) approxime bien of(a)
dans (a,b) VY a,b ER - o(a) . Des estimations d'erreurs

seront données.
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Notations :

Si © est un sous-ensemble de R , alors R sera son

adhérence dans R

Si b,c ER , b < ¢ alors (b,c) sera l'intervalle ouvert

et [b,c] = (b,c)

Si Q€ R et € >0 alors B(Q,e) = | (x-e,x+¢)
xEQ
b2
On notera L, = {f : (0,1 » R mesurable | f f7dx < «}

1 o ;
= = 2
f,g B L, alors (f,g), [Gf gdx et HF}]O (f,f); sont

le produit scalaire et la norme dans L

A
m ~ dSF .
€ (0,1) = {f : (0,1) > R| —— continue, 0<sss<m} , mEN.
dx®
m _ m dSf . .
CU[0,1] = {f € C"(0,1) | — a une extension continue sur
dx
[D,']] » USSSm} ’ m E]N
S x m © ® m
= N , = N
c™0,1) = 0. c™w,1) 5 c7fo, 11 = 0 cTo,1] .
m d4°f
HY = {F € L, | — € L, » 0sssm} (dérivées en distribu-
tion). f,g E H™ alors (f,g) = (=, =& et
° mo o kEg dxK T dxk'0

1
Hflhn = (f,f) seront le produit scalaire et la norme dans
3

HE‘C H" sera la complétion de {f € C7(0,1) | support

(f) = (0,1)} pour la norme

m
Une matrice vy € Cm[0,1] si chaque élément Yij de vy
appartient a Cm[0,1] ; yt sera la transposée de Yy
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Si Yy E 80[0,1] matrice carrée, symétrique on rotera
V(y) = {valeurs propres age vy(x) , 0<sxs1} et
AY) = {x ER : x #0 , "/x € V(y)}
Si W est un espace de Hilbert de norme H'l[w et al-,+)

une forme bilinéaire, continue, symétrique coercive sur W
on note of(a) , Po(a) , CO(a) le spectre, le spectre ponc-
tuel, le spectre continu de a(+,*) au sens de la défini-
tion I.2.1. On note yx et C des constantes de coercivité

et de continuité de a

Si A : W+ W est un opérateur linéaire continu autoad-
joint on note o(A) , P,(A) , C_(A) le spectre, le spectre

ponctuel, le spectre continu de A

5i Range (Al Y o0 Ye W est un espace de Hilbert de
norme li-HY et si A est continu de W dans Y on note
1Ally, = sup Al

UEW
HL"II\,\,:/I




11.2
§2. FORMULATION DU PROBLEME. ETUDE DU SPECTRE
Soit N > 0 un entier.
Si et e (L )N on notera ( )J-C =
L_j \_/ 2 U,‘)Uz)"')UN l;l »
(v1,v2, .,VNJt = v et le produit scalaire dans
N
N -
(L) (usvlg gy = i21 (u;vydg
. 1 N N+1 . .
Soit U = HD X (Lz] et V = (LZ) de produits scalai-
) ) 1
PeS nOtBS (g’Y)U = (u1)V1)1 [szyz)O’N > U1»V1 e HO >
N -
Uss Vs € (Lz) et (g,y)v = (Q’Y)O,N+1
Nous définissons la forme bilinéaire, symétrique, continue
sur U par
! t £t
(I1.2.1) alu,v) = (aulv) + ulB vV +vIB u+uy yv)idx
== 0 171 1% - 1= = = T-
N _ {u Y 1. N
o4 u = (u1} v = (v1} avec wu,,v, B Hy 5 us,v, E (L2)
=2 -2

a € C7[0,1] , alx) >0 ¥ x € [0,1]

B est un (N+1) wvecteur € c10,1]

Y est une (N+1) x (N+1) matrice symétrique € C [0,1].
Nous nous intéressons au probléme "Trouver A E R tel que
Jue U, u# 0 avec alu,v) = Alu,v)y, ¥ v EU" et plus
généralement a celui de "Trouver X ER tel qu’il existe
une suite (u )w_ = U, Jlull,, =1, et une suite

-n n=1 =n"U
:ﬂm«.., o

- 41 -
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(C(n)):= c R, Cln) 225 0 avec [alu_,v) - Alu _,Vv) <

1 n n-- V,
sCm fivll, vYveur. |

Soit oy =  min alx) , By =  max max |B,.(x)| ou |
xE[0,1] 1gigN+1 xE[0,1]

les Bi sont les composantes de B , Yg = inf V(y)

Dans toute la suite on fera 1'hypothese

O N

(II.2.2) Yo > 4(N+1)

le
o

Mentionnons que cette hypothése n'est pas restrictive car
il suffit de modifier a(+,+) en lul ajoutant la quantite

AO(.'.)V ou AO est suffisamment grand. Par cette modi-

fication, l'ensemble des A cherchés est simplement shifte

de AU

Sous l'hypothése (II.2.2) on obtient la proposition suivante :

Proposition I1I.2.1.

La forme bilinéaire af(+,<) est coercive sur U c’est-a-

dire 3 x >0 tel que afu,u) > x[Julld v ueuU

Démonstration

Spit u € U .(II.2.1) donne

—_
—_
I
1
i

1
alu,u) = j [OLu’2 + 2ug t u o+ ut Yy ul)dx
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1 . N+l 1
On évalue I[ 2uf B U dx| € 2 ) J fuy 8 u;ldx <
0 i=1 Jo
N+ !
<28 1 [G Juslluglax 2 85 1 llugliglegllg <

€ 2 BD VN+1 ”U%“O H‘.:'”V

. . 2 2 )
Ainsi alu,ul) > o Hua‘|0 * Yg HH!‘V -2 By VN#T “U1|KDI|QHV

o a Y
0 , Yg 2 0 C 12 0 2
s =2 iy - /2 el P e = Huple » =2 llulll -

Z

0 Yo
En posant x = min(—= ) on obtient le résultat. [

v
Comme U est dense dans V et que 1l'injection de U dans
V est continue on est ramené au §2, chapitre I. Ainsi nous
nous poserons le probleme d'approximer ol(a)

Comme dans le chapitre I on peut associer & la forme bili-
néaire a(e,*) 1'opérateur A : V » Uc V 1linéaire, con-
tinu, autoadjoint, positif tel que V¥ f E V on a

a(Af,v) = (f,v), ¥ v EU. La proposition I.2.2 nous donne
la relation gqu’il y a entre le spectre o(A) de A et le
spectre o(a)J de a(-,*) . Il sera quelquefois pratique

de passer par l'opérateur A pour donner des résultats

sur o(a) . Nous allons maintenant donner quelques résul-
tats sur o(a)l qui, nous 1l'avons dit, peut contenir une
partie continue ou une valeur propre infiniment dégénérée

ou un point d'accumulation.
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Exprimons le vecteur B8 et la matrice Yy par tlocs comme

suilt
t -
o . | M AR
) B, Y; Y,

~

od 81,Y1 sont des scalaires € C [0,1] , 52,y3 sont des

N-vecteurs € Cm[0,1] et Y, une NxN matrice € Cm[0,1].

. 1 1 N A N
Si u = , Vo= v od u ;
Y2 %2

peut écrire la forme bilinéaire

alusy) - J;{aU3V5 f B lugvatugvad o gy
(11.2.3) ¢ (BoulYou vy ¢ (BoVI e YSv DU, v
* gngyz} dx
S T est une partie de R deéfinie par

1, = (A ER | X B V(y,) , 3 x € [0,1]

1

(I11.2.4) £ ;
tel que (o * B, [A—Yz) B

on a la proposition qui suit

Proposition I1I1.2.2.

TC c o(a)
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Démonstration

Comme o(A) est compact =» o{a) est fermé et il suffit
de montrer que T, © o(a) . Soit donc A E T, et construi-

sons une suite (u )., U, JJull, >8>0 ¥neEN tel
“n’n= =n'tU

1
que ]a(gn,y] - Ay V)l € Cin) Hy]]u YV vEU od C(n)

est indépendant de v et C(n) 30

AE T = 3XxE [0,1] tel que al(x) + B

Pour commencer supposcons x # 0 , X # 1 et posons

-1 -1
I = (%-+ 1 . .
N (x — X +n) avec n > N1 tel que Ir]c [0,1]
Considérons pour n > N, , u E H1 tel que support (u, )=
] 1 y in 0 n
cl , u2 dx 2% g, u'2 dx = 1 . Posons
n in 1n
G 8]
u
n
u o= -1 E U
-n U1n(x YZ) BZ
1) On a H-n“U 1 ¥ono> N,
2) Si v E U v = " od v, E H1 E (L )N on
& > Y v, 1 0’ Y2 2 8
par la formule I1.2.3
1
a(yn,y) - A(gn,y)v = j {au1nv * By (ug vy u1nv1) +
0
’ t [ - -1 ]
Mg vy s (Boug rYguy vy vy B Ay ) B g
t ‘1 ’ _ ' -
t v, YB(A Yz) @2 ui Y VZ(YZ A) (A Yz] 8 2u1n} dx =
! £ -1 £ -1
= - ’ 14 Y-R! - - )
IO{[ow(gz(A Yo) leumv1 + oDy, mAasBy - (v (-y,) B, Tu, vy

£ 1 ,
*lygvy m o vg(Anyy) o By vilug b odx
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En posant DB(n) = max [a(x) + @t(A-Y )-1 B, (x)| ,
2 2 2
xEL
M, = max |v,-A-Bl-(ySa-y,) ey
1 1 1023 2 2
Ogxg1
M, = max IYS(A-YZ)-1§2I ,
2 ogxk1 -
M, = max |y..|
3 pexe1 R
1g¢igN

on obtient
oty uv) = Aty ovdyl < o lfar glvilig = mylluy I lv, Il

* leluqnilo “V%IIG * M3'luqn[|0(‘Y2(!O’N‘

En posant Cn) = OCn) + (M, + M, + M) |IU1nHU
on obtient la majoration

lalu syl - A(gn,y]vl < Clrd fivil

n->o n-»>o n->o

D(n}) — 0 et “UWnI[D_"é 0 =»C(n) — 0 .
1) et 2) = X € o(a) (définition I1.2.1.).
Remarquons que si x = 0 ou X = 1 la démonstration reste
inchangée. En effet si, par exemple, x = 0 , on prend pour
intervalle In = [O.%) et on définit comme précédemment
la suite (u, ) _; - L

Remargue

Au lieu de prendre T_ comme défini par la formule (II.2.4)

on peut prendre TC = {€eER | 3 x€E[0,1], (A-v,) (%)
t 1
2

réguliere, (o + B (A—yzi' B



(1)

(2)
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I1 est évident que T, € %c et on montre facilement que
fc < a(a) . Cette généralisation n’'est pas intéressante
pour la suite car seul T est utilisé.

Dans les exemples du chapitre II1I, on peut voir que Tc
n'est pas nécessairement le spectre continu Co[a) de la

forme af(-+,+) . Tc peut étre constitué par une valeur pro-

pre infiniment dégénérée par exemple.

Nous allons maintenant définir un nouveau probléme qui nous

permettra d'obtenir des résultats plus complets sur of(a)

Soit ue€U, u# 0 et XER , X E V(Yz) tels que

Soit w E HS et soit la fonc-

tion test v [ ] g € (L ) . En utilisant 1'expression

alu,v) =

IC

II.2.3 on obtient

1
I {auaw' +Bq(u%w +u1w') Y ugwW ot (w'@g +wYt] }dx =

u
-3°=2
y 1
= AJ wu1dx
0
0
En posant pour fonction test v = -1 ,
(A-v5) (w §2~+wy3)
on obtient
1 t t ! t t -1
JO(W B *wyglu dx = fo(u1§2 u1!3)(k-72) (w’ 8, *wyq)dx

En remplagant (2) dans (1) on a la relation

b(A,u1,w) = )\(u,l,w)O od b(A,+,+) est donnée par

“:.h‘l'n.ml;..m P
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1 £ -1
b(A,u,v) = {la+B2(x-v,) B Ju'v' +
0 =2 2 -2
(II.2.5) ST IR OCLIS R S TS I
1 T3 =2
+ [y +Yt(>\y ) -7 Y.Juv } dx
1 - 2 -3
On remarque que pour A £ V[Y2J , b(A,*,*] est une forme
bilinéaire, symétrique, continue définie sur H1 . On peut

0

s'intéresser au probléme propre généralisé "Trouver A2 V(YZ]

tel qu'il existe u E H1 ,» u # 0 avec b(A,u,v) = x(u.v)o

0
¥V v E Hé" et utiliser des résultats donnés dans 8§83 chapi-
tre I
Le probléme “a(u,v) = Alu,vl, Y v EU" et le probléme

"b{X,u,v) = Mu,v)U Y v E H;” sont 1liés par la proposi-

tion suivante

Proposition 11.2.3.

Si 0 et A B V(YZ) sont tels que
2

alu,v) = Xx(u,v) vvEU alors u, #0,
U, = (A- YZ (u1§2+ U1Y3) et an a b(A,uq,v) = A[U1’V)O
Y v EH . Inversément si w € Hl , w A0 et X E V(y,)
sont tels que b(A,w,v]) = )\(w,v)D Y v E HS alors

w
Sy o= - et A sont tels que

(A—yz) (w'B, *w y3)



.
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Démonstration

1
2

Supposons u = , u 0 et AE V(YZJ tels que

< I
1 c
L

m

c

alu,v) = A(uy,v) Y v E U . D'apres ce qui précéde aon a

. 1
bien b(A,u1,v) = )\(u,‘,v)O Y v E H0 . Montrons encore

que u, ¥ 0 . Supposons par 1l'absurde que wu, = 0 . Alors

1 1
en prenant pour fonction test v = [3] , W E (L2)N dans

alu,v) = A{u,v) on obtient

%

Ainsi oy et puisque A B Viy,) ona u,=0

T2 ¥p T ¥

= u=0 qui est une contradiction.

_1 ,
Avant de montrer que u, = (X-Yz) (u1§2 +u113) on va

montrer la réciprogque de la proposition.

1

Supposons w E HD , WA D et X E V(Yz) tels que
} 1
b{Ax,w,v) = Mw,v)O YV v E HO
W
Soit u = et v E U quelconque.

(A=y,) " (Byw’ + Y w)

Alors a(u,v) = f faw’v!
0

] + 81(w'v1 +wv%) + Yy WV, +

t ’ t t - —1 ’
+wy3)y2 + (v1§2-*v1y3)(k YZ) (@Zw -+y3w) +
1

.ot t -1
b(k,w,v1) + [D(w B, * w Y3)((A-YZJ Y, + Py, dx =

(1 ot t -
Al wv,dx + A (w' B+ wyl) (A-v,) v, dx = A(u,v)
0 1 0 2 -3 2

1)
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N

On obtient bien alu,v) = Alu,v), ¥V v E U
u
Montrons encore que si u = [u;] EU, u#0 et A E V(Y2]
sont tels que af(u,v) = A(g,y)v Y v E U alors
- - -1 ' : T :
uy, = (A Y5) (£_32u,1 +y3u1) . Par ce qui précéde onmpeut af
u
~ 1
firmer que wu, # 0 et u = ~ -1 . est tel
1 LOx-y,) (B,uy +Y3u1)_
que ald,v) = A(G,v), ¥ v EU. Posons alors w = u -u et
montrons que w = 0
Supposons w # 0 . Puisque alw,v) = Alw,v), Y v EU on
sura w, # 0 ce qui est absurde. Donc w = O . ||

Proposition I1.2.4.

Si X E o(a) - (V(Y2) U %C) alors X E Pg[a] , de multi-

plicité 1 et isolée dans o{a)

Démonstration

Soit X E ol(a) - (V(YZ) U %Cl et montrons qu'il existe

u €U, u#0 tel que alu,v) = Alu,v)

j
N ¥ v E U

NEBola) =>a A0 et 3yl _, U, Jlull, =1 ,3cC,

—>oe

Cln) —— 0 tels gue Jalu ,v) -Alu_,v) S C(n)llyHU (o)

soit ¢ € Hé et prenons pour fonction test v =[hq

On obtient

1
t t
’ ' [ ' (e’ - .
IJO{OLU“(O tByluy @ru, @) vy u, 0 (08t @Yy, - etu, Tdx|

< cin) flolly (1
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(A=) Tig

0
En prenant pour fonction test v =
2(0' + 1(3@]
on obtient
1
ot t _ -1 , e at t
I[O{(w §2+<Dy3)(k YZ) (§2u1n-+y3u1n) (o §2+(0Y3)92£dx]
-1 ,
g C(n) H(A—Yz) (ﬁzw ~+Y3®)|[0'N . (2)

En additionnant (1) et (2) on obtient

-1 ,
ib()\,u1n,cp) - Aluy )] < Cndlffefl, + I -y, (B0 +Y3‘°)”0,N]
s peinmflell, (3

o0 [0 est une constante indépendante de ¢ et n

Comme A £ T_ = (a+B(A-v,) '8,) (x) # 0 V x € [0,1]
-1

a+§§(k—72) B étant une fonction continue, elle sera ou

2

bien positive ou bien négative. Supposons-la positive.

Alors 36 > 0 tel gue la forme bilinéaire w(A,-,*) défi-

nie sur H; par w{A,u,v) = b{A,u,v) + 6(u,v)D Y u,v E H;
soit coercive, c’est-a-dire w(A,u,u) 2 xllu”? vV u € Hg
avec x > O
Si nous posons A = A+8 (3) devient

~ 1
|wh,u, @) - Atu, @) | € DCln) flofl, VY ®E Hy . (%)
Si nous montrons 3 e >0 et M >0 tel gue Hu1n||12 €
Yon>M o (4) =X € olwlk,-,)) .
Par 1'absurde supposons 3(U1ni)i=1 c (U1n)n=1 telle que
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lluqninq n—H)°:>D . Sans restreindre la généralité on peut
n-—>oo L
Supposer ”an!|1 —— 0 . En posant pour foncticn test dans

(0 v = [? -\ ] on obtient
Y2 “2n

/'
t t B —. 142
IJU{[§2U1H +Y3U1n)(Y2 A)HZn LJZH(YZ ATy n}dxl N

1
t
£ Cln) H(YZ-A)QZDIIU,N =>!fogzn(yz-l] gzndxl <

< Loty = 1By ugy s ¥z ugallg yd =2y gy 5)
t 2 t N

Or 368 >0 telque s'(y,-A)'s >»8s’s VsER', ¥VxE (0,11 .

C n--co n->c .
Ainsi, comme Hu1nll1_——>o et C(n) —>0 , (5) =>ll!2nHO,N
n->o0 . i N . ’ : :
—> 0 . Il suit que Jju j] ,—>0 ce gul est contradictoire
avec HgnHU =1 ¥ n €N . Nous avons ainsi montré que
AE o(w(A,e,*))
Comme 1l'injection de H; dans L2 est compacte et que

w{A,*,*) est coercive sur H; nous aurons A E PO(W(A,-,-)]

(Voir remarque qui suit la proposition I.2.2.}. Ainsi

1

3 u € HD , u#0 tel que w(i,u,v) = X(u,v)

=b(r,u,v)

Y v E Hs >

0 )

il

X(u,v)O ¥ v € Hé . Par la proposition II.2.3.

A E Po(a]

Si nous avions supposeé a+§;(A-Y2)-1§2 négative nous au-

rions défini w(A,u,v) = -b{A,u,v) + e(u,v]D et la démons-

tration resterait inchangée.




i e

Il est simple de montrer que X est isolée dans ol(a) .
En effet en supposant u+§§(A-Y2)-1§2 positive 3 ¢;>0
et 6 >0 tel que wl(p,u,v) = b(u,u,v) + e(u,v)U soit

uniformément coercive pour u E (X-e¢ ,A+€D) , c'est-a-dire

0
3x >0 tel que wl(p,u,u) 3 xllqu V u E Hg , Y ou €
= (A-eo,k+€0) . Posons wlu,u,v) = wlp-6,u,v) ool
u € (i-eo,i+eol avec A = A+6 . On aura w(p,u,u) leluﬂf
Y ou € H; LV ou e (R-eg.hreg) D? plus si u € HS on a
é% w(d,u,u) = é% w{p-8,u,u) = -Io{gg(u-e-yz)'zgz u'u' o+
+ 2 Yg(u-e-yz)-zgz u'u + yg(u-e-yz)-Z Yq yu} dx

¥ u E (A-eo,l+sﬂ)

En posant v = (u~8-y2) ! (B u’ +Y3uJ € (LZ]N on obtient

1
=) wlp,u,ul) = -[ VtVIjX <0 VY u€E (A-¢
du JD‘ -

Ainsi la famille w(p,+,+) de formes bilinéaires sur HS

D,A+€O)

définie pour u € (A-e¢ ,X+€O) répond aux hypotheses (i) -

0
(vi} du §3 Chapitre I

D'autre part on a vu que si X E ag(a) N (A-e .k+eo) alors

0
10 E Hg , U # 0 tel que b(X,U,v) = X(G,V)D Y v E Hé=®
wiXx,d,v) = (X+e)(a,v)0 Vv E Ha = w(X+6,0,v) = (X+e)(a.v)0

Y v E H; . Par la proposition I1.3.2. on tire le résultat

voulu.

montrer que A est de multiplicité 1

[V

Il reste
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Supposons par l’'absurde que A soit de multiplicite =2 2

Alors 3 u,v E U, u,v # 0, (g,y)v = 0 tels que

alu,z) = A(g,g)v ¥ 2z EU et alv,z) = A(y,g)v Y z €U
Par la proposition II.2.3. nous avons, si u = r31] et
L=2

v I
v = [yz] Pouy 0, v, £ 0, U, = (A YZ) (u1§2 +u113] ,
1

1

Vo T (A-YZ) (v1§2~+v1Y3) . Ainsi u et v sont lingai-

1 1
rement indépendants. En effet, par 1’absurde, si Uy =ov,
@ # 0 alors les relations ci-dessus impliquent u = av
ce qui est en contradiction avec (g,y)v = 0 . En définis-
sant, comme précédemment, 6 tel que w(X,+*,*) = b(Xx,«,*) +

+ 6(’.’)0 soit coercive sur H1 on obtient par la proposi-

0
tion II.2.3.

w(A,u1,®) = (K+6)(u1,®)0 Y ¢ E H; et
1
w(k,v1,®) = (l+9)(v1.w)o Y o E HO
Si 1'on pose a = a+6t(A-Y )-18 b = B +8t(X-Y )_’l Y
=2 2 =2’ 1 =2 2 -3

-1 YB-*G on a a,b,c E Cw[D,1] et

t
et c = Yq'*YB(A Y2)
E

ainsi u,,v

1 82[0,1] (résultats de régularité connus) et

1
sont vecteurs propres linéairement indépendants pour la
valeur propre (A+6) de l'éguation de Sturm-Liouville
-(au')’ + (c-b'Ju = (A+8)u , u(0) = u(1) = 0 . Mais les
valeurs propres de cette équation sont simples [12] et on

obtient une contradiction. n
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Proposition II.2.5.

Si Y, est une matrice constante, alors V(y,) < o(a) .

Démonstration

Soit X E V(y,) . Alors 3 s € R , s # 0 tel gue

Y,8 = As . On va distinguer deux cas.

1) On suppose @;(x)g # 0 V¥V x E [0,1] . Dans ce cas oan

montre que A E P _(a) . En effet soit F1(x) = @;(x)g s
fo(x) = y5(x)s et soit f € C°[0,1] definie par
1 X FZ(T)
fix) = exp(j ———— dT)
?1(x) 0 F1(T)
Posons u = [31 EU avec wu, =0, u, = fs et calculons
) 1 =2 -
! £
a(u,v) = [O{(v; B, * v, Yg)fs + vj v, fsldx =
- (1{\/'?{ e fe eafvtslax vye| ‘e
Jgtr T T T VAt A

En intégrant par partie et en tenant compte de la relation

1 1
ff_= (ff,)' on obtient a(u,v) =2A F’vts = A ut v dx
z 1 == 0 -2 = O- =
Vv EU. Onadonc bien alu,v) = Alu,v), ¥V EU

2) On suppose 3 x E [0,1] tel que Qz(x)g = 0 . Commengons

par supposer x ¥ 0 , x # 1 et soit M > 0 tel que

- (;-%, ;+~%)c [0,1] ¥ n > M . Soit, pour n > M

’




1

e E H1 tel que support (e ) = I ., J '82 dx 2250 ,
n 0 n n g I
Vo2 41
f e'” dx =1, et soit u_ = n E U avec
n -n u :
0 -Zn
Yin T 0 Yon T Ep 8
N N
On a [Ju |l = 7 52 He’||2= ) s o0 s, sont les
=n''y & 1 n''o e, T i
1=1 1=1 N
composantes de s dans R s # 0= ] s? = €2> 0 =
i=1
Y
Hufl,, 2e ¥Yn>nm.Ssi v = [ E U on calcule
-n'tu - v
-2
! t t t
|a(u ,v) -A(un,v)V[ = [JD{V1 By v v,Yg)sel r voy,sel -
t ! t £
" Avos en}dxl = |[O(v1 Bo+rv,Yg)sel dx |
L . t ,
En intégrant par partie le terme Y% svyel et en posant
C = ( max Iyé(x)gl +  max Iyg(x]gl ) on obtient
xE[0,1] x€[0,1]

1l'estimation

t
latu »v) - Mu svdyl € tmax [B(xds| + Clle lg} llvyll,
xEIp
En posant C(n) = max IBt(st| + Clle_|]|, on a bien
-2 - n' g
xEIn
n->o
Cln) —0 et Jaly_,v) -A(gn,y]vl < Cln) flvll, YvEU.

Ainsi X E ol(a)
Si x=0 ou x=1 onprend I =1[0,) 00T =(1-+,1]
n n n n

et la démonstration reste inchangée. o
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Remarque

Si Y, n'est pas constant nous n'avons pas géneéralement
V(YZJ € o(a) . Les deux exemples suivants montrent que nous

ne pouvons rien dire & priori sur V(yz)

1) Exemple o0 V(YZ) c ola)

1

Prenons U = HD x L2 vV o= L2 X L2 (?as ot N=1) et

soit la forme bilinéaire af(u,v) = ( {ulv: + (1+x)u,v,}dx .
=7 - Jo 171 22

T . . _ 2_2

Il est facile de voir que dans ce cas o(a) = {k"n° ,

k =1,2,...} U [1,2] . Ainsi V(y,) = [1,2] € o(a)

2

2) Exemple ol V(YZ) & o(a)
Prenons encore N=1 c¢'est-a-dire U = H; X L2
V = L2 X L2 et soit les formes bilinéaires ae[g,y) =

“ +
= J {U1V1 UV, ot UV v, Y (2+ex)u2v2}dx od e€ER .
11 est facile de voir que O(ao) = {1} U {2} U {2+k2ﬁ2,
k = 1,2,...} . (Voir exemples chapitre III). D'autre

part la valeur 2 est valeur propre de a de multipli-

cité 1 . Soit les opérateurs Ae Vi UcV tel que
Y fEV on a ae(AEf,y) = (f,y)v Y v U (cf. §2
chapitre 1I). On montre facilement que Ae > AO unifor-

mément lorsque € - 0 . En effet aD(AOf,y) -ag(AEf,y] =0




- 0 0 0 €
-a (Afv) YVvEU,VYFEV. (D)
i u€U ona [aglu,v) -a_(u,v)] < ellallyllvlly, Yveu.
En utilisant la coercivité de g et en posant
v = (Ag-A_)f on obtient X[[(Ag-A)EIl, < ellA_FIl,

Mais ag admet la méme constante de coercivité

que a,; et on a HAef”V

1
< sy, veevw
D’ ou ”AO—A€|IV’V < ;5 ¢ > 0 lorsque € -~ O
La valeur 2 étant valeur propre de multiplicité 1 de a,

et isclée dans o(ao] , alors

de AO de multiplicité 1 et iso

sera valeur propre

= Ni-

ee dans o(Ay) (proposi-
tion I.2.2). Soit I wun voisinage ouvert de 1/2 dans R
tel que I N o (Ag) = {1/2} Alors 368 > 0 tel que,pour
e<6,1IN O(Ae) est formé gque d’une seule valeur

({171 p. 367).

En reprenant la proposition I.2.2. on a prouvé que pour

e < § fixe V(yz) = [2,2+e] & ol(a)
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APPROXIMATION DE o(a) PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Dans ce paragraphe nous approximerons ol(a) par on(a)
od on(a) est le spectre de la forme bilinéaire al(-s,*)

relativement 3 Un- sous-espace vectoriel de dimension finie

de U (voir définition I.2.2.).

De fagon générale si (Un]o° est une suite de sous-espa-

n=1
ces de dimension finie de U ayant la propriété

"¥Y fEU, inf Hf-@lhj - 0 lorsque n > « " alors
PEU,

On(a) n'est pas nécessairement une bonne approximation de
c{a) dans I = intervalle ouvert de R, au sens de la dé-

finition I.2.3.

Nous avons vu dans le §2 Chapitre I que la condition 1) de
la définition 1.2.3. est satisfaite (proposition I.2.4.).
Par contre la condition 2) n'est pas satisfaite en général

et dans ce cas on dira qu'il y a pollution de of(a) par

Oh(a) ou que opfa) pollue ofa) . Des exemples du chapitre

III montrent cette pollution (Voir aussi [41).

Dans ce paragraphe nous énoncerons des conditions suffi-
santes sur les espaces Un pour gu'il n'y ait pas pollu-

tion de o(a) par o _(a)
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La proposition suivante introduit des coefficierts appro-

chés dans la forme bilinéaire al(-+,-«)

Proposition II.3.1.

o8] . . . 3 .
Soit (U une suite de sous-espaces de dimension finie

n'n=1
de U satisfaisant : " ¥ f € U, inf Hf—@||u-+0 lorsque
PEU,
n > o "
Soit (a_ )7 (g )" (v )7, d ites de foncti
oi adoaq o B o (Y es suites de fonctions,

fonctions vectorielles et fonctions matricielles E Lw(O,T)

n-o
telles que |la-a ||, = sup ess [a-a [—— 0, 18-8, 1=
n-rco
max sup ess lBi‘Bi | — 0, |[[y-v llw - max
i=1, 000, N+1 n n 1,35 150w N+
n->o
Sup ess IYij_Yijnl — 0

1 t t t
Soit an(g,y] = fo{an%v1 tup Bov ot vaB U ruTy v }dx

la forme bilinéaire symétrique continue définie sur Un

par (II.2.1.) o4 a , B et y ont été remplace par a

@n > Y, » 0 la) et On(an) seront les spectres de a et

an relativement a Un (définition I.2.2.).

Alors si €, >0 et A ER sont tels que ¥ &€ >0 , e<¢

0 0

3N tel que pour n > N

1 on(a) N (A-e,X+e) = exactement

1

s valeurs multiplicité comprise,on a

Ye>0, €< eg 3N, >0 tel que pour n > N, On(an) n

N (X-e,x+e) = exactement s valeurs multiplicité comprise.
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Démonstration

Plagons-nous dans les hypothéses de la proposition II1.3.1.

et définissons les opérateurs An et An : V> UCV comme
n

dans 82 chapitre I par

1)

2)

jt]
P =
1<
[}
1t
1<
.
1<
(4p]
c

~ n->oo
On montre facilement HAn-An]IV y —> 0. En effet on a

latu,v) -a (u,v)| < K(n) Jlullj Hlvll, Y u,v €U od

K(n) ne dépend pas de u,v, Un et avec K(n) 225 g

Ainsi si f € V on obtient

|a(A_f - AELv)] = la (A _f,v) - a(Anf,\_/JI € Kn) A fll 1Ml U
YvEU .

- n
En posant v = Anf -Anf et en utilisant la coercivité
de al(+,+) on obtient x||(An- An)f||U < K(n)||AanU
IlAn“U,V étant borné en n nous aurons ”An-RnHU,V +0

~ n->o

= |[A Ay, y —0
An et Rn sont & range de dimension finie donc compacts.
De plus, si n est assez grand, A et Kn sont posi-

n
tifs car (An f£,f), = a(Anf,Anf) >0 VFfEV et

v
£,A£) 20 Y FEV

(Anf,f)v = an(An

Soit donc “1n 2 Moo 2 M3n, 2 ceiveee 2 0 et

B, o2 R, % ... A
Hig % By 2 2 0 les valeurs propres de An et An




répétées selon leur multiplicité. On a |u, -0

s [IA - i=1,2,... ([17] p. 236). Le résultat

AnHV,V ’
de la proposition II.2.1. découle immédiatement de 1),

2) et de la proposition I.2.3.

DEFINITION II.3.1.

«©

Nous dirons que la suite (Un]n=1 de sous-espaces de type

éléments finis de WU est de classe Sp ol p est un en-

tier 2 1 si

Y nEN il existe m(n) points 0 = X < x5 < L.l <
< x(n) = 1 dans [0,1] tels gue
m(n) ’
a) lim max lxgn] - xgn)l = 0
. 1 1-1
n+o  i=2,...,m(n)
MENEP
b) U peut s'écrire U =S x 0T T J avec
n n n . n
j=1
0
s = {fecio,nl | £(0) = f(1) = 0 et f/[xgn%,xgnJ]
- 1
est un polyndme de degré < p , i = 2,...,m(n)} et
(jl - .
T = {f € L, | F/(XgT%,Xgn)] est un polynéme de degré
s p-1,1=2,...,m(n)} , J=1,2,...,N
si (U ]m_ est de classe S5 _, p entier > 1, aon a
n'n=1 P
U U YneEN et ¥YuelU inf llu-ol] =30
n - - ="y
@EUn
h = ma x Ian) —an)I sera dit "paramétre de finesse
n . i-1
i=2,...,m(n)

de U ."
n
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Nous pouvons maintenant énoncer un résultat de bonne appro-

ximation du spectre o(a) de la forme bilinéaire al(-,-)

Proposition II.3.2.

Soit p un entier 2 1 et supposons (Un):=1 de classe

S5 . Soit pour n EN On(a) le spectre de la forme bili-

p
néaire al(+,*) relativement a Un
Soit b,c ER-0(a) , b <c , I[b,c]l N (V(Yz) U TC) = @

~Alors On(a) approxime bien o(a) dans (b,c)

Démonstration

Sous les hypothéses de la proposition II.3.2. il faut mon-
trer 1), 2) et 3) de la définition I1.2.3. La condition 1)
(déf. I.2.3.) découle immédiatement de la proposition I.2.4.

et du fait que inf [lu-¢]|, 21:>0’g E U . Nous allons donc
QEU,

montrer 2) et 3) de la définition I.2.3. Pour le faire nous

commencerons par construire un probléme intermédiaire.

(Un):= de classe Sp = pour n €N fixé 3Im{n) points
0 = x{M o tm oML Jerifiant a) et b) de la
1 2 minl (M (n)
définition II.3.1. Soit yi”) = S ix1 4= 1,2,...,mm-1.

Nous construirons les fonctions suivantes
(x-xgn))
i (n) (n) (n)

(n) .
§2n(x) Qz(yi ) - — YS(yi ) si x € [xi PXi

i = 1,2,..-,m(n)‘1

)

. {(n) _(n)
5 } si x E (xi X5

Y3n(X)

) ., 1= 1,2,..,m(n)-1 .

"

[

w
<




(n)) si x E (xgn),x(n)

. . }),1=1,2,ce.,m(n)-1.
i 1 1+

YZn(xJ = Yz(y

. ) siéme
Si 1l'on note Bj2n , sz , Yj3n , Yj3 la j composante
des vecteurs §2n » By s Yaq, o Y3 0 1,...,N et Yik 2n

ij 2 le coefficient (j,k) des matrices Yon et Yy s

j,k = 1)-‘-,N on a gzn ’ Y3n ’ an E Lgo Et H@z_gznnwz

= max max su |B.(x) - B.y (x)]| >0
= =1, ] - (n) . (n)y J2 Jzn
j=1,...,N i=1,2,...,m(n)-1 xE(xi ’Xi+1)
1>
Y5, = Y5l =, mex max sU Y330~ Y330 —0

P
3#1, . N i=1,2,..0,mn)-1 xE(x(n), x{n))
v 1 i+1

”Y =Y Hoo= max ma x sup IY "Yk I
2n 2 j)k=1,-o-;N i=1,2,..-,m(n)—1 XE(Xgn],x,(Tl)') szn J 2
. t n->oo

—> 0

Soit an[°,°) la forme bilinéaire sur U obtenue par la
formule I1.2.3. dans laquelle @2 > Y5 et Y, ont éte
remplacés par @Zn » Y3, et Yon et soit bn(A,.,.) la
famille de forme bilinéaire sur Hé obtenue par la formu-
le II1.2.5 dans laquelle @2 » Y3 et Y5 ont été remplacés

par B On obtient tout d'abord le lemme

on 7 Y3p et Y2n

suyivant

—
u
Si wu = L e u , u#0 et X ER - V(y,) sont tels que

Ys n 2
a (u,v) = A(u,v) ¥V v E U alors ona wu, # 0,
n - - =t eTy - n 1
- -1 ) _
uy = vy ) (Byug v Yguy) et b Dhugvd = AVl

Y vES . Inversément si wE S_ L w#O0 et AER - ViY,)

sont tels gue bn(A,w,v) = A(w,v)O Y v E Sn , alors en
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posant u = -1 = n
(A-v, ) (B, W

Preuve
La démonstration de ce lemme se fait comme celle de la pro-
position I1II1.2.3. aprés avoir montré que si A ER —V(YZ)

N .
, -1 , (j)
alors (X an) (gznw +Y3W) € jngn Yw E Sn .

NE VY, A E Viy, ) et -y, ) ' 2 un sens. Soit

G = (A-an)—1 . Les éléments ij de la matrice G seront
constants sur les intervalles (xgn).xiTz). i=1,...,m(n)-1.
11 suffit de vérifier que BjZnW + Yj3nw est un polynbme
: - (n)  (n) ,
de degré p-1 sur (xi ,xi+1) , 1 1,2,ce0e,m(n)-1 ,
¥ weéE S
n
Soit w € € et prencons 1l'intervalle I = (xgn),xgn)) ,
n i 1+1
i=1,...,m(n)-1 . w/; peut s’'écrire w/p = agtagx ..
+ a xP . Ainsi w'/1 = a,*2ax+...+tpa ><p-1 et
P 1 .(n) P
(B, w' vy wi/g = ey - X0 gy,
=2n 23n I =2 71 P <3 1
. p-1 (n) P
[a1 +282x t ...t P apx ] + Y3(yi } [a0+a1x+...+apx ]

Ainsi on obtient bien un polynfme de degré < p-1 car le

coefficient de xp est nul. |

Revenons a la démonstration de la proposition I1II1.3.2. et
montrons la condition 2) de la définition 1.2.3. c'est-a-

dire
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Ye >0 3 M > 0 tel gque on(a) N(b,c)eBlola) N(b,c),e) ¥n > M.

Par 1'absurde supposons 3e > 0 et Ny <Ny < s tel que
o, (a) N(b,c) € B(o(a) N{b,c),e), 1 = 1,2,... Soit
i
An € o (al n(b,c), An £ Blola) n(b,c),e). La suite
i & i i oo oo
(Ani)i=1 est dans (b,c) donc bornée => 3(xni )j=l c (kni)i=l
Jroo J
tel que An =—> XA E [b,c]. Sans restreindre la généralité
i,
J n-+c
nous pouvons poser n. =j et supposer A —> A E [b,c].
J

Il est clair que X € o(a) car b,c £ ol(a) et
An £ Blola) N(b,c),e). Nous allons montrer que X € o(a) ce

qui est une contradiction. En posant

t
By ) Yy Y3l
o = d, B = et y_ =

, n E N
8 n Y Y
-2n -3n '2n

les hypothéses de la proposition II.3.1 sont satisfaites et

ainsi 3 Xn € Gn(an) tel que in 2> . Comme on a Supposé

[b,c] ﬂ(V(YZ)lJfC) = ¢ on peut supposer A et Xn £ V(YZ](JfC.

Par le lemme ci-dessus ju_ € S, ||un]|0= 1 tel que
bn(kn,un,v) = An(un,v)G Yv E S,
. _ | t -1 t o~ -1
Si D(n) = 4 max{ll@z(x-yz) By = B, (A 7Y,,) §2n(iw.
A E T | R
HygOmvg) ™ 8y = vg, O mvg) 7 Boplla sl ysOovg) 7 g
t N -1 )
- Y3n(xn-X2n) YBnHm } on a D(n) 222 0 et

(b(A,u,v) - bn(in,u,v)f £ D(n),]ul,lllv])l Yu, v E S /YnE N

(1)
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A E V(yz)u%C => 3 6 > 0 (6<0) tel que W(A,.,.) =b(A,.,.)

+ 6(.,.)0 soit coercive sur Hé {(-W coercive sur Hé). Ainsi

la relation (1) nous permet de supposer, sans restreindre
la généralité, 36 > 0 et X > 0 tel que pour n assez grand

on ait

2
W(A,u,u) = b(r,u,u) + 8(u,uly 2 x[luf[ VYu e Hé
1
~ ~ 2
W (X su,u) = b (X ,u,u) + 0(u,u)g3 x[lulg Yu € S _.

A +6

X _+8
I u ||2 L et donc la
n''y X

Nous avons ainsi || u || <

suite (Un]:=l est bornée dans Hé. I1 existe donc une sgus-

suite de (un):= convergente dans L2 (compacité de 1l'injec-

]

tion de H1 dans LZ). On peut supposer ainsi, sans restreindre

0
la généralité, que u_ 2> U € L,. Soit U E Hé tel que

WOLT,V) = (A8 (u,v)g Yy € Hl

0 et soit u_ € Sn tel que

W(A,U-0 _,v) = 0 VYv E S . On a
n n

~ o~ n->o o]
a) l|u-unlh —> 0 (car (U ) _, est de classe sp).

b)  [WOLT - V=] () (g + W Lu ) - W R Lu ) - WOV
< |(A+e)(u-un,v)ol+|(A—An)[un,v)ol+]wn(An,un,v)-W(x,un,v)l
< ol fumu g lvillg « A ] livlige oy Il vl wes .
en posant v = Dn -u et en utilisant la coercivité de

W(X,.,.) on obtient X||Dn—unH1< |A+6||]u-unHD+ IA-&J +

Xn"’e\% N>
+ [ ~ J D(n). Ainsi Hun -unlll —> 0.
(a) et (b) => || G -unHl 27> 0. Comme || u -upll 2% 0 on
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aura u = U. Ainsi u € H ||u|% = 1et b(h,u,v) = Xlu,v)g

1
1 o
Yv E HO' Par la proposition II.2.3 on obtient donc X E o(a).

Nous montrons maintenant la condition 3) de la définition
1.2.3. Soit A E o(a) N (b,c). Alors X € Po(a), de multiplicité
1l et isolée dans ol(a) (proposition II.2.4). Soit ¢ > o tel
que (A-e , A+e)<E (a,b) et [A-e, A+elN o(a) = {A} et montrons
qu'il existe M>0 tel que pour n>M on a (X-e,A+e)N o (a)={A_}
od An est de multiplicité 1. Supposons par l'absurde que

YM > 0 3In > M tel que (A-g, A+e)N on(a) soit formé d'au
moins deux valeurs propres de al(.,.) relativement a Un’ mul-
tiplicité comptée. Sans restriction de généralité et par ce
gui a été montré précédemment on peut supposer:

3 An’ Mo ER, Yoo Y, E Un tq

o) My dly = Iy lly= 1o Gy vy = 0,
d) AL s h, w5,
n
e) a(gn,y) = A (gn.v)v ,a(yn,y) = un(yn,ylv ¥v E U .

n n’=n

C) “ ‘L']n“\/= H Vn”\/ = 1’ (Qn-\!n)v = O

d) Xn >~ X, @i > A lorsque n > =,

e) an(gn,y) = An(gn,y)v .an(yn,yJ = un(yn,y)v Yy E u -
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on peut utiliser le lemme et faire les mémes considérations

que dans la premiére partie de la démonstration. Ainsi, sans

1
restreindre la généralité on peut supposer: Upsvy E HD tel

que

n->»oo

—_ 0, ]]vl-v -

) llul-u —> 0.

ln”l ln”l

1
g) b(A,ul,v) = A(ul,v)D , b(k,vl,v) = )\[vl,v)D Yv E fﬁo.

De plus on a

h) Usn, (X )

n_YZn
-1
v

=-2n - (un-Y2n) (§2n Vln +Y3n V1n]'

oy ) 1
En posant u = | 1 et v = 1
L-(A-yz) (B,u +Y5u;) (-y,) “(Byvy* Ygvy)

~ N>
(f) et (h) => || u - gn|b —> 0 et ||v

'
<k
v
(=]

(]
-
-
~_
1
-
<
—
1]
o

Avec (€) on aura donc ||g|b = 1, Ilylb

Mais en utilisant (g) et la proposition II.2.3 on a

et alv,w) = Alv,w) Yw € U.

alu,w) = x (u,w) v

Vv
Ainsi A € Po(a) de multiplicité au moins égale & 2 ce qui

est une contradiction.
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Proposition II.3.3

Soit p un entier 3 1 et supposons (Un):=l de classe Sp'

Soit, pour n € N, cn(a) le spectre de al.,.) relativement
a u.- Soit b,c € R-o(a), b < c, I[b,c] ﬂV(Yzl = ¢, Alors il

n'y a pas pollution de o(a) par cn[a) dans (b,c) c'est &

dire ¥e > 0 3 M > 0 tel que o_(a) N(b,c)= Blola) N (b,c),e).

Démonstration

Supposons par 1'absurde ER E(ﬂ#a)ﬂ(b,c), A, £ Blo(a) n (b,cl,el.

[+ o]

Comme (An)n=l est bornée, on peut supposer sans restriction

n->o

de généralité An > X E [b,c]. Comme b,c & ola) et

An £ Blola) N(b,c),e) on aura A £ o(a).

Proposition 1I1.2.2 => fcc gla) => X g %c . Ainsi
A E fc U V(Y2) et il y a contradiction avec la proposition
I1.3.2.

n
Remargques

1) Si la matrice Y5 est constante alors V(Yz)c:o(a) (propo-
sition II.2.5)., Dans ce cas nous pouvons supprimer 1'hypothése
Ib,c] ﬂV(YZ) = ¢ dans la proposition II.3.3 et nous aurons:
on(a) ne pollue pas o(a) dans (o,c) o0 c est quelcongue dans
R+, c £ o(a). En revanche, la condition de bonne approximaticn
(3) de la définition I1.2.3 n'est pas nécessairement vérifiee

si A est valeur propre de a(.,.) avec A E V(YZ). L'exemple
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suivant le montre.

1
l t ’ ’
Prenons U = Hy xLy,,V = LZXLZ, alu,v) = [ {Ulvl Uy, ot

+ u2v1 + ugvy + 2u2v2}dx.

Il est facile de voir que 0(a)={2+k2H2, k=1,2,...}U TCU V(YZJ

"

ou T, {1}, 1 étant une valeur propre infiniment dégénérée,

V[yz) = {2}, 2 étant une valeur propre de multiplicitée 1, de

vecteur propre [El]] .

Construisons les espaces (Un):= comme suit. Soit n E N,

1

o1 (n) . . _ 0
ho= % %y (i-1h_, i=1,2,...,041, S = {f € C°[0,1]]
f(0) = f(1) = O, Fi[x(n) x(n)] est un polyndme de degré 1,

i 771+l

. o (n)_
i=1,2,40.,n}, h = hn/2, Y =

(i-1)h , i=1,2,..,(2n+1),
n n

T, = {f:10,11 = R | f = constante, i=1,2,...,2n}.

(n) (n)

[yl ’yi+l)
Seit U= S x T , Alors (U )w_ est de classe §..
n n n n'n=1 1
Soit pour n EN les fonctions
( . (n) (n)
1 six € (y; 9095 )
(n) _ | . (n) (n) -
ti/2 J 1 si x € (yi » yi+l) » 1'2;418;"-:20.
L 0 ailleurs
0 0
En posant g(n]= et ggn) = {— , i=1,...,n il est aisé
0 1 i t(n)
L B
. (n) c (n) _ (n)
de voir que ‘N E Un’ i=0,1,...,n et a(gi ,V) = 2(gi ,y)v

Yv E Un' i=0,1,2,.v.,n. Ainsi la valeur propre 2 € Gn(a) est
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de multiplicité au moins égale a (n+l). La condition (3) de
la définition I.2.3 n'est pas vérifiée.

2) Si la matrice Y5 n'est pas constante nous avons vu que
V(Yz) n'est pas nécessairement dans o(a) (Exemple 2 de la
remarque qui suit la proposition II1.2.5). Dans ce cas nous

ne pouvons pas supprimer 1'hypothése [b,c]l NV(y,) = ¢ dans

2

la proposition II.3.3. L'exemple suivant le montre.
1 1

Prenons U = HD xL2 , V = LZXLZ, alu,v) = Lj{ulvl Ujvs

, uzvi tuqvy ot (2+ex)u2v2}dx. Pour € > 0 suffisamment petit

+

nous avons vu (ex.2 de la remargue qui sult la proposition

IT1.2.5) que V(Yz)ﬂ cla) = une et une seule valeur propre de

al.,.) de multiplicité 1.(V(y,) = [2,2+€]).

2

En reprenant les espaces (Un):=l construits dans (1) ci-des-

sus il est facile de montrer gue on(a) n V(Yz)"devient dense”

dans V(YZJ lorsque n + «, En effet soit Yon la fonction cons-

e . _ (n) . - [n)
tante par morceau définie par an(x) = 2+¢ x4 si x E [xs
(n) .
xi+l]’ i=1,2,...,n,
n--o 1
! - — 3 = ’ ' '
On a ll Y2 anllm > 0 et si an(l_-_“\_{) fo{ulvl + ulv2

UVt Y, WY }dx 11 suffit de mcntrer que

UoVq 2V2

o,la.) n V(y,)" devient dense” dans V(y,) lorsque n > =

(proposition II.3.,1). Pour le faire on vérifie que le vecteur

gin) défini dans (1) est vecteur propre pour la valeur propre
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(n) _ (n) G w e o .
Ai = 2 + exy de la forme bilinéaire an(.,.) relativement
a Un’ i=1,2,...,n. Les xin), i=1,...,n"deviennent dense”

dans [0,1] lorsque n = « ce qui montre le résultat voulu.

Proposition II1.3.4

’

Soit p un entier 3> 1 et supposons (Un]:=1 de classe Sp' Soit,

pour nENIN, on(a) le spectre de a(.,.) relativement & Un'

Soit A E o(a) - (TC U V(YZ]) et soit A E on(a) tel que

n->-o

> A .

A
n

Alors on a l’estimation : [A—AnI = D(hip)oﬂ h est le para-

métre de finesse de Un'

De plus si y E U ,Ilg|b = 1, alu,v) = A(u,v), Yv E U et si

v
u €U, l[gnilv =1, aly, ,v)= An(gn,yJV Yy € U, alors
) ) . p
Je, = £ 1 tel que ||y engnllu 0Ch ).
Démonstration

Soit A € g(a) - (TC u V(YZ)].Alors par la proposition II.2.4
A est valeur propre de al(.,.) de multiplicité 1 et isolée
dans ol(a). Soit €q > 0 tel que [A-ED,A+ED] n (TC U V(YZ]] 3¢

et [A-¢ A+€D]f10(a) = {A}. Gréce & la proposition II.3.2 on

O’

peut considérer An comme unique valeur propre de multiplicité




IT.3
1 de a(.,.) relativement & Un dans (A-ED,A+SO).
Soit u E U, ||L_1||V = 1 tel que alu,v) = Alu,v), Yy EU
En posant u = ’ avec u, E H1 et u, € (L )N on a
U, 1 0 =2 2
-1 1

U, = (A-yz) (ui§2+u113) et b(A,ul,v) = A(ul,v)o Yv E H

Q
(proposition II.2.3). On a vu dans la démonstration de la
proposition II1.2.4 que si A E %c alors 38 >0 (6 < 0) tel
que W(A,u,v) = b(X,u,v) + e(u,v]0 soit coercive (-W(A.,.)
coercive) sur Hé. Soit f = (X+6)u

1" Alors Uy est solutian

1
du probléme: "trouver u € H, tel que W(A,u,v) = (f,v)

0 0
1 S S+2 1 C S 1
Yv E HG . T EH =>u€EH n HO et ainsi Uy EH N hD
¥s EN => u; € C° [0,1]. On aura donc aussi u, € ¢ [0,11.
N .
S . (i) . P
Ainsi 30, €S et l, € ilen tel que || u; thll— 0(h ) et
U
- 3 o) NV In . _ <
I Uy 92n|l y = 0(hr).[14).81 G 3 on aura inf |lu @]MJ
(L2] 2n QEU_

-0 = P
< Hleglly = o).

La proposition I.2.6 du chapitre I nous permet de conclure.

Remarque

Nous avons vu gue si (Un): est de classe Sp avec p entier

=1
> 1 et si b,c €ER-0(a), b < c, [b,c] n(V[szU %C) = ¢ alors
on(a) approxime bien o(a) dans (b,c) et on a l'estimation

’ . _ _ = n--<
d'erreur (si X € ofa) V[YZ) T, et kn € on(a) tg A, —>A)

IA—Anl = D(hip) ot h est le paramétre .de finesse de U . Si

Y, = Agl o0 Ay E R', I = (NxN)-matrice identité, il est
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possible de faire des hypothéses sur Un plus avantageuses
que celle de la classe Sp pour obtenir des résultats identi-
ques. En effet soit (Sh)0<hsl une famille de sous-espaces
de dimension finie de Hé ayant la propriété "Yu € Hé n yP*l

on a inf |Ju-o|l, = 0(hP), p31". Soit T, ={Bw'+yw, wE S}
1 h -2 3 h
@ESh

gt soit U_ = Sh xﬁﬂj. (Uh ainsi construit a des "dimensions

h
considérablement plus petites” que s'il est de classe Sp,
surtout si N est grand). Soit o, (a) le spectre de la forme
bilinéaire a(.,.) relativement a Up, -

Alors (l) VbJC ER - 0(8), b<C) [b;C] n({)\o}) U -EC) = ¢

on a oh(a) approxime bien o(a) dans (b,c).

E oh(a) est tel

(2) Si A € ola) - {AU} - fc et si xh

que Xh + A lorsque h »- 0 alors on a l'estimation

-, = 0th®P),

On montre (1) et (2) de la maniére suivante,

U
e . _
(a) Si u -{- ,up €S, u, €T, u#0etr ER-{A)

sont tels que alu,v) = A(g,y)v ¥y € U alors u; et

A sont tel que b(A,ul,v] = Mul,v)D Yv E S, et de plus
1 '

Yo T xmao (Boul oYyl

0

Inversément si w E S w # 0 et X E R-{XD} sont tels

h)

W
b }\, , = A , V = -
que bQ,w,v) (w V)D v E S, alors u [EA'AD) l(BZW'*Y3W£}

-
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et A sont tels que alu,v) = A(u,v) Yv E U

Ce point (a) se montre comme la propogsition II.2.3 en tenant

compte que (A-AD)_I(gzui

(b)

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

) E Tﬁ} si u. E S, .

* Y34 1 h

Si [b,c] ﬂ({lo} U %C) = ¢ alors la fonction f{A,x)

définie par f(A,x) = al(x) + (A—KO)_lgg(x]gz(x) est

X

continue sur [b,c] [C,1] et F{A,x) # O V¥x E [b,c],

¥x € [0,1]. Ainsi f(A,x) est ou bien positive ou bien
négative dans [b,c] x [0,1]. Supposons-la positive.

Alors 3 6>0 et x>0 tel que wlA,u,v)=b(A,u,v]+6(u,v)g

1
vérifie w(X,u,u)»x ||u!|§ Yu € Hy

pose wW(A,u,v) = w(A-86,u,v), X E (b+6,c+6) = O. On

et YA € [b,c]. On

montre facilement

1 1
W(d,.,.) « Hy x Hy » R bilinéaire, symétrique VY € g.

- 1
3 Cq > 0 tel que |[W(x,u,v)]s CO|]u|h [[vlh Yu,v € Hg,

YA E U (continuité uniforme en A).
~ 2 1
3 x >0 tel que @(A,u,u) » x [full] Yu € Hy, YA E T

o 1
w(le,u,v) : 0O+ R est de classe C (O) Yu,v € H. .

0
4w ) £ 0 ¥YrEeCO Yu € Hl
d—)\-w 2UL, U S ’ u O.
d ~
3 Cy>0 tellque IEX WlA,u,v)|g Clllu[h I[v[h YA E O,
Yu,v E H

D .

1 .
Si A E 0, ue€E HO sont tels que wW(A,u,v) = )\(u,v)D
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1 1
Yv E HD alors b(A-0,u,v) = (A-G)(u,v)O Yv E HD et
réciproquement si X € (b,c),u € Hé sont tels que
1
b(A,u,v) = A(u,v)O Yv E HD alors on a w(A+86,u,v) =

1
(A+6)(u,v]0 Yv E HO'

On vérifie ainsi les hypotheéses i), ii)}, iii}, iv), v) et

vi) du paragraphe 3 chapitre I,

Les propositions 1.3.4, II.2.3, (a) et (b) montrent le

point (1) c'est & dire oh(a) approxime bien o(a) dans (b,c).

La remarque 2 qui suit la proposition I.3.4 et les estima-

tions d'erreurs sur les valeurs propres d'opérateurs forte-
ment elliptiques [9] montrent le point (2) c'est & dire que
si A est valeur propre de al.,.), A £ {AD} U EC et A, € o, (a)

une valeur propre approchée de A, alors !A-lhl = U[h2p).

De maniéere générale nous n'avons pas, avec de tels espaces
cL . . h+o , L
la condition inf || u -¢|MJ ——> 0. Nous n'avons générale-
EU ;
€55

ment pas la condition (1) de la définition I.2.3 avec

Uh'

(b,c) = (0,x]),
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IIT.1

CHAPITRE I11

INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous traiterons quelques exemples numériques
afin d'illustrer les chapitres I et II. Pour fixer les idées,

nous prendrons une forme bilinéaire symétrique définie sur

1
1
U= Hy x L2 par a(u,v) = jo{auivi + Bl(ulvi+uivl) + Y1u1v1+(82ui+y3u1)v2+
0y "]
+ %Zvi+y3vlJu2 +Y2u2v2}dx ot u = o y VO Vz_J avec

upsVy g HO et Uss Vs E L2 et od a’Bl’BZ'Yl’YZ’Y3 EC [0,1]
avec o{x)>0 V¥x € [0,1]. Pour simplifier nous supposerons Y5
constante. Nous nous intéresserons au spectre o(a) de a(.,.)

c'est-a-dire & {A ER |3 u, B Ul gnHU= 1, et C(n)E R,
n->oo
oVI=Aly vy g Cn) |y |, Yy € Ul et

Cln)

> 0 tel que |a(gn

plus spécialement & son approximation. Si [Un):=l est une

suite de sous-espaces de dimension finie de U nous apprcxi-

merons o(a) par o _(a) = {A ER | 3 u E U,»u # 0 tel que

alu,v) = A(u,v)v Yv E Un} qui peut étre cbtenu en résolvant

> -> ;
un probléme du type Ax = ABx (A et B étant des matrices). La
condition d'approximation "¥Yu € U, inf {|g-w|h 2, 0" im-
' YEU -
~77n
plique que pour tout X € ol(ea) il existe A, E on(a) tel que

n->o

An > A (proposition I.2.4), mais n'est généralement pas'
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suffisante pour affirmer que si An E on(a), An D225 X alors

A E o(a)(Il y a pollution de o(a) par on(a) dans un inter-
valle ouvert de R (définition §3 chapitre 1I1)).

Nous avons établi par contre que si [Un):=1 est de classe

Sp (définition II.3.1) comme par exemple Un = Sn ><Tn avec

s = {f e (0,11 #(0)=F(1)=0 ; £/, ;,, est un polyndme de
[F]": n ]
degré < p, i=0,1,...,(n-1)} et T, > {f : [0,1] +~le/i i+l]
n’ n

est un polyndme de degré ¢« p-1, i=0,1,..., (n-1)} on a des
conditions de bonne approximation de o(a) par On(a)(proposi-

tions 11.3.2, II.3.3, II.3.4) c'est-a-dire

n--c

> X,

1} V¥Xx € o(a) 3 A € cn(a) tel que A

2) Si An € on(a] et An 0725 A alors A € o(a)(non pollution).

3) Si X E o(a) - {YZ} - %o alors X est valeur propre de
multiplicité 1, isolée dans o(a) et il existe une et une

seule valeur propre An de multiplicité 1 dans on(a) telle

->00

n , . . _ -
que A_ > A. On a l’estimation |2 Anl 0 (nzp).
X %) L 2= 0
(TC ={\ E R-{YZ} | 3 x € [0,1]1 avec alx)+ TT;; Bz(x)— })

Bans le paragraphe 2 nous illustrons ceci en prenant trois
exemples types. Dans le premier exemple, o(a) contient une
valeur infiniment dégénérée; dans le deuxieme, o(a) contient

une sulte de valeurs propres qui s'accumulent en un point et
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enfin, dans le troisieme exemple, o(a) est formé en partie
d'un spectre continu (définition I.2.1). Des exemples plus
compliqués {cas N=2 c'est-a-dire U = Héx (L2)2) sont

traités dans [4] et [7]
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EXEMPLES

Nous commencerons par énumérer un certain nombre de fonc-
tions avec lesquelles nous pourrons construire des sous-

espaces Un de U.

Subdivisons 1l'intervalle [0,1] en n parties égales et posons:

{ -
1 pour x E (i—l,

)

>
3|+

egn)(x] = lgign .

t i-1
0 pour x £ (—F—’

)

3 |-

. (n)
Les fonctions e, sont constantes par morceau et sont les

fonctions caractéristiques des intervalles (iﬁl,%), Igign .

( 1
{(n)( 4 l-nx pour x € [D,;]
0 x) =
1
e pour x € [=,1]
5 pour x € [0,222
. i-1 1
(n) nx-(i-1) pour x E [T’F]
fi (x) = lgign-1.
_ . i i+l
nx+{1l+i) pour x € [rw' - ]
i+1
0 pour x E [= ,1]
n-1
1] pour x € [0,—]
LA n
n : n-1
‘ nx=(n-1) pour x E [-77_’1]
Les fonctions F(n),i = 0,1,2,...,n sont représentées dans

i

la figure ci-aprés pour n =4,
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|
!
|
‘ A
) W 0 (W
1 %o %1 %2‘* %f:) %(:)
X
0 1 + 2z 1 -
[ 0 pour x E [O,IT-I-]
(n) 2n2(x-i;—l)(x-3-;—%) pour x E [%.%]
gy (x) = ¢ lgign-1 .
2n2(x~i:-l)(x-ii-%-) our x E [—i- i+1]
n n P n’ n
i+l
| 0 pour x E [ - , 1]
0 pour x E [0,3%]
gfni(x) = 1-4n2(x 1;1]()(71?) pour x € [-——1;1.l] lgign
i-
.0 pour x € [Z,1 ]
Les fonctions gin), i=1,2,...,n-1 et an3, i=1,2,.c4,n
1-3
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A
(4) [ W) ) ) () (4
A T 3p % 3% 9 Im &7 3y,
X
o) L L 3 1 >
y Z §

A 1l'aide des fonctions ein), Fin) et gi”), ggTz nous cons-
2

truirons cing types de sous-espaces différents de U = HOXLZ:

f n-1

(1) _ .| 2 _ s (m) 3 (n),
DU ={f=| | Ul Ff = Lafi, f)= ]8f " a6 ERL
2 i=1 i=0
N n-1 n+l
(2) _ .. . (n) ) (n+1)
U = {f =l [EBULF = Lagfi, £ = ] Bie Ti0y.8; ER)
| "2 | i=1 i=1
5] n-1 n
(3) _ ! _ (n) (n)
3 U= Af - EUIfl—'Ealfi,fz—.ZBlei,1,818 R}
2] i=1 i=1
£ n-1 2n
(4) _ _ r 1 _ {n) _ (2n)
)" = {f = £ EU | Fy = izlaifi , Fy lzlsiei ; a;,8; ER}.
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f n-1 n
8) Ur(]S) = {-f = fl E U l 'Fl = ZQigin) + Zai-lgj(_rji ,
2 i=1 i=1 ~ * * ?
X (n) 0
fo= 1B, f 0+ Ty ()
2 j=1 + 2 i=1 % ¢ OLi'OLl-%’Bl’Yi ER}.

(1)

n

(2)

Nous pouvans remarquer facilement que U et Un ne sont

y3) (4)
n

pas de classe Sp, p EN, et Un sont de classe Sl’

U(S) est de classe S.,.
n 2

Exemgle 1

On définit la forme bilinéaire, symétrique, continue, cocer-

1
cive sur U = HG XL2 par
1
alu,v) = Jo{ulv1 P UV, Y UnVy ot Uyt 2u2v2}dx

Nous avons déja& vu au chapitre II que o(a) est formé des va-

leurs suivantes

Ak = 2+k2H2 est valeur propre de multiplicité 1 de a(.,.)
sin klix
pour le vecteur prapre U 1 , k=1,2,...
T cos kITx

>
n

0 2 est valeur propre de multiplicité 1 de a(.,.) pour

0
le vecteur propre Ug © E] 1..Un a V(YZ) = {AU}.
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A, = 1 est une valeur propre infiniment dégénérée de
W
al{.,+). En 8ffet y = ! est tel que

1 -
alu,v) = A, (u,v)y, Yy E U, Yw E Hyw On a T = {3},

-]

Nous représsentons ci-dessous les inverses des spectres

oﬁJ)(a) de la forme bilinéaire a(.,.) relativement 2a UéJ),
j = l ) 2 20 0 8y 5 )
-1 : -1
Lo @] T [O'n( R A A
4 [ 4 . :i <
‘: < <
b <
4 L
.‘i{ 3 e 82 2x ax qbzx 42x%
(" kad 4 [ 4 1
1 k2 | . I |
2+ { Ked § . q s
kel P [ 3 3
, 3 S 1
4 [ ]
': o FC T % '3" 3 T é\.‘ -

E_\';au,re. 1: Exemple 1 — 05

(En ordonnte on o fe oumav\%o.mu\.l: A’ <chells )’t—:\r;-'.
2 x sLC}v\Lch que o valewr calulée et de wmulbipliclke 2)




L 4 4 a4 24 g

1 . x4
2

T mo.»]"iﬂ; [u—f‘m]“l I1I11.2
1 ¢ i
p
2x x :

K-T'i:

( K=1J J ¢ >
1 K=2 ¢ J A q ¢
2+4tT2 < k=3 o !t
A

o l—‘-—————f

1 4 1 2 T >
© 6 ™ 16 % Cl T
. . (2)
FL%\.\.\"Q 2 Exemp?& 1 — S {(a)
-1 -1
\ A A (3) A A
[0“(0.)] ? tG‘n (a.,)]
1 4 r1f1>< r'ﬁx Tﬁx Px 5% L 3%
3"2- ! J < 1' , . ®
rk=1. [ 4 cL 3 « [}
ll . K=2 ¢ 4 L ’ s J
2+ K ]T -j K=3 4 r P ) ‘r
K=Y 4 [ [ !
: ' ! b
X s
- o N I S T 2 I I
20 AH A0 8 6 Y ™

Figure 3 . Exemple 1 — O’nm(o,) .
(En orcionne’?. on ?Q L/Q'\QV\%QVV\CM\: d/ QILQ/\eeee y ‘__;3\1—7'.
2x,3%x,5x%x, ... 5{_%n;gie que U UaQ;,u.r colonlee est de v»\u&hp@ic;&/ 2/3/5...)
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-1 -
Lo@] ™ A PR S SR FoARES Y NS \
1 J 5% Litx {9x ]P?x 4 5Sx ¢4 3%
_;_ ) o IX {Mx¢1x  {9x e Fx J Sx
" K=1 ¢ < L < lb <
1 K:z p [ < < L
Ry G| IO 4 \
K=Y ¢ L [ ] L y
4 ii i )
N ) I N S EN EN >
46 42 40 8 [ o n
FLcéuu-c H: E xemple 14 — G;f”‘(ad .
- -1
fo] t ? A A Lo ] N '[‘
1 b 3% \ ¢19x L1Sx Y 11x IL X 1LSX
% 3 ¢ 3 r 4 *
[ K=1 [ [ 4 L L
L) t ? ‘
24 K2TTE k=3 ¢ . > b T e ’
k?q 4 : 4 1» ‘ :
j :
S0 FCR E W En 1 >
12 40 8 6 H E T

;_%ur‘e 5. Exempeg 1 — G‘;\(S)(o.) .

(Ev\ ov-o\ovmée, on o Q: (,Q\Qn%vmcq\: d't/&eeet Y“"’3>’ .

2x,3x,4%,... SL%V\LK(& que la valewe calullde est de mthLFQLcLEQ/Z,Ea,W,...)
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Dans les figures 1 et 2 nous voyons qu'il y a pollution de

(1) (2)

c(a) par o, (a) et o, (a) dans (0,c) ot c € R-g(a), c>1.

(1}

Par contre il n'y a pas pollution de o(a) par o

(2)

o, (a) dans l'intervalle (0,1). Ceci résulte de la prop.l.2.5 .

{a) et

Dans les figures 3 et 4 nous voyons qu'il n'y a pas pollu-

tion de o(a) par oia)(a) et 0£4)(a) dans (0,c) ¥c € R -o(a).
Ceci résulte du fait que Ué3) et U£4) sont de classe Sl et

de la proposition II.3.3. Dans ces deux cas la proposition
de bonne approximation du spectre o(a)(proposition II1.3.2)
est vérifiée. Remarquons dans la figure 4 .que la multiplici-
té des valeurs propres gqui approximent la valeur AD = 2 n'est

pas caonservée, (cf remarque qui suit la proposition II.3.3).

Bans la figure 5 nous voyons que les propositions I1I1.3.2 et

5)

I1.3.3 sont vérifiées car Ué est de classe 32.

L'estimation de l'erreur sur les valeurs propres dans la

figure 3 est en O(¥%) alors que dans la figure 5 elle est
n

en U(JE) (voir tableau en fin de chapitre).
n

Exemele 2

On définit la forme bilinéaire, symétrique, continue, coer-

1
cive sur U = HD XL2 par
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1
aly,v) = J;{ulvi T UV, UVt U 205V, 2ugy, 2u2v1}dx

Cet exemple se distingue du précédent dans le fait que nous

avons ajouté un terme de couplage entre uy et Vs

(2u1v2 + 2u2vl). La valeur propre qui précédemment était

dégénérée "éclate” en une suite de valeurs propres (A )i=l

s'accumulant en 1.

On obtient donc ici deux familles de valeurs propres

IR ENS E (ki) - a0k212-2)142 k1,2, ...
Ay = (3712 - raefnAH? - and-2)1t2 kelLz,.
A, = 1 E c(a) mais n'est pas valeur propre. 0On a {Am}=fc.
AO = 2 est valeur propre de multiplicité 1. On a
V(YZ] = {AD}.

Nous représentons ci-dessous les inverses des spectres

oél)(a) et 0&3)(a] de la forme bilinéaire a(.,.) relative-
ment & Uﬁl) et Ui3) respectivement.

Les mémes observations gque dans l'exemple 1 peuvent étre

répétées ici. Dans la figure 6 ci-aprés 11 y a pollution de

;1)(a} alors que dans la figure 7 il n'y a pas

(2)
n

gla) par o

pollution de o{(a) par o (a).



1/A,

1/,.\*

K

)

m
2
&

%

K=1 4

kel §

k=34
k=Y 4

- go -

EO_, (1)
x

’i

I1I.2

k=2 b

k=39
k=42

I_\

8

—
~
w
v
~
4
Pl
[}
-
—>

(cx,):ri

x }2)\
i}_
[

iy .
m

s

3

E;,%*U’Q B Exemee 2 — 0"_“(3)(0,\ .

—>

w7

(En orciovme/: On & QL (/Q‘\Qﬁ%?.vv\!-\'\& d'e’g&zeez YH3W'

2 x sicév\(SLg que le oolewr calalee est de w\uQ\:LpQLoﬁte/Z.)
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Exemele 3

On définit la forme bilinéaire, symétrique, continue, coer-

1

cive sur U = HD XLZ par

1
alu,v) = f {{1oxdugvy » ujv, * usvy + ugvy ¢ 2u,v, ddx

Cet exemple se distingue de 1l'exemple 1 dans le fait que
nous avons ajouté un coefficient variable (x) devant le
terme uivi. Ce coefficient a pour effet de faire éclater

la valeur propre infiniment dégénérée en un spectre continu

3, -
[1151 = TC.

Nous représentons ci-aprés les inverses des spectres

c(ll(a) et 0(3)
n n

ment 3 Uﬁl) et

(a) de la forme bilinéaire a(.,.) relative-

3 .
Uﬁ ) respectivement. Nous aurons des remar-

ques identiques aux précédentes.
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-1 ) -1
o] " b4 T Lo *a] F
1 !
v !
33 S
a g
Hl IR |
4 4’
% Lx Lx 1 ix s Lw 1 ix ¢1x
[ q [ L4 { q J
L L ¢ L [ 4 J
3
[ 1 ¢ J : L
4 i { !
o I W, W W LN LN >
20 1Y 10 8 [3 Y "

F—__(.cau,rt . Exempee 3 — O'W(“(o.) .

Lo @) ﬂr A 1\ IF Loy® (a)]~1 v
{ 1 | L

T ‘ 4 4 ] ’ W
! ) I 4 ¢
¢ ! ! !
4 ‘F ;E : L

| |

P ,‘_ —»
3

_1_'
n

speckre
conking

[ Sl Y

.::|-\

Flgure 9. Ex&mpge 3 — 0",,\(3)(031 .
( En or‘ciovme/(, on o e C&Qw%tme_ﬂt &lelc&cgec yr——'B\}?.

Y sL%v\igie que la valenr calulee est de mthLPELC;t€,2~)




_93_
III.2

REMARQUES GENERALES SUR LES EXEMPLES

1)

2)

Dans les trois exemples cités nous pouvons observer que
la "région de pollution de o(a) par oil)(a)" reste dans
1'intervalle (1,2), ce dernier ne contenant pas de va-
leurs propres de a(.,.). Il s'agit la d'un fait exeption-
nel car de fagon générale la "région de pollution de

(1)

o(a) par o (a)" peut recouvrir une partie de Po(a).

(cf.[41]).

La condition (Un):=1 de classe Sp est une condition suf-
fisante pour obtenir des résultats de bonne approxima-
tion de o(a) par on(a)(proposition I1.3.2 et I1.3.3). Si

nous définissons

f n-1 n
(8) 1 1 {n) (n)
U = {f = EH o xL, |, =) a.g: * } 0:_18: 1 »
n [fz:] 0 2 1 j=1 301 jop 1tzoi-z
d (n)
f2 = ) B.e. ai’ai-é’si € R} nous pouvons voir que

i=1
U(B) n'est pas de classe Sp‘ p E N. Pourtant lorsque

nous calculons le spectre oéel(a] de a(.,.) relativement

a U;B} dans les exemples 1, 2 et 3 nous n'observons
pas de pollution de o(a) par oﬁs)(a] dans (0,c)
Ve € R - o(a) comme le montrent les figures 10,11 et 12

correspondant aux exemples 1, 2 et 3 respectivement.




[0’(&)]-1 [0,(6)(&)]*1 IT1I1.2
) .
1 s $ 13 p3x  ¢¥x b S'x b 3x
4
T 3 3
K=1 ¢ [} 4 [ 4
K=2 ¢ t [ 4
1
2+KT K=3 1 ¢ 1 1 4
k=Y < ] 4 [ [
\ 4 4 4 <4
: i )
-5 A A L K L >
44 10 8 6 Y n

Figure 40 ; Exemple 1 — 7).

-1 -1
[0"(\1)] + N [O’n(m(c\\]
|
K=1¢ 3 < + 1 y
1/‘{
XK=2
z)i 1 1 ' ] 4
1 3 ') q
2 |
i =14 3 b q 3
K=2 ¢ 4 b y [ ]
1/A:,‘< k=39 4 ] * ’
K=Y ) ' p !
. < 9
: '
- K I N N £ K
© A% s 3 3 q ™
Lcaure. 11 EXQW\,‘DQQ 2 — 0','“(6\(&) .

(Ev\ orc{onv\{/& on O Qt (_R\QV\%{MQ,V\& Al QI(/Q\Q_QQQ y ~—.¢3\]T.

3X,Sx,?x,...5icah(§;t que Qq U\\Qr,u\r (QQ(\AQ_L’Q_ e.\.'t th mth;pQLc&( 3/5/7,...\
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<1 ) -1
Lo, ~ v [efw] 4 p
s.g 1 b ® L A |
J o 1 p
3¢ ' '
» 3 2 s ¢
3
"z L . [3 ’ ]
L 4 [ 4 J
4 4 3 4
4 < q
L L 4 3 L]
[
“ =r
>
1 1 A A
° M i B 3 oy

Fiqure 42 . E xemple 3 — o7 “a),
(En ordonnde on o K Lonm%vmu& 4’ ¢ Mnelle yv—baw.)

On vérifie que, lorsque nous prenons U;S) comme espace d'ap-

proximation, l’erreur sur les valeurs propres est en OP%E)
n

au lieu d'étre en O(J%](proposition I.2.6). Dans le tableau
n
ci-aprés nous comparons les valeurs propres notées M et Vo

2

approximant la valeur propre A=2+I"=11,8696044 de 1l'exemple 1

lorsque nous prenons pour espaces d'approximation successive-
ment UéSJ et Uis). (Comparaison de la premiere valeur propre

plus grande que 2 donnée dans les figures 5 et 10). Nous pou-

vons voir que u_ 4 A sV, A et IA-unl = U(;%),|A-vn] = 0(==).
n n
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4 2
n M A=|>\-un| Aun v, A=]A-v | Aun
4 |11.8746590 | 5.055.107° | 1.294 || 11.8246860 | 4.492.1072 | 0.718
6 |[11.8706202 | 1.016.107° | 1.316 ||11.8480674 | 2.154.107% | 0.775
8 |11.8699278 | 3.234.107% | 1.325 ||11.8571709 | 1.243.107% | 0.796
10 [11.8697372 | 1.328.10°% | 1.328 ||11.8615514 | 8.053.107° | 0.805
12 ||11.8696686 | 6.420.107° | 1.331 |}11.8639756 | 5.629.107° | 0.810
Figure 12: Exemple 1: M E orES) s B 2% = 2+II2
e o'6) N2, & = 2417






[1]

[2]

[3]

(4]

[5]

(6]

(7]

(8]

(8]

_97..

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

M.Ohta, Y.Shimomura, T.Takeds
Analysis of Hydromagnetic Plasma Stability by the
Finite Element Method.
NUCL.FUSION 12, 271-274 (1872).

T.Takeda, Y.Shimomura, M.0Ohta, M.Yoshikawa
Numerical Analysis of Magnetohydrodynamic Instabilities
by the Finite Element Method,
PHYS.FLUIDS 15, 2193-2201 (1872).

T7.J.M.Boyd, G.A.Gardner, L.R.T. Gardner
Numerical Study of Hydromagnetic Stability using
the Finite Element Method.
NUCL.FUSION 13, 764-766 (1973).

K.Appert, O0.Berger, R.Gruber, J.Rappaz, F.Troyon
Studium der Eigenschwingungen eines zylindrischen
Plasmas mit der Methode der finiten Elemente.
ZAMP 25, 229-340 (1974),

N.Dunford and J.7.Schwartz
Linear Operators, Interscience publishers,
New York (1863).

Yosika Kdsaku
Functional Analysis, Springer Berlin (1965).

K.Appert, D.Berger, R.Gruber, J.Rappaz
A New Finite Element Approach to the Normal Mode
Analysis in Magnetohydrodynamics.
J.COMP.PHYS., 18, 284-299 (1375). -

F.Chatelin, M.J.Lemordant
La méthode de Rayleigh-Ritz appliguée & des opérateurs
différentiels elliptiques - ordre de convergence des
é€léments propres.
NUMER.MATH. 23, 215-222 (1975).

J.H.Bramble, J.E.0Osborn
Rate of Convergence Estimates for Non-Selfadjoint
Eigenvalue Approximations.
MCR Tech.Sum.Rep. 1232, June 1872,



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

(18]

(18]

_98_

I.Babuska, A.K.Aziz
Survey Lectures on the Mathematical Foundations of
the Finite Element Method.
Academic Press, New York and London (1872).

G.Strang, G.J.Fix
An Analysis of the Finite Element Method,
Prentice-Hall, INC. Englewood Cliffs, N.J. (1873).

Courant-Hilbert
Methods of Mathematical Physics, Vol.l,
Interscience Publishers, INC. New York (1966]).

F.Chatelin
Convergence of Approximation Methods to Compute
Eigenelements of Linear Operations.
SIAM J.NUMER.ANAL., Vo0l.10, NoS5, 839-948 (1973).

P.A,Raviart
Méthode des éléments finis.
Université Paris VI, Lab. analyse numérique (1873).

J.H.Wilkinson
The Algebraic Eigenvalue Problem,
Glarendon Press, Oxford (1965).

J.H.Bramble, J.E.0sborn
Approximation of Steklov Eigenvalues of Non-Self-
adjoint Second Order Elliptic Operator,
Academic Press, New York and London (1972).

F.Riesz, B.S.Z.Nagy
Legon d'analyse fonctionnelle.
Gauthier-Villars, sixieme édition (1972).

T.Kato
Perturbation Theory for Linear Operators.
Springer-Verlag, New York INC. (1966).

R.Gruber
Numerical computaticons of the magnetohydrodynamic
spectrum for one and two dimensional equilibria using
regular finite elements and finite hybrid elements,
These EPFL, département de Physique, (& paraitre).




CURRICULUM VITAE

Originaire de Neyruz (Vaud) je suis né & Lausanne le

22 mars 1947. Apreés avoir suivi les écoles secondaires des
degrés inférieurs et supérieurs de la ville, j'ai obtenu

le baccalauréat et maturité type C au gymnase de la Cité

en 1966. J'ai fait ensuite des études de physique & 1l'école
polytechnique fédérale de Lausanne pour obtenir le dipldme

d'ingénieur physicien EPFL en janvier 1971.

Dés lors j'occupe un poste d'assistant au DOépartement de
Mathématiques EPFL.






