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A Study on

Polynomial-Time Solvability of

the Maximum Clique Problem

Hiroaki Nakanishi

Abstract

The Maximum Clique Problem is well-known to be a typical NP-complete problem,

and hence it is believed to be impossible to solve it in polynomial-time. Therefore, it

is important to establish a reasonable sufficient condition under which the maximum

clique problem can be proved to be polynomial-time solvable. It is known that the

maximum clique problem is polynomial-time solvable on some special graphs such

as; Planar Graph, Chordal Graph, and so on. There was, however, no quantative

reasonable sufficient condition on general graphs for this polynomial time solvability.

In this study, first we propose a basic depth-first-search algorithm for solving the

maximum clique problem based on CLIQUES (E. Tomita, A. Tanaka, H. Takahashi:

Theoretical Computer Science, 2006) that enumerates all maximal cliques. Following

the result, we improve the condition of polynomial-time solvability of this basic al-

gorithm by adding stronger bounding methods step by step. Finally we prove that:

given a graph G = (V,E) of |V | = n and whose maximum degree is ∆, if ∆ is less

than or equal to 3.177d lgn (d ≥ 0: a constant), then the maximum clique problem

is solvable in the polynomial time of O(n1+d).

In addition, we prove the following extended result: given a graph G = (V,E) of

|V | = n and n0 ≥ 2, if deg(v) is less than or equal to 3.177d lgn (d ≥ 0: a constant)

for the minimum degree vertex v in any connected subgraphs G(C) ( C ⊆ V ) of

|C| = n0, then the maximum clique problem is solvable in the polynomial time of

O(nmax{2,1+d}). This greatly relaxes the condition in the sense that if C is a connected

subgraph of |C| = n0, then any vertex v ∈ C except the minimum degree vertices in

C is free from any condition. In conclusion, this thesis proposes a new paradigm for



ii

the polynomial-time solvability of the maximum clique problem.
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最大クリーク問題の多項式時間的可解性に関する研究

中西 裕陽

概要

いわゆる“最大クリーク問題”は典型的な NP完全問題であり, 多項式時間的に本問題

を解くことはほぼ不可能であると強く予測されている．従って, 少なくとも どのような条

件下ならばこの NP 完全問題を多項式時間的に解くことが出来るかを明らかにすること

は重要な課題である．これに対し, 平面グラフ, コーダルグラフ等いくつかの特殊グラフ

に対しては多項式時間的可解性が成立することが示されている. しかし一般グラフにおい

ては, 最大クリーク問題が多項式時間的可解となる条件について, これまでにおいて有意

義な定量的結果は発表されていなかった. そこで本研究では, 先ず極大クリーク全列挙ア

ルゴリズム CLIQUES (E. Tomita, A. Tanaka, H. Takahashi: Theoretical Computer

Science, 2006) を基にして, 基本的な最大クリーク抽出の深さ優先探索アルゴリズムを確

立した. この基本的アルゴリズムに対して探索領域限定操作をより強力化し, 対応したよ

り詳細な場合分けを伴った解析を行うことにより, アルゴリズムが多項式時間的に終端す

る条件を逐次緩和し, 次の定量的な多項式時間的可解性条件を与えた． 即ち, 先ず一般グ

ラフにおいてグラフの最大次数 ∆ のみを条件とした, 最大クリーク問題に対する以下の

多項式時間的可解性の成立を示した. 「節点数 nのグラフ G = (V,E)の最大次数 ∆が,

∆ ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0:定数) なる条件を満たすとき, 最大クリーク問題は O(n1+d)なる

多項式時間で可解である. 」 さらに本研究においては, 全節点に対する前記条件をより緩

和した, 次の拡張結果も与えた. 「サイズ n0 ≥ 2なる任意の連結な誘導部分グラフ G(C)

( C ⊆ V )に対して, C 中の最小次数節点 v が, deg(v) ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0:定数)を満

たすとき, 最大クリーク問題は O(nmax{2,1+d})の多項式時間で可解である. 」これは, サ

イズ n0 である連結な誘導部分グラフのうち, 次数最小の節点を除き全く無条件としたも

ので, 制限条件の大きい緩和である. 以上本論文では, 最大クリーク問題の多項式時間的可

解性について, 新しい枠組みを与えた.
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第 1章

序章

1.1 背景と本研究結果

NP完全問題, あるいは NP困難問題は数多くの重要な問題を含み, 膨大な研究が積み重

ねられてきている [42], [111]. この結果として, NP完全問題, NP困難問題は多項式時間

的には解決不可能であることが強く予測され, もし NP完全問題のうちの 1つでも多項式

時間的に解決可能であると示されるならば, 全ての NP完全問題が多項式時間的解決可能

となる, 即ち, P=NP (P ̸= NP が否定される)ということとなる. しかし, この P ̸= NP

問題は未だ解決の糸口さえ見出されていない．この様な状況において, ある NP完全問題

に対し, その問題が多項式時間的に可解となる適切な条件について, 総合的文献 [42]中を

始めとして, これまでに数多くの研究が発表されてきている.

与えられたグラフ G = (V,E)に対して, Gの節点集合の部分集合 Qにおいて, Q中の

任意の 2節点が互いに隣接するとき, Qはクリークであるという. このとき, Qの要素数

|Q|を, クリーク Qのサイズという. また, G中のあるクリーク Qが他の任意のクリーク

の部分集合でないとき, Qは極大クリークであるという. 与えられたグラフ G, 及び定数

k に対して, G中の最大クリークで, サイズが k 以上であるものが存在するか否かを判定

する問題を, 最大クリーク問題という. 最大クリーク問題 [42], またはこれと双対な最大独

立節点集合問題 [42] は, Karp によって最初に NP 完全性を示された 21 の代表的な NP

完全問題の 1つである [59]. 判定問題である最大クリーク問題に対して, 与えられたグラ

フ G中の, サイズが最大であるクリークを抽出する問題を, 最大クリーク抽出問題といい,
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これは代表的な NP困難問題の 1つである [11]. また, グラフ中の極大クリークを全て列

挙する問題を, 極大クリーク全列挙問題という [19], [64], [51], [106].

最大クリーク抽出問題, あるいは, 極大クリーク全列挙問題は, バイオインフォマティク

ス及びケモインフォマティクス [4], [48], [1], [61], [73], [5], [96], [6], [21], [23], [47], [121],

[91], [65], [18], [66], [30], [70], [40], [75], 経済学 [10], 試験時間割作成 [24], [25], 金融ネッ

トワーク [10], ロケーション [20], スケジューリング [31], [110], ソーシャルネットワー

ク解析 [7], [90], [88], [119], [120], ワイヤレスネットワーク [28], [55], データマイニン

グ [118], [69], [108], [86], [109], [87], 画像処理 [85], [49], 量子回路の最適設計 [84]など多

くの重要な応用面を持ち [77], [112], これらの分野でそれぞれ有益な成果が得られている.

上記の通り, NP完全問題, NP困難問題は多項式時間的には解決不可能であることが強

く予測されているため, 最大クリーク問題に対してもこれを一般的に高速に (即ち, 多項式

時間で)解くアルゴリズムは存在しないことがほぼ確実視されている. 更に, 最大クリーク

については, 近似解を得ることすら困難であることが示されている [122].

与えられたグラフ G = (V,E)に対して, その最大クリークを抽出する最も単純な方法

は, Gの節点集合 V の全ての部分集合を抽出し, それらの集合がクリークであるか否かを

確かめることによる方法である. |V | = nとすれば, この方法による計算量上界はO∗(2n)-

時間 *1 という, 節点数の指数関数となる.

1977年, Tarjan-Trojanowskiは最大クリーク抽出問題に関して, O(2n/3)-時間 [97]と

いう結果を示した. ここで用いられたアルゴリズムは, 分枝限定 ( Branch & Bound ) 法,

あるいは分枝縮小 ( Branch & Reduce ) 法と呼ばれる手法である. これは, 「分枝規則 (

Branching rule )」, 「限定規則 ( Bounding rule )」, 及び 「縮小規則 ( Reduction

rule )」という, それぞれ有限個の規則により構成されたアルゴリズムである. これら 2

種の規則を次の様に適用し, アルゴリズムは問題を解決する.

*1 O∗() : 一般に, 任意の関数 f(n), g(n), 及び多項式 P (n)に対して,

f(n) = O(P (n) · g(n))
であるとき, 多項式 P (n)を省略した場合,

f(n) = O∗(g(n))

と表記する.
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・分枝規則により, 与えられた入力 ( 以下, これを問題という) を, 一般に複数の, より

小さな入力 (以下, 部分問題 )に分割する.

・問題に対して, 限定 ( 縮小 )規則により, 問題に対する実行を限定する, 又は問題のサ

イズを減少させることが可能であるか否かを判定し, 可能である場合には実行を限定,

又は問題のサイズを減少させる.

問題に対して, 実行の限定を重視するアルゴリズムは分枝限定アルゴリズム, 問題サイズ

の減少を重視するアルゴリズムは分枝縮小アルゴリズムと呼ばれる. 実際にはこの両手法

は併用されることも多いが, いずれも分枝規則により, 与えられた問題をより小さい問題

へと分割するという枠組においては共通である. 以下, 本論文ではこの枠組みによるアル

ゴリズムを, 分岐アルゴリズム ( Branching Algorithm [39] )と呼ぶ. 本論文のアルゴリ

ズムにおいては, 限定規則と縮小規則の双方を合わせて適用している．

分岐アルゴリズムの最大時間計算量評価は, 次の枠組による. 即ち, いま評価を行うアル

ゴリズムに対して, サイズ nの入力のうち最も計算時間を要する入力に対する時間計算量

を T (n)とする. サイズ nの入力が, 分枝規則によって r 個の部分問題に分割されたとき,

次の不等式が成立する.

T (n) ≤ T (n1) + T (n2) + · · ·+ T (nr) + P (n) (ni < n, 1 ≤ i ≤ r)

r は分枝規則, 及び限定 ( 縮小 )規則によって決定される. (例えば, ある分枝規則にお

ける条件が成立する / しない 場合により問題を 2種類に分割する, など. )

n1, n2, ..., nr はそれぞれ分割された部分問題のサイズであり, 分割前の問題サイズ nよ

り真に小さい. 限定 ( 縮小 )規則は, このような問題分割時に適用され, 部分問題の数 r,

及びサイズ ni をより小さくする操作を試みる.

式末尾の P (n)は nの多項式であり, 問題分割に要する時間計算量の上界を表す.

このような基本的不等式を用いて, アルゴリズムの実行過程に伴う場合分けを行うこと

により, アルゴリズムの計算量上界を求める. 指針としては単純なものである.

分岐アルゴリズムは分枝規則と限定 ( 縮小 ) 規則により構成される. 従ってその改

良は, アルゴリズムにより有効な規則を導入することにより達成できる. しかしなが
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ら, これらの規則の追加は, 結果的にアルゴリズムを非常に複雑なものとする. 実際に

Tarjan-Trojanowski のアルゴリズムは, アルゴリズム中に多くの条件式を含む長大なも

のであった.

Tarjan-Trojanowskiの後, 分岐アルゴリズムを用いた研究が続けられ, 最大クリーク問

題の理論的計算量上界は着実に改善されてきた.

1986年, Jianは O(20.304n)-時間 [54] なる結果を示した.

同じく 1986年, Robsonは O(20.296n)-時間 [93] なる結果を示した. この結果はアルゴ

リズムの計算領域が, 入力の多項式サイズとなる場合のものである. Robsonは同文献 [93]

において, 計算領域が入力の指数関数となる場合において O(20.276n)-時間なる結果も示

した.

1999年, Beigelは O(20.290n)-時間 [8] なる結果を示した.

2001年, Robsonは指数領域アルゴリズムの評価として, O(2n/4)-時間 [94]( Technical

Report )なる結果を示した.

これらの研究におけるアルゴリズムの計算量上界は, いずれも上記の不等式における問

題数 r , 及び各部分問題 n1, n2, ..., nr のサイズにより決定される. 即ち, 計算量評価は与

えられた問題のサイズ n を唯一の基準とする.

2006 年, Fomin らは文献 [37] において, 最大独立節点集合問題に対して Measure

& Conquer 法という新たな解析手法を適用した. 即ち, 従来手法による計算量上界が

O∗(20.406n)-時間である単純な最大独立節点集合抽出アルゴリズムにMeasure & Conquer

法による解析を適用することにより, 全く同一のアルゴリズムに対して O∗(20.298n)-

時間なる改善した解析結果を得た [37]. 同じく, Fomin らは上記結果を更に改善し,

O∗(20.288n)-時間なる結果を示した [37]. この結果は, 純粋に解析手法のみの改善による

評価結果である.

Measure & Conquer法 [37], [38], [39]は, 以下の様な観点に基づく解析手法である.

例えば, グラフ G = (V,E) に対する最大クリーク問題において, 与えられた問題

W ⊆ V を, 問題中のある節点 v を含む / 含まない という規則に従い分割する. このとき

問題は W − {v} と, W 中の節点のうち v に隣接する節点の集合W ′ ⊆ W とに分割され

る. この場合, 上記不等式は,
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T (|W |) ≤ T (|W − {v}|) + T (|W ′|) + P (|W |)

となる ( ここで, |W − {v}| ≤ |W | − 1, |W ′| ≤ |W | − 1 ). 節点数 n を計算量評価の基

準とする場合, この不等式における節点 選択 / 非選択の操作による影響は, 部分問題サイ

ズの減少のみである.

しかしながら, この節点選択は, 問題のサイズを減少させる以外にも問題に影響を与え

ている. 例えば, 節点 v を問題から取り除くことにより, v に隣接する節点の次数はそれぞ

れ 1 だけ減少する. アルゴリズムに節点の次数を基準とした限定 ( 縮小 )規則が導入され

ている場合には, この次数減少により新たに限定 ( 縮小 )規則が適用可能な節点が発生し

得る. 従って, 節点選択は問題サイズの直接的な減少以外にも, 問題に対する計算量上界

に影響を与える.

このような観点から, Measure & Conquer 法においては, 測度 (measure) という新た

な概念を導入する. 測度は, 分岐アルゴリズムにおける, 各規則の適用による影響を複数の

観点から評価するためのパラメーターである. この評価手法においては, より効果の大き

い各規則の導入に加えて, 各操作による影響を適切に反映した測度を設定することも, 評

価において重要である.

Measure & Conquer法により, 従来手法により計算量上界が示されたアルゴリズムと

比較して単純なアルゴリズムであっても, 解析手法によってはより良い解析上の計算量上

界が得られる可能性があることが示された. 近年, 同手法を導入したアルゴリズムの評価

結果がいくつか示されている.

2009年, Kneisらはグラフの最大次数が低い場合には計算機を用いた解析を適用し, そ

れ以外の場合には従来手法による詳細な解析を行うという手法を用いて, O∗(1.2132n) =

O∗(20.2789n)-時間なる結果を示した [62].

2010 年, Bourgeois らは Measure & Conquer 法による解析過程において, Bottom-

up 法と呼ぶ, 解析における計算量上界の値を改善する手法を導入し, これにより

O∗(1.2127n) = O∗(20.2783n)-時間なる結果を示した [16].

2012 年, この結果は同じく Bourgeois らにより, O∗(1.2114n) = O∗(20.2767n)-時間へ

と更に改良された [17].

2013 年, Xiao-Nagamochi はグラフの最大次数, 及び最小次数の値によって適用する
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アルゴリズムを使い分けるという手法に加えて, 新たな分枝規則を導入し, これにより

O∗(1.2002n) = O∗(20.2633n)-時間なる結果を示した [116]. これは, 一般グラフにおける

最大クリーク抽出問題に対する計算量上界としては, 現在最良の査読済み結果である. (

この結果は, その後更に O∗(1.1996n) = O∗(20.2626n)-時間なる結果へと改良された [117]

*2 )

上記, Measure & Conquer 法の導入以降における各結果は, 導入以前の解析手法 (以下,

従来手法)により評価されたアルゴリズムと比較して, 格段に単純なアルゴリズムにより

達成されている. これは, 単純なアルゴリズムの理論計算量上界を, 従来手法による場合

よりも正確に評価することが可能となった結果であると言える. しかしながら, 全てのア

ルゴリズムに対して, Measure & Conquer 法による評価により, 従来手法における計算

量上界を改善可能であるかどうかは, 必ずしも明確ではない. 実際に, ある NP 完全問題

(Edge Dominating Set Problem) に関するごく最近の定量的改善結果において, 従来手

法の解析によって最良の評価を出し, Measure & Conquer法の適用可能性は今後の検討

課題としているものもある [52], [53]. Measure & Conquer 法の適用可能性は問題あるい

はアルゴリズムに依存するものである.

1990 年, Shindo-Tomita は文献 [95] において, 文献 [98] の極大クリーク全列挙ア

ルゴリズム CLIQUES を基に, 単純な最大クリーク抽出アルゴリズム MAXCLIQUE

を提唱し, その時間計算量上界が O(2n/2.863) = O(20.3493n)-時間であることを示した.

CLIQUES [98]は, 節点数 nのグラフに対して, O(3n/3)-時間でグラフ中の極大クリーク

を全列挙する. 一般に節点数 n のグラフに対して, グラフ中の極大クリークの最大数は

3n/3 個であることが示されている [74]. 従って, CLIQUESは最大時間計算量評価におい

ては理論的に最適なアルゴリズムである. MAXCLIQUE は CLIQUES にごく単純な限

定規則のみを導入して構成されており, 非常に単純な記述により表現可能であった. しか

しながらその評価過程は, 非常に複雑なものとなっていた. また, 理論的計算量上界に関

しても Tarjan-Trojanowskiの結果と比較してより良いものではなかった. しかしながら,

この研究においては Tarjan-Trojanowskiのアルゴリズム, 及びMAXCLIQUEのそれぞ

れを実働化した上, 現実的に検証可能な範囲において計算機実験評価を行っている. 実験

の結果, MAXCLIQUEは計算機実験を行った範囲において, Tarjan-Trojanowskiのアル

*2 2016年 11月現在, arXiv における結果.
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表 1.1 時間計算量 O(), O∗() 評価の直接的主要結果

発表年 著者 計算量上界 備考

参考文献

1977 Tarjan, Trojanowski O(2n/3)

SIAM J. Computing [97]

1986 Jian O(20.304n)

IEEE Computers [54]

同上 Robson O(20.296n), O(20.276n) O(20.276n) は指数領域

J. Algorithms [93]

1990 Shindo, Tomita O(2n/2.863) = O(20.3493n) アルゴリズムを実働評価

Syst. & Comput. Japan [95]

1999 Beigel O(20.290n)

SODA 1999 [8]

2001 Robson O(2n/4) 指数領域 ( Technical Report )

Tech. Rep. Université Bordeaux [94]

2006 Fomin ら O∗(20.288n) Measure & Conquer 法を適用

SODA 2006 [37]

2009 Fomin ら O∗(20.287n)

J. ACM [38]

2009 Kneis ら O∗(1.2132n) = O∗(20.2789n) Measure & Conquer 法

FSTTCS 2009 [62]

2010 Bourgeois ら O∗(1.2127n) = O∗(20.2783n) Measure & Conquer 法

SWAT 2010 [16]

2012 Bourgeois ら O∗(1.2114n) = O∗(20.2767n) Measure & Conquer 法

Algorithmica [17]

2013 Xiao, Nagamochi O∗(1.2002n) = O∗(20.2633n) Measure & Conquer 法

ISAAC 2013 [116] * 現在, 査読済みの最良結果

同上 Xiao, Nagamochi O∗(1.1996n) = O∗(20.2626n) Measure & Conquer 法, ( arXiv )

arXiv [117]



第 1章 序章 8

ゴリズムより大幅に高速に動作することが示されている. このように, 理論的手法による

アルゴリズムの評価の優劣は, 必ずしもアルゴリズムの実働上の優劣を示すものではない.

本論文におけるアルゴリズムは, MAXCLIQUE と同じく CLIQUES を基にして構成さ

れており, この意味において文献 [95]の内容を継承, 発展させたものである. (以上, 理論

的手法における時間計算量 O(), O∗() 評価の, 指数値改善の主要な結果を 表 1.1にまとめ

る. )

最大クリーク問題, あるいは極大クリーク全列挙問題に対するアルゴリズムの性能を評

価するもう 1つの手法は, 実験的手法である. 即ち, 与えられた同一のグラフに対して, 実

際にプログラム化した複数のアルゴリズムを用いて計算機上で実験を行い, 抽出に要する

実行時間の大小によりアルゴリズムの性能を比較する手法である.

NP完全問題, NP困難問題は問題サイズの増加に伴い, その計算量が爆発的に増大する

という性質を持っている. 従ってあるサイズ以上の問題に関しては, 妥当な時間内で最大

クリーク抽出を実行することは不可能となる. 故に, この手法において比較できるアルゴ

リズムの性能評価は, 現在存在する計算機により妥当な時間で実行可能な問題に対しての

ものとなる.

この手法における, 最大クリーク問題, あるいは極大クリーク全列挙問題に関する研

究は, 主としてグラフの節点間にある確率により枝を生成したランダムグラフ, 及び文

献 [56] において提示された, 最大クリーク問題に対する DIMACS ベンチマークグラフ

を対象として計算機実験が行われ, 着実な進歩が達成されてきた ( [11], [89], [100], [67],

[102], [103], [33], [34], [35], [104], [68], [105], [112], [107]など).

分岐アルゴリズムにおける分枝, あるいは限定 ( 縮小 )規則には, 理論的計算量評価に

おいて非常に多くの場合分けを発生させるものがあり, このような規則を導入したアルゴ

リズムは妥当な計算量上界を求めることが極めて困難となる. 従って, 理論的手法におい

てアルゴリズムに導入する各規則は, 評価可能なものであることが求められる.

これに対して, 実験的手法において導入される各規則は, アルゴリズムの正当性が保証

される範囲内であれば自由に導入することが可能である. また, 結果は実際の計算時間に

より評価されるため, この手法により優れていると判定されたアルゴリズムは, 上記の応

用分野における問題に対してそのままより有効な手法となり, 各分野においてそれぞれ有
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益な結果が得られている.

以上の様に, 最大クリーク問題に対するアルゴリズムは, 理論, 実験の両面から着実な進

歩が達成されてきている.

ところで, ある NP完全問題に対して, 扱う入力に制約条件を課すことにより, 一般の入

力に対する計算量上界とは異なる上界を得ることが可能である.

上記の研究と平行して, 最大クリーク問題 (或いは, 最大独立節点集合問題)においても,

このような制約条件, 及び条件に伴う計算量上界に関しては多くの研究がなされている.

計算量上界が入力サイズの指数関数となる場合においては, 特に最大独立節点集合問題

に関して, グラフの次数に対して制約条件を課す研究が広く行われている [57], [26], [27],

[41], [92], [12], [13], [14], [15], [113], [114], [17], [50], [115].

また, グラフに対して更に強い制約条件を加えることにより, 計算量上界を入力サイズ

の多項式とすることが可能となる場合も知られており, このような制約条件に関する研究

は古くから行われてきた.

先ず, 制約条件として対象を特殊グラフに限定した結果が多く示されており, 最大ク

リーク問題は次の様な特殊グラフにおいては多項式時間で可解であるとの結果が得られて

いる：平面グラフ [42], [29], コーダルグラフ [43], コンパラビリティグラフ [36], サーク

ルグラフ [44], サーキュラーアークグラフ [9], [45], および円筒上長方形交グラフ [60]．

また, 最大独立節点集合問題についても, 次の様な特殊グラフにおいては多項式時間的

に可解であるとの結果が得られている： コーダルグラフ [43], サークルグラフ [44], サー

キュラーアークグラフ [45], コンパラビリティグラフ [46], クローフリーグラフ [72], ダイ

アモンドフリーグラフ [76], およびフォークフリーグラフ [2].

一方で, 一般グラフに対する制約条件に関しては, 以下の結果が示されていた.

先ず, 一般グラフの最大次数 ∆が定数である場合には, 最大クリーク問題は多項式時間

的に可解であること（の結果のみ）が文献 [42]に示されている. 具体的には, 節点数 nの

グラフに対して O(n log n)-時間で可解との結果が発表されている [71]. なお, グラフの最

大次数が定数である場合には, 最大クリーク問題は O(n)-時間で可解であることを示すこ

とができる.

また, k = 3なる最大クリーク決定問題は O(m1.41)-時間で実行可能である [3]．ここで
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mはグラフの枝の数であり, 決定問題とはサイズ k以上の最大クリークが存在するか否か

を決定する問題のことである. 最大次数 ∆が高々 2である場合には, 最大独立節点集合問

題は極く単純に多項式時間的可解である [42].

2010年, 筆者らは関連論文 (1) ( 文献 [78] )において, 文献 [102]の極大クリーク全列

挙アルゴリズム CLIQUES を基にした, ごく単純な最大クリーク抽出アルゴリズムを提唱

した. このアルゴリズムを用いて, 関連論文 (1)においては, 最大クリーク問題の多項式時

間的可解性に関する次の結果を示した.

「節点数 n, 最大次数 ∆ ≥ 1なるグラフに対して, ∆が ∆ ≤ 2.495d lgn (d ≥ 0:定数)を

満たすならば, 最大クリーク問題は O(n2+d)-時間で可解である. 」

即ち, 与えられたグラフの最大次数が, グラフの節点数の対数オーダーである場合, 最大

クリーク問題は多項式時間的可解である. ここで, 定数 d の値は標準的には d = 1を想定

している. 従って, この結果における多項式のオーダーは標準的には O(n3)である. この

ような, 一般グラフに対するより自然な制約条件を定量的に明確に示したのは, 同文献が

初めてである.

同文献におけるアルゴリズムの, 次数制限のない一般グラフに対する理論計算量評価結

果は O(20.40079n)-時間 であり, Measure & Conquer 法を用いない解析における, Fomin

らのアルゴリズム [37] の O∗(20.406n) -時間なる結果とほぼ同一である.

筆者らはその後, 関連論文 (1)のアルゴリズムに対して全く新規な独自の手法による改

良を行い, 関連論文 (2)-(5)において上記の制約条件を順次緩和してきた. 具体的には以下

の通りである.

2011 年, 関連論文 (2) ( 文献 [80] ) においては, 上記結果における定数値 2.495 を,

2.613 に改善した. また, 多項式オーダーについても, O(n2+d) を O(n1+d), 即ち標準設定

において O(n2)へと改善した. これは, 関連論文 (1)においてグラフを隣接行列により表

現していたものを, 隣接リストに改めたことによる.

同文献におけるアルゴリズムの, 次数制限のない一般グラフに対する理論計算量評価結

果は O(20.3827n)-時間 である.

同じく 2011年, 関連論文 (3) ( 文献 [81] )においては, 関連論文 (1)におけるアルゴリ

ズムに, 関連論文 (2) の手法を拡張した改良を行い, 関連論文 (2) における定数値 2.613

を, 2.773 に改善した.
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同文献におけるアルゴリズムの, 次数制限のない一般グラフに対する理論計算量評価結

果は O(20.3606n)-時間 である.

2012年, 関連論文 (4) ( 文献 [82] ) においては, 更に新規の手法による改良を行い, 関

連論文 (3) における定数値 2.773 を, 2.994 に改善した.

同文献における改良アルゴリズムの, 次数制限のない一般グラフに対する理論計算量評

価結果は O(20.334n)-時間 である.

2014年, 関連論文 (5) ( 文献 [83] ) においては, 関連論文 (4)におけるアルゴリズムに

更なる改良を行い, 次の結果を得ている.

「節点数 n, 最大次数 ∆ ≥ 1なるグラフに対して, ∆が ∆ ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0:定数)を

満たすならば, 最大クリーク問題は O(n1+d)-時間で可解である. 」

同文献におけるアルゴリズムの, 次数制限のない一般グラフに対する理論計算量評価結

果は, O(20.3147n)-時間である.

ここで, 各関連論文における計算量評価は, いずれもMeasure & Conquer法によらず,

従来手法によって行っている. 従って本論文におけるアルゴリズムの改良は, アルゴリズ

ムの解析上の改善ではなく, アルゴリズム自身の改良によるグラフに対する探索領域の削

減により達成されている.

ここで一般に, 節点数が nの一般グラフにおいて, 理論計算量評価結果が,

O∗(2cn)-時間 (0 < c < 1 : 定数)

であるアルゴリズムをサブルーチンとして用いれば, グラフ中の最大クリークは

∆ ≤ 1/(c+ α) · d lgn ( α > 0: 定数 )

なる条件のもとに, O(n1+d)-時間で抽出可能である. (ここで, 正定数 α は, O∗(2cn) なる

上界を, O() 表記に変形するときに生じる定数である. α の具体的な決定方法は, 第 2章,

2.2節において述べる. )

従って, 関連論文 (5)よりも計算量評価結果の優れた ( 即ち, c の値がより小さい) アル

ゴリズムをサブルーチンとして用いることにより, より大きな定数値 1/(c+ α) を得るこ

とが可能である. 即ち, 現在知られている査読済みで最も大きな定数値の値は, 文献 [116]

のアルゴリズムを用いた場合における,

1/(0.2633 + α)

である. ( 具体的な適用例を, 第 3章, 3.6節において述べる )
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関連論文 (1)-(5)における, 定数値 c の値の改善は, いずれもグラフの最大次数を節点数

の対数オーダーとする制約条件の下での結果であり, これは文献 [116]等のアルゴリズム

をサブルーチンとして用いた場合においても同様である.

これに対して, グラフの節点数 nが十分大きい場合においては, 定数 cの値の大小より

もグラフの次数に関する制限対象範囲を緩和することが, 相対的により重要となる.

また, 最大クリーク問題の実際の適用例においては, グラフ中の節点の次数は必ずしも

均一ではなく, 次数の大きい節点と小さい節点が混在し得る. 従って, グラフの次数に関す

る制限対象範囲の緩和は, 実用的観点からも重要である.

これらの観点から, 関連論文 (5)に関しては更に, 上記の条件を緩和した 次の「拡張結

果」を得ている.

「一般グラフ G = (V,E) に対して, (v, w) ∈ E なる任意の 2 節点 v, w ∈ V の次数

deg(v)及び deg(w)が次の条件を満たすとする.

min{deg(v), deg(w)} ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0 : 定数).

このとき, G に対する最大クリーク問題は O(n2+max{1,d}) なる多項式時間的に可解で

ある. 」

これは, 隣接 2節点に対する前提条件について, 次数の大きい方の節点に関しては全く

無条件でよいとしたものである. この新たな制限のもとでは, 次数の非常に大きい節点

の存在がある程度許される. 従って, 前提条件の緩和としては, 3.177 等の定数の定量的

増大以上に, 定性的に強力な新しい枠組を与えるものである．(この枠組自体は, 2011年,

文献 [79] において筆者らにより初めて示された. 同文献においては上記結果の定数値は

2.994であった. )

この「拡張結果」に対しても, 同様にして優れた理論計算量上界を持つアルゴリズムを

サブルーチンとして組み合わせることにより, 定数 3.177部分を大きくした, より一層条

件緩和された拡張結果を得ることが出来る. 従って, 本論文における主要な成果は, この

ような多項式時間的可解性の新規な枠組を提示したことにある. また, 本論文において提

示した, アルゴリズムの理論計算量上界を改善する手法は本論文独自の新規なものであ

り, 今後この手法の拡張により更なる理論計算量上界の改善が期待できるものともなって

いる.

このように上記結果の意義は, 最大クリーク問題の多項式時間的可解性における新たな
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枠組を提示したことにある. ここで, 上記結果における多項式オーダーは, 0 ≤ d ≤ 1にお

いては O(n3), d > 1においては O(n2+d)である. 従って, グラフ全体の最大次数に対し

て制限を設けた場合よりも 1増加している. 本論文においては, この結果における多項式

オーダーを改善した, 次の改良結果も得た.

「一般グラフ G = (V,E) に対して, (v, w) ∈ E なる任意の 2 節点 v, w ∈ V の次数

deg(v)及び deg(w)が次の条件を満たすとする.

min{deg(v), deg(w)} ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0 : 定数).

このとき, G に対する最大クリーク問題は O(nmax{2,1+d}) なる多項式時間的に可解で

ある. 」

この結果においては, 0 ≤ d ≤ 1である場合に O(n2), 即ちグラフ全体の最大次数に制

限を設けた場合と同じ多項式オーダーとなる.

本論文においてはこの結果を基に, 上記枠組の更なる拡張となる, 次の結果も与える.

「サイズ n0 ≥ 2なる任意の連結な誘導部分グラフ G(C) ( C ⊆ V ) に対して, C 中の

最小次数節点 v が,

deg(v) ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0:定数)

を満たすとき, 最大クリーク問題は O(nmax{2,1+d})の多項式時間で可解である. 」

例えば, 上記隣接 2 節点における次数の制限を, サイズ 3 の連結な誘導部分グラフ中

の最小次数節点に対する制限とする. このとき, グラフ中には次数が非常に大きい次

数のみで構成された隣接節点対が存在するような場合が許される. 従って, このような

n0 = 3, 4, ...との拡張は, 次数の制限を更に明確に拡張したものとなる.

1.2 本論文の概要

本論文は, 8つの章で構成されている．第 1章は序章であり, 研究の背景, 位置づけ, 目

的, 従来の研究状況, 本研究の基礎的概念, および, 本論文の章構成について述べている．

第 2 章においては, 本論文で共通的に使用する, 用語の定義, および記法について述べ

る. また本論文を通じて最大時間計算量評価の過程で用いられる基本的補題についても,

ここで示す.

第 3章においては, 極大クリーク全列挙アルゴリズム CLIQUES [98], [99], [101], [102]
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を基にした, 基本的な最大クリーク抽出アルゴリズムMCP0 を提唱し, このアルゴリズム

の最大時間計算量評価を行い, その結果を用いて, 最大クリーク問題における多項式時間

的可解性の定量的条件を示す. 以降, 第 4-7章においては, この単純な基本アルゴリズムに

順次新たな探索領域削減手法を導入し, これに伴うより改善された多項式時間的可解性の

条件を与えていく.

第 4章においては, 第 3章のアルゴリズムMCP0 に対して, “部分問題の統合による探

索領域削減” という新たな手法を導入した改良アルゴリズムMCP1 を提唱し, 改善され

た多項式時間的可解性の結果を示す.

第 5章においては, 第 4章のアルゴリズムMCP1 において導入した, “部分問題の統合

による探索領域削減”を更に詳細に検討し, これを反映した手法を導入した改良アルゴリ

ズムMCP′
1 を提唱し, これを用いてより改善された多項式時間的可解性の結果を示す.

第 6章においては, 第 3章のアルゴリズムMCP0 に対して, 第 4章において導入, 第 5

章において更に詳細化した

“部分問題の統合による探索領域削減”　に加えて, “部分問題サイズの減少”, 及び “少

数部分問題の分割”という新たな 2 種の探索領域削減手法を導入した改良アルゴリズム

MCP2 を提唱し, これを用いてさらに改善された多項式時間的可解性の結果を示す.

第 7章においては, 第 6章のアルゴリズムMCP2 に対して, 第 6章までにおいて提唱し

た手法をそれぞれ拡張した結果を与える. これに加えて, “節点の隣接関係による限定”と

いう全く新しい手法を与えることにより, 本論文の最終的な結論の基礎となる多項式時間

的可解性の結果を示す.

第 8章においては, 第 7章において示した定量的結果を用いて, 本論文の最終的結論と

なる頭書の結果を定理として示す.

最後の第 9章においては, 本論文の結果を総括し, 合わせて今後の展望を述べている．
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第 2章

事前準備

2.1 本論文の各章共通の定義と表記法

定義 2.1.1 本論文においては, 自己閉路のない単純無向グラフ G = (V,E) を対象とす

る. ここで, V は節点集合, E ⊆ V × V は枝集合である.

G = (V,E), 及び V ′ ⊆ V に対して, グラフ,

G′ = ( V ′, E ∩ (V ′ × V ′) )

を, Gの V ′ による誘導部分グラフという. この場合, 単に G(V ′)とも書く.

なお, 本論文を通じて与えられたグラフの表現 (データ構造)は隣接リストを用いて行

うものとする.

以下, 定義 2.1.2 - 2.1.8 を通じて, V はグラフ G = (V,E) の節点集合 V を表す.

定義 2.1.2 W ⊆ V なる順序付き節点集合W が,

W = {w1, w2, ..., w|W |}

と表されるとき, 1 ≤ i ≤ j ≤ |W |に対して,

W [i, j] = {wi, wi+1, ..., wj}

と定義する.

定義 2.1.3 v ∈ V なる節点 v に対して,

Γ (v) = {u ∈ V |(u, v) ∈ E} ( ̸∋ v )
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と定義する. 即ち Γ (v) は, G = (V,E) において v に隣接する節点全ての集合である．

また,

deg(v) = |Γ (v)|

を, 節点 v の Gにおける次数, 又は単に v の次数という.

Gの誘導部分グラフ G(V ′) ( V ′ ⊆ V )に対して,

|Γ (v) ∩ V ′|

を, 節点 v の G(V ′)における次数という.

定義 2.1.4 W ⊆ V なる順序付き集合W = {w1, w2, ..., w|W |}に対して,
∧
Γ (W ) = Γ (w1) ∩ Γ (w2) ∩ · · · ∩ Γ (w|W |)

と定義する. 即ち,
∧
Γ (W )はW に含まれる全ての節点に共通して隣接する節点の集合で

ある.

定義 2.1.5 V ′ ⊆ V なる順序付き節点集合を,

{v′1, v′2, ..., v′|V ′|}

とする. V ′ において,

(v′i, v
′
i+1) ∈ E ( 1 ≤ i ≤ |V ′| )

が成立するとき, G(V ′)を節点 v′1 から節点 v′|V ′| への道という. この場合, 単に V ′ は道で

あるともいう.

定義 2.1.6 節点集合 C ⊆ V に対する誘導部分グラフ G(C)において, v, w ∈ C なる任

意の 2 節点に対して, 節点 v から節点 w への道が存在するとき, G(C) は連結であると

いう.

定義 2.1.7 節点の集合 Q ⊆ V に対する 誘導部分グラフ G(Q)において,

任意の v, w ∈ Q (v ̸= w)に対して (v, w) ∈ E

が成立するとき, G(Q)はクリークであるという. この場合, 単に Qはクリークであると

もいう. あるクリークがグラフ中の全てのクリークに対して, 自分以外のどのクリークの

部分グラフでもないとき, Qは極大クリークであるという. 節点数が最大のクリークを最

大クリークという．
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節点の部分集合W ⊆ V による誘導部分グラフ G(W )中の最大クリークのサイズ (節点

数)を ω(W )で表す．

定義 2.1.8 本論文における最大クリーク問題は, 与えられたグラフGおよび正整数 kに

対して, Gが節点数 k 以上の最大クリークを含むか否かを決定する決定問題として定義さ

れる.

2.2 本論文各章共通の基本的補題

以下に示す各補題は, 第 3-7章の各章を通してアルゴリズムの最大時間計算量評価で用

いられる基本的な補題である.

補題 2.2.1 α を 0 < α < 0.00001 なる正定数, 定数 m を正整数とする. また, 正定数

C ′ > 0 を,

C ′ ≥ m!
(ln 2α)m

を満たす定数として定める. このとき, 任意の正整数 η において,

ηm < C ′2αη.

(証明) いま, 実数 x上の関数 f(x)を

f(x) = C ′2αx − xm

と定義するとき, 1 ≤ i ≤ mに対して,

(2αx)′ = ln 2α2αx,

及び,

(xm)(i) = m(m− 1)(m− 2) · · · (m− i+ 1)xm−i,

により,

f (i)(x) = C ′(ln 2α)i2αx −m Pix
m−i,

f (i)(0) = C ′(ln 2α)i > 0.

ここで定数 C ′ の設定により,

f (m)(x)

= C ′(ln 2α)m2αx −m!xm−m
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≥ C ′(ln 2α)m −m!

≥ 0.

従って, x ≥ 0において f (m)(x) ≥ 0であり, f (m−1)(x)は x ≥ 0において単調非減少と

なる. 以下同様に,

f (i)(0) > 0, ( 1 ≤ i ≤ m ),

かつ,

f (m−2)(x), ..., f (1)(x)

は全て単調非減少により, f(x)は x ≥ 0において単調非減少である.

更に, f(0) > 0であることより, x ≥ 0において f(x) > 0である．従って, η ≥ 1にお

いて,

ηm < C ′2αη. 2

補題 2.2.1 は, 本論文第 3-7章において提示する各アルゴリズムに対して,

O(2cηηm) ( η ≥ 1 )

なる計算量上界を示したとき, これを,

O(2(c+α)η)

なる, O()内の関数が指数関数のみである形に変形するときに用いる.

以降, 本論文において提示する各アルゴリズムに対して, 補題 2.2.1 を適用するとき,

α = 0.0003, m = 3, 及び,

C ′ = 6.7 · 1011(> 3!
(ln 20.0003)3 )

としている.

補題 2.2.2 任意の n ≥ 1において,

(lgn)2<(lge)n.

(証明) いま実数 x上の関数 f(x)を,

f(x) = (lge)x− (lgx)2

と定義する. まず, 0 < f(1) < f(2) < f(3) < f(4)である.

f ′(x) = lge(1− 2 · lgx
x ),
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f ′′(x)

= 2lge · lgx− lge
x ·x

x2

= 2lge ·
lnx
ln2−lge

x2

= 2lge · lge·lnx−lge
x2

= 2(lge)2 · lnx−1
x2 .

ここで, f ′′(x) > 0が x ≥ 4において成立するから, f ′(x)は x ≥ 4において単調非減少

である. 更に f ′(4) = 0であるから, x ≥ 4において f ′(x) ≥ 0 が成立する. 従って f(x)

は x ≥ 4において単調非減少である. 即ち n ≥ 5に対して題意は成立する.

以上から, 任意の n ≥ 1に対する題意の成立は示された. 2

次の補題は, 本論文のアルゴリズムにおける探索領域削減操作のうち, 最も単純なもの

の基礎である.

補題 2.2.3 グラフ G = (V,E)に対して, W ′,W ⊆ V として,

W ′ ⊆ W であるならば,

ω(W ′) ≤ ω(W ).

(証明) 最大クリークの定義から明らか. 2

補題 2.2.3の拡張として次の補題を得る.

補題 2.2.4 グラフ G = (V,E)に対して, W,W ′ ⊆ V として,

R := W ′ −W

とおく. このとき以下が成立する.

ω(W ′) > ω(W )

であるならば,

W ′ 中の最大クリークは R中の節点を少なくとも 1個含む.

(証明) 対偶, 即ち, W ′ 中の最大クリークが R中の節点を含まないならば,

ω(W ′) ≤ ω(W ).

を示す.
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いま, QをW ′ 中の任意の最大クリークとして,

Q ∩R = ∅

であるとする.

RはW に含まれないW ′ 中の節点の集合であるから,

Q ⊆ W .

従って, 補題 2.2.3により,

ω(W ′) = |Q| ≤ ω(W ). 2

更に, 次の補題が成立する.

補題 2.2.5 一般に, グラフ G = (V,E)における 2つの節点部分集合 SG, SG′ ⊆ V に

対して,

R := SG− SG′

とおく. このとき以下が成立する.

(1) |R| ≤ 1 であるならば,

ω(SG) ≤ ω(SG′) + 1.

(2) |R| ≥ 2 であり,

ω(SG) > ω(SG′) + 1

が成立する場合, SG中の任意の最大クリークは, R中の節点を少なくとも 2個含む.

(証明) (1) いま R ⊆ SGであるから,

ω(SG)

≤ ω(SG−R) + ω(R)

≤ ω(SG−R)+1≤ω(SG′)+1. (補題 2.2.3による. )

(2) 対偶を証明する. 即ち, SG中の任意の最大クリーク Q に対して,

|Q ∩R| ≤ 1

であるならば,

ω(SG) ≤ ω(SG′) + 1

である事を示す.

ω(SG)
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= ω(SG−R) + ω(Q ∩R)

≤ ω(SG−R) + 1

≤ ω(SG′) + 1. 2
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第 3章

アルゴリズムMCP0

3.1 概要

本章の構成は, 以下の通りである.

先ず, 3.2節において, 基本的な最大クリーク抽出アルゴリズムを提示し, このアルゴリ

ズムの構成, 及び, 基本的な探索手法について述べる.

続く 3.3節, 及び 3.4節においては, アルゴリズムに導入するごく基本的な探索領域削減

手法について述べる.

3.5 節においては, 基本アルゴリズムを実際の例題に適用し, その具体的な動作内容を

示す.

最後に, 3.6節において基本アルゴリズムの最大時間計算量評価を行い. その結果を用い

て, 本章の結論となる多項式時間的可解性の結果を示す.

以上の構成は, 本章に続く第 4章以降の各章において共通であり, 計算量評価の手法も

同様である. 従って本章の内容は, 単純な最大クリーク抽出アルゴリズムを用いて, その内

容の説明, 及び解析の基本的な構成を示したものである.

3.2 アルゴリズムMCP0

本章において説明及び解析を行う, 最大クリーク抽出アルゴリズム MCP0 をアルゴリ

ズム 1に示す.

アルゴリズムMCP0 は, グラフ G = (V,E)を入力とし, G中の最大クリークのサイズ
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アルゴリズム 1 MCP0

0000: procedure MCP0(G)

0100: global Q size, Qmax size;

0200: begin

0300: Q size := 0, Qmax size := 0;

0400: EXPAND(V )

0500: return Qmax size

0600: end {of MCP0}

0700: procedure EXPAND(SUBG)

0800: begin

0900: if SUBG ̸= ∅ then

1000: u := a vertex in SUBG that

maximizes |Γ (u) ∩ SUBG|;
1100: SUBGu := Γ (u) ∩ SUBG;

1200: EXTu := SUBG− {u} − SUBGu;

1300: k := |EXTu|;
1400: let EXTu = {v1, v2, ..., vk};

1500: Q size := Q size+ |{u}|;
1600: EXPAND(SUBGu)

1700: Q size := Q size− |{u}|;
1800: for i = 1 to k − 1 do

1900: vi := the first vertex in EXTu;

2000: SUBGvi

:= Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k]∪SUBGu);

2100: Q size := Q size+ |{vi}|;
2200: EXPAND(SUBGvi )

2300: Q size := Q size− |{vi}|
2400: od

2500: else {i.e., SUBG = ∅}
2600: if Q size > Qmax size then

2700: Qmax size := Q size fi fi

2800: end {of EXPAND}

を出力とする.

MCP0 は, 大きく分けて本体部分 (0000-0600行) と, 手続き EXPAND (0700-2800行)

により構成される. このうち本体部分の内容は,使用変数の定義等を行った後に EXPAND

を呼び出し, 結果を出力する操作である. 第 4-7章における各アルゴリズムについて, 本体

部分の内容は同一である.

具体的なクリークの探索は, 手続き EXPAND により実行される. そこで以下では,

EXPANDの探索手法について詳述する.

3.2.1 基本手続き EXPAND

基本手続き EXPAND は, G = (V,E) に対して節点集合 SUBG ⊆ V を入力とする.

MCP0 本体部分から, EXPANDが呼び出されるとき (0400行), SUBG = V である.

EXPANDは, 以下の操作により入力 SUBGから最大クリークを抽出する.

いま, Qを現在探索中のクリークとする. また, Qmax をこれまでの探索の過程で得られ

た最大クリークとする. SUBG = V であるとき, Q = Qmax = ∅である. 実際のアルゴリ

ズム上では,
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Q size := |Q|, Qmax size := |Qmax|

と, それぞれのクリークのサイズのみを大域変数として定義する (0100行). これは, 最大

クリーク問題において最大クリークはそのサイズのみ決定できれば十分であるという理由

による.

EXPANDは, 与えられた入力 SUBGに対して, G(SUBG)における最大次数節点 uを

SUBGから選択し,

SUBGu := Γ (u) ∩ SUBG

を求める (1000-1100 行). 即ち SUBGu は, SUBG 中の節点 u に隣接する節点の集合で

ある.

SUBGu 構成後, 節点 uを Qに追加する (Q := Q ∪ {u}). その後, SUBGu を新たな入

力として EXPANDを再度実行する (1500-1600行).

この手続きを再帰的に SUBGu = ∅ となるまで繰り返す. この繰り返し動作におい

ては,

SUBGu ⊊ SUBG が成立する. 従って, G(SUBG)中の最大次数節点を u,

∆ = |SUBGu|

とおくと, EXPANDの繰り返し動作は最大 ∆回で終了する.

SUBG = ∅となった時点において, Qが |Q| = Q size > Qmax size を満たすならば,

Qmax sizeを Q sizeによって置き換える. その後バックトラックして, uを Qから削除

(1700行), 新たに節点 v を SUBGから選択して同様の操作を SUBG = ∅となるまで繰

り返す. この基本アルゴリズムは最大クリーク抽出においてはよく知られた手法である.

一般に, 探索中のクリークが Q = {p0, p1, . . . , pd} (0 ≤ d ≤ |V |) と表されるとき, 探索候

補節点集合は

SUBG = V ∩ Γ (p0) ∩ Γ (p1) ∩ · · · ∩ Γ (pd)

となる. 探索中のクリークが

{p0, p1, . . . , pd−1}

であるとき, EXPANDの次の再帰における候補節点集合 SUBGは, 次に選択される節点

pd によって定まる. そこで, 以下本論文を通じて, この SUBGに対して手続き EXPAND

を実行することを, 節点 pd からの探索を行うと言う.
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3.3 部分森の同一化

手続き EXPANDにおいては, 与えられた入力 SUBG ⊆ V に対して, まず以下のよう

な節点の並べ替え処理を行う.

節点 uを G(SUBG)中の最大次数節点として,

SUBGu := Γ (u) ∩ SUBG

とする. また,

EXTu := SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| )

とする. 即ち, EXTu は SUBG中の節点のうち, ( u自身を除く) uに非隣接な各節点の

集合である.

これらの定義のもと, SUBGを,

{u} ∪ EXTu ∪ SUBGu

と並べ替える. この並べ替え操作後, EXPAND は節点 u からの探索, v1 からの探索, v2

からの探索, ... と, 左から順に各節点からの探索を実行する.

uからの探索, 即ち,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG

に対する EXPAND の実行により得られる全てのクリークは, EXTu 中の各節点を含ま

ない. そこで, uからの探索終了後は,

EXTu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| )

中の各節点からの探索を, 左から順に行う. いま,

SUBGv1 = Γ (v1) ∩ SUBG

として, v1 からの探索を SUBGv1 に対する EXPANDの実行とする.

v1 からの探索終了後, 節点 v1 を含む最大クリークは既に抽出済である. 従って, 節点 v2

からの探索は,

SUBGv2 = Γ (v2) ∩ (SUBG− {v1})

に対する EXPANDの実行とする. 以下同様にして, vi ∈ EXTu (1 ≤ i ≤ k) なる節点

vi からの探索においては, 既に探索された節点 v1, v2, ..., vi−1 は探索の候補から除外する.

即ち, 1 ≤ i ≤ k において, 節点 vi からの探索を,
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SUBGvi

= Γ (vi) ∩ (SUBG− {v1, v2, ..., vi−1})

= Γ (vi) ∩ ( ({u} ∪ EXTu ∪ SUBGu)− {v1, v2, ..., vi−1} )

= Γ (vi) ∩ ( ({u} ∪ {v1, v2, ..., vk} ∪ SUBGu)− {v1, v2, ..., vi−1} )

= Γ (vi) ∩ ({u} ∪ {vi, vi+1, ..., vk} ∪ SUBGu)

= Γ (vi) ∩ ({u} ∪ EXTu[i, k] ∪ SUBGu)

= Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu). ( (vi, u) /∈ E )

に対する EXPANDの実行とする. *1

また, uからの探索, 及び EXTu 中各節点からの探索が実行された後, SUBGu 中の各

節点からの探索で得られる全てのクリーク Qに対して, より大きいクリーク Q ∪ {u}が

存在することがわかる. 何故ならば, Q ⊆ SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG の全ての節点は uに

隣接しているからである. 従って, 節点 uからの探索, 即ち SUBGu 中の最大クリーク抽

出が正しく行われた後であれば, SUBG 最後部である SUBGu 中のどの節点からも新た

に探索を行う必要はない. そこで, SUBGu 中各節点からの探索は, これを常に省略する.

この手法は [19]を始めとして, [58], [63]などでも用いられている. 本論文においてはこ

の手法を部分森の同一化と呼ぶ.

3.4 部分問題の単純省略

一般に, W ′ ⊆ W である 2節点集合W,W ′ ⊆ V に対して,

ω(W ′) ≤ ω(W ). ( 第 2章, 補題 2.2.3 )

SUBGに対する上記並べ替えのもと, この事実に基づくごく基本的な探索領域削減操作を

加える.

EXTu 中の最後尾節点 vk からの探索は, 上記定義により,

SUBGvk
= Γ (vk) ∩ (EXTu[k, k] ∪ SUBGu)

に対する EXPANDの実行である. しかしながら,

SUBGvk

= Γ (vk) ∩ (EXTu[k, k] ∪ SUBGu)

*1 関連論文 (4), (5) においては, EXTu[i, k]を EXTu[i)と表記していた.



第 3章 アルゴリズムMCP0 27

= Γ (vk) ∩ ({vk} ∪ SUBGu)

= Γ (vk) ∩ SUBGu ( (vk, vk) /∈ E )

⊆ SUBGu

である. そこで, 上記事実に基づき EXTu の最後尾節点 vk からの探索は省略する.

いま,

|SUBG| = η *2

とすると,

|SUBGu|

= |SUBG| − |{u}| − |EXTu|

= η − k − 1

である. 以上の基本的な並べ替え, 及び探索の省略のみを導入した場合, EXPANDの実行

過程においては, u, v1, ..., vk−1 (計 k 個)からの探索が実行される. 即ち, SUBGは k 個

の部分問題に分割され, それぞれの部分問題のサイズは高々 η − k − 1である.

MCP0 による最大クリーク抽出の過程は, 図 3.2に示すように探索木の集まりである探

索森として表すことができる.

3.5 例題

図 3.1のグラフ G = (V,E)に対するアルゴリズムMCP0 の実行過程を, 図 3.2の探

索森として表す．

この探索森の根は, 常にグラフ Gの節点全ての集合,

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

である. ここで,

V = SUBG0

と書く.

探索森において, 中括弧により示した各節点集合は, その集合の親を分割した候補節

*2 関連論文 (1)～(5)においては, |SUBG|を記号∆を用いて表記していたが, 記号∆は同時にグラフの最

大次数を表す記号としても用いられていた. 本論文において, 記号∆はグラフの最大次数を表す記号とし

てのみ使用し, |SUBG|については記号 η を用いる.
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図 3.2 MCP0 によるクリーク探索森

点集合 SUBG であり, これが探索森における各ノードである. ここで, 各候補節点集合

SUBG に対して, SUBG の位置における探索森の深さ (depth)を d (0 ≤ d ≤ |V |) とす

る. このとき SUBGを,

SUBGd
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とも書く.

図 3.2 中, 白丸によって示した各節点は, SUBG 中の節点のうち, その節点からの探索

が実行される節点である. これらの節点は, 抽出されたグラフ中のクリークのうち少なく

とも 1個に含まれる. SUBG0(= V )中の任意の白丸によって示された節点を p0 とすると

き, 探索森の根 SUBG0 の子ノードは,

Γ (p0) ∩ SUBG0

である. 以下, この節点集合を,

SUBG1
{p0}

と表記する. ここで, 節点 p0 はグラフ G中のあるクリーク Qに含まれる. 3.2.1節に述べ

た通り, 一般に, 探索中のクリークが Q = {p0, p1, . . . , pd} ( 0 ≤ d ≤ |V | ) と表されると

き, 探索候補節点集合は

SUBG = V ∩ Γ (p0) ∩ Γ (p1) ∩ . . . ∩ Γ (pd)

となる.

以下の実行例においては, この SUBGを

SUBGd+1
{p0,p1,...,pd}

と書く. 即ち, d ≥ 1において,

SUBGd+1
{p0,p1,...,pd}

= Γ (pd) ∩ SUBGd
{p0,p1,...,pd−1}.

図中においては, 探索中のクリークに含まれる節点 p0 は p1 と, 各節点 pi (1 ≤ i ≤ d− 1)

はそれぞれ節点 pi−1 及び pi+1 と, pd は pd−1 と実線で結んで表記する.

ある d0 ( 0 ≤ d0 ≤ |V | )において,

SUBGd0+1
{p0,p1,...,pd0

} = ∅

となったとき, 節点集合 {p0, p1, ..., pd0}はクリークである.

上の表記を用いて, (V =)SUBG0 中の G(SUBG0)における最大次数節点を u0,

SUBGd
{p0,p1,...,pd−1} 中の

G(SUBGd
{p0,p1,...,pd−1})における最大次数節点を ud とおき,

SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,ud}

= Γ (ud) ∩ SUBGd
{p0,p1,...,pd−1}

= SUBGd+1
ud
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とおく. このとき,

EXT 1
u0

= SUBG0 − {u0} − SUBG1
{u0},

EXT d+1
ud

= SUBGd
{p0,p1,...,pd−1} − {ud} − SUBGd+1

ud

と書く. また, 0 ≤ d ≤ |V |に対して,

EXT d+1
ud

= {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXT d+1
ud

| ),

及び,

EXT d+1
ud

[i, k] = {vi, vi+1, ..., vk} (1 ≤ i ≤ k)

とするとき,

SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,vi}

= Γ (vi) ∩ (EXT d+1
ud

[i, k] ∪ SUBGd+1
ud

)

= SUBGd+1
vi

と書く. 前節に述べた通り, MCP0 において, EXT d+1
ud

の最後尾節点 vk からの探索は常

に省略する. このように, 探索領域削減操作によってその節点からの探索を省略する節点

は, これを白丸に×印をつけて示す . 本実行例においては, EXTu の最後尾節点がこの節

点となる.

黒丸によって示した各節点は, SUBG中の節点のうち部分森の同一化により探索を省略

する節点を表す.

以上の表記を用いて, 具体的な実行過程を示す.

先ず,

(V =)

SUBG0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

から, グラフ中の最大次数節点 1が選択され,

SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

を得る. 従って,

EXT 1
1 = SUBG0 − {1} − {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} = {2, 3, 4, 5}.

ここで, 部分森の同一化により,

SUBG′0 = {1} ∪ {2, 3, 4, 5} ∪ {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}
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なる順序付き節点集合を得る．以下, 候補節点集合 SUBGに対して, 部分森の同一化によ

る並べ替えを実行した集合を SUBG′ と書く.

以下, 表記法に従いクリーク探索の実行例を示す.

SUBG′0 において, 節点 1からの探索を実行,

SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

SUBG2
{1,7} = {6, 11, 12},

EXT 2
7 = SUBG1

{1} − {7} − {6, 11, 12} = {8, 9, 10},

SUBG′1
{1} = {7} ∪ {8, 9, 10} ∪ {6, 11, 12},

節点 7からの探索を実行,

SUBG2
{1,7} = {6, 11, 12},

SUBG3
{1,7,6} = {11},

EXT 3
6 = SUBG2

{1,7} − {6} − {11} = {12},

SUBG′2
{1,7} = {6} ∪ {12} ∪ {11},

節点 6からの探索を実行,

SUBG3
{1,7,6} = {11},

SUBG4
{1,7,6,11} = ∅,

EXT 4
11 = SUBG3

{1,7,6} − {11} − ∅ = ∅,

SUBG′3
{1,7,6} = {11} ∪ ∅ ∪ ∅,

11からの探索を実行,

SUBG4
{1,7,6,11} = ∅,

により, クリーク {1, 7, 6, 11}を得る. ここで, Qmax size := 4とする.

ここから 1段階バックトラックすると,

EXT 3
6 = {12},

であるため, EXT 3
6 の最後尾節点 12からの探索は省略する.

1段階バックトラック,

EXT 2
7 = {8, 9, 10},

により, 次に 8からの探索を実行する.

SUBG2
{1,8} = {10},

SUBG3
{1,8,10} = ∅,
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EXT 3
9 = SUBG2

{1,8} − {10} − ∅ = ∅,

SUBG′2
{1,8} = {10} ∪ ∅ ∪ ∅,

10からの探索を実行,

SUBG3
{1,8,10} = ∅,

により, クリーク {1, 8, 10}を得る. ただし, |{1, 8, 10}| = 3 < 4であるため, Qmax size

の更新は行わない. 1段階バックトラック,

SUBG2
{1,9} = {10, 11, 12},

SUBG3
{1,9,10} = {12},

EXT 3
10 = SUBG2

{1,9} − {10} − {12} = {11},

SUBG′2
{1,9} = {10} ∪ {11} ∪ {12},

SUBG3
{1,9,10} = {12},

SUBG4
{1,9,10,12} = ∅,

EXT 4
12 = SUBG3

{1,9,10} − {12} − ∅ = ∅,

SUBG′3
{1,9,10} = {12} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG4
{1,9,10,12} = ∅, (クリーク : {1, 9, 10, 12}, 更新なし)

1段階バックトラック, 11からの探索を省略,

1段階バックトラック, 10からの探索を省略,

EXT 1
1 = {2, 3, 4, 5},

SUBG1
{2} = {3, 4, 5, 7, 9, 10},

SUBG2
{2,3} = {4, 5},

EXT 2
3 = SUBG1

{2} − {3} − {4, 5} = {7, 9, 10},

SUBG′1
{2} = {3} ∪ {7, 9, 10} ∪ {4, 5},

SUBG2
{2,3} = {4, 5},

SUBG3
{2,3,4} = {5},

EXT 3
4 = SUBG2

{2,3} − {4} − {5} = ∅,

SUBG′2
{2,3} = {4} ∪ ∅ ∪ {5},

SUBG3
{2,3,4} = {5},

SUBG4
{2,3,4,5} = ∅,

EXT 4
5 = SUBG3

{2,3,4} − {5} − ∅ = ∅,



第 3章 アルゴリズムMCP0 33

SUBG′3
{2,3,4} = {5} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG4
{2,3,4,5} = ∅, (更新なし),

2段階バックトラック,

EXT 2
3 = {7, 9, 10},

SUBG2
{2,7} = ∅, (更新なし)

SUBG2
{2,9} = {10},

SUBG3
{2,9,10} = ∅,

EXT 3
10 = ∅,

SUBG′2
{2,9} = {10} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG3
{2,9,10} = ∅, (更新なし)

1段階バックトラック, 10からの探索を省略,

1段階バックトラック,

SUBG1
{3} = {4, 5, 6, 12},

SUBG2
{3,4} = {5, 6},

EXT 2
4 = {12},

SUBG′1
{3} = {4} ∪ {12} ∪ {5, 6},

SUBG2
{3,4} = {5, 6},

SUBG3
{3,4,5} = ∅,

EXT 3
5 = {6},

SUBG′2
{3,4} = {5} ∪ {6} ∪ ∅,

SUBG3
{3,4,5} = ∅, (更新なし)

2段階バックトラック,

SUBG1
{4} = {6, 5, 11},

SUBG2
{4,6} = {11},

EXT 2
6 = {5},

SUBG′1
{4} = {6} ∪ {5} ∪ {11},

SUBG2
{4,6} = {11},

SUBG3
{4,6,11} = ∅,

EXT 3
11 = ∅,
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SUBG′2
{4,6} = {11} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG3
{4,6,11} = ∅, (更新なし)

2段階バックトラック, 5は EXT 1
1 = {2, 3, 4, 5}の最後尾節点であるから, 探索を省略し

て実行終了する.

結果として, MCP0 は例題のグラフ G中の最大クリークサイズ 4を得る.

本章に続く第 4-7 章においては, 基本アルゴリズム MCP0 の探索領域削減手法を順次

拡充していく. 各章においては, 本節と同一の例題に対する実行過程を示すことにより, 拡

充の具体的な効果を確認する.

3.6 最大時間計算量評価

与えられたグラフ G = (V,E)について, MCP0 の最大時間計算量評価を行う. これは,

オーダー評価においては EXPAND(V )の最大時間計算量評価と等価である.

いま, T (|SUBG|) を SUBG ⊆ V に対する EXPAND(SUBG) の最大時間計算量とす

る. ここで,

T (|∅|) = T (0) = 0

とする. (本章以降の各章においても同様. )

EXPAND() の最大時間計算量評価の基礎として, まず以下の様な非再帰手続き

EXPAND0(SUBG)を考え, その最大時間計算量評価を行う.

EXPAND0(SUBG): アルゴリズム 1の手続き EXPAND(SUBG)において, 1600行

の EXPAND(SUBGu)及び 2200行の EXPAND(SUBGvi)をそれぞれ EXPAND(∅)で

置き換えた非再帰手続き.

EXPAND0(SUBG)の実行時間については, 次の補題が成立する.
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補題 3.6.1 隣接リスト表現されたグラフ G = (V,E)において, SUBG ⊆ V , 節点 uを

G(SUBG)における最大次数節点とし, 以下の様にそれぞれ定義する.

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

EXTu[i, k] = {vi, vi+1, ..., vk} (1 ≤ i ≤ k), 及び,

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu).

このとき, EXPAND0(SUBG)の最大時間計算量は O(|SUBG| · |SUBGu|2) である.

(証明) 先ず, グラフの最大次数を ∆として, 場合分けを行う.

∆ ≥ 1である場合:

1000行における最大次数節点の選択は, SUBG中の各節点の次数を計算することによ

り実行可能であるから, グラフの隣接リスト表現により O(|SUBG| · |SUBGu|)-時間で実

行可能である.

1100-1700 行における各操作は, いずれも O(|SUBG|)-時間で実行可能である. 1900-

2300行における for文中の各操作は, いずれも

O(|SUBGvi |2) ≤ O(|SUBGu|2)-時間で実行可能であるから, 1800-2400 行における

for文の繰り返し操作全体は,

O(|SUBGu|2 · |EXTu|) = O(|SUBG| · |SUBGu|2)

-時間で実行可能である. 2500-2700各行の操作に関しても O(|SUBG|)-時間で実行可能で

ある．以上から, ∆ ≥ 1である場合, EXPAND0(SUBG) 全体は,

O(|SUBG| · |SUBGu|2)

-時間で実行可能である.

∆ = 0である場合:

グラフの隣接リスト表現により, 上記各操作は, O(|SUBG|)-時間で実行可能である.

従って, この場合における EXPAND0(SUBG)の全実行時間は, O(|SUBG|) である.

(この結果は, 第 4-7章における各アルゴリズムに対して, 全て同様に成立する. )2

補題 3.6.1の結果から, EXPAND0(SUBG)の実行時間の上限を, ある定数 C を用いて

C|SUBG| · |SUBGu|2 と表す.
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これにより, 次の補題が成り立つ.

補題 3.6.2 節点集合 SUBGによる誘導部分グラフにおける, EXPAND(SUBG)の最大

時間計算量 T (|SUBG|)について, 節点 uを G(SUBG)における最大次数節点とし, 以下

の様にそれぞれ定義する.

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

EXTu[i, k] = {vi, vi+1, ..., vk} (1 ≤ i ≤ k)および,

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu).

また, |SUBGu| = ∆とおく.

このとき, 以下が成り立つ.

∆ = 0である場合:

T (|SUBG|) ≤ C|SUBG|.

∆ ≥ 1である場合:

T (|SUBG|) ≤ T (|SUBGu|) +
k−1∑
i=1

T (|SUBGvi |) +C|SUBG| · |SUBGu|2. (3.6.1)

(証明) 手続き EXPAND(SUBG)の定義, および上記の定数 C の定義から明らか. 2

上記準備のもとに結論となる定理を導くため, まず誘導部分グラフ G(SUBG)に関する

次の主要補題を示す.

補題 3.6.3 節点集合 SUBG ⊆ V に対して, |SUBG| = η, C ′ = 104C とおく. このと

き, EXPAND(SUBG) の最大時間計算量 T (|SUBG|) は以下を満たす.

T (|SUBG|) ≤ C ′20.4008ηη3.

( 証明) 証明は η ≥ 1についての数学的帰納法による.

先ず, η = 1である場合, 題意は明らかに成立する.

次に, ある η ≥ 1以下の全ての正整数に関して, 題意が成立することを仮定する. 即ち,

T (|SUBG|)≤C ′20.4008ηη3.

この仮定のもとで, |SUBG| = η+1である場合を考える. いま, uを G(SUBG)におけ

る最大次数節点として,
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SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG

とする. このとき |SUBGu| ≤ η である.

補題 3.6.2 により, |SUBGu| = 0 である場合題意は明らかに成立する. そこで, 以下

では,

|SUBGu| = η − k ( 0 ≤ k < η )

とおく (第 4章～7章における計算量評価においても同様). このとき,

|EXTu|

= |SUBG− {u} − SUBGu|

= |SUBG| − |{u}| − |SUBGu|

= (η + 1)− 1− (η − k)

= k.

ここで, 補題 3.6.2および帰納法の仮定から,

T (|SUBG|)

≤ T (|SUBGu|) +
∑k−1

i=1 T (|SUBGvi |) + C|SUBG| · |SUBGu|2

< T (|SUBGu|) +
∑k−1

i=1 T (|SUBGvi |) + C|SUBG|3

≤((η+1)−(η−k)− 1) · T (|SUBGu|) + C|SUBG|3

≤((η+1)−(η−k)− 1) · C ′20.4008(η−k)(η−k)3+C(η + 1)3

< kC ′20.4008(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3

= C ′( k
20.4008k

+ 1
104·20.4008η )2

0.4008η(η + 1)3

< C ′( k
20.4008k

+ 10−4)20.4008η(η + 1)3.

いま, 任意の非負整数 k に関して,

k
20.4008k

< 1.3166(< 20.4008)

が成立するならば, 数学的帰納法により任意の η ≥ 1 において題意は成立する. そこで,

このことを示すため, 実数 x上の関数

f(x) = x
20.4008x

を考える．

先ず, f(0) < f(1) < f(2) < f(3) < f(4) < 1.3166である．

次に,
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f ′(x)

= 20.4008x−x·ln 20.400820.4008x

(20.4008x)2

= 1−ln 20.4008x
20.4008x

< 1−0.27x
20.4008x

より, x > 4において f ′(x) < 0であり, したがって f(x)は x > 4において単調減少であ

る. 故に, k
20.4008k

< 1.3166 は任意の整数 k ≥ 0に対して成立する.

これより, 以下が証明できる.

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< (1.3166 + 0.0001)C ′20.4008η(η + 1)2

= 1.3167C ′20.4008η(η + 1)2

< 20.4008C ′20.4008η(η + 1)2 ( ここで, 20.4008 = 1.3203... )

= C ′20.4008(η+1)(η + 1)2.

以上より, 題意の不等式は |SUBG| = η + 1の場合にも成立することが示せた．従って,

帰納法による帰結として, η ≥ 1なるすべての整数 η に関して題意は成立する. 2

以上を用いて, 本章の結論となる次の定理を示す.

定理 3.6.1 節点数 |V | = n, 最大次数∆ ≥ 1なるグラフに対して, いま定数 C ′ = 104C ,

C ′′ = 6.7 · 1011, とする. このとき ∆が,

∆ ≤ 2.493d lgn (d ≥ 0:定数)

を満たすならば, アルゴリズム MCP0 は与えられたグラフの最大クリークサイズを

O(n1+d)-時間で抽出可能である.

(証明) 式 (3.6.1)により,

T (|V |)

= T (n)

≤ T (|SUBGu|) + T (|SUBGv1 |) + T (|SUBGv2 |) + · · ·+ T (|SUBGvk−1
|) + Cn∆2.

ここで, 補題 3.6.3により,
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T (n)

≤ nC ′20.4008∆∆3 + Cn∆2.

ここで定数 C ′′ の定義, および補題 2.2.1から,

T (n)

= n · C ′20.4008∆∆3 + Cn∆2

< n · C ′20.4008∆ · C ′′20.0003∆ + Cn∆2

= nC ′C ′′20.4011∆ + Cn∆2.

ここで, ∆ ≤ 2.493d lgnであるとすると,

T (n)

< nC ′C ′′20.4011∆ + Cn∆2

≤ nC ′C ′′20.4011·2.493d lgn + Cn(2.493d lgn)2

< nC ′C ′′nd + 6.216Cn(lgnd)2.

ここで, 補題 2.2.2により, (lgn)2< (lge)n が成立するから, ((lgn)2)d< ((lge)n)d が成立

する. 従って,

T (n)

< C ′C ′′n1+d + 6.216Cn((lge)n)d

< C ′C ′′n1+d + 6.216(lge)dCn1+d

= (C ′C ′′ + 6.216(lge)dC)n1+d.

故に, T (n) = O(n1+d)である. 2

ここで, 定理 3.6.1に対して, O∗(20.288n)-時間で最大独立節点集合問題を解くことが出

来るとの解析評価を得ている文献 [37]の結果を適用すると, グラフの最大次数 ∆ ≥ 1に

対して, 定理 3.6.1の結果数値 2.493を 3.468とすることが, 下記の様にして可能である.

まず, 文献 [37] のアルゴリズムの理論的計算量上界が O∗(20.288n) であるとの結果に

より,

T (∆)に対して, 正定数 D 及び正整数mを用いて,

T (∆) ≤ D20.288∆∆m

が成立する. ここで, α = 0.0003なる正定数 αに対して,
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D′ = m!
(ln 2α)m

とすれば, 補題 2.2.1により, ∆ ≥ 1において,

∆m < D′2α·∆.

従って,

T (∆)

≤ D20.288∆∆m

< DD′20.288∆ · 2α∆

= DD′2(0.288+α)∆.

= DD′20.2883∆.

これに基づき, 下記命題 Aの結果を得る. なお, この命題における定数 3.468は, 下記関係

式による.

1/0.2883 = 3.468... > 3.468.

[命題A] 節点数 n ≥ 1のグラフにおいて, グラフの最大次数 ∆ ≥ 1 に対して,

∆ ≤ 3.468 · d lg n (d ≥ 0: 定数)

であるならば, 最大クリーク問題は O(n1+d)-時間で実行可能である.

(証明)式 (3.6.1)において SUBG = V として,

SUBGu = Γ (u) ∩ V ,

EXTu = V − {u} − SUBGu

= {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

とそれぞれ定義する. このとき式 (3.6.1)により,

T (|V |)

= T (n)

≤ T (|SUBGu|) +
∑k−1

i=1 T (|SUBGvi |) + C∆2 · n.

いま, |SUBGvi | ≤ |SUBGu| ≤ ∆である.

ここで, 各部分問題 SUBGu, SUBGvi (1 ≤ i ≤ k − 1) に対して, 文献 [37]のアルゴリ

ズムを適用する. 上記の通り, このとき,

T (∆) < DD′20.2883∆

であるから,
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T (n)

< (n− 1)DD′20.2883∆ + C∆2 · n

< nDD′20.2883∆ + C∆2 · n.

ここで, ∆ ≤ 3.468d lgnとすれば,

T (n)

≤ nDD′20.2883·3.468d lgn + C · (3.468d lg n)2 · n

< nDD′nd + C · (3.468 lg nd)2 · n

< nDD′nd + 12.028C(lg nd)2 · n.

いま, n ≥ 1において nd ≥ 1であり, 補題 2.2.2により,

(lg nd)2<(lg e)nd.

従って,

T (n)

< DD′n1+d + 12.028(lg e)Cn1+d

< (DD′ + 12.028 · 1.45C)n1+d

< (DD′ + 17.45C)n1+d. 2
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第 4章

アルゴリズムMCP1

4.1 概要

本章では, 前章における基本アルゴリズム MCP0 に対し, “部分問題の統合による探索

領域削減”という新たな限定操作を導入し, 以下の改良結果を与える.

⌈ 節点数 nの一般グラフにおいて, 最大次数 ∆が ∆ ≤ 2.610d lgn (d ≥ 0: 定数)なる

条件を満たしている時, このグラフの最大クリーク問題は O(n1+d) なる多項式時間で可

解である．⌋

4.2 アルゴリズムMCP1

前章のアルゴリズム MCP0 を拡張して, 本論文において新たに提唱するアルゴリズム

MCP1 をアルゴリズム 2に示す. MCP0 に対し, 本章における新たな追加, 及び変更部分

についてはこれを赤字により表す.

MCP1 における, MCP0 に対する追加部分は,

1401 - 1409行,

及び,

2401 - 2407行

の各部分である. これらの部分は, 本章において導入する, “部分問題の統合による探索領

域削減”を実現するための各操作である. MCP1 におけるMCP0 からの変更部分は, 1800

行における



第 4章 アルゴリズムMCP1 43

for i := 1 to k − 1

を

for i := 1 to k − 2

とした点のみである.

アルゴリズム 2 アルゴリズムMCP1

0000: procedure MCP1(G)
0100: global Q size, Qmax size;

0200: begin

0300: Q size := 0, Qmax size := 0;

0400: EXPAND(V )

0500: return Qmax size

0600: end {of MCP1}

0700: procedure EXPAND(SUBG)

0800: begin

0900: if SUBG ̸= ∅ then
1000: u := a vertex in SUBG that

maximizes |Γ (u) ∩ SUBG|;
1100: SUBGu := Γ (u) ∩ SUBG;

1200: EXTu := SUBG− {u} − SUBGu;

1300: k := |EXTu|;
1400: let EXTu = {v1, v2, ..., vk};

1401: for i = 1 to k

1402: do

1403: Ui := Γ (vi) ∩ EXTu;

1404: if |Ui| < k − 1 then

1405: swap vi with vk;

1406: swap (EXTu−Ui)[1] with vk−1;

1407: i := k + 1

1408: fi

1409: od

1500: Q size := Q size+ |{u}|;
1600: EXPAND(SUBGu)

1700: Q size := Q size− |{u}|;
1800: for i = 1 to k − 2 do

1900: vi := the first vertex in EXTu;

2000: SUBGvi

:= Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu);

2100: Q size := Q size+ |{vi}|;
2200: EXPAND(SUBGvi )

2300: Q size := Q size− |{vi}|
2400: od

2401: if (vk−1, vk) ∈ E then

2402: SUBGTAIL :=
∧
Γ ({vk−1,vk}) ∩ SUBGu;

2403: ROOT := {vk−1, vk};
2404: Q size := Q size+ |{ROOT}|;
2405: EXPAND(SUBGTAIL)

2406: Q size := Q size− |{ROOT}|
2407: fi

2500: else {i.e., SUBG = ∅}
2600: if Q size > Qmax size then

2700: Qmax size := Q size fi fi

2800: end {of EXPAND}

4.2.1 部分問題の統合による探索領域削減

MCP0 において,

EXTu

= SUBG− {u} − SUBGu

= {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| )

に対し, EXTu の最後尾節点 vk からの探索は, これを常に省略した. この手法は最大ク

リーク抽出における探索領域削減手法としてはごく基本的なものであり, 本章のアルゴリ



第 4章 アルゴリズムMCP1 44

ズムMCP1 以降の各アルゴリズムにおいてもこれを採用する.

本章においては, 上記の基本的手法を拡張し, 新たな探索領域削減手法を導入するため,

k = |EXTu| ≥ 2である場合において, EXTu 中の最後尾から 2番目の節点 vk−1 からの

探索について考察する．

いま, 前章の定義により,

SUBGvk−1

= Γ (vk−1) ∩ (EXTu[k − 1, k] ∪ SUBGu)

= Γ (vk−1) ∩ ({vk} ∪ SUBGu)

である. 従って,

R = SUBGvk−1
− SUBGu

とおくと,

(vk−1, vk) /∈ E である場合,

R = ∅,

SUBGvk−1

= Γ (vk−1) ∩ SUBGu

⊆ SUBGu

である. そこで, この場合には節点 vk−1 からの探索は省略する.

次に, (vk−1, vk) ∈ E である場合,

R = {vk}

である. ここで, 第 2章, 補題 2.2.4において,

W = SUBGu,

W ′ = SUBGvk−1

とそれぞれおくと, 次が成立する.

補題 4.2.1 ω(SUBGvk−1
) > ω(SUBGu)

なる不等式が成立するのは, SUBGvk−1
中の最大クリークが節点 vk を含む場合に限ら

れる．

(証明)補題 2.2.4による. 2
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この結果により, 節点 vk−1 からの探索においては節点 vk を確実に含むクリークのみを

抽出すれば十分であることがわかる.

いま, (vk−1, vk) ∈ E である場合,

SUBGTAIL :=
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu

とおく. このとき, 節点集合 {vk−1, vk} ∪ SUBGTAIL 中の最大クリークは vk を必ず含

む. そこで, 節点 vk−1 からの探索は, この SUBGTAIL に対する EXPAND の実行とす

る. ここで,

SUBGTAIL

=
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu

= Γ (vk) ∩ (Γ (vk−1) ∩ SUBGu)

= Γ (vk) ∩ (Γ (vk−1) ∩ ({vk} ∪ SUBGu))

= Γ (vk) ∩ SUBGvk−1

である. 即ち, SUBGTAIL は SUBGvk−1
のうち, 節点 vk に隣接する節点の集合である.

また, 明らかに,

|SUBGTAIL| ≤ |SUBGvk−1
| − 1

である. 以上から, 節点 vk−1 からの探索においては, どのような場合においても, 探索領

域削減が可能である. 即ち,

・(vk−1, vk) /∈ E である場合, vk−1 からの探索を省略する.

・(vk−1, vk) ∈ E である場合, vk−1 からの探索を, SUBGTAIL

( |SUBGTAIL| < |SUBGvk−1
| ) に対する EXPANDの実行とする.

アルゴリズム上では, 以下の手順によって上記の探索領域削減操作を実現する.

集合 EXTu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ) 中の各節点 vi (1 ≤ i ≤ k) について,

Ui = Γ (vi) ∩ EXTu,

即ち, 節点 vi と隣接する EXTu 中の節点の集合を考える.

(1) ある 1 ≤ i ≤ kにおいて |Ui| < k− 1が成立するならば, EXTu 中には節点 vi に隣接

しない節点が少なくとも 1個存在する. そこで, このような vi が存在する場合には, 節点

vi を EXTu 中最後尾の節点 vk と交換 (swap)し (1405行), 更に節点 (EXTu − Ui)[1],
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即ち vi と隣接しない節点と vk−1 を交換する. (1406行)

節点交換操作が実行された場合, 交換後の EXTu において,

(vk−1, vk) /∈ E

である. 従ってこの場合には, EXTu の最後尾 2節点 vk−1 及び vk からの探索は単純に

省略する.

(2) 任意の 1 ≤ i ≤ k において |Ui| = k − 1である場合, (1)の節点交換操作は実行され

ず, 1800-2400行における for文の実行が終了した時点において,

(vk−1, vk) ∈ E

となる ( この場合, G(EXTu)中に非隣接節点対は 1個も存在しない. 即ち G(EXTu)は

クリークである ). この場合には, SUBGTAIL を上記の定義に従って構成し, この集合に

対し EXPANDを実行する. 実行に当たっては,

ROOT := {vk−1, vk}

として, 集合 ROOT を現在探索中のクリークに追加する (2404行).

これらの操作追加に合わせて, アルゴリズム 2, 1800行における for文の終了値は k−2

とする. 即ち, (vk−1, vk) /∈ E である場合には, 2402-2407行の操作は実行されない. これ

は, 実質的には SUBGTAIL = ∅とすることと同じである.

以上の探索領域削減手法を, 以下 “部分問題の統合による探索領域削減”と呼ぶ.

前章同様に,

|SUBG| = η,

k = |EXTu|

とそれぞれおく. アルゴリズムMCP0 において, SUBGは k個の部分問題に分割され, そ

れぞれの部分問題のサイズは高々 η − k − 1であった. これに対して, MCP1 においては

u, v1, v2, ..., vk−2 　 ( k − 1個 )からの探索が確実に実行され, これらの探索における部

分問題のサイズは高々 η − k − 1である.

vk−1 からの探索は省略されるか, 探索が実行される場合においても部分問題のサイズは

高々 η − k − 2である. よって, “部分問題の統合による探索領域削減” の導入により, ど

のような場合においてもアルゴリズムの探索領域削減は達成されている.
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図 4.2 MCP1 によるクリーク探索森

4.2.2 例題

図 4.1のグラフ G = (V,E) (第 3章において用いたグラフと, 同一のグラフ) に対する

アルゴリズムMCP1 の実行過程を, 図 4.2の探索森として表す．
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以下の実行過程における集合等の表記, 及び図 4.2 中における表記法は, 前章例題にお

けるものを踏襲する.

本章において新たに導入した, “部分問題の統合による探索領域削減”については, 新た

に実行過程中, 及び図中における表記法を定義する.

前章例題中の記述に従って,

SUBGd
{p0,p1,...,pd−1},

SUBGd+1
ud

= SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,ud},

EXT 1
u0

= SUBG0 − {u0} − SUBG1
{u0}, 及び,

EXT d+1
ud

= SUBGd
{p0,p1,...,pd−1} − {ud} − SUBGd+1

ud

= {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXT d+1
ud

| )

とするとき, 節点集合,
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBG0

を,

SUBG1
{vk−1,vk},

又は,

SUBG1
TAIL:{vk−1,vk}, また,

∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGd

{p0,p1,...,pd−1}

を,

SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,vk−1,vk},

又は,

SUBGd+1
TAIL:{p0,p1,...,pd−1,vk−1,vk}

とそれぞれ表記する, ここで, vk−1, vk は SUBGTAIL に対する探索を実行するとき, 探

索中のクリークに追加される集合 ROOT 中の 2節点である. 図中においては, この集合

ROOT 中の節点を, 2重線で結ぶことにより表記する.

以上の表記を用いて, 前章同様に具体的な実行過程を示す.

(V =)

SUBG0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},
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SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

EXT 1
1 = {2, 3, 4, 5},

SUBG′0 = {1} ∪ {2, 3, 4, 5} ∪ {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

ここで,

|U1| = |Γ (2) ∩ EXT 1
1 | = |{3, 4, 5}| = 4− 1,

|U2| = |Γ (3) ∩ EXT 1
1 | = |{2, 4, 5}| = 4− 1,

|U3| = |Γ (4) ∩ EXT 1
1 | = |{2, 3, 5}| = 4− 1,

|U4| = |Γ (5) ∩ EXT 1
1 | = |{2, 3, 4}| = 4− 1,

であるため, 前節, (1)の交換操作は実行されない.

SUBG′0 = {1} ∪ {2, 3, 4, 5} ∪ {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

SUBG2
{1,7} = {6, 11, 12},

EXT 2
7 = SUBG1

{1} − {7} − {6, 11, 12} = {8, 9, 10},

SUBG′1
{1} = {7} ∪ {8, 9, 10} ∪ {6, 11, 12},

ここで,

|U1| = |Γ (8) ∩ EXT 2
7 | = |{10}| = 1 < 3− 1

であるため, 節点 8を 10と, 節点 9を 9自身とそれぞれ交換する.

SUBG′1
{1} = {7} ∪ {10, 9, 8} ∪ {6, 11, 12},

SUBG2
{1,7} = {6, 11, 12},

SUBG3
{1,7,6} = {11},

EXT 3
6 = SUBG2

{1,7} − {6} − {11} = {12},

SUBG′2
{1,7} = {6} ∪ {12} ∪ {11},

交換操作は実行されない.

SUBG3
{1,7,6} = {11},

SUBG4
{1,7,6,11} = ∅,

EXT 4
11 = SUBG3

{1,7,6} − {11} − ∅ = ∅,

SUBG′3
{1,7,6} = {11} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG4
{1,7,6,11} = ∅, (更新: Qmax size := 4)

2段階バックトラック,
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EXT 2
7 = {10, 9, 8},

SUBG2
{1,10} = {8, 9, 12},

SUBG3
{1,10,9} = {12},

EXT 3
9 = SUBG2

{1,10} − {10} − {12} = {8},

SUBG′2
{1,10} = {9} ∪ {8} ∪ {12},

SUBG3
{1,10,9} = {12},

SUBG4
{1,10,9,12} = ∅,

EXT 4
12 = SUBG3

{1,10,9} − {12} − ∅ = ∅,

SUBG′3
{1,10,9,12} = {12} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG4
{1,10,9,12} = ∅, (更新なし)

2 段階バックトラック, (9, 8) /∈ E であるため, 節点 9 及び 8 からの探索はいずれも省略

する.

1段階バックトラック,

EXT 1
1 = {2, 3, 4, 5},

SUBG1
{2} = {3, 4, 5, 7, 9, 10},

SUBG2
{2,3} = {4, 5},

EXT 2
3 = SUBG′1

{2} − {3} − {4, 5} = {7, 9, 10},

SUBG′1
{2} = {3} ∪ {7, 9, 10} ∪ {4, 5},

|U1| = |Γ (7) ∩ EXT 2
3 | = |∅| = 0 < 3− 1,

交換操作を実行,

SUBG′1
{2} = {3} ∪ {10, 9, 7} ∪ {4, 5},

SUBG2
{2,3} = {4, 5},

SUBG3
{2,3,4} = {5},

EXT 3
4 = SUBG2

{2,3} − {4} − {5} = ∅,

SUBG′2
{2,3} = {4} ∪ ∅ ∪ {5},

SUBG3
{2,3,4} = {5},

SUBG4
{2,3,4,5} = ∅,

EXT 4
5 = SUBG3

{2,3,4} − {5} − ∅ = ∅,

SUBG′3
{2,3,4} = {5} ∪ ∅ ∪ ∅,
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SUBG4
{2,3,4,5} = ∅, (更新なし)

2段階バックトラック,

SUBG2
{2,10} = {9},

SUBG3
{2,10,9} = ∅,

EXT 3
9 = SUBG2

{2,10} − {9} − ∅ = ∅,

SUBG′2
{2,10} = {9} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG3
{2,10,9} = ∅, (更新なし)

1段階バックトラック, (9, 7) /∈ E であるため, 節点 9及び 7からの探索は省略する.

1段階バックトラック,

SUBG1
{3} = {4, 5, 6, 12},

SUBG2
{3,4} = {5, 6},

EXT 2
4 = SUBG1

{3} − {4} − {5, 6} = {12},

SUBG′1
{3} = {4} ∪ {12} ∪ {5, 6},

SUBG2
{3,4} = {5, 6},

SUBG3
{3,4,5} = ∅,

EXT 3
5 = SUBG2

{3,4} − {5} − ∅ = {6},

SUBG′2
{3,4} = {5} ∪ {6} ∪ ∅,

SUBG3
{3,4,5} = ∅, (更新なし)

2段階バックトラック, (4, 5) ∈ E であるため,

SUBG1
TAIL:{4,5} = ∅

に対し探索を実行, (更新なし) 実行終了.

結果として, MCP1 は例題のグラフ G中の最大クリークサイズ 4を得る.

4.3 最大時間計算量評価

SUBG ⊆ V に対する EXPAND(SUBG) の最大時間計算量を T (|SUBG|) とし

て, 先ず, 第 3 章における最大時間計算量評価と同様に, 以下の様な非再帰手続き

EXPAND0(SUBG)を考え, その最大時間計算量評価を行う.
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EXPAND0(SUBG): アルゴリズム 2 の手続き EXPAND(SUBG) において,

1600 行の EXPAND(SUBGu), 2200 行の EXPAND(SUBGvi) 及び 2405 行の

EXPAND(SUBGTAIL) をそれぞれ EXPAND(∅)で置き換えた非再帰手続き.

EXPAND0(SUBG)の実行時間については, 次の補題が成立する.

補題 4.3.1 隣接リスト表現されたグラフ G = (V,E)において, SUBG ⊆ V , 節点 uを

G(SUBG)における最大次数節点とし, 以下の様にそれぞれ定義する.

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

EXTu[i, k] = {vi, vi+1, ..., vk} (1 ≤ i ≤ k)および,

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu).

このとき, EXPAND0(SUBG)の最大時間計算量は O(|SUBG| · |SUBGu|2) である.

(証明) 第 3章のアルゴリズムMCP0に対して, 本章において追加した 1401-1409行, 及び

2401-2407 行以外の部分については, 前章補題 3.6.1 において題意の成立を示した. 従っ

てここでは上記の追加部分に対して題意が成立することを示す.

1403-1407各行における操作は, いずれもO(|SUBGu|)-時間で実行可能である. よって,

1401-1409行における for文全体は, O(|EXTu| · |SUBGu|) = O(|SUBG| · |SUBGu|)-時

間で実行可能である.

2401-2407 各行における操作についても, O(|SUBG| · |SUBGu|)-時間で実行可能であ

るから, EXPAND0(SUBG)の最大時間計算量は O(|SUBG| · |SUBGu|2) である. 2

補題 4.3.1の結果から, EXPAND0(SUBG)の実行時間の上限を, ある定数 C を用いて

C|SUBG| · |SUBGu|2 と表す.

第 3 章, 補題 3.6.2 と同様に, T (|SUBG|) に対して以下が成立する. 集合 SUBG ⊆ V

に対して, 節点 uを G(SUBG)における最大次数節点とし, 以下の様にそれぞれ定義する.

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

また, (vk−1, vk) /∈ E である場合,

SUBGTAIL = ∅,



第 4章 アルゴリズムMCP1 53

(vk−1, vk) ∈ E である場合,

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu．

これらの定義のもと, 次の各関係式が成立する.

先ず, (vk−1, vk) /∈ E である場合,

T (|SUBG|) ≤ T (|SUBGu|) +
k−2∑
i=1

T (|SUBGvi |) + C|SUBG| · |SUBGu|2.

(4.3.1)

この場合, G(EXTu)中には少なくとも 1組非隣接節点対が存在する. 即ち G(EXTu)は

非クリークである.

これに対して, (vk−1, vk) ∈ E である場合, G(EXTu)はクリークである. このとき,

T (|SUBG|)

≤ T (|SUBGu|) +
k−2∑
i=1

T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG| · |SUBGu|2.

(4.3.2)

この場合の上界は, G(EXTu)が非クリークである場合以上であるため, 以降の解析にお

いてはこの上界を採用する.

前章のMCP0 に対する解析過程においては, 解析中特に場合分けを設けなかった. これ

に対して, MCP1 において新たに “部分問題の統合による探索領域削減” を導入したこと

により, G(EXTu) がクリークである場合における計算量上界は, 非クリークである場合

におけるもの以上となるという結果を得ている.
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前章同様, 主要定理証明に先立ち, 先ず次の補題を示す.

補題 4.3.2 節点集合 SUBG ⊆ V に対して, |SUBG| = η, C ′ = 104C とおく. このと

き, EXPAND(SUBG) の最大時間計算量 T (|SUBG|) は以下を満たす.

T (|SUBG|) < C ′20.3828ηη3.

(証明)　証明は η ≥ 1に関する数学的帰納法による.

先ず, η = 1の場合, 題意は明らかに成立する.　

ある η ≥ 1 以下の全ての正整数において題意が成立すると仮定する. この仮定のもと

で, |SUBG| = η + 1 である場合を考える．

前章と同様に, uを G(SUBG)における最大次数節点として,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG

として,

|SUBGu| = η − k (0 ≤ k < η)

とする. このとき,

|EXTu|

= |SUBG− {u} − SUBGu|

= |SUBG| − |{u}| − |SUBGu|

= (η + 1)− 1− (η − k)

= k.

ここで, |EXTu|のサイズにより場合分けを行う.

(a) |EXTu| = k ≥ 2である場合:

式 (4.3.2)より,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

≤ T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG| · |SUBGu|2

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

≤ T (η − k) + (k − 2)T (η − k) + T (|SUBGTAIL|) + C(η + 1)3.
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ここで,

|SUBGTAIL|

≤ |SUBGvk−1
| − 1

≤ |SUBGu| − 1

= η − k − 1

である. 従って,

T (η + 1)

< (k − 1)T (η − k) + T (η − k − 1) + C(η + 1)3.

帰納法の仮定により,

T (η + 1)

< (k − 1)C ′20.3828(η−k)(η − k)3 + C ′20.3828(η−k−1)(η − k − 1)3 + C(η + 1)3

< (k − 1)C ′20.3828(η−k)(η + 1)3 + C ′20.3828(η−k−1)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< (k−1+2−0.3828

20.3828k
+ 10−4)C ′20.3828η(η + 1)3.

ここで, 第 3章補題 3.6.3, 証明と同様にして, k ≥ 0において

k−1+2−0.3828

20.3828k
< 1.3034

であることを証明できる (左辺は k = 4において最大値 1.3033...をとる). よって,

T (η + 1)

< (1.3034 + 0.0001)C ′20.3828η(η + 1)3

= 1.3035C ′20.3828η(η + 1)3 ( ここで, 20.3828 = 1.3038... )

< 20.3828 · C ′20.3828η(η + 1)3

= C ′20.3828(η+1)(η + 1)3．

以上により, k ≥ 2である場合における題意の成立は示された.

(b) |EXTu| ≤ 1である場合:

SUBG中の節点のうち, uからの探索のみが実行される. 従って,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< T (|SUBGu|) + C|SUBG|3

< (1 + 0.0001)C ′20.3828(η−k)(η + 1)3
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< 20.3828 · C ′20.3828η(η + 1)3

= C ′20.3828(η+1)(η + 1)3．

即ち, この場合にも題意は成立する.

以上, および帰納法による帰結により, 任意の η ≥ 1において, 題意は成立する. 2

補題 4.3.2により, 本章の結論として次の定理を得る.

定理 4.3.1 節点数 |V | = n, 最大次数∆ ≥ 1なるグラフに対して, いま定数 C ′ = 104C ,

C ′′ = 6.7 · 1011, とする. このとき ∆が ∆ ≤ 2.610d lgn (d ≥ 0:定数)

を満たすならば, アルゴリズム MCP1 は与えられたグラフの最大クリークサイズを

O(n1+d)-時間で抽出可能である.

(証明) 第 3章, 定理 3.6.1と同様. 2
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第 5章

アルゴリズムMCP′1

5.1 概要

第 3章から第 4章における定量的改善は, “部分問題の統合による探索領域削減”とい

う新たな手法の導入によっている．本章では, この部分問題の統合による探索領域削減を

より詳細に再定義 ・解析することにより, 更に探索領域の削減を進め, 新たに次の改良結

果を与える．

「節点数 nの一般グラフにおいて, 最大次数∆が ∆ ≤ 2.773d lgn (d ≥ 0： 定数）なる

条件を満たしているとき, このグラフの最大クリーク問題は O(n1+d) なる多項式時間で

可解である . 」

5.2 アルゴリズムMCP′
1

アルゴリズム 3 にアルゴリズム MCP′
1 を示す. このアルゴリズムは前章のアルゴリ

ズムMCP1 における新規限定操作, “部分問題の統合による探索領域削減”の手法をより

詳細化して導入したものであり, 記述されたアルゴリズムとしては第 3章のアルゴリズム

MCP0 の直接的改良である. 前章同様, MCP0 に対して, MCP′
1 における追加, 及び変更

部分はこれを赤字により表す. また, 前章までのアルゴリズムと記述が同一である部分に

ついては, 基本的に記述を省略する. 但し, 本章における追加部分との関連が深い操作につ

いては, これをコメントとして記載する. (以降の各章においても, 同様の記述方法をとる.

)
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アルゴリズム 3 アルゴリズムMCP′
1

0000: procedure MCP′
1(G)

/* 0100 - 0500 行 (略) */

0600: end {of MCP′
1}

0700: procedure EXPAND(SUBG)

/* 0800 - 1400 行 (略) */

/* u は SUBG 中の最大次数節点,

SUBGu := Γ (u) ∩ SUBG */

1401: Ru := ∅;
1402: if k ≥ 2 and (vk−1, vk) ∈ E then

1403: SUBGTAIL

:=
∧
Γ ({vk−1, vk})∩SUBGu;

1404: R := SUBGu−SUBGTAIL;

1405: if |R| = 1 then /* Case(a) */

1406: SUBGu := ∅
1407: else

1408: if |R| = 2 then /* Case(b) */

1409: if (R[1], R[2]) ∈ E then

1410: SUBGu :=
∧
Γ (R) ∩ SUBGu;

1411: Ru := R

1412: else SUBGu := ∅ fi fi

1413: fi /∗ Case(c) ∗/
1414: fi

1500: Q size := Q size+|{u}|+|Ru|;
1600: EXPAND(SUBGu)

1700: Q size := Q size−|{u}|−|Ru|;

/* 1800 - 2400 行 (略) */

2401: if (vk−1, vk) ∈ E then

2402: Q size := Q size+ |{vk−1, vk}|;
2403: EXPAND( SUBGTAIL)

2404: Q size := Q size− |{vk−1, vk}|;
2405: fi

/* 2500 - 2700 行 (略) */

2800: end {of EXPAND}

5.3 部分問題の統合による探索領域削減の詳細化

前章において, |EXTu| = k ≥ 2である場合に対して, EXTu 中の最後尾から 2 番目の

節点 vk−1 の隣接部分に関する考察を行い, 新たな限定操作として “部分問題の統合によ

る探索領域削減”を提唱した. この操作の概要は以下の通り.

(vk−1, vk) /∈ E である場合:

ω({vk−1} ∪ SUBGvk−1
) ≤ ω({u} ∪ SUBGu)

により, 節点 vk−1 からの探索は省略する.

(vk−1, vk) ∈ E である場合:
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ω({vk−1} ∪ SUBGvk−1
) > ω({u} ∪ SUBGu)

が成立するのは, {vk−1} ∪ SUBGvk−1
中の最大クリークが節点 vk を含んでいる場合に限

られる (前章, 補題 4.2.1).

そこで, 節点 vk−1 からの探索においては,

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu ( ⊊ SUBGvk−1

)

に対し探索を行う.

ここで, 更なる探索領域の削減を行うため, SUBGTAIL のサイズに関して場合分けを行

い, 次の補題を示す. 本章における探索領域の更なる削減は, この補題の結果を用いた手法

により達成されている.

いま, SG = SUBGu, SG
′ = SUBGTAIL, とそれぞれおくと,

R = SG− SG′ ≥ 1

である. このとき, 第 2章, 補題 2.2.5から次が成立する.

補題 5.3.1 グラフ G = (V,E)において, G(SUBG) ( SUBG ⊆ V )における最大次数

節点を u,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} (k = |EXTu|)

とそれぞれおく. ここで,

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu, 及び,

R = SUBGu − SUBGTAIL

とおくと, 以下が成立する.

(1) |R| = 1である場合,

ω({vk−1, vk} ∪ SUBGTAIL) ≥ ω({u} ∪ SUBGu).

(2) |R| = 2である場合,

ω({vk−1, vk} ∪ SUBGTAIL) < ω({u} ∪ SUBGu)

が成立するのは, SUBGu 中の任意の最大クリークが集合 SUBGu − SUBGTAIL 中の全

ての節点 (2個)を含む場合だけである.



第 5章 アルゴリズムMCP′
1 60

(証明) (1) 補題 2.2.5より,

ω(SUBGu) ≤ ω(SUBGTAIL) + 1

である. よって,

ω(SUBGu) + 1 ≤ ω(SUBGTAIL) + 2

から,

ω({u} ∪ SUBGu) ≤ ω({vk−1, vk} ∪ SUBGTAIL).

(2)補題 2.2.5より,

ω(SUBGu) > ω(SUBGTAIL) + 1,

ω(SUBGu) + 1 > ω(SUBGTAIL) + 2,

即ち,

ω({u} ∪ SUBGu) > ω({vk−1, vk} ∪ SUBGTAIL)

が成立するのは, SUBGu が R中の節点を 2個とも含む場合だけである. 2

補題 5.3.1 の結果を利用して, アルゴリズムに以下の新たな限定操作を導入する. この

操作は,

R = SUBGu − SUBGTAIL

としたとき, 集合 Rのサイズによる場合分けに基づき実行される.

Case(a) |R| = 1である場合:

ω({vk−1, vk} ∪ SUBGTAIL) ≥ ω({u} ∪ SUBGu)

であるから, SUBGu := ∅ と設定して, 節点 uからの探索は省略する. ( 1406行 )

Case(b) |R| = 2である場合:

R = {r1, r2}とする.

ω({vk−1, vk} ∪ SUBGTAIL) < ω({u} ∪ SUBGu)

であるならば, {u} ∪ SUBGu 中の最大クリークは R 中の 2 節点を 必ず含む．そこで,

SUBGu を,
∧
Γ (R) ∩ SUBGu,
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で置き換える. ( 1410行 ) 即ち, SUBGu の部分集合のうち Rの 2節点に必ず隣接する集

合に対して EXPANDを実行する. このとき節点集合,

R ∪ {u} ∪ (
∧
Γ (R) ∩ SUBGu)

中の最大クリークは R中の 2節点を必ず含む.

但し, (r1, r2) /∈ E である場合,

R ∪ {u} ∪ (
∧
Γ (R) ∩ SUBGu)

中の最大クリークが R中の 2節点をともに含むことはない. 従ってこの場合には Case(a)

と同様に,

SUBGu := ∅

とする. ( 1412行 )

Case(b)における置き換え操作,

SUBGu :=
∧
Γ (R) ∩ SUBGu

が実行された場合には, 節点集合 Ru を

Ru := R

と設定する. ( 1411行 ) この設定のもと, 1500行, 即ち 1600行における SUBGu に対す

る EXPAND の実行前において, 探索中のクリークに節点 u とともに集合 Ru を加える.

また, SUBGu に対する EXPANDの実行後において探索中のクリークから節点 uととも

に集合 Ru を除く. ( 1700行 )

Case(b)以外の場合においては,

Ru := ∅ と設定される. ( 1401行 )

ここで, 次が成立する.

補題 5.3.2 R = SUBGu − SUBGTAIL = {r1, r2} とするとき,

|
∧
Γ (R) ∩ SUBGu| ≤ |SUBGu| − 2.

(証明) 集合
∧
Γ (R)は r1, r2 ∈ SUBGをともに含まないことによる. 2

Case(c) |R| ≥ 3である場合:

この場合は, SUBGu に対して特別な操作は行わず, そのまま探索を行う.
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以上の操作全体を合わせて, 改めて拡張した意味において “部分問題の統合による探索

領域削減”と呼ぶ.

前章において, “部分問題の統合による探索領域削減”を導入したとき, あわせて次の節

点並び替え操作も導入した. 即ち, G(EXTu)が非クリークである場合, G(EXTu)中の非

隣接節点対のうち 1組を, EXTu の最後尾 2節点 vk−1 及び vk として配置する.

G(EXTu)が非クリークである場合, この操作により vk−1, 及び vk からの探索はとも

に省略した. この操作は本章のアルゴリズムMCP′
1 においても導入可能であり, これによ

り更なる探索領域削減が可能である. しかしながら, MCP′
1 に対する計算量評価において

は, この操作が実行された場合における計算量上界は結果的に小さなものとなる. 従って,

本章の最大時間計算量評価においては, この操作の有無は結果に影響しない.

以上の理由から, MCP′
1 においては上記の節点入れ替え操作は導入していない.

5.3.1 例題

図 5.1のグラフ G = (V,E) (第 3章, 及び第 4章において用いたグラフと, 同一のグラ

フ) に対するアルゴリズムMCP′
1 の実行過程を, 図 5.2の探索森として表す．

以下の実行過程における集合等の表記, 及び図 5.2 中における表記法は, 前章例題にお

けるものを踏襲する.

本章において新たに拡張した, “部分問題の統合による探索領域削減”について, 図中に

おける表記法を定義する.

探索森の深さ d ( 0 ≤ d ≤ |V |) において, 前章表記に従い, Case(b)の置き換え操作が

実行された場合は,

R = SUBGd+1
ud

− SUBGd+1
TAIL:{p0,p1,...,pd−1,vk−1,vk}

のもとに,

SUBGd+1
ud

:=
∧
Γ (R) ∩ SUBGd+1

ud

とする. このとき, R = {r1, r2}として,
∧
Γ (R) ∩ SUBGd+1

ud

= SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,ud,r1,r2}.

この場合, 図中においては各節点 ud, r1, 及び r2 を, 2重線で結ぶことにより表記する.

以下は具体的実行過程となる.
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図 5.2 MCP′
1 によるクリーク探索森

(V =)

SUBG0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

EXT 1
1 = {2, 3, 4, 5},
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SUBG′0 = {1} ∪ {2, 3, 4, 5} ∪ {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

(4, 5) ∈ E であるため,

SUBG1
TAIL:{4,5} = ∅

を構成する. ここで,

|R| = |SUBG1
{1} − SUBG1

TAIL:{4,5}| = |{6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}| = 7.

即ち Case(c): |R| ≥ 3 であるから, SUBG1
{1} に対して特別な操作は行わず, そのまま

EXPANDを実行する.

SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

SUBG2
{1,7} = {6, 11, 12},

EXT 2
7 = {8, 9, 10},

SUBG′1
{1} = {7} ∪ {8, 9, 10} ∪ {6, 11, 12},

(9, 10) ∈ E であるため,

SUBG2
TAIL:{1,9,10} = {12}

を構成する. ここで,

|R| = |SUBG2
{1,7} − SUBG2

TAIL:{1,9,10}| = |{6, 11}| = 2.

即ち Case(b): |R| = 2, かつ (6, 11) ∈ E であるから,

SUBG2
{1,7}

:=
∧
Γ ({6, 11}) ∩ SUBG2

{1,7}

= SUBG2
{1,7,6,11} = ∅

として, SUBG2
{1,7,6,11} に対して EXPANDを実行する.

SUBG2
{1,7,6,11} = ∅, (更新: Qmax size := 4)

1段階バックトラック,

EXT 2
7 = {8, 9, 10},

SUBG2
{1,8} = {10},

SUBG3
{1,8,10} = ∅,

EXT 3
9 = ∅,

SUBG′2
{1,8} = {10} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG3
{1,8,10} = ∅, (更新なし)

1段階バックトラック,
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SUBG2
TAIL:{1,9,10}

= SUBG2
{1,9,10} = {12},

SUBG3
{1,9,10,12} = ∅,

EXT 3
12 = ∅,

SUBG′2
{1,9,10} = {12} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG3
{1,9,10,12} = ∅, (更新なし)

2段階バックトラック,

EXT 1
1 = {2, 3, 4, 5},

SUBG1
{2} = {3, 4, 5, 7, 9, 10},

SUBG2
{2,3} = {4, 5},

EXT 2
3 = {7, 9, 10},

SUBG′1
{2} = {3} ∪ {7, 9, 10} ∪ {4, 5},

(9, 10) ∈ E であるため,

SUBG2
TAIL:{2,9,10} = ∅

を構成する. ここで,

|R| = |SUBG2
{2,3} − SUBG2

TAIL:{2,9,10}| = |{4, 5}| = 2.

即ち Case(b): |R| = 2, かつ (4, 5) ∈ E であるから,

SUBG2
{2,3}

:=
∧
Γ ({4, 5}) ∩ SUBG2

{2,3}

= SUBG2
{2,3,4,5} = ∅

として, SUBG2
{2,3,4,5} に対して EXPANDを実行する.

SUBG2
{2,3,4,5} = ∅, (更新なし)

1段階バックトラック,

EXT 2
3 = {7, 9, 10},

SUBG2
{2,7} = ∅, (更新なし)

1段階バックトラック,

SUBG2
TAIL:{2,9,10} = ∅, (更新なし)

1段階バックトラック,

SUBG1
{3} = {4, 5, 6, 12},
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SUBG2
{3,4} = {5, 6},

EXT 2
4 = {12},

SUBG′1
{3} = {4} ∪ {12} ∪ {5, 6},

SUBG2
{3,4} = {5, 6},

SUBG3
{3,4,5} = ∅,

EXT 3
5 = {6},

SUBG′2
{3,4} = {5} ∪ {6} ∪ ∅,

SUBG3
{3,4,5} = ∅, (更新なし)

2段階バックトラック,

SUBG1
TAIL:{4,5} = ∅, (更新なし)

実行終了.

結果として, MCP′
1 は例題のグラフ G中の最大クリークサイズ 4を得る.

5.4 最大時間計算量評価

前章までと同様に, 先ず次の非再帰手続き EXPAND0(SUBG) の時間計算量を考える．

EXPAND0(SUBG)： アルゴリズム 3 の EXPAND(SUBG) において, 再帰呼び出

し部分 1600, 2200, 及び 2403 行の EXPAND(SUBGu) , EXPAND(SUBGvi), 及ぴ

EXPAND(SUBGTAIL) を, それぞれ EXPAND(∅)に置き換えた非再帰手続き.

補題 5.4.1 EXPAND0(SUBG) の最大時間計算量は, O(|SUBG| · |SUBGu|2) である．

（証明）第 3 章のアルゴリズム MCP0 に対して, 本章において追加した 1401-1414 行及

び 2401-2405 行以外の部分については, 補題 3.6.1において題意の成立を示した. 従って

ここでは上記の追加部分に対して題意が成立することを示す. 1402-1412 行における操

作は, いずれも O(|SUBGu|)-時間で実行可能である. 2401-2404 行における操作につい

ても, O(|SUBGu|)-時間で実行可能であるから, EXPAND0(SUBG)の最大時間計算量は

O(|SUBG| · |SUBGu|2) である. 2
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補題 5.4.1の結果から, EXPAND0(SUBG)の実行時間の上限を, ある定数 C を用いて

C|SUBG| · |SUBGu|2 と表す.

第 3 章, 補題 3.6.2 と同様に, T (|SUBG|) に対して以下が成立する. 集合 SUBG ⊆ V

に対して, 節点 uを G(SUBG)における最大次数節点とし, 以下の様にそれぞれ定義する.

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu.

このとき,

T (|SUBG|)

≤ T (|SUBGu|) +
k−2∑
i=1

T (|SUBGvi
|) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG| · |SUBGu|2.

(5.4.1)

(前章, 式 (4.3.2)と同一. )

前章までと同様に, 先ず EXPAND(SUBG)の時間計算量評価結果を以下に与える．

補題 5.4.2 節点集合 SUBG ⊆ V に対して, |SUBG| = η, C ′ = 104C とおく. このと

き, EXPAND(SUBG) の最大時間計算量 T (|SUBG|) は以下を満たす.

T (|SUBG|) ≤ C ′20.3603ηη3.

（証明） 証明は, η ≥ 1 に関する数学的帰納法による．

η = 1である場合, 題意は明らかに成立する．

次に, ある η ≥ 1以下の全ての正整数において題意が成立すると仮定する. この仮定の

もとで, |SUBG| = η + 1 である場合を考える．

前章と同様に, uを G(SUBG)における最大次数節点として,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG

として,

|SUBGu| = η − k (0 ≤ k < η)

とする. このとき,
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|EXTu|

= |SUBG− {u} − SUBGu|

= |SUBG| − |{u}| − |SUBGu|

= (η + 1)− 1− (η − k)

= k.

先ず, k ≤ 1 である場合には, 第 4章, 補題 4.3.2 証明, 場合分けの (b) と同様にして示

せる.

そこで, 以下では k ≥ 2 である場合のみを考える.

ここで, 更に場合分けを行う.

(1) (vk−1, vk) ∈ E である場合:

R = SUBGu − SUBGTAIL

として, Rのサイズにより更に以下の場合分けを行う.

Case(c) |R| ≥ 3 である場合 :

式 (5.4.1)より,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

≤ T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG| · |SUBGu|2

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3.

ここで,

|SUBGvi | ≤ |SUBGu| = η − k,

及び,

|SUBGTAIL| ≤ |SUBGu| − 3 = η − k − 3

と帰納法の仮定により,

T (η + 1)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

≤ (k − 1)T (η − k) + T (η − k − 3) + C(η + 1)3
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≤ (k − 1)C ′20.3603(η−k)(η − k)3 + C ′20.3603(η−k−3)(η − k − 3)3 + C(η + 1)3

< (k − 1)C ′20.3603(η−k)(η + 1)3 + C ′20.3603(η−k−3)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< (k−1+2−0.3603·3

20.3603k
+ 10−4)C ′20.3603η(η + 1)3.

ここで, 第 3章, 補題 3.6.3 証明と同様にして,

k−1+2−0.3603·3

20.3603k
< 1.2832

(左辺は k = 5において最大値 1.28312...をとる. )が成立する. 従って,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< (k−1+2−0.3603·3

20.3603k
+ 10−4)C ′20.3603η(η + 1)3

< 1.2833 · C ′20.3603η(η + 1)3

< 20.3603 · C ′20.3603η(η + 1)3 ( ここで, 20.3603 = 1.2836... )

= C ′20.3603(η+1)(η + 1)3.

Case(b) |R| = 2 である場合 ；

式 (5.4.1)より,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

≤ T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG| · |SUBGu|2

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3.

Case(b) の操作により, このとき,

SUBGu :=
∧
Γ (R) ∩ SUBGu ( R = SUBGu − SUBGTAIL ),

又は,

SUBGu := ∅

との置き換えがなされている. 従って,

|SUBGu| ≤ η − k − 2,

及び,

|SUBGTAIL| = η − k − 2

と帰納法の仮定により,
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T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

≤ T (η − k − 2) + (k − 2)T (η − k) + T (η − k − 2) + C(η + 1)3

= 2T (η − k − 2) + (k − 2)T (η − k) + C(η + 1)3

≤ 2C ′20.3603(η−k−2)(η − k − 2)3 + (k − 2)C ′20.3603(η−k)(η − k)3 + C(η + 1)3

< 2C ′20.3603(η−k−2)(η + 1)3 + (k − 2)C ′20.3603(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< (k−2+2·2−0.3603·2

20.3603k
+ 10−4)C ′20.3603η(η + 1)3.

ここで Case(c)と同様に,

k−2+2·2−0.3603·2

20.3603k
< 1.2089

(左辺は k = 5において最大値 1.20880...をとる. )が成立する. 従って,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< (k−2+2·2−0.3603·2

20.3603k
+ 10−4)C ′20.3603η(η + 1)3

< 1.209 · C ′20.3603η(η + 1)3

< 20.3603 · C ′20.3603η(η + 1)3

= C ′20.3603(η+1)(η + 1)3.

Case(a) |R| = 1 である場合 ；

式 (5.4.1)より,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

≤ T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG| · |SUBGu|2

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3.

Case(a) の操作により, このとき,

SUBGu := ∅

との代入がなされている. 従って,

|SUBGTAIL| = η − k − 1

と帰納法の仮定により,
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T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

≤ (k − 2)T (η − k) + T (η − k − 1) + C(η + 1)3

≤ (k − 2)C ′20.3603(η−k)(η − k)3 + C ′20.3603(η−k−1)(η − k − 1)3 + C(η + 1)3

< (k − 2)C ′20.3603(η−k)(η + 1)3 + C ′20.3603(η−k−1)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< (k−2+2−0.3603

20.3603k
+ 10−4)C ′20.3603η(η + 1)3.

ここで Case(c)と同様に,

k−2+2−0.3603

20.3603k
< 1.0842

(左辺は k = 5において最大値 1.08410...をとる. )が成立する. 従って,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< (k−2+2−0.3603

20.3603k
+ 10−4)C ′20.3603η(η + 1)3

< 1.0843 · C ′20.3603η(η + 1)3

< 20.3603 · C ′20.3603η(η + 1)3

= C ′20.3603(η+1)(η + 1)3.

(2) (vk−1, vk) /∈ E である場合:

上記 (1) において, SUBGu のサイズが最大となるのは Case(c) の場合である. 同場合

において, SUBGTAIL = ∅ とすることにより, 容易に題意の成立が示せる.

以上, および数学的帰納法により, 題意の成立は示された. 2
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補題 5.4.2より, 本章の結論である次の定理が示される.

定理 5.4.1 節点数 n, 最大次数 ∆ ≥ 1なるグラフにおいて, 定数 C ′′ を C ′′ = 6.7 · 1011

とおく. このとき, ∆が

∆ ≤ 2.773d lgn (d ≥ 0:定数)

を満たすならば, アルゴリズム MCP′
1 は与えられたグラフの最大クリークサイズを

O(n1+d)-時間で抽出可能である.

(証明) 第 3章, 定理 3.6.1と同様. 2
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第 6章

アルゴリズムMCP2

6.1 概要

本章においては, アルゴリズムMCP0 に, 第 4章, 及び 5章における探索領域削減手法

を加え, 更に,

・ 部分問題サイズの減少

・ 少数部分問題の分割

という 2種の限定操作を新規に追加する. これにより, 次の改良結果を与える.

⌈ 節点数 nの一般グラフにおいて, 最大次数 ∆ ≤ 2.994d lgn (d ≥ 0: 定数) なる条件が

満たされているとき, このグラフの最大クリーク問題は O(n1+d) なる多項式時間で可解

である. ⌋

6.2 アルゴリズム

本章において最大時間計算量評価を行うアルゴリズムMCP2 をアルゴリズム 4に示す

*1. MCP2 の構成は次の通りである.

このアルゴリズムは第 3章のアルゴリズムMCP0 に対して, 先ず第 4章, 及び 第 5章

においてそれぞれ導入した各操作をともに追加する. これらの部分については, 追加した

各行を青字により表す. ( 1401-1411行, 及び 1412-1423行 )

*1 関連論文 (4) におけるアルゴリズムMCP2 に対して, アルゴリズムの論理構造を整理し, 記述を改めた.
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上記追加部分に加えて, 本章において導入した新たな探索領域削減操作を追加したもの

が, アルゴリズムMCP2 である. この更なる新規追加部分に関しては, 追加した各行を赤

字により表す. ( 2001-2012行 )

アルゴリズム 4 アルゴリズムMCP2

0000:procedure MCP2(G)

/* 0100 - 0500 行 (略) */

0600: end {of MCP2}

0700: procedure EXPAND(SUBG)

/* 0800 - 1400 行 (略) */

1401: Ru := ∅;
1402: if k ≥ 2 then

1403: for i = 1 to k do

1404: Ui := Γ (vi) ∩ EXTu;

1405: if |Ui| < k − 1 then

1406: v := ( EXTu − Ui )[1];

1407: swap vi with vk;

1408: swap v with vk−1;

1409: goto 1500

1410: fi
1411: od

1412: SUBGTAIL

:=
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu;

1413: R := SUBGu−SUBGTAIL;

1414: if |R| = 1 then /* Case(a) */

1415: SUBGu := ∅
1416: else

1417: if |R| = 2 then /* Case(b) */

1418: if (R[1], R[2]) ∈ E then

1419: SUBGu :=
∧
Γ (R) ∩ SUBGu;

1420: Ru := R

1421: else SUBGu := ∅ fi fi

1422: fi /∗ Case(c) ∗/
1423: fi

1500: Q size := Q size+|{u}|+|Ru|;
1600: EXPAND(SUBGu)

1700: Q size := Q size−|{u}|−|Ru|;

1800: for i = 1 to k − 2 do

1900: vi := EXTu[i];

2000: SUBGvi

:= Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu);

2001: if (vk−1, vk)∈E and k = 4 then

2002: ui := a vertex with the maximum

degree in G(SUBGvi );

2003: if |Γ (ui) ∩ SUBGvi |
≤ |SUBGvi | − 4 then

2004: for j := i+ 1 to 4 do

2005: SUBG(vi,vj)
:= Γ (vj)∩ SUBGvi ;

2006: Q size := Q size + |{vi, vj}|;
2007: EXPAND(SUBG(vi,vj)

)

2008: Q size := Q size − |{vi, vj}|;
2009: SUBGvi := SUBGvi − {vj}
2010: od

2011: goto 2400 fi

2012: fi

2100: Q size := Q size+ |{vi}|;
2200: EXPAND(SUBGvi )

2300: Q size := Q size− |{vi}|
2400: od

2401: if (vk−1, vk) ∈ E then

2402: Q size := Q size+ |{vk−1, vk}|;
2403: EXPAND( SUBGTAIL)

2404: Q size := Q size− |{vk−1, vk}|
2405: fi

/* 2500 - 2700 行 (略) */

2900: end {of EXPAND}
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6.2.1 部分問題の統合による探索領域削減の統一

第 4章, 及び 第 5章に続き, ここでも

EXTu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| )

に対して, k ≥ 2である場合, EXTu 中の最後尾から 2番目の節点 vk−1 からの探索につ

いて考察する．

第 4章においては, 以下の場合分け (1), (2)において, それぞれ探索領域削減操作を実

行した.

(1) (vk−1, vk) /∈ E である場合:

vk−1 からの探索は省略する.

(2) (vk−1, vk) ∈ E である場合:

節点 vk−1 からの探索は,

SUBGTAIL

=
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu

に対する EXPANDの実行とする.

場合分け (1)において, G(EXTu)は非クリークである. 第 4章のアルゴリズムMCP1

においては, この場合 EXTu 中の非隣接節点 2個を最後尾 2節点として配置し, これによ

り vk−1 からの探索を省略した. 第 5章のアルゴリズムMCP′
1 においては, この操作を導

入しなかったが, MCP2 においてはこの操作を再び導入する. ( 1403-1411行 ).

場合分け (2)において, G(EXTu)はクリークである. 第 4章のアルゴリズムMCP1 に

おいてはこの場合, vk−1 からの探索を, 上記 SUBGTAIL に対する EXPANDの実行とし

た. SUBGTAIL に対しては,

|SUBGTAIL| ≤ |SUBGvk−1
| − 1

が成立するため, これにより第 4章における計算量上界の改善が得られた. 第 5章のアル

ゴリズムMCP′
1 においては, 更にこの |SUBGTAIL|のサイズに応じた場合分けを伴う操

作によって, 第 4章からの改良結果を得ていた. これらの操作については本章のアルゴリ

ズムMCP2 においても引き続き用いる. ( 1412-1422行 )

一般的に, (1)における操作のように, ある節点からの探索を単純に省略できる場合, そ

の探索領域削減の効果は非常に大きい. これに対して, (2)における操作では探索される部



第 6章 アルゴリズムMCP2 76

分問題のサイズの上限をより小さくできるものの, 探索領域削減の効果は相対的に小さく

なる.

この観点から, 本章においては (2), 即ちG(EXTu)がクリークである場合において, よ

り有効な新規探索領域削減操作を導入する.

6.2.2 部分問題サイズの減少

手続き EXPAND(SUBG)において, 各節点 u, v1, v2, ...からの探索が実行された後, こ

れらの節点は SUBGから順次削除される.

u からの探索においては, 探索終了によって SUBG から削除された節点は存在しな

い. これに対して, 節点 vi ∈ EXTu ( 1 ≤ i ≤ k ) からの探索においては, 各節点

v1, v2, ..., vi−1 が SUBGから削除される. 前章までにおけるアルゴリズムの計算量評価に

おいて, この操作が探索領域に与える影響は考慮されていなかった. 本章においては, この

操作の影響を考慮した次の補題を与える.

補題 6.2.1 節点集合 SUBGに対して, uを G(SUBG)中の最大次数節点として,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) (1 ≤ i ≤ k)

とする. このとき, もし G(EXTu)がクリークであるならば,

|SUBGvi | ≤ |SUBGu| − i+ 1

である.

(証明)

SUBGvi

= Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu)

= Γ (vi) ∩ ({vi, vi+1, ..., vk} ∪ SUBGu)

= Γ (vi) ∩ (EXTu[i+ 1, k] ∪ SUBGu).

定義により, EXTu[i+ 1, k] ∩ SUBGu = ∅である. 従って,

|SUBGvi |

= |(Γ (vi) ∩ EXTu[i+ 1, k]) ∪ (Γ (vi) ∩ SUBGu)|
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= |Γ (vi) ∩ EXTu[i+ 1, k]|+ |Γ (vi) ∩ SUBGu|.

いま G(EXTu)はクリークであるから, vi は EXTu[i + 1, k]中の全ての節点と隣接して

いる. 従って,

|SUBGvi | = (k − i) + |Γ (vi) ∩ SUBGu|.

ここで, 節点 uは G(SUBG)中の最大次数節点であるから,

|Γ (vi) ∩ SUBGu| ≤ |SUBGu| − (k − 1)

でなければならない. 何故ならば,

|Γ (vi) ∩ SUBGu| > |SUBGu| − (k − 1)

であるとすると,

|Γ (vi) ∩ SUBG|

= |Γ (vi) ∩ ({u} ∪ EXTu ∪ SUBGu)|

= |Γ (vi) ∩ {u}|+ |Γ (vi) ∩ EXTu|+ |Γ (vi) ∩ SUBGu|

> 0 + (k − 1) + |SUBGu| − (k − 1)

= |SUBGu|.

すなわち, vi は G(SUBG)における次数が uよりも大となる. これは uが G(SUBG)中

の最大次数節点であるとしたことに反する. 以上により,

|SUBGvi |

= (k − i) + |Γ (vi) ∩ SUBGu|

≤ k − i+ ( |SUBGu| − (k − 1) )

= |SUBGu| − i+ 1. 2

手続き EXPANDによる SUBGの分割においては, k = |EXTu|の値が大きくなるほ

ど各部分問題のサイズ上限は小さく, 部分問題の数は大きくなる.

補題 6.2.1の結果は, G(EXTu)がクリークである場合, 節点 vi からの探索において, 探

索領域は iの値が大きいほど確実に小さくなることを示す. このサイズ減少は,

SUBGvi

= Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu)

なる定義によるものであり, この定義自体は第 3 章のアルゴリズム MCP0 において既に

行われていた. 補題 6.2.1 の結果は, この定義による探索領域への影響をより適切に評価
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したものである.

G(EXTu)がクリークであり, かつ k = |EXTu|の値が十分大きい場合には, サイズが

小さい各部分問題のうち, 探索順が後のものほど更にサイズが減少する. これにより, 上記

場合においては計算量上界が小さくなることを容易に示せる.

本章においては,

k ≥ 5, かつ G(EXTu)がクリークである場合

が, 「k の値が十分大きい」場合にあたる.

また, 評価上 k ≤ 3である場合にも, 計算量上界が小さくなることは容易に示せる (詳細

は, 6.3節にて後述する).

k = 4, かつ G(EXTu) がクリークである場合には, ここに述べた手法のみでは本章冒

頭の結果を得ることができない. そこで, 更に以下の手法を用いて探索領域を削減する.

6.2.3 少数部分問題の分割

k = 4, かつ G(EXTu)がクリークである場合, EXPAND(SUBG)においては, 節点

u, v1, v2, v3

からの探索がそれぞれ実行される. ここで, 節点 v3 からの探索においては,

SUBGTAIL =
∧
Γ ({v3, v4}) ∩ SUBGu

に対して EXPANDが実行される. また, SUBGTAIL に関しては, そのサイズに応じて更

なる探索領域削減操作が実行される. この状況のもと, ここでは k = 4における新たな探

索領域削減手法として,

節点 v1, および v2 からの探索における領域削減手法

を考える.

いまW = SUBGu, W
′ = SUBGvi ( i = 1, 2 ) とすると, G(EXTu)がクリークで

ある場合,

R = SUBGvi − SUBGu = EXTu[i, k]

である. 従って, 第 2章, 補題 2.2.4により, 次が成立する.
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補題 6.2.2 節点集合 SUBG ⊆ V に対して, 節点 uをG(SUBG)における最大次数節点,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) (1 ≤ i ≤ k)

とする.

上記定義のもとに, 以下が成り立つ.

ω(SUBGu) < ω(SUBGvi)

であるならば, SUBGvi 中の最大クリークは,

EXTu[i+ 1, k] = {vi+1, vi+2, ..., vk}

中の節点を少なくとも 1個含む.

(証明) 補題 2.2.4による. 2

補題 6.2.2において, i = k − 1とすれば, 第 4章, 補題 4.2.1の結果を得る. 従って, こ

の結果は補題 4.2.1の拡張である.

k = 4である場合, 節点 v3 からの探索において, 最大となりうるクリークは,

v4 を含むもの

ただ 1個であった. そこで, 節点 v3 からの探索においては,

SUBGTAIL =
∧
Γ ({v3, v4}) ∩ SUBGu

に対して EXPANDを実行した. ( この定義のもと, {v3, v4} ∪ SUBGTAIL は節点 v4 を

必ず含む. ) SUBGTAIL ⊊ SUBGv3 であるため, この操作は探索領域を確実に削減する.

この手法と同様に, 節点 v1 からの探索を考える. 同節点からの探索において最大となり

うるクリークは,

v2, v3, v4 のうち, 少なくとも 1個を含むもの

となる. このとき, v1 からの探索を SUBGTAIL のような部分問題に対する EXPANDの

実行とすると, 部分問題の候補は一般に 2個以上存在する. 即ち, 通常の v1 からの探索に

おける SUBGv1 に対して, SUBGv1 を 2個以上の部分問題に分割することになる.

ここで, 問題の分割を適切に行うため, 分割方法を規定する次の補題を示す.
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補題 6.2.3 いま G(EXTu)はクリークであるとする.

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu)

とすると, 以下が成立する.

SUBGvi から ω(SUBGu)よりも大きい最大クリークを抽出するためには,

SUBG(vi,vj)

= Γ (vj) ∩ (SUBGvi − {vi+1, vi+2, ..., vj−1}) ( i+ 1 ≤ j ≤ k )

なる k − i個の各節点集合に対して EXPANDを実行すれば十分である.

更に, SUBGvi 中の, G(SUBGvi)における最大次数節点を ui とするとき, 以下が成立

する.

|SUBG(vi,vj)| ≤ |Γ (ui) ∩ SUBGvi | − (j − i− 1).

(証明) いま, SUBG(vi,vj) 中の最大クリークを Qとすると,

{vi, vj} ∪Q

は節点 vj ( i+ 1 ≤ j ≤ k )を必ず含む. よって, 補題 6.2.2 により補題前半は成立する.

次に, 後半部分

|SUBG(vi,vj)| ≤ |Γ (ui) ∩ SUBGvi | − (j − i− 1).

を示す.

条件より, G(EXTu)はクリークであるから,

{vi+1, vi+2, ..., vj−1} ⊆ SUBGvi ,

及び,

{vi+1, vi+2, ..., vj−1} ⊆ Γ (vj).

従って,

|SUBG(vi,vj)|

= |Γ (vj) ∩ (SUBGvi − {vi+1, vi+2, ..., vj−1})|

= |Γ (vj) ∩ SUBGvi | − |Γ (vj) ∩ {vi+1, vi+2, ..., vj−1}|

= |Γ (vj) ∩ SUBGvi | − (j − i− 1)

≤ |Γ (ui) ∩ SUBGvi | − (j − i− 1). 2
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SUBG(vi,vj) は, SUBGvi の真部分集合のうち,

「節点 vj に隣接する節点の集合から, 各節点 vi+1, ..., vj−1 を除いたもの」

である. この定義に従い, i = 1, 2において, vi からの探索における問題分割は, 次の様に

行う.

v1 からの探索:

SUBG(v1,v2) ( v1, v2 に隣接する節点の集合 ) ,

SUBG(v1,v3) ( v1, v3 に隣接する節点の集合から, v2 を除いたもの ) ,

及び,

SUBG(v1,v4) ( v1, v4 に隣接する節点の集合から, v2, v3 を除いたもの ).

{v2} ∪ SUBG(v1,v2) 中に, v2, v3 の 2個を含むクリーク, v2, v3, v4 を全て含むクリーク

が存在する場合, それらは抽出可能である. 従って, SUBG(v1,v3) は v2 を含まないように

定義する.

v2 からの探索:

SUBG(v2,v3) ( v2, v3 に隣接する節点の集合 ) ,

及び,

SUBG(v2,v4) ( v2, v4 に隣接する節点の集合から, v3 を除いたもの ) ,

v1, v2 のいずれに対しても, 分割される部分問題は 2個以上である. 問題の単純な置き

換えと異なり, この様な分割を適切な管理なしに実行してしまうと, 解析上逆に計算量上

界は大きくなる. そこで, 以下 SUBG(vi,vj) のサイズ上限の大小により, この問題分割を

実行するか否かを判定する.

以上を踏まえて, MCP2 においては k = |EXTu| の値, 及び G(EXTu) がクリークで

あるか否かにより場合分けを行い, それぞれ以下の操作を実行する.

(A) k ̸= 4, 又は G(EXTu)が非クリークである場合:

vi ∈ EXTu (1 ≤ i ≤ k− 1) からの探索を, 前章までと同様に行う. 但し, 第 4, 5章に

おける探索領域削減操作はともに実行される.
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(B) k = 4, かつ G(EXTu)がクリークである場合:

更に, 次のような場合分けを行う．

いま, EXTu = {v1, v2, v3, v4}, SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) (i = 1, 2)

とする. また, SUBGvi 中の, G(SUBGvi)における最大次数節点を ui とする.

ここで,

SUBGui = Γ (ui) ∩ SUBGvi ,

EXTui = SUBGvi − {ui} − SUBGui
*2

とする. 以下, SUBGv1 および SUBGv2 の各々に対し, SUBGui のサイズに基づく場合

分けにより, それぞれ以下の操作を行う.

(B-0) |SUBGui | ≥ |SUBGvi | − 2である場合;

vi からの探索において, ui からの探索のみを行う. 即ち, SUBGui に対してのみ

EXPANDを実行する.

(B-1) |SUBGui | = |SUBGvi | − 3である場合:

|EXTui
| = 2のもとに, EXTui

= {v′1, v′2}とおく. vi からの探索において, ui からの

探索, 及び v′1 からの探索を行う.

ui からの探索は, SUBGui に対する EXPANDの実行,

v′1 からの探索は, (v′1, v
′
2) /∈ E である場合省略, (v′1, v

′
2) ∈ E である場合には,

SUBGTAIL =
∧
Γ ({v′1, v′2}) ∩ SUBGui

*3

に対する EXPANDの実行である. ここで, SUBGTAIL 構成時には第 5章において導入

した Case(a) ～ Case(c)の場合分けに基づく探索領域削減操作も実行する. ( 図 6.1 )

(B-2) |SUBGui | ≤ |SUBGvi | − 4である場合:

この場合には, 上記の問題分割を実行する. 即ち, 節点 vi ( i = 1, 2 )からの探索を,

SUBG(vi,vj) = Γ (vj) ∩ (SUBGvi − {vi+1, vi+2, ..., vj−1}) ( i+ 1 ≤ j ≤ 4 )

なる 4− i個の部分問題に対する EXPANDの実行とする. ( 図 6.2 ) アルゴリズムMCP2

*2 文献 [82]においては, SUBGui を SUBGviui
, EXTui を EXTviui

とそれぞれ表記した.

*3 文献 [82]においては, この SUBGTAIL を SUBGviTAIL
と表記した.
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における新規追加部分 ( 2001- 2012行 )は, 全て (B-2)の場合における操作を実現するた

めの部分である.

以下, (B)の操作全体をまとめて, “特別処理” と呼ぶ.

“特別処理” のうち, (B-0) あるいは (B-1) である場合における各操作は, SUBGvi に

対する通常の EXPANDの実行と同様である. 従って, “特別処理” における新規追加操

作は, (B-2)である場合の操作である. 以下, この操作を, “少数部分問題の分割” と呼ぶ.

k ̸= 4, かつ G(EXTu)がクリークである場合, MCP2 は第 5章のアルゴリズムMCP′
1

と全く同様に動作する. 但し, 後述の解析過程においては, 補題 6.2.1の影響を考慮するた

め, 異なる評価結果を得る.

k の値に関わらず, G(EXTu)が非クリークである場合においては, MCP2 は第 4章の

アルゴリズムMCP1 と全く同様に動作する.
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v1 v2 v3 v4u

· · ·

SUBGv1 = Γ (v1) ∩ ({v1, v2, v3, v4} ∪ SUBGu)

EXTu SUBGu

· · ·

u1 v′1 v′2

SUBG

EXTu1 SUBGu1SUBGv1

SUBGu1 = Γ (u1) ∩ SUBGv1

図 6.1 (B-1) |SUBGu1 | = |SUBGv1 | − 3である場合

v1 v2 v3 v4u

· · ·

SUBG(v1,v4) = Γ (v4) ∩ (SUBGv1 − {v2, v3})

SUBG(v1,v4)
SUBG(v1,v2) SUBG(v1,v3)

SUBG(v1,v2) = Γ (v2) ∩ SUBGv1

SUBG(v1,v3) = Γ (v3) ∩ (SUBGv1 − {v2})

EXTu SUBGuSUBG

図 6.2 (B-2) |SUBGu1 | ≤ |SUBGv1 | − 4である場合
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図 6.4 MCP2 によるクリーク探索森

6.2.4 例題

図 6.3のグラフ G = (V,E) (第 3-5章において用いたグラフと, 同一のグラフ) に対す

るアルゴリズムMCP2 の実行過程を, 図 6.4の探索森として表す．
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以下の実行過程における集合等の表記, 及び図 6.4 中における表記法は, 前章までの例

題におけるものを踏襲する.

本章において新たに導入した, “特別処理”操作のうち, (B-2)である場合の操作が実行

されたとき, 構成される各部分問題については, 次のように表記する.

前章までと同様の表記法において,

EXT d+1
ud

= {v1, v2, v3, v4} (0 ≤ d ≤ |V |), 及び,

SUBG1
{vi}

= Γ (vi) ∩ (EXT 1
ud
[i, k] ∪ SUBG1

{ud}),

又は,

SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,vi}

= Γ (vi) ∩ (EXT d+1
ud

[i, k] ∪ SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,ud}) (1 ≤ i ≤ k)

として, (B-2)である場合の操作が実行されたとき,

SUBG1
{vi} (i = 1, 2),

又は,

SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,vi} (i = 1, 2)

を分割した各部分問題を, i+ 1 ≤ j ≤ 4に対して,

SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,vi,vj}

= Γ (vj) ∩ (SUBGd+1
{p0,p1,...,pd−1,vi} − {vi+1, ..., vj−1})

とする. 例題図中においては, これを vi と vj を二重線で結ぶことにより表現する.

以下は具体的実行過程となる.

(V =)

SUBG0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

EXT 1
1 = {2, 3, 4, 5},

SUBG′0 = {1} ∪ {2, 3, 4, 5} ∪ {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

ここで, G({2, 3, 4, 5})はクリークであるため, 交換操作は実行されない.

SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

SUBG2
{1,7} = {6, 11, 12},

EXT 2
7 = SUBG1

{1} − {7} − {6, 11, 12} = {8, 9, 10},
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SUBG′1
{1} = {7} ∪ {8, 9, 10} ∪ {6, 11, 12},

ここで,

|U1| = |Γ (8) ∩ EXT 2
7 | = |{10}| = 1 < 3− 1

により, 交換操作実行.

SUBG′1
{1} = {7} ∪ {10, 9, 8} ∪ {6, 11, 12},

SUBG2
{1,7} = {6, 11, 12},

SUBG3
{1,7,6} = {11},

EXT 3
6 = SUBG2

{1,7} − {6} − {11} = {12},

SUBG′2
{1,7} = {6} ∪ {12} ∪ {11},

SUBG3
{1,7,6} = {11},

SUBG4
{1,7,6,11} = ∅,

EXT 4
11 = SUBG3

{1,7,6} − {11} − ∅ = ∅,

SUBG′3
{1,7,6} = {11} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG4
{1,7,6,11} = ∅, (更新: Qmax size := 4)

2段階バックトラック,

EXT 2
7 = {10, 9, 8},

SUBG2
{1,10} = {8, 9, 12},

SUBG3
{1,10,9} = {12},

EXT 3
9 = SUBG2

{1,10} − {9} − {12} = {8},

SUBG′2
{1,10} = {9} ∪ {8} ∪ {12},

SUBG3
{1,10,9} = {12},

SUBG4
{1,10,9,12} = ∅,

EXT 4
12 = SUBG3

{1,10,9} − {12} − ∅ = ∅,

SUBG′3
{1,10,9} = {12} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG4
{1,10,9,12} = ∅, (更新なし)

3段階バックトラック,

|EXT 1
1 | = |{2, 3, 4, 5}| = 4,

かつ (4, 5) ∈ E, 即ち G(EXT 1
1 )はクリークである.

|SUBG1
{2}| = |{3, 4, 5, 7, 9, 10}| = 6,
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|Γ (3) ∩ SUBG1
{2}| = |{4, 5}| = 2 = |SUBG1

{2}| − 4,

SUBG1
{2} に対して (B-2)である場合の操作を実行,

SUBG1
{2,3} = Γ (3) ∩ SUBG1

{2} = {4, 5},

SUBG2
{2,3,4} = {5},

EXT 2
4 = ∅,

SUBG′1
{2,3} = {4} ∪ ∅ ∪ {5},

SUBG2
{2,3,4} = {5},

SUBG3
{2,3,4,5} = ∅,

EXT 3
5 = ∅,

SUBG′2
{2,3,4} = {5} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG3
{2,3,4,5} = ∅, (更新なし)

2段階バックトラック,

SUBG1
{2,4} = Γ (4) ∩ (SUBG1

{2} − {3}) = {5},

SUBG2
{2,4,5} = ∅

EXT 2
5 = ∅,

SUBG′1
{2,4} = {5} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG2
{2,4,5} = ∅, (更新なし)

1段階バックトラック,

SUBG1
{2,5} = Γ (5) ∩ (SUBG1

{2} − {3, 4}) = ∅, (更新なし)

|SUBG1
{3}| = |{4, 5, 6, 12}| = 4,

|Γ (4) ∩ SUBG1
{3}| = |{5, 6}| = 2 = |SUBG1

{3}| − 2,

SUBG1
{3} に対して (B-1)である場合の操作を実行,

SUBG1
{3} = {4, 5, 6, 12},

SUBG2
{3,4} = {5, 6},

EXT 2
4 = {12},

SUBG′1
{3} = {4} ∪ {12} ∪ {5, 6},

SUBG2
{3,4} = {5, 6},

SUBG3
{3,4,5} = ∅,

EXT 3
5 = {6},
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SUBG′2
{3,4} = {5} ∪ {6} ∪ ∅,

SUBG3
{3,4,5} = ∅, (更新なし)

2段階バックトラック,

SUBG1
TAIL:{4,5} = ∅, (更新なし)

実行終了.

結果として, MCP2 は例題のグラフ G中の最大クリークサイズ 4を得る.

6.3 最大時間計算量評価

前章までと同様に, 次の非再帰手続き EXPAND0(SUBG)の時間計算量を考える.

EXPAND0(SUBG): アルゴリズム 4 における EXPAND(SUBG) 中の 1600 行,

2007 行, 2200 行及び 2403 行における EXPAND(SUBGu), EXPAND(SUBGvi),

EXPAND(SUBG(vi,vj)), および EXPAND(SUBGTAIL)をそれぞれ EXPAND(∅)とし

た非再帰手続き.

補題 6.3.1 EXPAND0(SUBG) の最大時間計算量は,

O(|SUBG| · |SUBGu|2)

である.

(証明) まず, 本章追加部分であるアルゴリズム 4における 2001 -2012行を除く部分につ

いては, 第 3章, 補題 3.6.1, 第 4章, 補題 4.2.1及び第 5章, 補題 5.4.2により題意が成立

することを示した. 従ってここでは, 同追加部分について題意が成立することを示す.

2004 -2010 行における for 文中の, 2005 行における集合 SUBG(vi,vj) の構成

は, O(|SUBGu|)-時間で可能である. 2006 -2009 行における各操作は, いずれも

O(|SUBGu|)-時間で可能であるから, 2004 -2010 行における for 文 ( 繰り返し回数 3 )

全体の操作は, O(3 · |SUBGu|) = O(|SUBGu|)-時間で実行可能である.

2001 -2012行における, 上記以外の各行の操作は, いずれも O(|SUBG| · |SUBGu|)-時

間で実行可能である. 以上より, 題意は成立する. 2



第 6章 アルゴリズムMCP2 90

前章までと同様に, MCP2 に関しても T (|SUBG|)に対して以下の基礎的関係式が成立

する.

集合 SUBG ⊆ V に対して, 節点 uを G(SUBG)における最大次数節点とし,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

SUBGvi =
∧
Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) (1 ≤ i ≤ k),

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu

とする. このとき, 次の関係式が成立する.

T (|SUBG|)

≤ T (|SUBGu|) +
k−2∑
i=1

T (|SUBGvi
|) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG| · |SUBGu|2

(6.3.1)

(第 4章, 式 (4.3.2)と同一. )

ここで,

|SUBGu| < |SUBG|

により, 次が成立する.

T (|SUBG|) < T (|SUBGu|) +
k−2∑
i=1

T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

(6.3.2)

G(EXTu)がクリーク, かつ k = 4である場合には, SUBGvi (i = 1, 2)に対して “特別

処理” が実行される.

節点 ui ∈ SUBGvi を G(SUBGvi)における最大次数節点として,

SUBGui = Γ (ui) ∩ SUBGvi ,

EXTui = SUBGvi − {ui} − SUBGui

とそれぞれおく. このとき, 節点集合 SUBGui のサイズによる場合分けに基づき, 次の各

操作が実行される.
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(B-0) |SUBGui | ≥ |SUBGvi | − 2である場合:

T (|SUBGvi |) ≤ T (|SUBGui |) + C|SUBGvi | · |SUBGui |2.

即ち,

T (|SUBGvi |) < T (|SUBGui |)+C|SUBGvi |3 (6.3.3)

(B-1) |SUBGui | = |SUBGvi | − 3 である場合:

|EXTui | = 2のもとに, EXTui = {v′1, v′2}とする.

(v′1, v
′
2) ∈ E である場合,

SUBGTAIL :=
∧
Γ ({v′1, v′2}) ∩ SUBGui ,

(v′1, v
′
2) /∈ E である場合,

SUBGTAIL := ∅

とする. このとき,

T (|SUBGvi |) ≤ T (|SUBGui |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBGvi | · |SUBGui |2.

即ち,

T (|SUBGvi |) < T (|SUBGui
|) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBGvi |3 (6.3.4)

(B-2) |SUBGui | ≤ |SUBGvi | − 4である場合:

SUBG(vi,vj) = Γ (vj) ∩ (SUBGvi − {vi+1, ..., vj−1}) ( 1 ≤ i ≤ 2 < j ≤ 4 )

とおくと,

T (|SUBGvi |) ≤
∑4

j=i+1 T (|SUBG(vi,vj)|) + C|SUBGvi | · |SUBGui |2.

即ち,

T (|SUBGvi |) <
4∑

j=i+1

T (|SUBG(vi,vj)|)+C|SUBGvi |3 (6.3.5)

主要定理証明に先立ち, まず, EXPAND(SUBG) に対する時間計算量評価結果を以下

に与える.
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補題 6.3.2 節点集合 SUBG ⊆ V に対して, |SUBG| = η, C ′ = 104C とおく. このと

き, EXPAND(SUBG) の最大時間計算量 T (|SUBG|) は以下を満たす.

T (|SUBG|) ≤ C ′20.3337ηη3.

(証明)　証明は, η ≥ 1に関する数学的帰納法による．

まず, η = 1の場合, 題意は明らかに成立する.

次に, η ≥ 1 以下である全ての正整数について, 題意が成立すると仮定する．この仮定

のもとで, |SUBG| = η + 1 である場合を考える．

前章と同様に, uを G(SUBG)における最大次数節点として,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG

として,

|SUBGu| = η − k (0 ≤ k < η)

とする. このとき,

|EXTu|

= |SUBG− {u} − SUBGu|

= |SUBG| − |{u}| − |SUBGu|

= (η + 1)− 1− (η − k)

= k.

先ず,

(0) k ≤ 1である場合 :

第 4章, 補題 4.3.2 証明, 場合分け (b) と同様にして示せる.

従って, 以下では全て k ≥ 2である場合を考える.

ここで, 本章新規追加操作である, “特別処理” が実行されるか否かにより場合分けを

行う.
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【1】 k ̸= 4, 又は G(EXTu)が非クリークである場合 :

更に, G(EXTu) がクリークであるか否かにより場合分けを行う.

(1-2) G(EXTu)が非クリークである場合;

このとき, SUBGTAIL = ∅である. 従って式 (6.3.2)により,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + C|SUBG|3

≤ T (η − k) + (k − 2)T (η − k) + C(η + 1)3.

帰納法の仮定により,

T (|SUBG|)

< (k − 1)T (η − k) + C(η + 1)3

≤ (k − 1)C ′20.3337·(η−k)(η − k)3 + C(η + 1)3

< (k − 1)C ′20.3337·(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< ( k−1
20.3337k

+ 10−4)C ′20.3337η(η + 1)3.

ここで, 第 3章, 補題 3.6.3と同様にして, k ≥ 0において,

k−1
20.3337k

< 1.2584 が成立することが証明できる. (左辺は k = 5 において最大値

1.25832...をとる. )従って,

T (|SUBG|)

< (1.2584 + 10−4)C ′20.3337η(η + 1)3

= 1.2585 · C ′20.3337η(η + 1)3 ( ここで, 20.3337 = 1.2602... )

< 20.3337 · C ′20.3337η(η + 1)3

= C ′20.3337(η+1)(η + 1)3．

MCP2 の最大時間計算量評価において, 計算量上界が最大となるのはこの場合であり, こ

れが定数値 0.3337 の根拠である.

(1-3) G(EXTu)がクリークである場合;

式 (6.3.2)により,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3.



第 6章 アルゴリズムMCP2 94

いま, G(EXTu)はクリークであるから, 補題 6.2.1により,

|SUBGvi | ≤ |SUBGu| − i+ 1.

ここで, 先ず SUBGTAIL のサイズに対応した各場合の操作に対して, その時間計算量評

価を与える.

補題 6.3.3 SUBG ⊆ V , 定数 p ≥ 1, C ′ > 0, 0.138 < c < 0.34に対して,

|SUBG| = η ≥ 1以下の全ての整数について,

T (|SUBG|) ≤ C ′2cηηp

が成立するとき,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu

とそれぞれおく. このとき, “部分問題の統合による探索領域削減”の操作 Case(a),

Case(b)およびCase(c)各場合における操作のうち,計算量上界が最大となるのはCase(c)

の場合である.

(証明) いま SUBG の部分問題として, SUBGu 及び SUBGTAIL ̸= ∅ が構成されたと

する.

このとき, Case(a)～Case(c) 各場合において以下の操作が実行される.

Case(a) |SUBGTAIL| = |SUBGu| − 1である場合:

SUBGu = ∅

との置き換えがなされる. 従って,

|SUBGu| = 0, |SUBGTAIL| = |SUBGu| − 1.

Case(b) |SUBGTAIL| = |SUBGu| − 2である場合:

R = SUBGu − SUBGTAIL

のもと,

SUBGu =
∧
Γ (R) ∩ SUBGu

との置き換えがなされる. 従って,
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|SUBGu| ≤ |SUBGu| − 2, |SUBGTAIL| = |SUBGu| − 2.

Case(c) |SUBGTAIL| ≤ |SUBGu| − 3である場合:

SUBGu に対し特別な操作は行わない. 従って,

|SUBGTAIL| ≤ |SUBGu| − 3.

ここで, |SUBGu| = η′ (η′ < η) とおき, 部分問題 SUBGu 及び SUBGTAIL の計算

量上界を, Case(a)～Case(c)の各場合につき計算する.

Case(a) :

T (|SUBGu|) + T (|SUBGTAIL|)

≤ 0 + C ′2c(η
′−1)(η′ − 1)p

< 2−cC ′2cη
′
ηp.

Case(b) :

T (|SUBGu|) + T (|SUBGTAIL|)

≤ C ′2c(η
′−2)(η′ − 2)p + C ′2c(η

′−2)(η′ − 2)p

< 2 · 2−2cC ′2cη
′
ηp.

Case(c) :

T (|SUBGu|) + T (|SUBGTAIL|)

≤ C ′2cη
′
η′p + C ′2c(η

′−3)(η′ − 3)p

< (1 + 2−3c)C ′2cη
′
ηp.

ここで, Case(b)の上界から Case(a)の上界を引くと,

2 · 2−2cC ′2cη
′
ηp − 2−cC ′2cη

′
ηp

= (2 · 2−c − 1)2−c · C ′2cη
′
ηp.

0 < c < 1より, 2−c > 2−1 である. 従って,

(2 · 2−c − 1)2−c · C ′2cη
′
ηp

> (2 · 2−1 − 1)2−c · C ′2cη
′
ηp
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= 0.

即ち, (Case(b)の上界) > (Case(a)の上界)である.

また, Case(c)の上界から Case(b)の上界を引くと,

(1 + 2−3c)C ′2cη
′
ηp − 2 · 2−2cC ′2cη

′
ηp

= (1 + 2−3c − 2 · 2−2c)C ′2cη
′
ηp

= (1 + (2−c − 2)2−2c)C ′2cη
′
ηp

> (1 + (20.34 − 2)2−2c)C ′2cη
′
ηp

> (1− 1.21 · 2−2c)C ′2cη
′
ηp

> (1− 1.21 · 2−0.276)C ′2cη
′
ηp

> 0.

即ち, (Case(c)の上界) > (Case(b)の上界)である. 以上から, 題意は成立する. 2

補題 6.3.3により, 本章における帰納法の仮定のもと, SUBGTAIL が構成された場合は

常に Case(c)において計算量上界最大となる. そこで以下では,

|SUBGu| = η − k,

|SUBGTAIL| ≤ |SUBGu| − 3 = η − k − 3

とする.

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

≤ T (η − k) +
∑k−2

i=1 T (η − k − i+ 1) + T (η − k − 3) + C(η + 1)3.

帰納法の仮定により,

T (η + 1)

< C ′20.3337(η−k)(η − k)3 +
∑k−2

i=1 C ′20.3337(η−k−i+1)(η − k − i+ 1)3

+C ′20.3337(η−k−3)(η − k − 3)3 + C(η + 1)3

< C ′20.3337(η−k)(η + 1)3 +
∑k−2

i=1 C ′20.3337(η−k−i+1)(η + 1)3

+C ′20.3337(η−k−3)(η + 1)3 + C(η + 1)3
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= C ′20.3337(η−k)(η + 1)3 +
∑k−2

i=1 2−0.3337(i−1) · C ′20.3337(η−k)(η + 1)3

+C ′20.3337(η−k−3)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< ((1 + 1−2−0.3337(k−2)

1−2−0.3337 + 1
20.3337·3 )

1
20.3337k

+ 10−4)C ′20.3337η(η + 1)3.

いま第 3章, 補題 3.6.3と同様にして, 整数 2 ≤ k ≤ 3 及び k ≥ 5において,

(1 + 1−2−0.3337(k−2)

1−2−0.3337 + 1
20.3337·3 )

1
20.3337k

< 1.2489

が成立することを証明できる. (左辺は 2 ≤ k ≤ 3 及び k ≥ 5のもと, k = 3において最大

値 1.24885...をとる. ) 従って,

T (|SUBG|)

≤ (1.2489 + 10−4)C ′20.3337η(η + 1)3

= 1.249C ′20.3337η(η + 1)3

< 20.3337C ′20.3337η(η + 1)3

= C ′20.3337(η+1)(η + 1)3．

以上, “特別処理”　が実行されない各場合において, 題意は成立する.

最後に, “特別処理”　が実行される場合における題意の成立を示す.

【2】 k = 4, かつ G(EXTu)がクリークである場合:

k = 4のもと, 式 (6.3.2)により,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3.

EXTu においては, v1, v2, v3 からの探索がそれぞれ実行される.

v1, 及び v2 からの探索においては, “特別処理”　が実行される.

v3 からの探索においては,

SUBGTAIL

=
∧
Γ ({v3, v4}) ∩ SUBGu

に対して EXPANDが実行される. そこで, 以下これらの各探索における計算量上界を考

える.

先ず, 補題 6.3.3により, Case(c)である場合に T (|SUBG|)の計算量上界は最大となる.
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従って,

|SUBGTAIL|

≤ |SUBGu| − 3

= η − k − 3.

vi (i = 1, 2)からの各探索においては, “特別処理”が実行される. そこで, (B-0)～(B-2)

各場合における操作が実行されたときの, 計算量上界をそれぞれ求める.

(B-0) |SUBGui | ≥ |SUBGvi | − 2である場合;

式 (6.3.3)より,

T (|SUBGvi |)

< T (|SUBGui |) + C|SUBGvi |3

≤ T (|SUBGvi | − 1) + C|SUBGvi |3

いま G(EXTu)はクリークであるから,

|SUBGvi | ≤ |SUBGu| − i+ 1.

従って,

T (|SUBGvi
|)

< T ( (|SUBGu| − i+ 1)− 1) + C(η + 1)3

= T (|SUBGu| − i) + C(η + 1)3

= T (η − k − i) + C(η + 1)3

≤ C ′20.3337(η−k−i)(η − k − i)3 + C(η + 1)3

< 2−0.3337iC ′20.3337(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3.

ここで,

C0(i) = 2−0.3337i

とおく.

(B-1) |SUBGui | = |SUBGvi | − 3である場合;

式 (6.3.4)より,

T (|SUBGvi |) < T (|SUBGui |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBGvi |3.

補題 6.3.3により, Case(c), 即ち
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|SUBGTAIL| ≤ |SUBGui | − 3

である場合計算量上界は最大となる. 従って,

T (|SUBGvi |)

< T (|SUBGui |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBGvi |3

≤ T (|SUBGvi | − 3) + T (|SUBGvi | − 3− 3) + C|SUBGvi |3

< T (|SUBGvi | − 3) + T (|SUBGvi | − 6) + C(η + 1)3

≤ T ( (|SUBGu| − i+ 1)− 3) + T ( (|SUBGu| − i+ 1)− 6) + C(η + 1)3

= T (|SUBGu| − i− 2) + T (|SUBGu| − i− 5) + C(η + 1)3

= T ( (η − k)− (i+ 2) ) + T ( (η − k)− (i+ 5) ) + C(η + 1)3

< C ′20.3337(η−k−(i+2))(η + 1)3 + C ′20.3337·(η−k−(i+5))(η + 1)3 + C(η + 1)3

= (2−0.3337·2 + 2−0.3337·5)2−0.3337iC ′20.3337(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3.

ここで,

C1(i) = (2−0.3337·2 + 2−0.3337·5)2−0.3337i

とおく.

(B-2) |SUBGui
| ≤ |SUBGvi | − 4である場合;

式 (6.3.5)より,

T (|SUBGvi |)

<
∑4

j=i+1 T (|SUBG(vi,vj)|)+C|SUBGvi |3

<
∑4

j=i+1 T (|SUBG(vi,vj)|)+C(η + 1)3.

ここで, 補題 6.2.3より,

|SUBG(vi,vj)|

≤ |Γ (ui) ∩ SUBGvi | − (j − i− 1)

≤ (|SUBGvi | − 4)− (j − i− 1)

= |SUBGvi | − 3− j + i

≤ (|SUBGu| − i+ 1)− 3− j + i

= |SUBGu| − j − 2.

従って,

T (|SUBGvi |)
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<
∑4

j=i+1 T (|SUBGu| − j − 2)+C(η + 1)3

=
∑4

j=i+1 T ( (η − k)− j − 2)+C(η + 1)3

<
∑4

j=i+1 2
−0.3337(j+2)C ′20.3337(η−k)(η + 1)3+C(η + 1)3.

ここで,

C2(i) =
∑4

j=i+1 2
−0.3337(j+2)

とおく.

いま, i = 1において,

C0(1) = 2−0.3337 = 0.7934...,

C1(1) = (2−0.3337·2 + 2−0.3337·5)2−0.3337·1 = 2−0.3337·3 + 2−0.3337·6 = 0.7492...,

C2(1) =
∑4

j=1+1 2
−0.3337(j+2) = 2−0.3337·4 + 2−0.3337·5 + 2−0.3337·6 = 0.9606....

従って, T (|SUBGv1 |)の計算量上界は (B-2)である場合に最大となる. 即ち,

T (|SUBGv1 |)

< C2(1)C
′20.3337(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3.

また, i = 2において,

C0(2) = 2−0.3337·2 = 0.6296...,

C1(2) = (2−0.3337·2 + 2−0.3337·5)2−0.3337·2 = 2−0.3337·4 + 2−0.3337·7 = 0.5945...,

C2(2) =
∑4

j=2+1 2
−0.3337(j+2) = 2−0.3337·5 + 2−0.3337·6 = 0.5641....

従って, T (|SUBGv2 |)の計算量上界は (B-0)である場合に最大となる. 即ち,

T (|SUBGv2 |)

< C0(2)C
′20.3337(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3.

以上から,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

< (1 + C2(1) + C0(2) + 2−0.3337·3 + 3 · 10−4)C ′20.3337(η−4)(η + 1)3

< (1.225 + 0.0003)C ′20.3337η(η + 1)3

< 20.3337 · C ′20.3337η(η + 1)3

= C ′20.3337(η+1)(η + 1)3.
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従って, 【2】においても題意は成立する.

以上より, いずれの場合においても,

T (|SUBG|) ≤ C ′20.3337(η+1)(η+1)3

は成立する．帰納法による帰結として, 任意の η ≥ 1に関して題意は成立する．2

これより, 前章までと同様に次が成立する.

定理 6.3.1 節点数 n, 最大次数 ∆ ≥ 1なるグラフにおいて, 定数 C ′′ を C ′′ = 6.7 · 1011

とおく. このとき, ∆が

∆ ≤ 2.994d lgn (d ≥ 0:定数)

を満たすならば, アルゴリズム MCP2 は与えられたグラフの最大クリークサイズを

O(n1+d)-時間で抽出可能である.

(証明) 第 3章, 定理 3.6.1 証明と同様. 2
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第 7章

アルゴリズムMCP3

7.1 概要

本章においては, 前章までの結果を更に改良した次の結果を与える．

⌈ 節点数 nの一般グラフにおいて, 最大次数 ∆ ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0: 定数) なる条件が

満たされているとき, このグラフの最大クリーク問題は O(n1+d) なる多項式時間で可解

である. ⌋

7.2 アルゴリズム

本章において解析を行う, 拡張アルゴリズムMCP3 をアルゴリズム 5に示す *1. この

アルゴリズムは第 6章のアルゴリズムMCP2 に対し, 本章における新規限定操作である,

・部分問題の統合による探索領域の削減 (拡張版)

・少数部分問題の分割 (拡張版)

及び,

・節点の隣接関係による限定

をそれぞれ追加したものである. MCP3 において, MCP2 に対するMCP3 での新規追加

部分に関しては, 前章までと同様に赤字により表す.

また, MCP2 と記述内容が同一であり, 行番号のみ異なる部分 ( 1435- 1444行 )につ

*1 前章におけるアルゴリズムMCP2 と同様に, 関連論文 (5) における同名のアルゴリズムの論理構造を整

理し, 改訂を行った.
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アルゴリズム 5 アルゴリズムMCP3

0000:procedure MCP3(G)

/* 0100 - 0500 行 (略) */

0600: end {of MCP3}

0700: procedure EXPAND(SUBG)

/* 0800 - 1400 行 (略) */

1401: Ru := ∅;
1402: if k ≥ 3 then

1403: for i = 1 to k do

1404: if |Γ(vi) ∩ EXTu| = k − 2 then

1405: v := (EXTu − Γ(vi))[1];

1406: if (vk−1, vk) ∈ E then

1407: swap vk−1 with vi;

1408: swap vk with v fi

1409: else if |Γ(vi) ∩ EXTu| ≤ k − 3 then

1410: v := (EXTu − Γ(vi))[1];

1411: w := (EXTu − Γ(vi))[2];

1412: swap vk with vi;

1413: swap vk−1 with v;

1414: swap vk−2 with w;

1415: i := k + 1 fi fi od fi

1416: if k ≥ 3 and (vk−1, vk) ∈ E then

1417: SUBGvk−1
:= Γ(vk−1) ∩ SUBG;

1418: SUBGvk
:= Γ(vk) ∩ SUBG;

1419: if |SUBGvk
− SUBGvk−1

| ≤ 1 then

1420: swap vk−1 with v1;

1421: swap vk with v2 fi fi

1422: SUBGTAIL := ∅;
1423: t := 2;

1424: ROOTt := ∅;
1425: if k ≥ 2 and (vk−1, vk) ∈ E then

1426: ROOTt := {vk−1, vk};

1427: SUBGTAIL :=
∧
Γ (ROOTt) ∩ SUBGu

1428: else {i.e., k ≤ 1 or (vk−1, vk) /∈ E}
1429: if k ≥ 3

and |Γ(vk) ∩ EXTu| ≤ k − 3

and (vk−2, vk−1) ∈ E then

1430: ROOTt := {vk−2, vk−1};
1431: SUBGTAIL

:=
∧
Γ (ROOTt) ∩ ({vk} ∪ SUBGu);

1432: t := 3 fi

1433: fi /* ROOTt ̸= ∅ iff SUBGTAIL ̸= ∅ */

1434: if ROOTt ̸= ∅ then

/* 1435-1444行 : MCP2

1413-1422行と同一 */

1445: fi

/* 1500 - 1700 行 (略) */

1701: if k ≤ 2 then goto 2401 fi

1800: for i = 1 to k − t do

1900: vi := EXTu[i];

2000: SUBGvi

:= Γ(vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu);

2001: L := ∅;
2002: if |SUBGv2 − SUBGv1 | ≤ 1 then

2003: SUBGv2 := ∅ fi

2004: if i = k − 2 and

( (vk−1, vk) ∈ E and 3 ≤ k ≤ 5 )

or

( (vk−1, vk) /∈ E and 4 ≤ k ≤ 5

and t = 2 )

2005: then

2006: if SUBGvi
̸= ∅ then

2007: ui := a vertex with the maximum

degree in G(SUBGvi
);

2008: if |Γ(ui) ∩ SUBGvi
| ≤ |SUBGvi

| − 4

then /*Case(B-2)*/

2009: A := Γ(vi) ∩ (EXTu[i + 1, k] − L);

/* A は EXTu[i + 1, k] における
順序を保存 */

2010: if A = ∅ then goto 2100 fi

2011: for j := 1 to |A| do
2012: SUBG(vi,A[j])

:= Γ(A[j])

∩(SUBGvi
−A[1, j − 1]);

2013: Q size :=Q size+|{vi, A[j]}|+|L|;
2014: EXPAND(SUBG(vi,A[j]))

2015: Q size :=Q size−|{vi, A[j]}|−|L|;
2016: od

2017: goto 2400

2018: else

2019: if |Γ(ui)∩SUBGvi
|≥|SUBGvi

|−2

2020: then /*Case(B-0)*/

2021: SUBGvi
:= Γ(ui) ∩ SUBGvi

;

2022: L := L ∪ {ui};
2023: if |L| ≤ 1 then goto 2006

2024: else goto 2100 fi fi

2025: fi

2026: fi

2100: Q size := Q size + |{vi}|+|L|;
2200: EXPAND(SUBGvi

)

2300: Q size := Q size − |{vi}|−|L|
2400: od

2401: if (vk−t+1, vk−t+2) ∈ E then

2402: Q size := Q size + |ROOTt|;
2403: EXPAND( SUBGTAIL)

2404: Q size := Q size − |ROOTt|
2405: fi

/* 2500 - 2700 行 (略) */

2800: end {of EXPAND}
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いては, それぞれ対応する行番号 ( MCP2 における, 1413- 1422行 ) をコメントとして

記述の上, 省略している.

前章までの結果を踏まえた, 追加操作の概要は以下の通りである.

第 4, 及び 6 章において提唱した各アルゴリズムには, いずれも次の探索領域削減手法

を採用した.

節点集合 SUBG中の, G(SUBG)における最大次数節点を uとして,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

及び,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu

として, EXTu を,

EXTu := {v1, v2, ..., vk} なる順序付き節点集合とする.

この EXTu 中に非隣接節点対が存在する, 即ち G(EXTu)が非クリークである場合に

は, EXTu 中の最後尾 2節点 vk−1, vk ( k = |EXTu| )が非隣接となるように節点の順

序を入れ替える. この入れ替えの判定操作を実行の上, (vk−1, vk) /∈ E なる場合, これら 2

節点からの探索を単純に省略した.

G(EXTu) がクリークである場合には, “部分問題の統合による探索領域削減”を導入

し, 節点 vk−1 からの探索における領域削減を達成した.

G(EXTu)が非クリークである場合における部分問題の単純削減は, 解析上非常に大き

な効果を発揮する. このため, 第 4章の解析過程において, G(EXTu)が非クリークである

場合における計算量上界は, G(EXTu)がクリークである場合よりも小さなものとなった.

第 5 章においては, “部分問題の統合による探索領域削減”についてより詳細な場合分

けに基づく探索領域削減操作を導入した. この操作は G(EXTu)がクリークである場合に

適用される. 一方で, G(EXTu)が非クリークである場合においては第 3章の基本アルゴ

リズムと全く同様の操作のみを適用した.

第 6章においては, まず補題 6.2.1により, G(EXTu)がクリークである場合, EXTu 中

各節点からの探索は, 探索順が後の節点程探索領域が小さくなることを示した. これに加

えて, G(EXTu)がクリーク, かつ k = |EXTu| = 4 である場合に更なる探索領域削減操

作を導入し, これにより計算量上界の改善を達成した.
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第 5章, 及び第 6章における新規探索領域削減操作は, いずれも G(EXTu)がクリーク

である場合に探索領域の削減を達成する操作である. この結果として, 第 6章における解

析上, G(EXTu) がクリークである場合における計算量上界は小さくなり, 計算量上界最

大の場合ではなくなっていた.

一方で, G(EXTu)が非クリークである場合における探索領域削減操作は, 第 4章で導

入したものだけであった. この結果として, 第 6章において計算量上界が最大となる場合

は, G(EXTu)が非クリークである場合となっている.

以上から, 第 6章における計算量上界を改善するためには, 先ず G(EXTu)が非クリー

クである場合に, 更なる探索領域削減を達成する必要がある. 本章における追加操作の

うち,

・部分問題の統合による探索領域の削減 (拡張版)

・少数部分問題の分割 (拡張版)

は, いずれも G(EXTu)が非クリークである場合における探索領域削減を達成するための

手法である. 各手法の詳細な内容については, それぞれ第 7.2.2節, 及び 7.2.3節において

後述する.

上記 2手法の導入により, アルゴリズムMCP3 の解析過程において, G(EXTu)が非ク

リークである場合の計算量上界はより小さくなる. この結果として, 本章の解析過程にお

いて計算量上界が最大となる場合は, G(EXTu)がクリークである場合となる. 新規追加

操作の残り 1つである,

・節点間の隣接関係による限定

は, G(EXTu)がクリークである場合において有効な新規探索領域削減手法である. この

手法の詳細については, 第 7.2.4節において後述する.

7.2.1 部分問題の統合による探索領域削減の詳細化 (拡張版)

前節に述べた通り, 本章の改善結果を得るに当たっては, G(EXTu) が非クリークであ

る場合における探索領域削減操作を追加する必要がある.

前章までの各アルゴリズムにおいて, “部分問題の統合による探索領域削減”は,

G(EXTu) がクリークである場合にのみ実行される操作であった. 本節においては,

この手法を拡張し, G(EXTu)が非クリークである場合にも適用可能な手法とする.
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拡張を考えるため, まず前章までにおける “部分問題の統合による探索領域削減”の概

要について改めて考察する.

EXPAND(SUBG)の実行過程において, 各節点 u, v1, v2, ..., vk−2 ∈ SUBGからの探索

終了後,

SUBGvk−1
= Γ (vk−1) ∩ (EXTu[k − 1, k] ∪ SUBGu) とする. このとき以下が成立し

た (第 4章, 補題 4.2.1).

ω(SUBGvk−1
) > ω(SUBGu)

なる不等式が成立するのは, SUBGvk−1
中の最大クリークが節点 vk を含む場合に限ら

れる．

この補題に基づき,

(vk−1, vk) ∈ E である場合,

SUBGTAIL :=
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu,

(vk−1, vk) /∈ E である場合,

SUBGTAIL := ∅,

として, 節点 vk−1 からの探索は, SUBGTAIL, 即ち節点 vk に必ず隣接するような

SUBGvk−1
中の節点の集合に対する EXPANDの実行とした.

第 6章においては, 補題 4.2.1を拡張した, 次の事実 ( 補題 6.2.2 )を示した.

節点集合 SUBG ⊆ V に対して, 節点 uを G(SUBG)における最大次数節点,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) (1 ≤ i ≤ k)

とする.

上記定義のもとに, 以下が成り立つ.

ω({u} ∪ SUBGu) < ω({vi} ∪ SUBGvi)

であるならば, サイズ ω({vi} ∪ SUBGvi) のクリークは, 節点 vi の他に

EXTu[i+ 1, k] = {vi+1, vi+2, ..., vk}

中の節点を少なくとも 1個含む.

この結果は, EXTu中各節点 vi ( 1 ≤ i ≤ k )からの探索においては,自身より探索順が

後の各節点 vi+1, ..., vk のうち少なくとも 1個を含むような部分問題に対して EXPAND



第 7章 アルゴリズムMCP3 107

を実行すれば十分であることを示す. そこで, 第 6章においては各節点 vi+1, ..., vk のうち

少なくとも 1個に必ず隣接するような SUBGvi 中の節点の集合を考え, 節点 vi からの探

索をこれらの集合に対する EXPANDの実行とする手法を導入した.

この結果から考えると, SUBGvk−1
は, 上記の探索必要な部分集合が高々 1個となる集

合である. 従って, SUBGvk−1
は 1個の真部分集合によって置き換え可能であり, 常に探

索領域削減が達成される.

上記の手法において, G(EXTu)がクリークである場合, SUBGvi に対して探索必要な

部分集合は,

k − (i+ 1) + 1 = k − i

個だけ存在する. これに対して, G(EXTu)が非クリークである場合には, EXTu 中に非

隣接節点対が存在するため, 部分集合数は高々k − i個となる.

以上を考慮すれば, “部分問題の統合による探索領域削減”は, G(EXTu)が非クリーク

である場合においても適用可能である.

いま, 節点 vk−t ∈ EXTu (1 ≤ t ≤ k − 1)を,

|Γ (vk−t) ∩ EXTu[k − t, k]| = 1,

である節点とする. 即ち vk−t は, 自身に隣接し, かつ探索順が後の節点が 1個しか存在し

ない節点である. そのような節点, 即ち Γ (vk−t) ∩EXTu[k − t, k]中の唯一の節点を v と

する. このとき, 節点集合 SUBGTAIL を以下で定義する.

(vk−t, v) /∈ E である場合,

SUBGTAIL = ∅,

(vk−t, v) ∈ E である場合,

SUBGTAIL

= Γ (v) ∩ SUBGvk−t
,

即ち,

SUBGTAIL

= Γ (v) ∩ Γ (vk−t) ∩ (EXTu[k − t, k] ∪ SUBGu)

= Γ (v) ∩ Γ (vk−t) ∩ SUBGu.

第 5章において導入した, SUBGTAIL のサイズによる場合分けに基づく探索領域削減
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操作 ( 即ち, アルゴリズムMCP2 における, 1413- 1422行の操作 )は, この新たな定義

においても全く同様に適用可能である. ( アルゴリズム MCP3 においては, 1435- 1444

行にこの操作を記述する. )

アルゴリズムMCP3 においては, この定義に基づき G(EXTu)が非クリークである場

合にも次の新たな探索領域削減操作を導入する.

EXTu 中に,

|Γ (vi) ∩ EXTu| ≤ k − 3 (1 ≤ i ≤ k) をみたす節点 vi ∈ EXTu, 即ち自身に隣接しな

い節点を 2個以上持つ節点 vi が存在する場合,

vi を vk と入れ替える. (1412行)

更に, vi に隣接しない各節点のうち 2個を,

vk−1, 及び vk−2 とそれぞれ入れ替える.

(1413, 1414行)

この入れ替え操作が実行された場合,

(vk−2, vk) /∈ E, かつ (vk−1, vk) /∈ E

である. 従って, 2節点 vk−1, 及び vk からの探索はこれを省略する.

節点 vk−2 からの探索については,

(vk−2, vk−1) ∈ E である場合,

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−2, vk−1}) ∩ SUBGu,

(vk−2, vk−1) /∈ E である場合,

SUBGTAIL = ∅

とした上, SUBGTAIL に対する EXPANDの実行とする.

アルゴリズムにおいては, 1800行の for文の終了位置を k − tとしてこの操作を実現す

る. 即ち, 変数 tを,

上記入れ替え操作が実行された場合のみ t = 3 (1432行),

それ以外の場合には t = 2と設定される (1423行)

変数とする.

この操作が実行された場合, EXTu 中の各節点のうち v1, v2, ..., vk−3 からの探索は基本

的に省略なしに実行される. このとき, |SUBG| = η, |EXTu| = k とすると,

|SUBGvi | ≤ |SUBGu| = η − k − 1 ( 1 ≤ i ≤ k − 3 )
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である. 更に, 節点 vk−2 からの探索において,

|SUBGTAIL| ≤ η − k−2

である. 従って, 前章の計算量評価における, G(EXTu)が非クリークである場合より, 探

索領域は確実に削減される.

上記操作が実行されない場合, EXTu 中の任意の節点 vi ( 1 ≤ i ≤ k ) に対して,

|Γ (vi) ∩ EXTu| ≥ k − 2

である. 即ち, 各節点 vi に隣接しない EXTu 中の節点は高々 1 個である. この場合, 上

記の,

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−2, vk−1}) ∩ SUBGu

とする探索領域削減は適用できない. しかしながら, 次節において述べる新規操作により,

この場合においても更なる探索領域の削減が可能である.

7.2.2 部分問題サイズの減少 (拡張版)

前章, 補題 6.2.1において, G(EXTu)がクリークである場合,

EXTu 中各節点からの探索は, 探索順が後の節点ほど探索領域が小さくなる

ことを示した. この結果は, 以下によるものである.

EXTu = {v1, v2, ..., vk}

とするとき,

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) (1 ≤ i ≤ k)

とする. 即ち SUBGvi は, SUBG中の節点 vi に隣接する各節点の集合から, 既に探索済

の各節点の集合,

u, v1, v2, ..., vi−1

を除いたものである.

G(EXTu)がクリークである場合, 節点 vi は除去済の各節点 v1, v2, ..., vi−1 全てと隣接

する. 従って節点除去の影響は最大となり, 補題 6.2.1の結果となるが, vi と除去済の各節

点 v1, v2, ..., vi−1 との関係をより詳細に考慮すれば, G(EXTu)が非クリークである場合

にも適用可能な次の拡張結果が得られる.
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補題 7.2.1 節点集合 SUBGに対して, uを G(SUBG)中の最大次数節点として,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) (1 ≤ i ≤ k)

とそれぞれおく. このとき,

|SUBGvi |

≤ |SUBGu| − |Γ (vi) ∩ EXTu[1, i− 1]|.

(証明) 定義より,

SUBGvi

= Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu)

= (Γ (vi) ∩ EXTu[i+ 1, k]) ∪ (Γ (vi) ∩ SUBGu).

ここで, EXTu[i+ 1, k] ∩ SUBGu = ∅である. 従って,

|SUBGvi |

= |Γ (vi) ∩ EXTu[i+ 1, k]|+ |Γ (vi) ∩ SUBGu|.

ここで, 節点 uは G(SUBG)中の最大次数節点であるから,

|Γ (vi) ∩ SUBGu| ≤ |SUBGu| − |Γ (vi) ∩ EXTu|

でなければならない. 何故ならば, 仮に

|Γ (vi) ∩ SUBGu| > |SUBGu| − |Γ (vi) ∩ EXTu|

であるとすると,

|Γ (vi) ∩ SUBG|

= |Γ (vi) ∩ ({u} ∪ EXTu ∪ SUBGu)|

= |Γ (vi) ∩ {u}|+ |Γ (vi) ∩ EXTu|+ |Γ (vi) ∩ SUBGu|

> 0 + |Γ (vi) ∩ EXTu|+ |SUBGu| − |Γ (vi) ∩ EXTu|

= |SUBGu|.

すなわち, vi は G(SUBG)における次数が uよりも大となる. これは uが G(SUBG)中

の最大次数節点であるとしたことに反する. 故に,

|SUBGvi |

= |Γ (vi) ∩ EXTu[i+ 1, k]|+ |Γ (vi) ∩ SUBGu|
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= |Γ (vi) ∩ EXTu| − |Γ (vi) ∩ EXTu[1, i]|+ |Γ (vi) ∩ SUBGu|

≤ |Γ (vi) ∩ EXTu| − |Γ (vi) ∩ EXTu[1, i]|+ (|SUBGu| − |Γ (vi) ∩ EXTu|)

= |SUBGu| − |Γ (vi) ∩ EXTu[1, i− 1]|. 2

前節に述べた通り, 部分問題の統合による探索領域削減の詳細化 (拡張版) が実行されな

い場合, EXTu 中の任意の節点 vi ( 1 ≤ i ≤ k ) に対して,

|Γ (vi) ∩ EXTu| ≥ k − 2

である. 従って, i ≥ 2においては,

|SUBGvi |

≤ |SUBGu| − |Γ (vi) ∩ EXTu[1, i− 1]|

≤ |SUBGu| − i+ 2.

即ち, SUBGv3 以降はサイズ上限が確実に 1ずつ小さくなる.

補題 6.2.1により, G(EXTu)がクリーク, かつ k が十分大きい場合には, 特に複雑な探

索領域削減手法を用いずとも, 計算量上界が十分小さくなることを示すことが可能であっ

た. 補題 7.2.1は, G(EXTu)が非クリーク, かつ k が十分大きい場合においても同様の結

果を得られることを示す. これにより, 前章における,

・k が十分大きい, あるいは小さい場合には, 単純な探索領域削減操作のみを適用する

・k がある定数範囲内である場合にのみ, より複雑な探索領域削減操作を追加適用する

という, アルゴリズムの基本的な方針をより一般化して確立している.

7.2.3 少数部分問題の分割 (拡張版)

前節において述べた通り, k がある定数範囲内である場合においては, 解析上より複雑

な探索領域削減操作を導入する必要がある. 具体的に第 6章においては, k = 4である場

合に追加の探索領域削減操作を適用し, この操作を “特別処理”と呼んだ. 本章において

も, k がある定数範囲内において適用する操作を, 以下 “特別処理”と呼ぶ.
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特別処理が適用される k の範囲は, 最大時間計算量評価における指数の値によって決定

される. 具体的にMCP3 においては,

(A) G(EXTu)がクリーク ( (vk−1, vk) ∈ E ), かつ k ̸= 3, 4, 5である場合:

又は,

G(EXTu)が非クリーク ( (vk−1, vk) /∈ E ), かつ k ̸= 4, 5である場合:

においては, 特別処理を適用しない. 以下, この場合における処理を特別処理に対して “通

常処理”と呼ぶ.

(B) G(EXTu)がクリーク ( (vk−1, vk) ∈ E ), かつ 3 ≤ k ≤ 5である場合:

又は,

G(EXTu)が非クリーク ( (vk−1, vk) /∈ E ), かつ 4 ≤ k ≤ 5

かつ,

t = 2である場合:

においては, 特別処理を適用する.

G(EXTu)が非クリークである場合において, t = 2を更に条件として加えている. これ

は, t = 3である場合, 7.2.1節の手法により十分大きな探索領域削減の効果が得られるた

め, 更なる削減手法の適用が解析上必要ないことによる.

以下, 特別処理の内容について述べる.

(B) 特別処理

いま, EXTu = {v1, v2, ..., vk},

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) ( 1 ≤ i ≤ k − 2 )

として, G(SUBGvi) ( 1 ≤ i ≤ k − 2 ) 中の最大次数節点を ui とする (2007行). また,

SUBGui
= Γ (ui) ∩ SUBGvi

,

EXTui = SUBGvi − {ui} − SUBGui

とする.
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以下, 各節点 vi ∈ EXTu ( 1 ≤ i ≤ k − 2 )の各々に対し, 次の (B-0), (B-1), あるい

は (B-2)の場合に応じて処理の切り替えを行う.

(B-0) |SUBGui | ≥ |SUBGvi | − 2 である場合:

SUBGvi に対して EXPAND を実行する. このとき, SUBGvi は結果的に SUBGui

ただ 1個に置き換えられる.

この操作により, SUBGvi のサイズは少なくとも 1減少する. 探索領域を単純に削減可

能な操作であるため, この操作に関しては回数制限 (後述) のもと, 繰り返し実行する.

即ち,

SUBGvi := SUBGui

との設定を行い, 集合 L に ui を追加する. この設定のもと, よりサイズが小さくなっ

た SUBGvi に対して (B-0), あるいは下記 (B-1)あるいは (B-2)の処理を再び実行する.

(2021 -2023行)

この操作が 1 回実行されるとき, SUBGvi のサイズは単純に 1 以上減少する. 従って,

この操作は繰り返し回数が多くなるほど有効である. 但し, 計算量解析を単純化するため,

この操作の繰り返し回数は上限 2とする. このため, |L| ≥ 2, 即ち既に 2回この操作が実

行された場合には, 繰り返しを中止し, SUBGvi に対して EXPANDを実行する. ( 2024

行 ) (B-0)の操作が 1回以上実行された後に SUBGvi に対して EXPANDを実行する場

合には, 集合 L 中の節点を vi とともに探索中のクリーク Q に加える. ( 2013 行, 及び

2100行 )

(B-1) |SUBGui | = |SUBGvi | − 3である場合:

SUBGvi に対して, 通常通り EXPANDを実行する. 実行により, 以下の部分問題に対

してそれぞれ EXPAND が実行される. (ここで, |EXTui | = 2 であるから, EXTui =

{v′1, v′2}とする. )

先ず,

SUBGui

に対し EXPANDが実行される. 更に,

(v′1, v
′
2) ∈ E である場合には,
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SUBGTAIL =
∧
Γ ({v′1, v′2}) ∩ SUBGui ,

(v′1, v
′
2) /∈ E である場合には,

SUBGTAIL = ∅

として, SUBGTAIL に対しても EXPANDが実行される.

(B-2) |SUBGui | ≤ |SUBGvi | − 4である場合:

第 6章, 6.2.3節において, (B)の操作は,

k = 4, かつ G(EXTu)がクリーク

である場合においてのみ実行された. これに対して, 本章においては G(EXTu) が非ク

リークである場合にも前章同様の操作を実行する.

これを保証するため, 先ず第 6章, 補題 6.2.3を単純に拡張し, 次の結果を得る.

補題 7.2.2 SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu) ( 1 ≤ i ≤ k − 2 )

とすると, 以下が成立する.

SUBGvi から ω(SUBGu)よりも大きい最大クリークを抽出するためには,

1 ≤ i < j ≤ k として,

SUBG(vi,vj) ( (vi, vj) ∈ E )

= Γ (vj) ∩ (SUBGvi − {vi+1, vi+2, ..., vj−1})

= Γ (vj) ∩ (SUBGvi − EXTu[i+ 1, k]) ( i+ 1 ≤ j ≤ k )

なる高々 k − i 個の各節点集合に対して EXPANDを実行すれば十分である.

更に, SUBGvi 中の, G(SUBGvi)における最大次数節点を ui とするとき, 以下が成立

する.

G(SUBGvi) ( 1 ≤ i ≤ k − 2 ) 中の最大次数節点を ui とするとき,

|SUBG(vi,vj)| ≤ |Γ (ui) ∩ SUBGvi | − |Γ (vi) ∩ EXTu[i+ 1, j − 1]|.

(補題中, 下線を引いた部分は補題 6.2.3からの拡張部分. )

(証明)補題 6.2.3と同様. 2

この (B-2)における操作のように, vi からの探索を複数の部分問題 に対する EXPAND

の実行とする, 即ち, 問題を複数の部分問題に分割する場合には, 分割によって解析上探索
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領域削減が達成出来るかどうかを適切に管理する必要がある. このため, あらかじめ通常

処理による場合と特別処理による場合それぞれにおける計算量上界を計算して, 適切な 特

別処理対象 を決める. その結果として, アルゴリズムMCP3 においては,

i = k − 2,

即ち vk−2 に対してのみ特別処理対象を限定する (2004行).

上記に基づき, i = k− 2として, SUBGvk−2
に対する (B-2)の操作の具体的内容につい

て述べる.

いま, 節点集合 Aを,

A = Γ (vk−2) ∩ {vi+1, ..., vk} = Γ (vk−2) ∩ EXTu[i+ 1, k],

即ち, 節点 vi より探索順が後の節点のうち, vi に隣接する節点の集合とする. ( ここで, A

は節点集合 EXTu[i+ 1, k] における順序を保存しているものとする. )

上記 (B-0)の操作において, ui として A中の節点は選択され得る. このため, (B-2)の

操作実行時には,

A = Γ (vi) ∩ (EXTu[i+ 1, k]− L)

とする. ( 2009行 ) この Aにより, SUBGvk−2
を,

SUBG(vk−2,A[j]) := Γ (A[j]) ∩ (SUBGvk−2
−A[1, j − 1]) ( 1 ≤ j ≤ |A| )

なる高々 k − (k − 2) = 2個の部分問題に分割し, それぞれに対して EXPANDを実行す

る. ( 2012- 2015行 )

i = k − 2 かつ G(EXTu)がクリークである場合,

A = {vk−1, vk},

即ち, 部分問題数はちょうど 2個である.

i = k − 2 かつ G(EXTu)が非クリークである場合,

A ⊆ {vk−1, vk}

である. 従って, (B-0)の操作が 1回実行された後, (B-2)の操作を実行すると, G(EXTu)

が非クリークである場合には, A = ∅となり得る. この場合には, SUBGvk−2
に対して通

常の EXPANDを実行する. ( 2010行 )
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7.2.4 節点の隣接関係による限定

以上の各限定操作に加えて, G(EXTu)中の各節点の隣接関係によって更に探索領域を

削減できる. これを保証する次の補題を与える.

補題 7.2.3 SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTu[i, k] ∪ SUBGu),

(vi, vi+1) ∈ E とする. ここで,

|SUBGvi+1 − SUBGvi | ≤ 1

であるならば,

ω(SUBGvi) ≥ ω(SUBGvi+1
).

(証明) いま,

R := SUBGvi+1 − SUBGvi

|R| ≤ 1

とそれぞれおく.

|R| = 0である場合,

SUBGvi+1 ⊆ SUBGvi .

従って, 補題 2.2.3により題意は成立する.

|R| = 1である場合,

いま, SUBGvi+1 中の任意の最大クリークをQとおくと, Qは節点 vi+1 を含まない. こ

こで,

ω(SUBGvi+1) > ω(SUBGvi)

であると仮定すると, 補題 2.2.4 により, Q は R 中の節点ただ 1 個を必ず含む. 更に,

(vi, vi+1) ∈ E より,

(Q−R) ∪ {vi+1} ⊆ SUBGvi .

従って,

ω(SUBGvi)

≥ |(Q−R) ∪ {vi+1}|

= |Q|

= ω(SUBGvi+1).
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これは仮定に反する. 2

MCP3 においては, この結果を用いて G(EXTu) がクリークである場合に以下のよう

に探索領域を削減する.

EXTu に対して, 1403-1415 行の処理が実行された後, もし (vk−1, vk) ∈ E であるな

らば, EXTu 中には非隣接節点対が存在しない. 即ち, G(EXTu) はクリークである. こ

こで,

|( Γ (vk)− Γ (vk−1) ) ∩ SUBG| ≤ 1

ならば, SUBGTAIL を構成する前に, vk−1, vkをそれぞれ v1, v2と入れ替える (1419-1421

行).

この入れ替え操作後は

|SUBGv2 − SUBGv1 | ≤ 1

となるため, 補題 7.3.1により,

ω({v1} ∪ SUBGv1) ≥ ω({v2} ∪ SUBGv2).

従って, 節点 v2 からの探索は省略する.

また,

R = ( Γ (vk)− Γ (vk−1) ) ∩ SUBG

とおくと, この入れ替え操作が実行されない場合,

|R| ≥ 2

である. 即ち, vk に隣接し, vk−1 に隣接しない節点は 2 個以上存在する. 更に, いま

G(EXTu) はクリークであるから,

R ⊆ SUBGu.

従って,

|SUBGTAIL|

= |
∧
Γ ({vk, vk−1}) ∩ SUBGu|

≤ |SUBGvk−1
| − {vk} − |R|

= |SUBGvk−1
| − 3

≤ (|SUBGu| − (k − 1) + 1)− 3

= |SUBGu| − k − 1.
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即ち, SUBGTAIL のサイズは小さくなる.

(vk−1, vk) /∈ E である場合には SUBGTAIL := ∅となるため, このサイズ限定を行わな

くとも, 本章冒頭の結果を得られる.

7.2.5 例題

図 7.1のグラフ G = (V,E) (第 3-6章において用いたグラフと, 同一のグラフ) に対す

るアルゴリズムMCP3 の実行過程を, 図 7.2の探索森として表す．

以下の実行過程における集合等の表記, 及び図 7.2 中における表記法は, 前章までの例

題におけるものを踏襲する.

以下は具体的実行過程となる.

(V =)

SUBG0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

SUBG1
{1} = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

EXT 1
1 = {2, 3, 4, 5},

SUBG′0 = {1} ∪ {2, 3, 4, 5} ∪ {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

ここで, G({2, 3, 4, 5}) はクリークであるため, 1405-1414 行の交換操作は実行されない.

一方,

|( Γ (5)− Γ (4) ) ∩ SUBG0| = |∅| = 0

であるため, 1419-1421行の交換操作が実行され, 節点 4 を 2 と, 5 を 3 とそれぞれ交換

する.

SUBG′0 = {1} ∪ {4, 5, 2, 3} ∪ {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},

(2, 3) ∈ E であるため,

SUBG1
TAIL:{2,3} = ∅

を構成する. ここで,

|R| = |SUBG1
{1} − SUBG1

TAIL:{2,3}| = |{6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}| = 7.

即ち Case(c): |R| ≥ 3 であるから, SUBG1
{1} に対して特別な操作は行わず, そのまま

EXPANDを実行する.

以降, 節点 1からの探索が終了するまでの過程は, 前章, 6.2.4節と同一であり,

Qmax size = 4
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図 7.2 MCP3 によるクリーク探索森

を得る.

|EXT 1
1 | = |{4, 5, 2, 3}| = 4

かつ, EXT 1
1 はクリークであるが, いま,

k − 2 = |EXT 1
1 | − 2 = 2
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である. 従って, SUBG1
{4} (= SUBG1

{v1}) に対しては通常の EXPANDを実行する.

SUBG1
{4} = {2, 3, 5, 6, 11},

SUBG2
{4,3} = {2, 5, 6},

EXT 2
3 = {11},

SUBG′1
{4} = {3} ∪ {11} ∪ {2, 5, 6},

SUBG2
{4,3} = {2, 5, 6},

SUBG3
{4,3,2} = {5},

EXT 3
2 = {6},

SUBG′2
{4,3} = {2} ∪ {6} ∪ {5},

SUBG3
{4,3,2} = {5},

SUBG4
{4,3,2,5} = ∅,

EXT 4
5 = ∅,

SUBG3
{4,3,2} = {5} ∪ ∅ ∪ ∅,

SUBG4
{4,3,2,5} = ∅, (更新なし)

3段階バックトラック,

EXT 1
1 = {4, 5, 2, 3},

ここで,

SUBG1
{4} = {2, 3, 5, 6, 11},

SUBG1
{5} = {2, 3},

|SUBG1
{5} − SUBG1

{4}| = |∅| = 0 < 1,

により, 節点 5 からの探索は省略する.

SUBG1
TAIL:{2,3} = ∅, (更新なし)

実行終了.

結果として, MCP3 は例題のグラフ G中の最大クリークサイズ 4を得る.
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7.3 最大時間計算量評価

アルゴリズムMCP3 の最大時間計算量評価の基本として, 先ず, 次の様な非再帰手続き

EXPAND0(SUBG)の時間計算量を考える.

EXPAND0(SUBG): アルゴリズム 5の procedure EXPAND(SUBG)において,各再帰

呼び出し部分 EXPAND(SUBG∗)をそれぞれ EXPAND(∅)に置き換えた非再帰手続き.

補題 7.3.1 EXPAND0(SUBG) の最大時間計算量は,

O(|SUBG| · |SUBGu|2) である.

(証明) 本章追加部分であるアルゴリズム 5 における 1409-1434 行, 1701 行, 及び 2001-

2026行を除く部分については, 前章までにおいて題意の成立を示した. またこの追加部分

のうち, 2019-2024 行部分を除く各操作については, 前章までと同様にして題意の成立を

示せる.

同部分における各行の操作は, O(|SUBGu|)-時間で実行可能であり, 2023 行による行

移動の結果, 2019行の条件が再び成立した場合には, 2019-2024行の操作が再び実行され

る. この繰り返し操作は最大で 2 回実行される. 従って, 2001-2026 行における操作は,

O(|SUBGu|2)-時間で実行可能である. 以上から, アルゴリズム 5に関して, 題意は成立す

る. 2

前章までと同様に, MCP3 に関しても T (|SUBG|)に対して以下の基礎的関係式が成立

する.

集合 SUBG ⊆ V に対して, 節点 uを G(SUBG)における最大次数節点として,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG,

EXTu = SUBG− {u} − SUBGu = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTu| ),

SUBGTAIL =
∧
Γ ({vk−1, vk}) ∩ SUBGu.

このとき, 次の関係式が成立する.
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T (|SUBG|)

≤ T (|SUBGu|) +
k−t∑
i=1

T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG| · |SUBGu|2

(7.3.1)

また,

T (|SUBG|) < T (|SUBGu|) +
k−t∑
i=1

T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

(7.3.2)

(vk−1, vk) ∈ E かつ 3 ≤ k ≤ 5である場合, および (vk−1, vk) /∈ E, かつ 4 ≤ k ≤ 5で

ある場合には, SUBGvk−2
に対して特別処理が実行される. (下記 補題 7.3.2(証明), 場合

分けの【2】, 及び【3】において詳述する. )

主要定理証明に先立ち, 先ず, EXPAND(SUBG) に対する時間計算量評価結果を以下

に与える.

補題 7.3.2 節点集合 SUBG ⊆ V に対して, |SUBG| = η, C ′ = 104C とおく. このと

き, EXPAND(SUBG) の最大時間計算量 T (|SUBG|) は以下を満たす.

T (|SUBG|) ≤ C ′20.3144ηη3.

(証明) η ≥ 1に関する数学的帰納法による．

先ず, η = 1の場合, 題意は明らかに成立する.

次に, |SUBG| がある正整数 η 以下である場合において, 題意が成立すると仮定する．

この仮定のもとで, |SUBG| = η + 1 である場合を考える．

前章と同様に, uを G(SUBG)における最大次数節点として,

SUBGu = Γ (u) ∩ SUBG

として,

|SUBGu| = η − k (0 ≤ k < η)

とする.
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このとき,

|EXTu|

= |SUBG− {u} − SUBGu|

= |SUBG| − |{u}| − |SUBGu|

= (η + 1)− 1− (η − k)

= k.

以下, G(EXTu)に関しての場合分けをした上で, 解析を進める.

先ず, 次の簡単な各場合に対し, 題意の成立を示す.

【1】 k が十分小さい, 又は大きい場合:

(1-0) k ≤ 1である場合;

第 4章, 補題 4.3.2 証明, 場合分けの (b) と同様にして示せる.

(1-1) k = 2である場合;

EXTu = {v1, v2}とするとき, もし v1 と v2 が隣接しない場合, SUBGの子問題におい

て探索されるのは SUBGu のみである. 従って, (1-1) と同様にして題意は成立する.

v1 と v2 が隣接する場合, 式 (7.3.2)により,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< T (|SUBGu|) + T (|SUBGTAIL|) + C(η + 1)3

≤ T (η − 2) + T ((η − 2)− 1) + C(η + 1)3

< (2−0.3144·2 + 2−0.3144·3 + 10−4)C ′20.3144η(η + 1)3

< 1.1669 · C ′20.3144η(η + 1)3

< 20.3144C ′20.3144η(η + 1)3 ( ここで, 20.3144 = 1.2434... )

< C ′20.3144(η+1)(η + 1)3.

よって, この場合も題意は成立する.

以上, k ≤ 2である場合には題意が成立する事が示された.
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従って, 以下では, 全て k ≥ 3である場合における題意の成立を示す.

(1-2) G(EXTu) がクリーク ( (vk−1, vk) ∈ E ), かつ k ≥ 6である場合:

式 (7.3.2) (t = 2) より,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3.

帰納法の仮定により,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< C ′20.3144·(η−k)(η − k)3 +
∑k−2

i=1 C ′20.3144·((η−k)−i+1)((η − k)− i+ 1)3

+T (|SUBGTAIL|) + C(η + 1)3.

ここで,

|SUBGTAIL|

≤ |SUBGvk−1
| − 1

= (η − k)− (k − 1) + 1− 1 (補題 7.2.1より)

= (η − k)− (k − 1).

従って,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< (1 +
∑k−2

i=1 2−0.3144(i−1))C ′20.3144·(η−k)(η + 1)3 + C ′20.3144((η−k)−(k−1))(η + 1)3

+C(η + 1)3

= (1 +
∑k−2

i=1 2−0.3144(i−1) + 2−0.3144(k−1))C ′20.3144(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< (1 + 1−2−0.3144(k−2)

1−2−0.3144 + 2−0.3144(k−1) + 10−4)2−0.3144kC ′20.3144η(η + 1)3.

ここで, 第 3章, 補題 3.6.3と同様にして,

(1+ 1−2−0.3144(k−2)

1−2−0.3144 +2−0.3144(k−1)+10−4)2−0.3144k < 1.1652

が成立することを証明できる (左辺は k ≥ 6 のもと, k = 6 で最大値 1.16507... をとる).

従って,

T (|SUBG|) = T (η + 1)

< 1.1652 · C ′20.3144η(η + 1)3



第 7章 アルゴリズムMCP3 125

< 20.3144 · C ′20.3144η(η + 1)3

= C ′20.3144(η+1)(η + 1)3.

(1-3) G(EXTu)が非クリーク, かつ k = 3あるいは k ≥ 6である場合:

先ず, EXTu において,

|Γ (vi) ∩ EXTu| ≤ k − 3

である節点 (即ち, EXTu 内で隣接しない節点を 2 個以上持つ節点) vi が存在する場合

を考える．アルゴリズム 5 における 1412-1414 行の操作により, そのような節点 vi は

EXTu 中の最後尾節点 vk と, また vi と隣接しない節点のうち 2個がそれぞれ vk−2, vk−1

と入れ換えられる. 従って, 式 (7.3.2) (t = 3) より,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑k−3

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3.

補題 6.3.3により, SUBGTAIL ̸= ∅であるならば Case(c)の場合に T (|SUBG|)の上界は

最大となる. 従って帰納法の仮定により,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< (k − 2)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3 + C ′20.3144(η−k−3) · (η + 1)3 + C(η + 1)3

< (k−2+2−0.3144·3

20.3144k
+ 10−4)C ′20.3144η(η + 1)3.

ここで, k ≥ 3において,

k−2+2−0.3144·3

20.3144k
+ 10−4 < 1.2227 < 20.3144

である事が示せる. (左辺は k ≥ 3において, k = 6で最大値 1.22269...をとる. ) 従って,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< C ′20.3144(η+1) · (η + 1)3.

SUBGTAIL = ∅ である場合に題意が成立することは, 前記計算過程から明らか．

従って, 以降における 補題 7.3.2の証明の全てにおいて, G(EXTu)が非クリークであ

る場合には,

任意の節点 vi ∈ EXTu (1 ≤ i ≤ k) に対して,

|Γ (vi) ∩ EXTu| ≥ k − 2
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である場合のみを考える．

このとき, 補題 7.2.1より,

|SUBGvi |

≤ |SUBGu| − |Γ (vi) ∩ EXTu[1, i− 1]|

であるから, 2 ≤ i ≤ k − 2において,

|SUBGvi |

≤ |SUBGu| − i+ 2

= η − k − i+ 2.

従って, 式 (7.3.2) (t = 2, SUBGTAIL = ∅) より,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + C|SUBG|3

≤ T (η − k) + T (η − k) +
∑k−2

i=2 T (η − k − i+ 2) + C(η + 1)3.

帰納法の仮定により,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< (1+1+20.3144
∑k−2

i=2 2−0.3144(i−1)+10−4)2−0.3144kC ′20.3144η(η + 1)3.

= (1+1+20.3144 · ( 1−2−0.3144(k−2)

1−2−0.3144 − 1)+10−4)2−0.3144kC ′20.3144η(η + 1)3.

前章, 補題 6.2.1は, G(EXTu)がクリークである場合に対してのみ問題サイズの削減に利

用できた. 本章において新たに補題 7.2.1 として拡張した事により, G(EXTu) がクリー

クでない場合にも, 同様の問題サイズ削減が可能となった.

いま k = 3あるいは k ≥ 6において,

(1 + 1 + 20.3144 · ( 1−2−0.3144(k−2)

1−2−0.3144 − 1) + 10−4)2−0.3144k < 1.205 < 20.3144

が成立する. (左辺は k = 3あるいは k ≥ 6のもと, k = 6で最大値 1.2039...をとる. )

従って, (1-2) と同様に,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

≤ C ′20.3144(η+1)(η + 1)3.
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以上のように, k = |EXTu|が十分小さい, あるいは大きい場合には, いずれもアルゴリ

ズムにおける探索領域削減操作のうち, 単純なものだけを用いて題意の成立を示すことが

可能である. ここで, 本証明において題意の成立がまだ示されていない場合は, 次の 2 通

りである.

G(EXTu)がクリーク, かつ 3 ≤ k ≤ 5である場合

及び,

G(EXTu)が非クリーク, かつ 4 ≤ k ≤ 5,

かつ,

t = 2, 即ち, 上記 (1-3) の結果から,

任意の節点 vi ∈ EXTu (1 ≤ i ≤ k − 2) に対して,

|Γ (vi) ∩ EXTu| ≥ k − 2

である場合

これらの 2通りに関しては, 【1】において用いた基本的な探索領域削減操作に加えて,

更に複雑な探索領域削減操作を適用する. ただし, いずれの場合も k は高々定数範囲内で

あり, 各操作によって発生する場合分けも, 有限個の範囲内となる.

【2】 G(EXTu)がクリーク, かつ 3 ≤ k ≤ 5である場合:

式 (7.3.2) (t = 2) より,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3.

先ず,

(2-1) |( Γ (vk)− Γ (vk−1) ) ∩ SUBG| ≤ 1 である場合;

1417-1421行の操作により, この場合,

|SUBGv2
− SUBGv1 | ≤ 1.

このとき, 2002, 2003 行により, SUBGv2 := ∅ との代入がなされる. そこでこの場合は,

(1-2)の場合において
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|SUBGv2 | = 0,

|SUBGTAIL| = η − k − 1

とすれば, 3 ≤ k ≤ 5における題意の成立を証明できる.

(2-2) |SUBGvk
− SUBGvk−1

| ≥ 2である場合;

先ず, 7.2.4節に述べた通り, この場合,

|SUBGTAIL|

= |SUBGu| − k − 1.

即ち,

T (|SUBGTAIL|)

≤ T (|SUBGu| − k − 1)

< C ′2−0.3144(k+1)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

次に, 節点 vk−2 に対しては特別処理が実行される. そこで,

vk−2 からの探索において, 特別処理 (B-0) ～(B-2) がそれぞれ実行された場合におけ

る, 計算量上界について示す.

まず, (B-0)の操作が実行されなかった各場合について考える.

(B-1) |SUBGuk−2
| = |SUBGvk−2

| − 3 である場合:

T (|SUBGvk−2
|)

< T (|SUBGuk−2
|) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBGvk−2

|3

< T (|SUBGvk−2
| − 3) + T (|SUBGvk−2

| − 6) + C(η + 1)3. (Case(c)による)

いま, G(EXTu)はクリークであるから,

|SUBGvk−2
|

≤ |SUBGu| − (k − 2) + 1

= |SUBGu| − k + 3.

従って,

T (|SUBGvk−2
|)

< T (|SUBGu| − k + 3− 3) + T (|SUBGu| − k + 3− 6) + C(η + 1)3

= T (|SUBGu| − k) + T (|SUBGu| − k − 3) + C(η + 1)3
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= T ((η − k)− k) + T ((η − k)− k − 3) + C(η + 1)3

< (2−0.3144k + 2−0.3144(k+3))C ′20.3144(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< 2−0.3144k(1 + 2−0.3144·3 + 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

ここで, 1 + 2−0.3144·3 + 10−4 = 1.5201...より, (B-1)において,

T (|SUBGvk−2
|)

< 1.5202 · 2−0.3144kC ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

(B-2) |SUBGuk−2
| ≤ |SUBGvk−2

| − 4である場合:

いま G(EXTu)はクリークであるから, 7.2.3節に述べた通り,

A := Γ (vk−2) ∩ {vk−1, vk} = {vk−1, vk}.

従って,

T (|SUBGvk−2
|)

<
∑k

j=k−1 T (|SUBG(vk−2,vj)|) + C|SUBGvk−2
|3

= T (|SUBG(vk−2,vk−1)|) + T (|SUBG(vk−2,vk)|) + C|SUBGvk−2
|3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 4) + T (|SUBGvk−2

| − 5) + C|SUBGvk−2
|3

≤ T (|SUBGu| − k + 3− 4) + T (|SUBGu| − k + 3− 5) + C|SUBGvk−2
|3

= T (|SUBGu| − k − 1) + T (|SUBGu| − k − 2) + C|SUBGvk−2
|3

< (2−0.3144(k+1) + 2−0.3144(k+2))C ′20.3144(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< 2−0.3144k(2−0.3144 + 2−0.3144·2 + 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

ここで, 2−0.3144 + 2−0.3144·2 + 10−4 = 1.4509...より, (B-2)において,

T (|SUBGvk−2
|)

< 1.451 · 2−0.3144kC ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

(B-0) |SUBGuk−2
| ≥ |SUBGvk−2

| − 2 である場合:

(B-0)における置き換え操作,

SUBGvk−2
:= Γ (uk−2)∩SUBGvk−2

が 2回実行された場合, 置き換え後の SUBGvk−2

に対して EXPAND が実行される. ここで, 置き換え操作 2 回実行後の節点集合を

SUBG′′
vk−2

とおくと, 操作 1回につき集合のサイズは少なくとも 1減少する. 従って,

T (|SUBGvk−2
|)
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< T (|SUBG′′
vk−2

|) + 2C(η + 1)3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 2) + 2C(η + 1)3

≤ T (|SUBGu| − k + 3− 2) + 2C(η + 1)3

= T (|SUBGu| − k + 1) + 2C(η + 1)3

< 2−0.3144(k−1)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3 + 2C(η + 1)3

< 2−0.3144k(20.3144 + 2 · 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

ここで, 20.3144 + 2 · 10−4 = 1.2436...より,

T (|SUBGvk−2
|)

< 1.2437 · 2−0.3144kC ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

次に, (B-0) の操作が 1 回実行された場合, 置き換え操作 1 回実行後の節点集合を

SUBG′
vk−2

とおくと,

|SUBG′
vk−2

| ≤ |SUBGvk−2
| − 1.

上記より, SUBG′
vk−2

に対して,

(B-1)の操作が実行された場合,

T (|SUBGvk−2
|)

< T (|SUBG′
vk−2

|) + C(η + 1)3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 1) + C(η + 1)3

< T (|SUBGvk−2
| − 1− 3) + T (|SUBGvk−2

| − 1− 6) + 2C(η + 1)3

< 2−0.3144(k+1)(1 + 2−0.3144·3 + 2 · 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

(B-2)の操作が実行された場合,

T (|SUBGvk−2
|)

< T (|SUBG′
vk−2

|) + C(η + 1)3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 1) + C(η + 1)3

< T (|SUBGvk−2
| − 1− 4) + T (|SUBGvk−2

| − 1− 5) + 2C(η + 1)3

< 2−0.3144(k+1)(2−0.3144 + 2−0.3144·2 + 2 · 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

いずれの場合にも, (B-0)の置き換え操作が実行されなかった場合より明らかに計算量上
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界は小さくなる. 従って, vk−2 からの探索において計算量上界が最大となるのは (B-1)の

操作が実行された場合となる. そこで,

Ck−2 = 2−0.3144k(1 + 2−0.3144·3 + 10−4)

とおく. 即ち,

T (|SUBGvk−2
|) < Ck−2C

′20.3144(η−k)(η + 1)3.

1 ≤ i ≤ k − 3において, 節点 vi に対しては通常処理が実行される. このとき,

T (|SUBGvi |)

≤ T (|SUBGu| − i+ 1)

< 2−0.3144(i−1)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

以上から,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

< C ′20.3144(η−k)(η + 1)3

+
∑k−3

i=1 2−0.3144(i−1)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3

+Ck−2C
′20.3144(η−k)(η + 1)3

+2−0.3144(k+1)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3

+C(η + 1)3.

いま 3 ≤ k ≤ 5である. よって,

k = 3である場合,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) + T (|SUBGv1 |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

< C ′20.3144(η−3)(η + 1)3

+C1C
′20.3144(η−3)(η + 1)3

+2−0.3144(3+1)C ′20.3144(η−3)(η + 1)3.

+C(η + 1)3

= (1 + C1 + 2−0.3144·4 + 10−4)2−0.3144·3C ′20.3144η(η + 1)3

< 1.1489C ′20.3144η(η + 1)3
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< 20.3144C ′20.3144η(η + 1)3

= C ′20.3144(η+1)(η + 1)3.

k = 4である場合,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑2

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

< (1 + 1 + C2 + 2−0.3144·5 + 10−4)2−0.3144·4C ′20.3144η(η + 1)3

< 1.2432C ′20.3144η(η + 1)3

< 1.2434C ′20.3144η(η + 1)3 (ここで, 20.3144 = 1.24349...)

< 20.3144C ′20.3144η(η + 1)3

= C ′20.3144(η+1)(η + 1)3.

k = 5である場合,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑3

i=1 T (|SUBGvi |) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBG|3

< (1 + 1 + 2−0.3144 + C3 + 2−0.3144·6 + 10−4)2−0.3144·5C ′20.3144η(η + 1)3

< 1.2062C ′20.3144η(η + 1)3

< 20.3144C ′20.3144η(η + 1)3

= C ′20.3144(η+1)(η + 1)3.

以上, いずれの場合においても題意は成立する. 本章におけるMCP3 の計算量評価におい

て, 計算量上界が最も大きくなるのは上記のうち k = 4である場合であり, これが定数値

0.3144の根拠となる.

【3】G(EXTu)が非クリーク, かつ 4 ≤ k ≤ 5である場合:

式 (7.3.2) (t = 2, SUBGTAIL = ∅) より,

T (|SUBG|)

= T (η + 1)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + C|SUBG|3.

いま t = 2, 及び (1-3)の結果から,
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任意の節点 vi ∈ EXTu (1 ≤ i ≤ k) に対して,

|Γ (vi) ∩ EXTu| ≥ k − 2

である. 即ち, vi に隣接しない EXTu 中の節点は高々 1個である. 従って,

|SUBGvi | ≤ |SUBGu| − i+ 2.

【2】 (2-2) と同様に, 節点 vk−2 に対しては特別処理が実行される. そこで,

vk−2 からの探索において, 特別処理 (B-0) ～(B-2) がそれぞれ実行された場合におけ

る, 計算量上界について示す.

まず, (B-0)の操作が実行されなかった各場合について考える.

(B-1) |SUBGuk−2
| = |SUBGvk−2

| − 3 である場合:

【2】 (2-2) における (B-1) と同様に,

T (|SUBGvk−2
|)

< T (|SUBGuk−2
|) + T (|SUBGTAIL|) + C|SUBGvk−2

|3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 3) + T (|SUBGvk−2

| − 6) + C(η + 1)3. (Case(c)による)

但し,

|SUBGvk−2
|

≤ |SUBGu| − (k − 2) + 2

= |SUBGu| − k + 4.

従って,

T (|SUBGvk−2
|)

< (2−0.3144(k−1) + 2−0.3144(k+2))C ′20.3144(η−k)(η + 1)3 + C(η + 1)3

< 2−0.3144k(20.3144 + 2−0.3144·2 + 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

ここで, 20.3144 + 2−0.3144·2 + 10−4 = 1.8903...より, (B-1)において,

T (|SUBGvk−2
|)

< 1.8904 · 2−0.3144kC ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

(B-2) |SUBGuk−2
| ≤ |SUBGvk−2

| − 4である場合:

いま (vk−1, vk) /∈ E であるから, 前提により vk−1, vk はともに vk−2 に隣接する.

よって,
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A := Γ (vk−2) ∩ {vk−1, vk} = {vk−1, vk}.

従って,

T (|SUBGvk−2
|)

<
∑k

j=k−1 T (|SUBG(vk−2,vj)|) + C|SUBGvk−2
|3

= T (|SUBG(vk−2,vk−1)|) + T (|SUBG(vk−2,vk)|) + C|SUBGvk−2
|3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 4) + T (|SUBGvk−2

| − 4) + C|SUBGvk−2
|3

≤ T (|SUBGu| − k + 4− 4) + T (|SUBGu| − k + 4− 4) + C|SUBGvk−2
|3

= T (|SUBGu| − k) + T (|SUBGu| − k) + C|SUBGvk−2
|3

< 2−0.3144k(2 + 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

従って, (B-2)において,

T (|SUBGvk−2
|)

< 2.0001 · 2−0.3144kC ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

(B-0) |SUBGuk−2
| ≥ |SUBGvk−2

| − 2 である場合:

(B-0)における置き換え操作,

SUBGvk−2
:= Γ (uk−2) ∩ SUBGvk−2

が 2回実行された場合, (2-2)と同様に,

T (|SUBGvk−2
|)

< T (|SUBG′′
vk−2

|) + 2C(η + 1)3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 2) + 2C(η + 1)3

≤ T (|SUBGu| − k + 4− 2) + 2C(η + 1)3

= T (|SUBGu| − k + 2) + 2C(η + 1)3

< 2−0.3144(k−2)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3 + 2C(η + 1)3

< 2−0.3144k(20.3144·2 + 2 · 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

ここで, 20.3144·2 + 2 · 10−4 = 1.5464...より,

T (|SUBGvk−2
|)

< 1.5465 · 2−0.3144kC ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

次に, (B-0) の操作が 1 回実行された場合, 置き換え操作 1 回実行後の節点集合を

SUBG′
vk−2

とおくと,
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|SUBG′
vk−2

| ≤ |SUBGvk−2
| − 1.

上記より, SUBG′
vk−2

に対して,

(B-1)である場合,

T (|SUBGvk−2
|)

< T (|SUBG′
vk−2

|) + C(η + 1)3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 1) + C(η + 1)3

< T (|SUBGvk−2
| − 1− 3) + T (|SUBGvk−2

| − 1− 6) + 2C(η + 1)3

< 2−0.3144(k+1)(20.3144 + 2−0.3144·2 + 2 · 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

(B-2)である場合,

A ̸= ∅であるならば, 【2】 と 同様に,

T (|SUBGvk−2
|)

< T (|SUBG′
vk−2

|) + C(η + 1)3

≤ T (|SUBGvk−2
| − 1) + C(η + 1)3

< T (|SUBGvk−2
| − 1− 4) + T (|SUBGvk−2

| − 1− 4) + 2C(η + 1)3

< 2−0.3144(k+1)(2 + 2 · 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

A = ∅となる場合は (B-0) 1回目の実行において, uk−2 として vk−1, 又は vk が選択さ

れた場合である. いま, (vk−1, vk) /∈ E であるから,

SUBG′
vk−2

= Γ (uk−2) ∩ SUBGvk−2

は, vk−1, vk ∈ SUBGvk−2
をともに含まない. 従って,

|SUBG′
vk−2

| ≤ |SUBGvk−2
| − 2.

A = ∅により, SUBG′
vk−2

に対して通常の EXPANDが実行される. よって, 少なくとも,

T (|SUBG′
vk−2

|)

< T (|SUBGvk−2
| − 2) + C(η + 1)3

< 2−0.3144k(20.3144·2 + 10−4)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3.

いずれの場合にも, (B-0)の置き換え操作が実行されなかった場合以下の計算量上界を得

る. 従って, vk−2 からの探索において計算量上界が最大となるのは (B-2)の操作が実行さ
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れた場合となる. そこで,

C ′
k−2 = 2.0001 · 2−0.3144k + 10−4

とおく. 即ち,

T (|SUBGvk−2
|) < C ′

k−2C
′20.3144(η−k)(η + 1)3.

1 ≤ i ≤ k − 3において, 節点 vi に対しては通常処理が実行される. このとき,

T (|SUBGv1 |) < C ′20.3144(η−k)(η + 1)3,

T (|SUBGvi |)

≤ T (|SUBGu| − i+ 2)

< 2−0.3144(i−2)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3. ( 2 ≤ i ≤ k − 3 )

以上から,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑k−2

i=1 T (|SUBGvi |) + C|SUBG|3

< C ′20.3144(η−k)(η + 1)3

+C ′20.3144(η−k)(η + 1)3

+
∑k−3

i=2 2−0.3144(i−2)C ′20.3144(η−k)(η + 1)3

+C ′
k−2C

′20.3144(η−k)(η + 1)3

+C(η + 1)3.

いま 4 ≤ k ≤ 5である. よって,

k = 4である場合,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑2

i=1 T (|SUBGvi |) + C|SUBG|3

< (1 + 1 + C ′
2 + 10−4)2−0.3144·4C ′20.3144η(η + 1)3

< 1.1865C ′20.3144η(η + 1)3

< 1.2434C ′20.3144η(η + 1)3

< 20.3144C ′20.3144η(η + 1)3

= C ′20.3144(η+1)(η + 1)3.
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k = 5である場合,

T (|SUBG|)

< T (|SUBGu|) +
∑3

i=1 T (|SUBGvi |) + C|SUBG|3

< (1 + 1 + 1 + C ′
3 + 10−4)2−0.3144·5C ′20.3144η(η + 1)3

< 1.2354C ′20.3144η(η + 1)3

< 20.3144C ′20.3144η(η + 1)3

= C ′20.3144(η+1)(η + 1)3.

以上より, いずれの場合においても,

T (|SUBG|) ≤ C ′20.3144(η+1)(η + 1)3

は成立する．

従って, 帰納法による帰結として, 任意の |SUBG|に関して題意は成立する．2

これより, 次の主要定理が成立する. なお, この主要定理における定数 3.177は,

1/(0.3144 + 0.0003) = 1/0.3147 = 3.1776... > 3.177

による.

定理 7.3.1 節点数 n ≥ 1のグラフにおいて, グラフの最大次数 ∆が

∆ ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0: 定数)

を満たすならば, アルゴリズム MCP3 は与えられたグラフの最大クリークサイズを

O(n1+d)-時間で抽出可能である.

(証明) 第 3章定理 3.6.1 証明と同様. 2

NP 困難な最大クリーク抽出問題に対する上記結果から, NP 完全な最大クリーク問題

に対する次の結果を得る.

一般グラフ G = (V,E)に対して, 最大次数 ∆が

∆ ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0 : 定数).

を満たすとき, Gに対する最大クリーク問題は O(n1+d)なる多項式時間で可解である.
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第 8章

多項式時間的可解性の拡張

8.1 概要

前章までにおいて, アルゴリズムMCP3 を用いて, 最大クリーク問題の多項式時間的可

解性に関する次の結果を得た.

⌈ 節点数 nの一般グラフにおいて, 最大次数 ∆ ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0: 定数), なる条件

が満たされているとき, このグラフの最大クリーク問題は O(n1+d) なる多項式時間で可

解である. ⌋

この結果は, グラフ全体の最大次数に制約条件を与えた結果である. グラフの次数に関

するこの制限対象範囲を緩和することは, 多項式時間的可解性の観点から定数 cの値の大

小よりも相対的により重要となる.

本章においては, この観点から先ずグラフの次数に関する制約条件の全く新規な枠組

を考える. この枠組に対してアルゴリズム MCP3 を適用し, 実際の定量的結果を明確に

示す.

更に, アルゴリズムMCP3 に対して若干の追加改良を行うことにより, 上記結果の多項

式オーダーを明確に改善できることを示す.

最後に, この多項式オーダーの改善結果を基にして, アルゴリズムに更なる追加改良を

行う. このアルゴリズムを用いて, 制約条件の枠組を更に拡張した次の最終的結果を示す.

⌈ 一般グラフ G = (V,E) (|V | = n), 及びある定数 n0 (2 ≤ n0 ≤ n/2) に対して,

G(C) ( C ⊆ V )を, |C| = n0 なる任意の連結な誘導部分グラフとして,
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C = {c1, c2, ..., cn0} とする. また,

min d(C) = min{deg(c1), deg(c2), ..., deg(cn0)}とする.

これらの定義のもと, 以下が成立する.

min d(C) ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0 : 定数).

であるならば, Gに対する最大クリーク問題は,

O(nmax{2,1+d})なる多項式時間的で可解である. ⌋

8.2 拡張結果 (1)

前章のアルゴリズムMCP3 の評価結果を用いて, 次の拡張結果を示す.

定理 8.2.1 一般グラフ G = (V,E)に対して, (v, w) ∈ E なる任意の 2節点 v, w ∈ V の

次数 deg(v)及び deg(w)が次の条件を満たすとする.

min{deg(v), deg(w)} ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0 : 定数).

このとき, アルゴリズム MCP3 は与えられたグラフの最大クリークサイズを

O(n2+max{1,d})-時間で抽出可能である.

(証明) いま, |V | = n, v ∈ V を Gの最大次数節点,

SUBGv = Γ (v) ∩ V ,

EXTv = V − {v} − SUBGv = {v1, v2, ..., vk} ( k = |EXTv| ),

SUBGvi = Γ (vi) ∩ (EXTv[i, k] ∪ SUBGv) (1 ≤ i ≤ k)

とそれぞれおく.

このとき, 式 (7.3.1)により,

T (|V |)

= T (n)

< T (|SUBGv|) +
∑k

i=1 T (|SUBGvi |) + Cn|SUBGv|2

≤ nT (|SUBGv|) + Cn|SUBGv|2.

ここで, G(SUBGv)中の最大次数節点を w,

SUBGw = Γ (w) ∩ SUBGv

とおく. 条件から, |SUBGw| ≤ 3.177d lgn であるから, 定理 7.3.1 により, T (|SUBGv|)
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図 8.1 拡張結果 (1)

は O(|SUBGv|1+d) である. よって, 定数 D を用いて T (|SUBGv|) = D|SUBGv|1+d と

おくと,

T (n) < nD|SUBGv|1+d + Cn|SUBGv|2

(8.2.1)

|SUBGv| < nであるから,

T (n)

< nD|SUBGv|1+d + Cn2|SUBGv|

< Dn2+d + Cn2|SUBGv|

< Dn2+d + Cn2+1

≤ CDn2+d + CDn2+1.

従って,

T (|V |)

= T (n)

< CDn2+max{1,d}. 2

定理 8.2.1の制約条件においては, グラフ G = (V,E)の節点集合 V 中の任意の隣接 2

節点のうち, 次数の大きい方の節点の次数に関しては全くの「無条件」とする. この結果,

グラフ中には (互いに隣接しない)次数の非常に大きい節点の存在が許される (図 8.1 ).
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従って, 定理 8.2.1の制約条件は, グラフ全体の最大次数に対する制約条件を明確に緩

和したものであり, 定数 3.177部分の増大とは全く異なった観点からのものである.

更に, この結果は以下の様に容易に拡張可能である.

一般にグラフGの節点集合 V において, 3 ≤ n0 なる定数 n0 に対して, G(C) ( C ⊆ V

) を, |C| = n0 なる任意の連結な誘導部分グラフとして,

C = {c1, c2, ..., cn0}

とする. また,

min d(C) = min{deg(c1), deg(c2), ..., deg(cn0)}

として,

min d(C) ≤ 3.177d lgn

とする. このとき, 定理 8.2.1の証明と同様に, 式 (8.2.1の)関係を 2回, 3回, ...と繰り返

し適用すると, 多項式のオーダーを O(n3+max{1,d}), O(n4+max{1,d}), ... と増加させるこ

とにより, それぞれ多項式時間的可解性を示すことが可能である.

例えば, 定理 8.2.1 における次数の制限を, サイズ 3 の連結な誘導部分グラフ中におけ

る, 最小次数節点に対する制限とする. このとき, グラフ中には次数が非常に大きい節点

で, かつ隣接節点集合中にも次数の非常に大きい節点が存在するような場合が許される.

従って, n0 = 3, 4, ...との拡張は, 定理 8.2.1における次数の制限を, 更に明確に拡張した

ものとなる.

定理 8.2.1の結果は,

O(n2+max{1,d}),

即ち, 最小で O(n3) と, グラフ全体の最大次数に制限を与えた場合より 1 増加している.

n0 = 3, 4, ...との拡張においても, 定理 8.2.1と同様に式 (8.2.1)の関係を用いる手法を採

ると, 定理 8.2.1の多項式オーダーは 1ずつ増加していく.

この結果に対しては, アルゴリズム MCP3 に次のような若干の追加変更を行うことに

より, 多項式オーダーの増加を抑えることが可能である.
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8.3 拡張結果 (2)

アルゴリズムMCP3に簡単な追加改良を行うことにより,上記結果の多項式オーダーを改良できる

ことを示す, 次の結果を与える.

⌈ 一般グラフ G = (V,E) に対して, (v, w) ∈ E なる任意の 2 節点 v, w ∈ V の次数

deg(v)及び deg(w)が次の条件を満たすとする.

min{deg(v), deg(w)} ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0 : 定数).

このとき, Gに対する最大クリーク問題は,

O(nmax{2,1+d})なる多項式時間的で可解である. ⌋

この結果では, 定数 0 ≤ d ≤ 1 における多項式オーダーは O(n2), d > 1 においては

O(n1+d)となる. 従って, この結果における多項式オーダーは, グラフ全体の最大次数に

制限を設けた場合と基本的に同じである.

アルゴリズム 6 アルゴリズムMCPex

0000:procedure MCPex(G)

0100: global Q size, Qmax size;

0200: begin

0300: Q size := 0, Qmax size := 0;

0301: sort vertices in V in ascending order with respect to their degrees in G;

0302: let V := {v1, v2, ..., v|V |}; /* an ordered set of vertices */

0303: for i = 1 to |V | do
0304: Q size := Q size+ |{vi}|;
0305: EXPAND(Γ (vi) ∩ (V − {v1, v2, ..., vi−1}))
0306: Q size := Q size− |{vi}|
0307: od

0400: return Qmax size

0500: end of MCPex

定理 8.2.1の多項式オーダーを改善可能である, アルゴリズムMCPex をアルゴリズム

6に示す.

MCP3 からの変更点は以下である.

与えられた入力 G に対して, G の節点集合 V 中の各節点を次数の 昇順 にソートする

(0301行).

ソートされた V 中の各節点からの探索を, 左から順に行う. このとき, 探索済の節点は
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V から削除する. (0305行)

MCPex においては, V に対する節点の探索順は, 前章までの SUBG ⊊ V に対する部分

森の同一化による探索順とは異なる. V の真部分集合である SUBGに対しては, MCPex

はMCP3 と全く同一に動作する. よって, |SUBG| = η なる SUBGに対して, MCPex の

計算量上界は O(20.3147η)である.

アルゴリズムMCPex の計算量上界を用いて, 最大クリーク抽出問題の多項式時間的可

解性に関する拡張結果である, 次の定理を与える.

定理 8.3.1 一般グラフ G = (V,E)に対して, (v, w) ∈ E なる任意の 2節点 v, w ∈ V の

次数 deg(v)及び deg(w)が次の条件を満たすとする.

min{deg(v), deg(w)} ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0 : 定数).

このとき, アルゴリズム MCPex は与えられたグラフの最大クリークサイズを

O(nmax{2,1+d})-時間で抽出可能である.

(証明) いま,

L := {v ∈ V | |Γ (v) ∩ V | ≤ 3.177d lgn}

= {p1, p2, ..., p|L|} (次数昇順)

とする. また,

V − L = {v1, v2, ..., v|V−L|}

とする. V 中の節点は次数の小さい節点から順に探索され, 探索済の各節点, および節点に

接続する枝は V から削除される. この探索順に基づき, pi ∈ L (1 ≤ i ≤ |L|)に対して,

SUBGpi := Γ (pi) ∩ (V − L[1, i− 1])

とする. また,

vj ∈ V − L (1 ≤ j ≤ |V − L|)に対して,

SUBGvj := Γ (vj) ∩ (V − L− ( (V − L)[1, j − 1] ) )

とする. このとき V に対する計算量上界 T (|V |) = T (n)に対して次が成立する.

T (|V |)

= T (n)

≤
∑|L|

i=1 T (|SUBGpi |) +
∑|V−L|

j=1 T (|SUBGvj |) + Cn2.



第 8章 多項式時間的可解性の拡張 144

式末尾の Cn2 は, V 中の各節点を次数の昇順にソートし, 各 SUBGpi , 及び SUBGvj を

構成するために要する時間計算量の上界を表す.

上記式に対して, 先ず, L中の各節点からの探索についての計算量上界を与える.

節点集合 L の定義から, |SUBGpi | ≤ 3.177d lgn である. 従って, 適当な定数 E を用

いて,

T (|SUBGpi |) ≤ E20.3147|SUBGpi
|

≤ E20.3147·3.177d lgn

< End

が成立する. よって,∑|L|
i=1 T (|SUBGpi |)

< |L|End

< En1+d.

次に, V − L中の各節点からの探索についての計算量上界を与える. いま G中の節点のう

ち, 次数が 3.177d lgnより大きい任意の節点を v とすると,

v ∈ V − L

である. また, w ∈ Γ (v)に対して,

|Γ (w)| ≤ 3.177d lgn.

即ち,

w ∈ L

である. L中の各節点からの探索終了後, V から L中の各節点は全て削除される. 従って,

1 ≤ j ≤ |V − L|に対して,

SUBGvj = ∅.

以上により,

T (|SUBGvj |) = T (|∅|) = 0.

よって,∑|V−L|
j=1 T (|SUBGvj |)

= 0.

以上から,

T (|V |)
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= T (n)

≤
∑|L|

i=1 T (|SUBGpi |) +
∑|V−L|

j=1 T (|SUBGvj |) + Cn2.

< En1+d + Cn2

= O(nmax{2,1+d}). 2

この結果を基に, アルゴリズム MCPex に対して更に追加拡張を行うことにより, 次の

更なる多項式時間的可解性の拡張結果を得る.

8.4 拡張結果 (3)

アルゴリズムMCPex の計算量上界を用いて, 最大クリーク抽出問題の多項式時間的可

解性に関する拡張結果である, 次の定理を与える.

定理 8.4.1 |V | = nである一般グラフ G = (V,E), 及びある定数 n0 ( 2 ≤ n0 ≤ n/2 )

に対して, G(C) ( C ⊆ V )をサイズ n0 である任意の連結な誘導部分グラフ, C を,

C = {c1, c2, ..., cn0}

とする. また,

min d(C) = min{deg(c1), deg(c2), ..., deg(cn0)}

とする.

これらの定義のもと, 以下が成立する.

min d(C) ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0 : 定数).

であるならば, Gに対する最大クリーク問題は,

O(nmax{2,1+d})なる多項式時間的で可解である.

(証明) 前節, 定理 8.3.1 証明における定義と同様に,

L := {v ∈ V | |Γ (v) ∩ V | ≤ 3.177d lgn},

= {p1, p2, ..., p|L|} (次数昇順),

V − L = {v1, v2, ..., v|V−L|},
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SUBGpi := Γ (pi) ∩ (V − L[1, i− 1]), ( 1 ≤ i ≤ |L| )

及び,

SUBGvj := Γ (vj) ∩ (V − L− ( (V − L)[1, j − 1] ) )

とする. このとき,

T (|V |)

= T (n)

≤
∑|L|

i=1 T (|SUBGpi |) +
∑|V−L|

j=1 T (|SUBGvj |) + Cn2.

L中の各節点からの探索については, 定理 8.3.1 証明と同様である.∑|L|
i=1 T (|SUBGpi |)

< |L|End

< En1+d.

次に, V − L中の各節点からの探索についての計算量上界を与える.

前提から節点 vi ∈ V − L ( 1 ≤ i ≤ |V − L| )は, V − L中の節点のうち高々 n0 − 2

個と隣接する. これは, 以下による.

いま, 節点 vi が V − L中の節点のうち n0 − 1個以上と隣接するとして,

Γ (vi) ∩ (V − L) = {w1, w2, ..., wm} ( m ≥ n0 − 1 )

とする. このとき G({vi} ∪ Γ (vi) )は, サイズ n0 以上の連結な誘導部分グラフであり, か

つ {vi} ∪ Γ (vi)中の任意の節点の次数は 3.177d lgnより大きい. これは前提に反する.

よって, 節点 L中の各節点からの探索が終了後,

max{deg(v1), deg(v2), ..., deg(v|V−L|)} ≤ n0 − 2.

ここで, |SUBG| = S (S ≥ 1 : 定数)であるとき, MCPex において,

T (S) ≤ C ′20.3144S(S + 1)3 = O(1).

よって, 適切な定数 F を用いて,∑|V−L|
j=1 T (|SUBGvj |)

< |V − L|F

< n · F

= Fn.

以上から,

T (|V |)
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図 8.2 拡張結果 (3) (n0 = 3である場合)

0 − 1

図 8.3 拡張結果 (3) (n0 ≥ 2である場合)

= T (n)

≤
∑|L|

i=1 T (|SUBGpi |) +
∑|V−L|

j=1 T (|SUBGvj |) + Cn2.

< En1+d + Fn+ Cn2

= O(nmax{2,1+d}). 2

この結果は, n0 = 2においては定理 8.3.1と同一の結果である.

定理 8.3.1の制限においては, 次数が 3.177d lgnより大きい節点同士は必ず非隣接とな

る. これに対して, 定理 8.4.1において, 例えば n0 = 3とする. このとき, サイズ 3の連結

な誘導部分グラフ中の節点のうち, 次数制限範囲内となるものはただ 1個である. 従って



第 8章 多項式時間的可解性の拡張 148

グラフ中には,

(v, w) ∈ E かつ min{deg(v), degw} > 3.177d lgn,

即ち次数の高い節点のみで構成された隣接節点対が存在し得る. (図 8. 2).

同様に考えれば, サイズ n0 の連結な誘導部分グラフにおいて, 最小次数節点に制限を設

けた場合, グラフ中にはサイズ n0 − 1以下の高次数節点のみで構成された誘導部分グラフ

が存在し得る. 従って, n0 の値が大きくなるにつれ, グラフの次数に関する条件は明確に

緩和される (図 8. 3).

以上, 本章の結果により, 最大クリーク問題の多項式時間的可解性に関する新しい枠組

を与えた.
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第 9章

まとめと今後の展望

本論文では, まず第 3章において極大クリーク全列挙アルゴリズム CLIQUESを基礎と

して, 非常に単純な最大クリーク抽出の基本アルゴリズムMCP0 を提唱し, 関連論文 (1)

における次の結果を得た.

「節点数 n, 最大次数 ∆ ≥ 0なるグラフに対して, ∆が ∆ ≤ 2.493d lgn (d ≥ 0:定数)を

満たすならば, 最大クリーク問題は O(n1+d)-時間で可解である. 」

このような制約条件を定量的に明確に示したのは, 関連論文 (1)が初めてである.

第 4-7 章においては, アルゴリズム MCP0 に独自手法による探索領域削減操作を順次

追加, 拡張した. これによりアルゴリズムの理論計算量上界を明確に改善し, 第 7 章にお

いて次の結果を得た.

「節点数 n, 最大次数 ∆ ≥ 0なるグラフに対して, ∆が ∆ ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0:定数)を

満たすならば, 最大クリーク問題は O(n1+d)-時間で可解である. 」

更に, 第 8章においては第 7章の結果を用いて, グラフの最大次数に対する制限を緩和

した次の拡張結果を得た.

「サイズ n0 ≥ 2なる任意の連結な誘導部分グラフ G(C) ( C ⊆ V ) に対して, C 中の

最小次数節点 v が,

deg(v) ≤ 3.177d lgn (d ≥ 0:定数)

を満たすとき, 最大クリーク問題は O(nmax{2,1+d})の多項式時間で可解である. 」

ここで, 定数 d ≥ 0は, 標準的には d = 1を想定している. d = 1とした場合, この結果

における多項式は O(n2)である. 以下では, d = 1としてこの結果を扱う.
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この制約条件のもとでは, G 中のサイズ n0 ≥ 2 なる任意の連結成分のうち, 最小次数

節点を除く全ての節点の次数に関しては全く無条件でよい.

この結果に関連して, 本研究の最終段階において, 文献 [22]の結果の存在が知らされた.

同文献は, d− degenerateグラフなる概念を定義し, d− degenerateグラフにおける最

大クリーク問題は, O(nm+ n2d/4)-時間で解決可能であることを示している. O()中の式

における 2d/4 は, Robson の O(2n/4)-時間アルゴリズム ( 文献 [94], Technical Report

) をサブルーチンとして用いたことによる. この結果を利用すると, d ≤ 4lgnである条件

下において, O(nm+ n2) = O(nm) なる多項式時間で解けることとなる.

本論文第 8 章において示した, 上記の制約条件下において, 与えられたグラフは

d0 = 3.177lgnに対して d0 − degenerateグラフの範疇に入る. 従って本論文の上記結果

は, 本論文中の d0 − degenerate グラフが O(n2)-時間で解決可能となることを示したも

のでもある.

一般に, 連結なグラフにおいては,

n− 1 ≤ m

が成立する. 枝数 m が大きくなる (グラフが密になる) に従い, nm は n2 よりも大きく

なる.

なお, このような拡張の出発点となる, 第 8章, 8.2節 の n0 = 2における定理 8.2.1の

結果は, 2011年に筆者らによって初めて示されている (文献 [79]).

以上, 本論文においては, 最大クリーク問題の多項式時間的可解性に関して, グラフ全体

の最大次数に対する制約条件を緩和した新たな多項式時間的可解性の枠組を提唱した.

本論文の結果に対する今後の課題は以下の通りである.

本論文において示した最大クリーク問題の多項式時間的可解性は, 基本的にグラフの辺

密度が低い場合を想定している. しかしながら, 本論文における最終的なアルゴリズム

MCPex は, 次のような場合分けに基づく探索を行う.

・k = |EXTu|が十分大きい, あるいは小さい場合には, アルゴリズムは単純な操作のみ

を実行する.

・k がある定数範囲内である場合には, より強力な探索領域削減操作を実行する.
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ここで, k が定数範囲内である場合とは, 入力 SUBG 中の最大次数節点に隣接しない

節点の個数が高々定数個となる場合, 即ち u の次数が相対的に高い場合である. 従って,

MCPex はグラフの辺密度が高い場合により有効であると考えられる. この点を考慮して,

グラフの辺密度が高くなるような, グラフに対するより自然な多項式時間的可解性の制約

条件を考えることも, 今後の課題の一つである.

次に, 定数値 cの値の改善に関して, 本論文における成果をふまえた今後の課題は, 以下

の各点である.

本論文において, MCP0 に順次追加, 拡張した探索領域削減操作は本論文独自で新規の

ものである. これらの各操作の基礎は全て補題 2.2.3, 補題 2.2.4, 及び 補題 2.2.5 となっ

ている. 従って本論文第 4-7章におけるアルゴリズムの改良は, 基本的に同じ操作の適用

範囲を拡張したことにより達成されている. 具体的には以下の通りである.

第 4章から第 5章においては, 補題 2.2.4に基づく探索領域削減手法に, 補題 2.2.5によ

る拡張を行い, これにより計算量上界の改善を実現した.

第 5章から第 6章においては, 先ずアルゴリズムにより分割された各部分問題のサイズ

が順次減少していくことを示した (第 6 章, 補題 6.2.1). 但し, 補題 6.2.1 は条件 ( 即ち,

G(EXTu)がクリークである場合 )付きの結果である. この結果により, 強力な探索領域

削減操作の適用を, 部分問題数が定数範囲内 ( かつ, G(EXTu)がクリーク )である場合

のみに限定した. この限定の上で, 第 5章までには適用していなかった対象 (EXTu 中の

節点 vi の, 隣接節点集合) に対して新たに補題 2.2.4を適用し, これにより計算量上界の

改善を実現した.

第 6章から第 7章においては, 第 6章において示した部分問題のサイズ減少をより一般

化した. これにより, 一般に強力な探索領域削減操作の適用を, 部分問題数が定数範囲内

である場合のみに限定するという, アルゴリズムの基本的な構造を確立した. この限定の

上で, 補題 2.2.4の適用対象を拡張 ( 即ち, G(EXTu)が非クリークである場合にも適用 )

した. 更に, 補題 2.2.3, 及び, 補題 2.2.4 を上記とは別の対象 ( 即ち, 節点 vi, vi+1 それぞ

れの隣接節点集合 )に適用した. これらによって, 計算量上界の改善を達成している.

このような適用範囲のより一層の拡張により, MCPex の計算量上界を更に改善可能で

ある展望を持っている. この方法により定数値 cを改善することは, 今後の主要課題の 1



第 9章 まとめと今後の展望 152

つである.

最大クリーク問題の理論計算量上界に関連して, 文献 [37] において, Fomin らは

Measure & Conquer 法という新たな解析手法を提唱した. 同文献においては, Measure

& Conquer法以前の解析手法 (基本的に本論文において用いた解析手法と同様の手法. 以

下, 従来手法と呼ぶ. ) による計算量上界が O∗(20.406n)-時間である単純な最大独立節点

集合抽出アルゴリズムにMeasure & Conquer法による解析を適用し, これにより全く同

一のアルゴリズムに対して O∗(20.288n)-時間なる計算量上界を示した [37]. この結果は,

ある解析手法によるアルゴリズムの計算量上界が, 異なる解析手法により更に改善可能で

あることを示している. 従って, 本論文の定数値改善にあたっては, アルゴリズム自体の改

善に加えて, 異なる解析手法の導入による改善の可能性も検討する必要がある.

また, アルゴリズムの理論計算量評価においては, 解析過程において計算機を利用する

手法も採られてきた. これは, 解析上生じる場合分けの数が有限個となることを示した上

で, これら有限個の場合分け各々における計算量上界を計算機を用いて求めるものであ

る [32]. 本論文における各アルゴリズムの計算量評価過程においては, このような方法は

採らなかった. しかしながら, 前記の通り本論文の最終的な解析においては, 部分問題数が

定数範囲内である場合に計算量上界が最大となるという結果を得ている. 従って, この場

合において計算機を利用したより詳細な解析を行うことにより, 本論文における計算量評

価結果を改善可能であるかどうかも検討が必要である.

本論文第 3章における基本アルゴリズムMCP0 は, 文献 [98]において提唱された極大

クリーク全列挙アルゴリズム CLIQUESを基にしている.

文献 [95]において, Shindo-Tomitaはやはり文献 [98]のアルゴリズム CLIQUES を基

に, 単純な最大クリーク抽出アルゴリズムMAXCLIQUEを提唱し, その時間計算量上界

が O(2n/2.863) = O(20.349n)-時間であることを示した. このアルゴリズムは非常に単純な

記述により表現可能であったが, 理論的計算量上界に関しては Tarjan-Trojanowskiの結

果 O(2n/3)-時間と比較してより小さいものではなかった. しかしながら, この論文中では

Tarjan-Trojanowskiのアルゴリズム, 及びMAXCLIQUEのそれぞれを実働化した上, 現

実的に検証可能な範囲において計算機実験評価を行っている. 実験の結果, MAXCLIQUE

は計算機実験を行った範囲において, Tarjan-Trojanowski のアルゴリズムより大幅に高
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速に動作することが示されている.

これらの結果に対して, 同文献 [95]はこれまで国際的に幾つかの引用を受けている. こ

のように, アルゴリズム評価においては, 最大時間計算量評価の値が唯一絶対的な価値基

準では必ずしもない. 本論文のアルゴリズムは, MAXCLIQUEと同じく CLIQUESを基

にして構成されている. 更に MAXCLIQUE とは異なる新たな手法によるアルゴリズム

の改善を行うことにより, 第 7章においてMAXCLIQUEの理論計算量上界よりも良い結

果を得た. 一般にアルゴリズムの実働評価においては, 辺密度の低いグラフは高速で解く

事が可能であるが, この場合にはMCP0 のようなより単純なアルゴリズムが有効である.

グラフの辺密度が高くなるにつれ, 計算時間は大きく増加していくが, 先述したように本

論文第 6 章, 7 章における各アルゴリズムにおいて導入した手法は, 辺密度が高いグラフ

に対して有効であることが期待できる. よって, 本論文のアルゴリズムを実働化し, 実行可

能な範囲内においてその性能の評価を行うことも, 今後の課題である.
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