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論 文 の 英 文 要 旨 

 

ＴＩＴＬＥ 
Dynamics of ultracold atoms  

in the amplitude-modulated optical lattice 

ＮＡＭＥ Tomotake Yamakoshi 

 

A great deal of experimental and theoretical investigations on ultracold atoms has been done since 

the experimental realization of the atomic Bose-Einstein condensation (BEC) in 1995. Recently, 

ultracold atoms trapped in a parabolic lattice have gathered attention because the system is 

thought to relate to studies of quantum information. One of the interesting research subjects is a 

coherent manipulation of wave packets with an amplitude modulation of the optical lattice.  

In 2012, the Arlt group at Aarhus university succeeded in coherent production of (the) localized 

states with BEC in a parabolic lattice experimentally[1]. However, there is no theoretical 

investigation which describes such manipulations. We thus study theoretically the dynamics of 

non-interacting Bosonic atoms in the amplitude-modulated 1-dimensional parabolic lattice in the 

limit of zero temperature. This thesis focuses on coherent productions of excited wave packets with 

the amplitude modulation and dephasing of the wave packets under the influence of the parabolic 

lattice. One feature of this thesis is that, to study the dynamics, we use a massive numerical 

simulation with 216 basis functions.  

 This thesis is constructed as follows. Chapter 1 introduces the overview of the thesis. Chapter 2 

introduces some historical background of BEC experiments. Chapter 3 reviews theoretical 

description of single-particle states in the periodic potential. Chapter 4 introduces the experimental 

procedure at Aarhus[1]. Chapter 5 analyzes the excited wave packet production process. We show 

that the excitation process is described by the multi-level Rabi oscillations, and demonstrate how to 

optimize the excitation process. Chapter 6 analyzes the free propagation of the excited wave packets 

with a classical model. We demonstrate that classical trajectories describe the motion of the excited 

wave packets well. The wave packets reveal higher order Bloch oscillations. The parabolic potential 

causes the transition between two neighboring bands(Landau-Zener transition) and the transition 

rate depends on the position of the wave packet unlike the case of the linear potential. We show that 

this effect causes the wave packet to collapse rather than to induce natural dephasing when the 

parameters are the same as the Aarhus experiment[1]. Chapter 7 concludes the thesis. 

[1] J. F. Sherson et. al., New J. Phys. 14, 083013 (2012); P. L. Pedersen et. al., Phys. Rev. A. 88, 

023620 (2013) 
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レーザー冷却技術の発達により中性原子気体を極低温領域(～10-9K)まで冷
却する事が可能となった。原子がボーズ・アインシュタイン統計に従う場合、
この温度領域では巨視的な量子オブジェクトであるボーズ・アインシュタイン
凝縮体(BEC)が現れる。1995年に原子気体BECの実験的生成が成功して以来、
極低温原子に関する様々な研究が実験・理論ともに行われてきた。近年特に興
味を持たれている分野は、光格子と呼ばれるレーザー光によって作られる周期
ポテンシャル中の冷却原子気体の振舞いと量子操作である。 

 

 光格子中の冷却原子系で興味深い研究対象の一つは、特定の格子サイトに局

在した固有状態の出現である。このような空間的局在状態は、調和トラップ等
の冷却原子集団全体を閉じ込める外部トラップと光格子の複合ポテンシャル中
で現れる。この状態に関する研究は2004年にフェルミ原子系で観測実験が行わ
れ、局在状態の操作を用いた応用について示唆された[1]。実験的に大きな進展
を遂げたのは2012年および2013年にAarhus大学のArltらのグループによって
行われたボーズ原子系の実験である[2]。 
 
 この実験では、まず光格子によるポテンシャルエネルギーの大きさを変調す
ること（光格子振幅変調）によって励起波束を生成する。そして励起波束が十

分伝搬した後に、局在固有関数に脱励起させることによって、コヒーレントな
局在波束を生成する[2]。また光格子振幅変調の過程や励起波束の運動はコヒー
レント操作の重要なツールであることに加えて、再帰現象に関連しているため、
そのダイナミクス自体が興味深い研究対象である。しかしながら、光格子振幅
変調による励起過程、生成された励起波束のダイナミクスの理論的解析は十分



行われてこなかった。そこで本研究では光格子中のボーズ粒子を対象とし、そ
れらのプロセスがどのように記述されるかを調べるために理論研究を行った。 

実験によると励起された波束はBECと強く相互作用しないことが報告されて
いるので、本論文では1次元で、原子間相互作用がない系(理想ボーズ気体)を扱
う。初期状態の温度は絶対零度であることを仮定した。本論文中で用いるパラ
メーターは主に実験[2]と同様とした。本論文の構成は以下の通りである。 
 

 第1章では本研究の背景となる実験および理論の概要である。 
 
第2章ではBECについての簡単なレビューと、その研究の歴史的背景につい

て説明する。 
 

第3章では周期ポテンシャル系における基礎的な事項と本論文で用いる数学
的表記について説明する。この章では主に周期ポテンシャル系の特徴であるバ
ンド構造(バンド指数、擬運動量によって指定されるブロッホ状態)、周期ポテ
ンシャルに線形外場が加わった場合の粒子のダイナミクス、また外場が調和ポ
テンシャルの場合の1粒子固有状態の三つの事項について説明する。 

 
第4章ではArltらの実験手法[2]について、具体的なパラメーターを用いてレ

ビューを行う。特に研究の主題となる光格子振幅変調による励起波束の生成効
率および励起波束の自由時間発展について実験結果の概要を説明する。 

 
第5章では光格子振幅変調による励起波束の生成過程について、数値シミュレ

ーションと光格子振幅変調を摂動論的に取り扱う模型計算による結果を対比し
ながら説明する。ここで振幅変調による励起過程は、異なるバンドに属する同
じ擬運動量を持つブロッホ状態間のラビ振動によって理解されることを示す。
さらに典型的な実験パラメーター領域では、多準位の励起が引き起こされるこ
とを示す。またこれらの事実を利用して、振幅変調のタイミングと変調周波数
をコントロールすることにより、特定のエネルギー状態への高効率な励起が可
能であることを示す。 

 
第6章では振幅変調によって生成された励起波束の自由時間発展を、数値シミ

ュレーションと古典模型による解析を基に説明する。特にバンドギャップが現
れるバンド境界では二つの過程が同時に起こる。一つはBragg反射と呼ばれる

バンド境界から同一バンドの異なるバンド境界への遷移(intraband遷移)であ
り、もう一つはLandau-Zener遷移と呼ばれる隣接バンド間の遷移(interband

遷移)である。古典模型を用いる事によって、励起波束の運動がBragg反射によ
って誘起される位置および擬運動量空間における振動(Bloch振動)であること
が分かる。またLandau-Zener遷移過程について、線形外場における遷移確率の
公式を拡張して、調和トラップ系へと適用した。結果として調和トラップ系に
おけるLandau-Zener遷移確率の公式は線形外場の場合と異なり、励起波束の位
置に依存することを示した。 

 
第7章で本論文の総括をする。 

 

[1] H. Ott et. al., Phys. Rev. Lett. 93, 120407(2004); L. Viverit, C. Menotti, 
T. Calarco, and A. Smerzi, Phys. Rev. Lett. 93, 110401(2004) 

[2] J. F. Sherson et. al., New J. Phys. 14, 083013 (2012); P. L. Pedersen et. 
al., Phys. Rev. A. 88, 023620 (2013) 
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1 イントロダクション 1

1 イントロダクション

1995 年に原子気体によるボーズ・アインシュタイン凝縮体 (Bose-Einstein condensa-

tion,BEC)が実験的に生成 [1]されて以来, 実験理論ともに極低温冷却気体に関する多く

の研究 [2, 3, 4] がなされてきた. BEC は無数の原子が同一の量子状態を取る状態であ

り, ひとつの巨大な物質波として振る舞う. BECはそれ自体を閉じ込めるトラップポテン

シャルによってその形状を変えるが, 実験的には 10−6m[5]と原子のサイズと比べて非常

に大きな量子的性質をもつ物質である. 加えて 10−3sと非常に長いコヒーレンス時間 [5]

を持つ. またこの凝縮体は運動量空間において非常に小さい領域に分布するので, 運動量

空間における測定を行った場合に非常に高い分解能を有することになる. これらの性質か

ら BECは非常に密度 (輝度)が高い物質波源であるといえる. さらに 2003年にはフェル

ミオン極低温冷却原子気体の実験的生成の成功 [6] により, ボゾンのみならずフェルミオ

ンの研究も現在までに多くなされている.

特に注目されている分野の一つに,光格子と呼ばれるレーザーによって作られた周期ポ

テンシャル中での冷却原子気体の振る舞い [2]がある. 特に光格子は周期ポテンシャルで

あるために物性論とのアナロジーが成立する (図 1.1). しかしながら,二つの系の間にはさ

まざまな違いが存在する. 光格子によって作られる周期ポテンシャルはレーザーパラメー

ターを操作することにより,格子定数や格子振幅を自由に変化させることができる. 現実

の結晶系においてはこのような操作は容易ではない. また光格子系は格子欠損のない理想

的な状態を生成する事ができる. 最近では多様な形の光格子が実験的に実現しており,例

えばグラフェンのような２次元六角格子構造などの新奇な系の研究が目まぐるしく起こっ

ている [7]. それに加えて,光格子はレーザーの位相変調 [8],振幅変調 [9]を行うことでポ

テンシャルを時間的に変化させることが可能である. この手法を用いて冷却原子の重心運

動の操作が可能となる. 更に観測技術においても,結晶中の電子の場合と比べて光格子系

には優位な点がある. 特に擬運動量状態の観測においては,格子振幅を断熱的に下げた後

に,飛行時間測定法 (Time of flight法)による測定を行う,バンドマッピング [10, 11]とよ

ばれる手法が非常に強力である. 加えて,ファラデー回転を利用した原子集団の位置をト

ラップ中で測定する手法も確立されている [5]. 結晶系の場合には角度分解光電子分光な

どにより電子状態を観測することになるが,測定のために X線光源等を必要とする上,こ

の手法では位置の情報を測定する事は難しい.

近年では光格子とゆるい調和トラップによる複合ポテンシャル中の冷却原子 [12, 13]の

ダイナミクスが注目を集めている. この系の最大の特徴として調和トラップ中心以外に

密度が局在する固有状態 [14] が存在することが挙げられる. 本論文ではこのような固有

状態を空間的局在状態と呼称する. このような空間的局在状態の組み合わせは,一つの光

格子サイトに注目してみれば量子ビット (q-bit) に, 多数の光格子サイトにわたってみれ

ば並んだジョセフソンジャンクション (Josephson Junction)として見立てることができ
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図 1.1 (a)光格子中の冷却原子気体の振る舞いと (b)結晶中の電子の振る舞いの概念

図. 赤は原子, および電子が感じる周期的なポテンシャルを示している. これらの二つ

の系の間にはアナロジーが成立する.

る (図 1.2). さらに近年では単一光格子サイトの原子状態を操作する実験が成功しており

[15],この空間的局在状態と組み合わせる事により,量子シミュレーションにおける新奇現

象の研究が可能になると考えられている. 特にこの系における研究の最大の目標の一つは,

原子を特定の光格子サイトに任意の個数ロードする等の精密なコントロールである. その

ため,このような量子状態をどのように操作するかといった研究が現在までに多数行われ

てきた. パウリの排他律がある偏極フェルミオン系においては,一つの光格子サイトに一

つの原子をロードする事が可能であり,2004年に実現している [16]. ボゾン系の場合では,

基底状態を用意したのちにコヒーレントな操作を用いる必要がある. コヒーレント操作

による任意の空間的局在状態の組み合わせを生成することは (図 1.3),一つの研究課題と

なっている.

図 1.2 光格子と調和トラップの複合系によって作られるポテンシャル (b) の概念図.

(a)並んだ量子井戸としてみればジョセフソンジャンクションのアレーとして,(c)単一

の光格子サイトのみに注目すると量子ビットとして見立てることができる.

2012-2013年に Aarhus大学で行われた BECを用いた実験 [17]では,任意の局在波束

をコヒーレントに生成する事を目標として,局在固有状態の生成が実現している. この実

験ではまず用意した BEC に対して, 光格子振幅変調によって励起波束を生成する. その
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図 1.3 (a) 光格子と調和トラップにロードされた BEC の概念図. この状態に対して

コヒーレントな操作を行うことによって,(b) 任意の状態をコヒーレントに生成する事

が目標となる.

後,励起波束が十分に調和トラップ中心から離れた時刻において再び光格子振幅変調を行

うことにより,局在固有状態の重ね合わせによって作られる波束を生成している. この手

法は量子光学などの分野における”Pump-Dump”法と見る事が可能であるが,現在までに

詳細な理論的解析は行われていない. 本論文では光格子振幅変調による励起過程および励

起波束のダイナミクスについて,シュレディンガー方程式の数値シミュレーションをもと

に理論的解析を行う. 特に本論文で用いた数値シミュレーションは,およそ 6万個という

多数の基底を用いた最初の大規模計算である. ここでは Aarhus大学の実験に合わせて,1

次元かつ原子間相互作用がないボゾン系について A.)光格子振幅変調による励起過程,B.)

励起波束の自由時間発展の二つを考察した.

光格子振幅変調による励起波束生成の過程は,物性物理学の言葉を用いるならバンド間

励起に相当する. この励起過程は波動関数を周期ポテンシャル系の固有関数であるブロッ

ホ関数 [18]で展開すると,バンド図中では遷移の前後で擬運動量が変化しない垂直遷移で

あるという事実が得られる. この事実を用いて,”single-Q Rabi 模型”と呼ばれる模型を

構築し実験結果の解析を行った. さらに励起波束の波形制御,特に特定のバンドのポピュ

レーションの最適化について考えた. 数値シミュレーション,および模型計算の結果は実

験結果を定性的に説明すると共に, 励起波束生成の制御法に対する指針を与える事を示

した.

励起波束は, 光格子によって生成されるバンド構造に従い, 調和トラップポテンシャル

によって運動が誘起される. 対応する古典ハミルトニアンは通常の調和トラップ系と異な

るため,波束は等時性を保持しない. そのため励起波束がどのように運動し,拡散するかを

知ることは,後のコヒーレント操作において重要な情報を与える. Aarhus大学と同様に,

フェルミオンを用いた実験が Hambrug大学のグループ [19]によって行われた. フェルミ

オン系における励起波束の時間発展は,単一バンド近似を用いた古典的描像を用いること

で調べられている. この単一バンド近似は隣接するバンド間のエネルギーギャップ (バン

ドギャップ)が巨大な極限で良い近似となる. しかしながら Aarhus大学の実験パラメー

ターではこの近似は適切ではない. そのため本論文では古典的描像を多バンドに拡張して,

励起波束の運動について解析を行った. ここで特に重要な現象はバンド境界で起こる特殊

な振る舞いである. ひとつは同一のバンド内で異なるバンド境界へと遷移するブラッグ反

射 (Bragg reflection), もうひとつは異なるバンドへと遷移するランダウ・ツェナー遷移
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(Landa-Zener transition, LZ遷移)[20]である. 外力が線形である場合,LZ遷移による振

る舞いはよく知られており,LZ遷移は冷却原子系において波束のスプリッターとして用い

られている. しかしながら調和トラップのような二次の場合については知られていない.

本論文では LZ遷移の公式を二次の場合へと拡張し,LZ遷移確率が位置に依存する関数で

ある事を示した. また数値シミュレーションおよび拡張された古典模型によって,バンド

ギャップがどのように励起波束に影響するかを調べた. 古典模型による解析が実験結果を

定量的に説明可能である事,またバンドギャップが波束を強く拡散させる事を示した.

本論文の構成は以下のとおりである. 第 2章では,BECについての歴史的な背景と性質

についてレビューする. 第 3章では,周期ポテンシャル系での物理の基礎について考察す

るとともに,本論文における数式の表現について示す. 特に周期ポテンシャルと線形外場

による複合ポテンシャル中の原子の運動,および周期ポテンシャル調和ポテンシャル中の

原子の固有状態について示す. 第 4章では,Aarhus大学での実験について述べ,本論文で

考察する詳細な内容を明らかにする. 第 5章では,光格子振幅変調による励起過程につい

て数値シミュレーションと考案した模型を比較しながら考察する. 第 6章では,光格子振

幅変調によって生成された励起波束の自由時間発展について,対応する古典模型によって

解析する. ここでは主にバンドギャップによって引き起こされる,ブラッグ反射と LZ 遷

移について考察する. 最後に第 7章で結論を述べる.
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2 ボーズ・アインシュタイン凝縮体

この章ではボーズ・アインシュタイン凝縮体 (BEC)についての歴史的なレビューと共

に,性質について簡単に紹介する. 第 2.1節では中性原子気体 BECについて,第 2.2節で

は BECの歴史的背景, 第 2.3節では光格子についての特色,第 2.4節では調和トラップ中

の理想ボーズ気体について, 第 2.5節では原子間相互作用について紹介する. ここでの議

論は主に参考文献 [3, 21, 22]を参考にしている.

2.1 ボーズ粒子と凝縮体

量子力学において粒子は二つの種類に大別される. 半整数のスピンをもつフェルミオ

ン (フェルミ粒子) と, 整数のスピンをもつボゾン (ボーズ粒子) である. フェルミオンに

はスピン 1/2を持つ電子,中性子,陽子などがあり,これらの粒子はフェルミ・ディラック

(Fermi-Dirac) 統計分布に従う. フェルミオンの最大の特徴は, 同一粒子が同じ量子状態

を占有する事が出来ないというパウリの排他律という原理に従う. 一方でボーズ粒子はパ

ウリの排他律に従わない. ボゾンにはスピン 0 の π 中間子, スピン 1 の光子などがある.

また近年発見されたヒッグス粒子はスピン 0のボゾンであり,これらの粒子はボーズ・ア

インシュタイン (Bose-Einstein)統計分布に従う. 原子は電子・陽子・中性子の複合粒子

であり, 同様に全角運動量が半整数の場合はフェルミオン, 全角運動量が整数の場合はボ

ゾンである. 例としてアルカリ原子について考えてみる. 原子において全角運動量 F は全

電子スピン S,全軌道角運動量 L,核スピン I の和で書かれる. アルカリ原子の場合には全

軌道角運動量 L = 0であり,最外殻の電子スピン ±1/2と核スピン I の和で全角運動量 F

は記述される. 例えば,39Kは陽子 19個,中性子 20個を持ち,核スピンは I = 3/2である,

全角運動量は F = 3/2 ± 1/2,つまりボゾンである. 一方で 40Kは陽子 19個,中性子 21

個を持ち,核スピンは I = 4であるために,フェルミオンとなる.

しかしながら中性原子気体は室温・大気圧中では前述した統計的性質よりも,古典的統

計であるマックスウェル・ボルツマン (Maxwell-Boltzmann)統計分布に従う. 量子統計

的性質が現れるのは,量子縮退領域とよばれる極低温の状態のときである. 量子縮退領域

においてボーズ粒子は,通常の気体状態に加えて BECと呼ばれる状態が現れる. このマッ

クスウェル・ボルツマン統計分布に従う状態から量子統計に従う領域への移行は,多くの

場合図 2.1のように説明される. 図 2.1(a)は温度の高い領域であり,原子気体は粒子の集

団として振る舞い,ビリヤードボールに例えられる. 温度が下がっていくと図 2.1(b),原子

は粒子的な性質に加えて波動的な性質が顕著に現れてくる. この波動的性質は, 熱的ド・

ブロイ (de Broglie)波長

λD =
h√

2πmkBT
(1)

とよばれる量によって定義される. ここで hはプランク定数,mは粒子の質量,kB はボル
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ツマン定数,T は温度である. しかしながら (b)の温度領域 (典型的には µKのオーダー)

では原子間隔よりも熱的ド・ブロイ波長が短いために,お互いに及ぼしあう影響は少ない.

さらに冷却をすすめ温度を下げると (典型的には nKのオーダー),(c)のように熱的ド・ブ

ロイ波長が原子間隔よりもはるかに大きくなり,中性原子集団は一つの巨大な物質波とし

て振る舞う. これが中性原子の BECである.

図 2.1 箱の中の気体ボーズ原子集団. (a)室温程度では粒子的な振る舞い. (b)冷却を

すすめマイクロケルビン程度に到達すると,波動性が現れる. (c)絶対零度では,すべて

の原子が同じ量子状態を占める. 　この時原子集団は一つの巨大な物質波として振る舞

い,BECと呼ばれる.

今まで実験的に生成されてきた中性原子 BEC の典型的な粒子数は 104-107 程度であ

り,その密度は 1013-1015(cm−3)程度である. この密度は,大気中の分子密度 1019(cm−3)

や液体や固体の原子密度のオーダー 1022(cm−3) に比して非常に小さい値である. この

事実から希薄原子気体と呼ばれることもある. また希薄であるために原子間相互作用が

低く,理想ボーズ気体 (原子間相互作用のない 1粒子状態)もしくは,原子系におけるハー

トリー・フォック (Hartee-Fock) 近似と同様の平均場の理論で取り扱う事が可能になる

という側面もある. 加えて,後述する外場によって誘起されるファノ・フェッシュバッハ

(Fano-Feshbach)共鳴によって中性原子間の原子間相互作用定数を操作する事が可能であ

り,理想気体から強相関の領域まで幅広い領域の実験を行うことができる.

中性原子 BEC は通常, 光や磁場で生成されたトラップ中に作られ, 数～数百 Hz の調

和型トラップにローディングされていることが多い. BECはトラップの基底状態に対応

しており,対応する基底状態の波動関数サイズは～µmと量子オブジェクトとして非常に

大きなサイズである. この大きさは CCDカメラで観測可能なサイズであり,BECにレー

ザー光を照射し, その影を観測することで位置の情報を得ることができる. 一方で BEC

をトラップから解放し,その後の広がり方を観測する,いわゆる飛行時間測定法 (Time of
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flight,TOF)によって運動量の情報を得ることも出来る. 特に運動量空間で BECの広が

りは非常に狭く,輝度の高い物質波源であると表現される. この事実は,例えば運動量空間

における原子波干渉計において非常に高いコントラストが得られることを意味している.

また実験的に BECは周囲の環境と非常に弱く結合しており,BECが持つコヒーレンス

時間が非常に長いという事実もある. コヒーレンスを乱す原因として,原子間相互作用そ

のものを除くと, 残留物による衝突や, 周囲の熱輻射による励起など周囲の環境による影

響がある. しかしながらコヒーレンス時間は典型的に～µsよりも長く,長時間の観測時間

が必要な計測において非常に有利に働く.

外場による操作が可能であること, 空間・運動量・時間における高い観測性があるた

め,1995年の中性原子 BECの実験的生成 [1]以降,様々な応用の研究がなされてきた. 応

用分野は多岐にわたっており, 干渉計による物理量の精密測定や量子情報処理, 宇宙物理

学など幅広い. その中でも近年,特に注目を浴びている分野は光格子とよばれる人工的な

周期ポテンシャルを組み合わせた系である. この系は,周期ポテンシャル中を運動する粒

子についての問題であるため,物性物理学とのアナロジーが成立する. 物性物理学の分野

においては,現在ディラック・コーンとよばれる特殊なバンド構造を持つ,グラフェンやト

ポロジカル絶縁体などに注目が集まっている. 中性原子 BECと光格子の組み合わせにお

いても同様の系について実験・理論の両面から様々な研究が行われており,近年では BEC

による六角格子系ディラックコーンの干渉法による観測が実験的に成功している.

2.2 歴史的背景

この節では, 冷却原子気体 BEC の歴史的背景を述べる. この節の内容は文献

[21]Section.1, および文献 [3]Section.21.1 の要約となっている. BEC の理論的な予測は

1924年-1925年において Satyendra Nath Bose[23]と Albert Einstein[24]の両名によっ

て行われた. Boseによって光子の統計について研究されたのち,Einsteinによって質量を

持つ相互作用しないボーズ粒子 (理想ボーズ粒子) についての研究が行われた. Einstein

の研究で特に重要な帰結は,ある臨界温度以下においては,有限の数の粒子が一粒子状態の

最低エネルギー (基底状態)を占めるというものである. その後 1938年に Fritz Wolfgang

Londonにより,BECと 4He超流動との関係性が示唆された [25]. しかしながら 4He超流

動は原子間の相互作用が強く,一粒子基底状態の占有率は低いために BECの実験的な観

測は困難であった. 本質的には非常に低い温度においては気体ではなく,液体もしくは固

体となるために相互作用が大きくなることによる. 1959年には Charles Hechtによって,

スピン偏極した水素が弱く相互作用するボーズ気体の候補であることが [26] 示された.

Hecht の論文は 1976 年にWilliam Stwalley および Lewis Nosanow らによって液体相

を持たないために,低温においてもスピン偏極した水素は弱く相互作用する気体として存

在する事 [27] が確かめられた. また同時に水素の質量が軽いために転移温度が想定より

も高い事, また BEC のみならず超流動としての振る舞いを見せる事が示された. この研
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究結果は MIT の Daniel Kleppner,Thomas Greytak らや, アムステルダム大学の Issac

Silvera,Jook Walravenらの水素 BEC生成実験を始動させるきっかけとなった.

一方で同時期には中性原子,特にアルカリ原子のレーザー冷却に関する研究が行われて

いた. 1975年に Hänsch,Schawlow[28]らによって対向するレーザーによる原子減速のア

イディアが提示された. この手法はドップラー効果を基にしているためにドップラー冷却

法と呼ばれている. しかしながらこの手法による冷却限界は原子の励起状態の寿命 (線幅)

によって決まり,Letkhovらによってルビジウムでは 140µK,ナトリウムでは 240µKと見

積もられた [29]. この温度は臨界温度よりもはるかに高く,さらなる冷却手法が必要とさ

れた. 臨界温度以下に到達する方法として,シシュホス冷却 [30]や,速度選択コヒーレント

ポピュレーショントラッピング [31]等が提案され,実験的に成功を収めてきた. これらの

レーザー冷却の手法は基底状態と励起状態の準位間に共鳴するレーザー光を用いて行われ

る. しかしながら水素の Lyman α線は 121.6nmであるため,実験的に容易ではない.

この困難は 1986 年に Harald Hess によって提案された蒸発冷却 [32] と呼ばれる手法

によって解決された. この方法はトラップ中で行われるもので, 原子間の衝突に起因す

る冷却方法である. 例としてトラップされている二原子の衝突について考える. はじめ

原子はトラップされているためにトラップポテンシャルの高さ s よりも低いエネルギー

Ei1,Ei2 を持っている. 衝突によって原子間でエネルギーのやりとりが起こり最終的に

エネルギーがぞれぞれ Ef1,Ef2 となったと仮定する (ただしエネルギー保存則により

Ei1 + Ei2 = Ef1 + Ef2). この時,仮に Ef2 がトラップポテンシャルの高さ sよりも高い

エネルギーであったとすると,片方の原子はトラップから抜け出しもう一方の原子は初期

よりも低いエネルギーを持つことになる. トラップポテンシャルを低くしていく事により,

原子の持ちうる最大のエネルギーを制限する事が可能となる. この方法では原子のロスは

免れないが量子縮退領域まで原子を冷却できるために,水素原子のみならず原子冷却の最

終プロセスとして用いられている.

このような種々の困難を乗り越えて 1995 年には JILA の Eric Cornell,Carl Wieman

らのグループによって 87Rb,MIT のWolfgang Ketterle のグループによって 23Na の原

子気体 BECが実験的に観測された [1]. また 1998年には磁気トラップ中の蒸発冷却を用

いて,MIT のグループが水素原子の BEC を実験的に観測 [33] している. 以降, 冷却原子

BECは世界各地様々な研究室で生成され,その応用分野が研究されている. 特に近年では

光格子とよばれる周期ポテンシャル中の極低温冷却原子気体に注目が集まっている.

2.3 光格子と BEC

光格子系の冷却原子について先駆的な研究は 1990年代の初頭に Gilbert Grynbergら

のグループ [34]とWilliam Phillipsのグループ [35]によって行われた. この実験ではト

ラップされた冷却原子集団に対して対向する二つのレーザーによって定在波を当てると

いうものである. 原子集団は位置に依存するレーザー光の振幅によって受けるエネルギー
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のシフトが異なるため, 定在波が原子の重心運動に対して周期的なポテンシャルを与え

る. この光格子による周期ポテンシャル系は物性物理学,つまり結晶とのアナロジーが存

在するが, 相違する点もある. 一つには, 周期ポテンシャルそのものが原子間の相互作用

(結晶では電子と原子核の相互作用) ではなく, 光と原子の内部状態との相互作用が作る,

原子の重心運動への有効的なポテンシャルであること, また結晶間隔はオングストローム

(10−10m)オーダーであるのに対して,光格子はマイクロメートルオーダーである. さらに

光格子は対向するレーザーによって生成されるためにレーザーのパラメーターや光学素子

の配置を変えることによって, ポテンシャルの形状を多様に変化させることができる (図

2.2).

特にレーザーのパラメーターを変化させることによってポテンシャル形状を変えられる

という事実は,応用面において多くの利点がある. 例えば,光格子振幅が低い場合に実現す

る超流動状態から高い状態に実現するモット絶縁体への相転移は,レーザー強度を変化さ

せることによって可能となる. 以下には種々のパラメーターによるポテンシャルの変化に

ついて,その特徴を示す. 1:次元性を変化させることができる. 1次元の光格子の場合では,

二つの対向するレーザーによって作られるポテンシャルから光格子が作られる. 自然な拡

張として,1 次元光格子に直交する方向に対向するレーザー光を入れる事によって,2 次元

また 3 次元の光格子を生成する事が出来る. 光格子のほかにトラップを加えることによ

り, 低次元かつ周期的なポテンシャルが実現できる. 2:幾何学的構造を変化させることが

できる. 入射するレーザーの相対的な角度や,位相を変えることによって,様々な幾何学的

構造のポテンシャルを生成する事が出来る. この事実は 1993年にまず六角格子の生成に

ついて試され [36],その後 1996年 [37],1998年 [38]に種々の幾何学的構造について実験が

行われた. 現在では Anti-dot格子や Lieb格子などの実験的生成が成功している. このよ

うな系と原子の内部自由度の操作の組み合わせは,通常の結晶中で現れない新奇量子相を

実現するものとして期待されている. 3:周期ポテンシャルを時間に依存する形で変化させ

ることができる. 対向するレーザーの,それぞれの位相を変化させることによってある一

定の速度で移動する (もしくは時間に依存して速度が変化する)周期ポテンシャルを形成

することが可能である. レーザー位相のみならず光格子振幅,つまりレーザー強度を時間

変調することや, レーザーの波長を変調する事によって, 原子集団の重心運動を制御する

事が可能となる. このような量子操作によって原子集団の動的局在 [39, 40]などの興味深

い観測がなされている.

2.4 理想ボーズ気体

この節では調和トラップに閉じ込められた理想ボーズ気体について簡単な議論を行う.

より詳細な議論については [21]等を参考のこと.

ここではトラップ周波数 ω をもつ,3 次元の等方的な調和振動子トラップ V (x, y, z) =
1
2mω

2(x2 + y2 + z2) について考察する. 温度 T , 全粒子数を N , 化学ポテンシャルを µ,
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図 2.2 レーザーによって作られる光格子ポテンシャルの概念図. 矢印は入射するレー

ザーを表している. (a)二方向から入射するレーザーによる,1次元光格子ポテンシャル.

(b)三方向から入射するレーザーによる,平面的な六角光格子ポテンシャル.

ボーズ原子の質量を mとする. 熱力学的に平衡にあるボーズ粒子はボーズ・アインシュ

タイン統計分布

f(ϵ) =
1

exp[(ϵ− µ)/kBT ]− 1
(2)

に従う. このとき, 原子の持つエネルギー ϵ は調和トラップの固有エネルギー ϵ =

(nx + ny + nz + 3/2)× ℏω で与えられ,零点振動をエネルギーの基準点にとると,

ϵ = (nx + ny + nz)× ℏω (3)

となる. ここで nx,ny,nz はそれぞれ x,y,z 方向の量子数である. ある温度 T における,粒

子数 N と化学ポテンシャル µの関係は,分布関数 f(ϵ)と状態密度 D(ϵ)を用いて,

N −
∫ ∞

0

D(ϵ)g(ϵ)dϵ = 0 (4)

で与えられる. 状態密度D(ϵ)はエネルギー ϵから ϵ+∆ϵにおける状態数を∆ϵで割った

ものとなる. nx + ny + nz = nと置いた場合,ϵの代わりに nの表現で表すと状態密度は,

量子数 nから n+∆nにおける状態数を考えることになるので,

n+2C2dn = D(ϵ)dϵ (5)
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となり,

D(ϵ) =
ϵ2

2(ℏω)3
(6)

となる. ここで粒子数 N が十分大きい場合には ϵに比例する項と定数の項は寄与が小さ

いものとして無視した. これらの方程式から熱力学量など種々の関数が決定されることに

なる.

ここでボゾン系における最も大きな特徴は, 臨界温度 Tc 以下では基底状態を占有する

原子数 N0 が励起状態にある原子数 NT と同程度のマクロな量になることである. 基底状

態の成分は BECと呼ばれる.この BECの特徴的な量について議論を行う. ボゾンは一つ

の 1粒子状態を何個でも占有する事が可能であるから,T = 0で実現する基底状態はすべ

ての粒子が最も低いエネルギー状態を占めている. 化学ポテンシャル µは粒子数 Nの系

に対して,粒子をさらに一つ加える場合に必要なエネルギーとなるので,T = 0では µ = 0

でなくてはならない. ここから基底原子数 N0 がマクロになる臨界温度 Tc 以上と以下で

化学ポテンシャルの温度変化は異なる事が期待される. 実際に臨界温度 Tc 以下では化学

ポテンシャル µ = 0となる. よってここでは,化学ポテンシャルがゼロとなる温度を計算

する. 全粒子数は積分

N =
1

2(ℏω)3

∫ ∞

0

ϵ2

eϵ/kBTc − 1
dϵ (7)

=
(kBTc)

3

2(ℏω)3

∫ ∞

0

x2

ex − 1
dx

=
(kBTc)

3

2(ℏω)3
Γ(3)ζ(3)

で与えられるため,µ = 0となる温度は

kBTc ≃ 0.94ℏωN1/3 (8)

で与えられる. ここで Γと ζ はそれぞれガンマ関数,ゼータ関数である. 典型的なパラメー

ターとして,2π×100Hzのトラップに 105 個の粒子がある場合では,臨界温度 Tc ∼200nK

となる. この温度は前述したドップラー冷却限界と比べて非常に低いため, サブドップ

ラー冷却や蒸発冷却などの手法が必要であると言える.

次にこの凝縮体のスケールについて議論する. 1次元調和振動子の固有状態はガウシア

ンとエルミート多項式 Hn の積,

ϕn(x) = AnHn

(√
mω

ℏ
x

)
exp

(
−mω

2ℏ
x2

)
(9)

で表される. ここで An は n番目の固有状態の規格化定数である. 3次元調和振動子の解

はそれぞれの方向の固有状態の積で表される. 凝縮体は全方向において基底状態であるの

で,基底状態 ϕ0(r⃗)は,(r⃗ は動径ベクトル)

ϕ0(r⃗) ∝ exp
(
−mω

2ℏ
r⃗2
)

(10)
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と表される. この凝縮体の波動関数をフーリエ変換すると,運動量空間 p⃗での波動関数,

ϕ0(p⃗) ∝ exp

(
− p⃗2

mωℏ

)
(11)

が得られる. この結果から位置空間での分散 σr =
√
ℏ/mω, 運動量空間での分散 σp =√

mωℏ/2となる. 熱的ドブロイ波長と位置空間での分散の比は λD/σr =
√

2πℏω/kBT
と表される. 先ほどと同様のパラメーターを用いると,臨界温度では ∼ 0.15と波動関数の

広がりと熱的ドブロイ波長が匹敵するほど大きくなっていることが分かる. 本節の議論に

おいては,原子はお互いに影響を及ぼしあわない一粒子の問題として取り扱った. 本論文

においては同様の取扱いを行うが,一般的に原子間相互作用が含まれることにより様々な

現象が引き起こされることが分かっている. この原子間相互作用の取扱いについて次節で

簡単に触れる.

2.5 原子間相互作用

極低温領域において, 中性原子気体の相互作用は主にファンデルワールス (Van der

Waals) 相互作用である. この相互作用は電気的双極子-双極子相互作用によるもので, 原

子間距離の 6乗に反比例する. また低温であるために原子の持つ運動エネルギーはほぼゼ

ロであると見れる. このとき二体間の衝突は運動エネルギーゼロの極限で用いられるゼロ

エネルギー散乱の理論によって記述可能であり,散乱長 aとよばれるパラメーターで記述

される. この散乱長 aは二体間の相互作用の到達距離と見ることが可能であり,アルカリ

原子においては数 nmのオーダーである. 一方で極低温領域にある希薄な中性原子ガスで

は,原子間隔はおおよそ ∼100nmのオーダーとなっている. この条件下では二体の散乱問

題についての知識が希薄な原子ガスの性質をよく表すことが知られている. この節では,

原子間相互作用がある場合の調和トラップ中 BECについて簡単に触れる.

運動量空間で低エネルギーの二体間有効相互作用は g = 4πℏa/m と表示される. 位置

空間においては, 位置 r⃗ にある粒子と位置 r⃗′ にある粒子の有効ポテンシャルがデルタ関

数型 (接触型)Uδ(r⃗ − r⃗′) となる. アルカリ原子においては散乱長 a は理想ボーズ気体の

位置空間での分散 σr に比べて非常に小さいため, デルタ関数型のポテンシャルは意味の

ある近似だといえる. 本来であれば多粒子系について考え,それぞれの有効相互作用につ

いて考える必要があるが, 粒子数 N が非常に大きい極限においては多体の効果を 1 粒子

問題へと帰着させた平均場の考え方が有効である. この平均場の取り扱いは原子分子物理

学において, 多電子系の波動関数を近似的に求めるためのハートリー近似 (またはハート

リー・フォック近似)と同質の近似である. 導出の詳細については省くが,平均場近似の基

で BECが従う方程式である時間に依存しない Gross-Pitaevskii方程式 (GP方程式,グロ

ス・ピタエフスキー方程式)は{
− ℏ2

2m
∇2 + V (r⃗) + g|ψ(r⃗)|2

}
ψ(r⃗) = µψ(r⃗) (12)



2 ボーズ・アインシュタイン凝縮体 13

と表される. ここで,V (r⃗)はトラップポテンシャル,µは化学ポテンシャル,ψ(r⃗)は凝縮体

の波動関数である. 波動関数は全粒子数 N =
∫
|ψ(r⃗)|2dr⃗ で規格化されている. ここで注

意すべき点は, 通常のシュレディンガー方程式と異なり固有値にエネルギーではなく, 化

学ポテンシャルが現れる点である.

次に調和トラップ中にある BECの解,すなわち GP方程式の解について考える. ここ

では全粒子数 N が非常に大きい場合について,簡単に解を求め得る近似として Thomas-

Fermi近似 (TF近似,トーマス・フェルミ近似)を用いる. TF近似下では相互作用が斥力

であり,相互作用項が運動エネルギーに対して十分に大きいという仮定を行う. この仮定

の基では運動エネルギーを無視し, 運動エネルギーのない GP 方程式から, 凝縮体の波動

関数は

ψ(r⃗) =

√
µ− V (r⃗)

g
(13)

で与えられる. ただし µ − V (r⃗) < 0 となる領域では波動関数は 0 であり, 境界は

R = 2µmω2 で与えられる. この境界値は R は相互作用がある凝縮体の大きさと言える.

さらにこの凝縮体の大きさ Rは規格化条件から計算する事が可能であり,

R = 151/5
(
Na

σr

)1/5

σr (14)

となる. この結果は粒子数 Nもしくは散乱長 aが大きくなると,凝縮体は空間的に大きく

なるという事を示している. 典型的な実験パラメーターでは,大きさ R は σr よりも大き

くなる. またこの状態は系の基底状態であるため,不確定性原理を満たさなければならな

い. TF近似においては運動量の広がりをゼロとしたが,実際には凝縮体の大きさが大きく

なると,運動量空間での広がりは小さくなる.

このように凝縮体のパラメーターを変更するには,トラップポテンシャル ω,粒子数 N ,

散乱長 aを変更すればよい事が分かる. これらの量はすべて実験的に可変であるが,冷却

原子系の最大の特徴の一つは散乱長 aを幅広いレンジで変化させ得るということである.

これは磁場を用いたファノ・フェッシュバッハ共鳴 (もしくはフェッシュバッハ共鳴と呼

ばれる)によって実現される. 次にこの特徴について大まかな議論を行う. 低エネルギー

の二体間有効相互作用を求める上では, 衝突は単一チャンネル, つまり原子間衝突の際に

超微細構造状態が変化しないという仮定を組み込んでいた. しかし衝突の前後でスピンが

変化する過程,すなわち多チャンネルの問題となることもある. このような条件は,ある超

微細構造状態で表現される原子ペアの相対運動のエネルギーが,異なる超微細構造状態で

表される束縛状態と近いエネルギーを持つ場合に成立する (図 2.3(a),(b)). 図中では, 超

微細構造状態を |↑↑⟩と |↑↓⟩で表示している. この条件は,磁場によって束縛状態と散乱状

態のエネルギー差を相対的に変化させる事によって実現する. 二次の摂動論の結果から散

乱長の磁場 B による依存性 [21]は,

a(B) = abg

(
1− ∆

B −B0

)
(15)
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で与えられる. ここで δ は共鳴幅,B0 は共鳴磁場,abg は共鳴磁場から十分遠い磁場での

散乱長である. 例えば,K-Rb の実験 [41] では 40K|F = 9/2,mF = −9/2⟩ と 87Rb|F =

1,mF = 1⟩が用いられており,共鳴磁場から十分遠い磁場での散乱長 abg=-185a0,共鳴点

での磁場 B0=546.8G,共鳴の幅 ∆=-3.6Gである. (ここで a0 はボーア半径,また幅は通

常の場合と異なり負の値を取り得る.) 磁場に対する散乱長の依存性は Inouyeらによって

1998年に初めて観測され [42],このブレイクスルーをきっかけにファノ・フェッシュバッ

ハ共鳴の非常に多くの実験が現在までに行われてきた. また 2003年にはファノ・フェッ

シュバッハ共鳴の共鳴磁場を通過するように磁場を掃引することで, 極低温分子を生成

[43, 44]することに成功しており,現在も様々な研究が行われている [45, 46, 47]. 極低温

領域におけるファノ・フェッシュバッハ共鳴については,参考文献 [48, 49]等が詳しい.

図 2.3 (a)二つの異なる超微細構造状態における,核間距離を変数としたポテンシャル

曲線. 磁場 B が共鳴磁場 B0 と異なる場合には,赤線で書かれたポテンシャルの解離閾

値と青線で書かれたポテンシャル中の束縛状態のエネルギーは離れている. (b)磁場 B

が共鳴点にある場合. この場合,解離閾値と束縛状態は共鳴状態にあり,状態 ↑↑から ↑↓
の束縛状態へと遷移する事が出来る. この効果は有効的に散乱長を増大させる. (c) 磁

場と散乱長の関係. 共鳴点近傍で散乱長は磁場に強く依存して変化し,共鳴点では ±∞
に発散する.

このように凝縮体の相互作用項を変更する事により,理想ボーズ気体から強相関の領域

まで幅広い領域で研究が可能である. この特性は単一成分の凝縮体のみならず,多成分凝

縮体の量子相の研究など,より複雑な系の研究が可能であることを示している. またここ

では議論は行わなかったが, 同様にして相互作用項は凝縮体の動力学にも影響を与える.

近年では相互作用が生み出す非線形項 g を積極的に利用する研究 [50]もおこなわれてお

り,また回転系の BECでは量子渦 [51]の発生など興味深いトピックも多く確認されてい

る. 動力学についても,参考文献 [3, 21]等を参考にしてほしい.
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3 周期ポテンシャル系の基礎物理

この章では周期ポテンシャルに閉じ込められた粒子がどのような振舞をするか考察する

と共に,本論文で用いる議論の基礎について紹介する. ここで考える粒子は相互作用しな

い中性原子,また一粒子の問題について考える. この章の目的は周期ポテンシャルである

光格子と調和トラップによる複合ポテンシャルに束縛された原子の固有状態についての定

性的な理解である.

まずは考えるべきハミルトニアンを設定する. 一次元において光格子と調和トラップの

複合ポテンシャルによるハミルトニアンは V0 を光格子の高さ,反跳運動量 kr = 2π/λ,ω0

を調和トラップの周波数として

Hpt = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V0 sin

2(krx) +
1

2
mω2

0x
2 (16)

と書かれる. ここで ℏ,λ,mはそれぞれプランク定数,光格子の波長,粒子の質量である. ま

た時間依存する波動関数 ψ(x, t′)に対するシュレディンガー方程式は,

iℏ
d

dt′
ψ(x, t′) = Hptψ(x, t

′) (17)

で与えられる. 本論文では式を簡潔にするため, 位置座標 y = krx, 格子振幅 (格子の高

さ)s = V0/Er,調和トラップパラメーター ν = mω2
0/2Erk

2
r としてスケールしなおされた

ハミルトニアン

H = − ∂2

∂y2
+ s sin2(y) + νy2, (18)

そして時間依存する波動関数 ψ(y, t)に対するシュレディンガー方程式は,

i
d

dt
ψ(y, t) = Hψ(y, t) (19)

とスケールする.

以下本論文の数式はことわりがない限り,反跳エネルギー Er = ℏ2k2r/2m,反跳運動量

kr = 2π/λ,格子定数 a = 2/λ,スケールされた時間 t = Ert
′/ℏをそれぞれ.エネルギー,

運動量 (擬運動量),長さ,時間のスケールにとる. また図中では主に,反跳エネルギー Er,

格子定数 (格子サイト数,lattice site),反跳運動量 kr,ミリ秒を単位としている. 実験との

対応を考えて kHzや µmなども適宜用いる.

光格子と調和トラップの複合ポテンシャル中の冷却原子のダイナミクスを考える上でま

ず初めに, 第 3.1節では,調和トラップのない場合のハミルトニアン

H0 = − ∂2

∂y2
+ s sin2(y), (20)

における 1粒子状態の固有エネルギー,固有関数について議論を行う. ここで得られるブ

ロッホ状態とよばれる固有状態による展開を以降の解析で用いる.
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続いて第 3.2節では,外場として線形ポテンシャルが加わった場合の一粒子ダイナミク

スについて考察を行う. ここでの議論は主に, 粒子がバンドギャップとよばれるエネル

ギーの不連続点に到達した場合に起こる現象について定性的に説明する. この現象は周期

ポテンシャル系で特に重要なものであり,以降の議論の中では外場として調和トラップが

加わった場合との対比に用いる. またダイナミクスについて量子力学系から古典系への対

応付けについて説明する. 第 6章では特に古典系での議論をもとに解析を行う.

その後第 3.3節では,調和トラップを含んだハミルトニアンに対して,固有エネルギーお

よび固有関数の性質について静的な場合での考察を行う. 主に強束縛領域とよばれる領域,

つまり考えるエネルギーが光格子振幅 sよりも十分に低い領域について議論を行う. この

ような領域ではハバード模型とよばれる方法によって良く固有状態の性質が理解できる.

また同時に高いエネルギー領域ではこの模型による理解が成立しなくなることについても

議論する. このような固有状態の情報は,後にダイナミクスを議論する上で直観的な理解

を与える.

3.1 １次元周期ポテンシャル中の固有関数と固有エネルギー

この節では主に周期ポテンシャル中の 1粒子固有値問題について考察する. 主な参考文

献は [18, 52, 53]である. 周期ポテンシャル中の相互作用のない１粒子状態の解はブロッ

ホ (Bloch)の定理によって説明される. 1次元周期ポテンシャル V (y) = V (y + a)を考え

た時,シュレディンガー方程式の解は

ψk(y) = exp(iky)uk(y), (21)

を満たさなければいけないと言うものである. ここで aはポテンシャルの周期 (格子定数)

である. また uk(y) はポテンシャルと同様の周期をもつ関数であり,k は波数ベクトルで

ある. このように平面波と周期関数の積で描かれる１粒子波動関数はブロッホ関数とよば

れる.

以下では,1次元系 sin2 型の周期ポテンシャルについてブロッホ関数およびエネルギー

がどのようになるかを調べる. 文献 [18] などの議論では, 周期ポテンシャルの持つ運動

量 kr = 2π/λ を単位としてフーリエ変換した形のハミルトニアンを考えることが多い.

ここでも同様にしてブロッホ関数を求めることとする. n をバンドインデックス,q を擬

運動量,K ∈ Zを逆格子ベクトルの係数としたとき,ブロッホ関数 ϕnq (y)はフーリエ係数

Cn
B(K, q)を用いて.

ϕnq (y) = eiqy
∑
K

Cn
B(K, q)e

2iKy, (22)

と書くことができる. ここで擬運動量 q は反跳運動量 kr で正規化されている. 周期ポテ

ンシャルのフーリエ展開

s sin2(y) = s/2− s(e2iy + e−2iy)/4, (23)
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および式 (22) を用いると, ハミルトニアン H0 に対する時間に依存しないシュレディン

ガー方程式
H0ϕ

n
q (y) = En

q ϕ
n
q (y), (24)

は無限次元のK に対する漸化式

(q+2K)2Cn
B(K, q)−sCn

B(K−1, q)/4−sCn
B(K+1, q)/4 = (En

q −s/2)Cn
B(K, q), (25)

で書き換えられる. ここで En
q は第 nバンド,擬運動量 q の場合の固有エネルギーである.

この固有値問題を解くことにより擬運動量と固有エネルギーの関係,いわゆるバンド分散

が得られる. また式 (20)は固有関数を F とおいて,

d2F

dy2
+ (a− 2b cos(2y))F = 0, (26)

と変形することによってマシュー (Mathieu) 方程式の標準形へと帰着する. ここでぞれ

ぞれ a = En
q − s/2,b = s/4である. そのため解析解はマシュー方程式によって与えられ

るが,マシュー方程式の解については [55]を参考のこと. ここではこの漸化式 (25)につい

て,逆格子ベクトルのインデックス K を有限の値で打ち切り,数値的に解いた結果につい

て解析する.

まずエネルギーについて考察する. 図 3.1は格子振幅 sを変化させた場合のバンド構造

を, 還元ゾーン形式 (擬運動量 q を-1 から 1 までに制限した形式) で表現している. ここ

で注意すべきことは,拡張ゾーン形式と擬運動量 q の表示が異なる点である. バンドイン

デックス nが偶数の場合,還元ゾーン形式で擬運動量は拡張ゾーン形式の擬運動量から n

を差し引いたもの (足したもの)になるが,奇数の場合は

q =

{
n− q′ (q′ < 0)

q′ − n (q′ > 0)
(27)

となる. ここで q と q′ は還元ゾーンおよび拡張ゾーンでの擬運動量の表示である. 本論文

では,以下還元ゾーン,拡張ゾーンでの表示を場合によって使い分ける.

ここでは還元ゾーン形式でバンド構造を考察する (図 3.1). まず格子振幅が低い s = 2

の場合をみるとバンド構造は,擬運動量とエネルギーは自由な粒子の分散関係 E = q2 に

近い. しかしながら格子振幅が大きくなるにつれて自由粒子の分散関係と異なった概形に

なっていくことが分かる. 例えば s = 40 の場合においては, エネルギーは擬運動量に対

してほぼ平坦な形で現れる。さらに特徴的な部分は擬運動量が q = 1 もしくは q = −1

でエネルギーにギャップが現れることである. これはバンドギャップと呼ばれ,ブロッホ

関数のフーリエ展開成分の縮退が解けるために起こる現象である. 格子振幅 s とバンド

ギャップの関係を調べるために, フーリエ成分が二成分のみ現れる (ここでは逆格子ベク

トルがK = 0,−1のみ)場合,つまり式 (25)の二元連立一次方程式の解を考える. 擬運動

量 q = 1の場合を考えると,この連立方程式は eiy と e−iy が周期ポテンシャルによってど
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図 3.1 光格子振幅 s = 2, 8, 16, 40でのバンド構造. 横軸は還元ゾーン形式での擬運動

量,縦軸はエネルギー.

のように結合しているかという問題に帰着する. (ここでの議論の詳細は [56]を参考のこ

と.) この場合,式 (25)は連立方程式,{
q2CB(0, q)− sCB(−1, q)/4 = ϵCB(0, q)

(q − 2)2CB(−1, q)− sCB(0, q)/4 = ϵCB(−1, q)
(28)

となる. ただし式.(25)中の右辺にあらわれる (En
q − s/2)を ϵと書いた. この ϵは固有エ

ネルギーに対応する. バンド境界 q = 1 の場合,ϵ = q2 ± s/4 = 1 ± s/4 となり, エネル

ギーは二つに分裂することになる. またこの式から格子振幅 sが大きくなるにつれてバン

ドギャップが大きくなることが分かる. この現象はもちろんトンネル効果に起因するもの

であるが, 後述する外力が作用する場合には, 二原子分子の問題などで現れる擬交差と対

応付けると考えやすい. この部分については次節において考察する. 次にバンドギャップ

とバンドインデックス nの関係に注目する. バンドインデックスが上昇するにつれてバン

ドギャップが小さくなることが分かる. これは固有エネルギーが上昇するにつれて,周期

ポテンシャルが粒子に及ぼす影響が少なくなるためである. 特に格子振幅より固有エネル

ギーが高い領域 E > sでは分散関係は徐々に自由粒子の場合と同様の概形をもち,バンド

ギャップは E < sの場合に比べて非常に小さくなる.

次に系の固有関数について考察するため,フーリエ展開係数について考える. 式 (25)が

q = 0のとき,逆格子ベクトルの係数K が十分に大きい場合 (s >> 1)では,K の関数とし

て Cn
B(K + 1, 0) + Cn

B(K − 1, 0) = 2Cn
B(K, 0) + Cn′′

B (K, 0)と近似が可能となる. ここ
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で右辺にあらわれる Cn′′

B (K, 0)は係数 Cn
B(K, 0)の K による二階偏微分をあらわしてい

る. そのため式 (25)は

K2Cn
B(K, 0)− sCn′′

B (K, 0)/4 = En
q C

n
B(K, 0), (29)

となり,質量が 2/s,ばね定数が 2の調和振動子の方程式へと帰着する. 例として s = 16

の場合について Cn
B(K, 0)を K の関数としてプロットすると,図 3.2となり,それぞれ調

和振動子の解であるエルミート (Hermite) 多項式とガウシアンの積で表現されることが

分かる. ただし一般の擬運動量 q の場合この近似は破綻する. バンドインデックス n = 0

の場合の数値計算の結果を図 3.3に示す. また擬運動量 q が 0でない場合,フーリエ展開

係数 Cn
B(K, q)は変調された調和振動子の解となっていることが分かる. 図 3.4には擬運

動量 q = 0.4 の場合のフーリエ展開係数をバンドインデックス n = 0, 1, 2, 3 の場合につ

いて示した. バンドインデックスが 0でない場合も同様になっていることが分かる. さら

に q = 0 のときにみられた偶奇性はこの場合満たされていない. このフーリエ展開係数

Cn
B(K, q)は,光格子振幅変調を周期ポテンシャル系への摂動項として導入する場合に,ブ

ロッホ状態間の結合項としてあらわれる. 光格子振幅変調の振る舞いについては,第 5章

で考察する.

図 3.2 擬運動量 q = 0 におけるバンドインデックス n = 0, 1, 2, 3 でのフーリエ展開

係数 Cn
B(K, 0). 横軸は逆格子ベクトル K,縦軸はフーリエ展開係数. 結果は式 (29)に

従い,調和振動子の解で表現される.

次にブロッホ関数 (固有関数) を考察する. ブロッホ関数は得られたフーリエ展開係数

Cn
B(K, q)を用いて,式 (22)で表現される. 図 3.5では,図 3.3と同様に基底バンド n = 0

で擬運動量 q を変化させたの場合について結果を示した. このとき,ブロッホ関数のフー
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図 3.3 基底バンド n = 0における q = 0,q = 0.4,q = 0.8および q = 1.0でのフーリ

エ展開係数 C0
B(K, q).

図 3.4 擬運動量 q = 0.4 におけるバンドインデックス n = 0, 1, 2, 3 でのフーリエ展

開係数 Cn
B(K, 0).
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図 3.5 基底バンド n = 0 における擬運動量 q = 0, 0.4, 0.8, 1.0 でのブロッホ関数

ϕn
q (y). 横軸は位置 y,縦軸はブロッホ関数. 上図は実数,下図は虚数部を表示している.

図中の緑の点線は包絡線 eiqy に対応している.

リエ展開成分の部分
∑

K Cn
B(K, q)e

2iKy は,単一トラップ中の波動関数の重ね合わせで表

現される. たとえば,サイト番号 j = 0,y = 0を中心とした単一トラップポテンシャル (こ



3 周期ポテンシャル系の基礎物理 22

こでサイト番号 j ∈ Zと定義する)は

V (y) =

{
s sin2(y) (|y| < π)

s (otherwise)
(30)

であらわされる. この場合には,固有関数および固有エネルギーは井戸型ポテンシャルの

結果と似た傾向を示す (図.3.6). このように空間で局在した状態を表現する場合に有用な

のは、ワニエ (Wannier)関数である. 格子振幅 sが十分大きい時 (s >> 1)に基底バンド

(第 0バンド,バンドインデックス n = 0)のエネルギーは近似的に

E0
q =

√
s− 2J cos(πq) (31)

で与えられることが知られている [57]. このような状況は強束縛 (tight-binding) の領

域と呼ばれる. ここで J はホッピングパラメーターと呼ばれる量であり, 基底バンドの

エネルギーとホッピングパラメーターの間には J = (E1
1 − E1

0)/4 の関係が与えられる.

ホッピングパラメーターは強束縛の条件下 (格子高さが十分大きい場合には)で近似的に

J = 4√
π
s3/4e−2

√
s で与えられる [58]. この基底バンドのホッピングパラメーターは擬運

動量空間で局在しているブロッホ関数よりも,実空間で局在しているワニエ関数での表現

の場合に重要な役割を果たす. ワニエ関数はサイト番号 j を用いて,

wn
j (y) =

∑
q

e−iqπjϕnq (y), (32)

逆の関係は
ϕnq (y) =

∑
j

eiqπjwn
j (y), (33)

の形で与えられる. 強束縛の条件下ではこのワニエ関数が単一トラップポテンシャルの解

で近似可能である. ブロッホ関数 (図 3.5)へと戻ると,このような近似で表されるフーリ

エ展開成分が包絡線 eiqy によって変調されている関数であるとわかる (式 (22) を参照).

擬運動量 q = 0 の場合では, 包絡線 eiqy = 1 となっているので実数部分のみがあらわれ

る. 図 3.7では,図 3.2と同様に擬運動量 q = 0で,バンドインデックス n = 0, 1, 2, 3の場

合を表示している. 擬運動量を q = 0に固定した場合,バンドインデックス nを変更する

と,単一トラップポテンシャルの解が変化する. 単一トラップポテンシャルの解は,バンド

インデックス nと同じノード数を持つため,このような形になる. 同様にして q = 0.4の

場合 (図 3.8),バンドインデックス n = 0の場合とバンドインデックス n = 1の場合を比

較する. それぞれのブロッホ関数は,偶数 (奇数)バンドで実数部が偶関数 (奇関数),虚数

部が奇関数 (偶関数)になっている. そのため,擬運動量 q = 0の場合で見たような対称性

は現れない (同様に q = −1,+1も例外である).

ここで少しワニエ関数について補足する. ホッピングパラメーターはこのワニエ関数を

用いて J = −
∫
w0

j+1(y)H0w
0
j (y)dyで与えられる. すなわちあるサイト j から j+1への

トンネル効果の強さを表現する量である. この量は j から j + 1つまり,最隣接のみのト
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図 3.6 単一トラップポテンシャル中の固有関数. (a) トラップポテンシャル.(b) 固有

関数. 光格子振幅 s = 16の場合,束縛状態の数は 3である.

図 3.7 擬運動量 q = 0 におけるバンドインデックス n = 0, 1, 2, 3 でのブロッホ関数

ϕn
q (y). 横軸は位置 y,縦軸はブロッホ関数.
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図 3.8 擬運動量 q = 0.4 におけるバンドインデックス n = 0, 1 でのブロッホ関数

ϕn
q (y)の比較. 横軸は位置 y,縦軸はブロッホ関数. (a),(c)はそれぞれの実数部,(b),(d)

はそれぞれの虚数部.

ンネル効果を表現したものであり,この項のみを取り扱う近似は最隣接 (nearest-neibhor)

近似と呼ばれる. この近似は最隣接のみならず, 第二, 第三隣接と高次の項を含むことに

より,近似の精度を増すことが出来る. ホッピングパラメーターはワニエ関数の重なり合

いにより計算されるため高次の項は基底よりも高いバンドにおいて重要な役割を果たす.

本論文ではこれ以上の議論は行わない. このワニエ関数による表現の有用性は調和ポテン

シャルを含んだ場合でさらに考察する.

3.2 線形ポテンシャルによって誘起されるダイナミクス

周期ポテンシャルを含む系で非常に特徴的なダイナミクスはブロッホ振動 (Bloch

oscillation,BO) とランダウ・ツェナー遷移 (Landau-Zener transition,LZ)[20] 呼ばれる

二つの現象である. 1次元の周期ポテンシャルに線形のポテンシャルが加わった場合を考

える. この状況は冷却原子系では光格子ポテンシャルの方向が重力方向と同一の場合であ

り (ここではどちらも y 方向),固体中の電子の場合ではイオンとのクーロン力によって作

られる周期ポテンシャルに加えて,結晶の端点に電圧が加えられたような場合に対応する.

この場合のハミルトニアンは,

Hl = − ∂2

∂y2
+ s sin2(y) + αy, (34)
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と表され,αは重力 (もしくは電圧)の強さを表す量である. ここではこのハミルトニアン

に従って時間依存するシュレディンガー方程式

i
d

dt
ψ = Hlψ, (35)

の解について古典模型の結果を中心に説明する.

このハミルトニアン Hl の最初の二項は H0(式 (20)) と等しく, 固有エネルギー En
q を

持つ. 量子力学的には,この最後の項 αy はブロッホ状態 (もしくはワニエ状態)の結合項

(摂動項)として現れる. ここではまず,摂動項は異なるバンド間のブロッホ状態を結びつ

けない (単一バンド近似)という仮定のもと,また擬運動量 q が連続 (サイトインデックス

j も連続,つまり位置 yと等価になる)であるという極限をとって古典的なハミルトニアン

を導出する. 時間に依存する波動関数はブロッホ関数での表示 ψ =
∑

n,q CB(n, q)ϕ
n
q も

しくはワニエ関数での表示 ψ =
∑

n,j Cw(n, j)w
n
j と表すことができる. そのためハミル

トニアンの期待値は,

⟨ψ |Hl |ψ⟩ =
∑

n,q,n′,q′

⟨
CB(n, q)ψ

n
q

∣∣∣H0

∣∣∣CB(n
′, q′)ψn′

q′

⟩
+

∑
n,j,n′,j′

⟨
Cw(n, j)w

n
j

∣∣∣αy ∣∣∣Cw(n
′, j′)wn′

j′

⟩
=

∑
n,q

|CB(n, q)|2En
q +

∑
n,j

|Cw(n, j)|2αj (36)

となる. 第 1項は擬運動量のエネルギー,第 2項は線形ポテンシャルによるエネルギーを

表している. ここで特定のバンド nに存在する,位置 y,擬運動量 q で指定される古典的な

粒子の極限をとる. 第 2項のエネルギーはバンドインデックス nに非依存であり,サイト

インデックス j を位置座標 y と置き換えることが可能であるので,古典的な粒子に対する

ハミルトニアンは
Hc = En

q + αy, (37)

と近似することができる [59]. よって古典的なダイナミクスの方程式は

ẏ(t) =

(
∂En

q

∂q

)
,

q̇(t) = −α. (38)

となる.

この古典的な方程式を用いて,周期ポテンシャルと線形ポテンシャルの複合系のダイナ

ミクスについて考察する. 初期条件として,擬運動量空間において擬運動量 q = 0を中心

としたガウス波束, かつ座標空間で中心が y = 0 の場合を仮定する (図 3.9 (a)). 初めに

(y, q) = (0, 0) の中心にいたガウス波束は, 線形ポテンシャルの影響を受けてバンド境界

q = −1 の方向へと加速される. バンド境界では, 線形ポテンシャルの強さ α および, バ

ンドギャップ δn(バンドギャップも反跳エネルギー Er によってスケールされている) に

よって二種類の場合が考えられる. バンドギャップ (または格子振幅) を固定した場合に

は線形ポテンシャルの強さ αのみについて考えればよい.
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まず線形ポテンシャル αが小さい場合を考える. バンド境界では波束の持つ波数はちょ

うど光格子の波数の整数倍となる. この条件はブラッグ反射の条件を満たすものである.

よってバンド境界にたどり着いた波束は,異なるバンド境界へと反射される (図 3.9 (b)).

擬運動量空間では,擬運動量 q = −1から q = 1への遷移に対応するものである. その後

も波束は線形ポテンシャルの影響を受け続け,やがては初期の擬運動量 q = 0の状態へと

帰ってくる. 初期条件として時刻 t = 0で位置,擬運動量がそれぞれ (y(0), q(0))で表され

る基底バンドのみを運動する粒子を仮定すると,式 (38)の解は

y(t) = y(0)− 2J

α
sin

(πα
2
t
)
sin

(πα
2
t+ πq(0)

)
,

q(t) = q(0)− αt (39)

と表される.. ただし分散関係は式 (31)の近似を用いた. 位置座標 y に注目してみると振

動する解になっている. この現象は以降も繰り返され,位置空間・擬運動量空間どちらにお

いても振動構造となって現れる (図 3.10 (a)). 特に擬運動量空間での振動はその概形から

のこぎり波型 (Sawtooth wave) の振動とよばれる. これがブロッホ振動と呼ばれるもの

である. 特徴的な量はブロッホ振動の周期 ωB = α/2である. このブロッホ振動は一般的

な固体中では非常に早い振動であり,また不純物散乱によって阻害されてしまうために観

測は難しい. しかしながら,人工超格子中での電子や [60],光格子中の極低温原子 [75, 61]

において観測されている. 例えば重力加速度 g が加わった場合,ブロッホ振動の周波数は

SI単位系で ωB = mga
2πℏ と与えられる. 光格子中の極低温原子を用いたブロッホ振動の周

波数から重力加速度を求める実験が行われており,2004年の実験では 4ケタ [64],2011年

の実験では 7ケタ [65]の精度が確認されている.

次に線形ポテンシャル αが大きい場合を考える. バンド境界は,下準位のバンドと上準

位のバンドの擬交差になっている (図 3.9(c), ここで波束は初期状態として基底バンドに

いるために,最初に通過するものは基底バンドと第 1バンド間の擬交差となる). このよう

な擬交差では下準位から上準位 (もしくは上準位から下準位) への遷移が存在する. 原子

分子物理学では,このような状態が分子構造において超微細構造準位間で現れることがよ

く知られている. そしてこのような擬交差は前期解離過程等で観測される現象であり,遷

移確率は古典的にランダウツェナー遷移確率として計算される. 特筆すべき点として,原

子-原子間衝突などにみられる超微細構造準位間での擬交差は座標空間において現れるが

[62, 63],周期ポテンシャル中では擬運動量空間で現れることである. しかしながら,LZ遷

移確率の計算手法は周期ポテンシャル系においてもそのまま適用可能であり,上準位のバ

ンドインデックスが nの場合その確率は

PLZ(n, a) = exp

(
−ac(n)

|a|

)
= exp

(
− δ2n
4n|α|

)
(40)

で与えられる [4]. ここで ac(n)と aはおのおのランダウツェナー臨界加速度と原子が受

ける加速度であり,線形ポテンシャルの場合は加速度一定となる. またランダウツェナー
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臨界加速度はバンドインデックス n に依存し, 第 n バンドと第 (n − 1) バンドのバンド

ギャップ δn の関数である. この LZ遷移確率が 0とみなせない場合においては,擬運動量

空間ではブラッグ反射による振動構造と同時に異なるバンドインデックスへの遷移が確認

できる (図 3.10 (b)). 座標空間においては,上準位へと励起した成分は加速を受け続け,線

形ポテンシャルが低い方向へと流され続ける. 式 (40)でみたように LZ遷移確率は線形ポ

テンシャルの強さおよび,バンドギャップを変更することによって,調整が可能である. 極

低温原子を用いた実験では,このような性質を用いて波束の分割 [66]や,特定の速度成分

のみを反射する速度フィルターとしての利用が示唆されている.

これらの事実は,極低温原子系の波束操作においてブラッグ反射と LZ遷移がそれぞれ

ミラー,可変ビームスプリッターと言った光学素子と同様の役割を果たす事を意味してい

る. そのため冷却原子波束の精密制御を用いた応用には欠かせない重要な技術であると考

えられている.

図 3.9 1次元周期ポテンシャルに線形ポテンシャルが加わった場合のガウス波束の運

動の概念図. 基底バンド, 擬運動量 q = 0 を中心としたガウス波束を初期条件とする.

(a),(c)では原子集団 (青いガウス波束)の運動を擬運動量空間で,(b)では原子集団 (青

い丸)の運動を位相空間で表示している. (a)波束は線形ポテンシャルの影響を受け,擬

運動量 q = −1 の方向へと加速される. バンド境界では (b) ブラッグ反射によって同

じバンドに留まる,もしくは (c)ランダウツェナー遷移によって異なるバンドへと遷移

する.

3.3 調和ポテンシャルを含んだ場合の固有関数

この節では,周期ポテンシャルと調和トラップの組み合わせが作る静的な 1粒子固有関

数について議論する. 極低温原子系の実験においては,ある特定の超微細構造準位を持つ

原子が,電場もしくは磁場による調和トラップおよび光格子へと閉じ込められている系に

相当する. このような複合系の理論的な考察は,一つの光格子サイトに一つの原子を欠損

なく充填する手法の研究 [16]に端を発し,現在までに様々な理論研究が行われている. 特
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図 3.10 1 次元周期ポテンシャルに線形ポテンシャルが加わった場合のガウス波束の

運動. 基底バンド,擬運動量 q = 0を中心としたガウス波束を初期条件とした場合の数

値シミュレーションの結果. ここで時刻 tは周期 2/αで,位置 y は 2J/αでスケールし

ている. (a) 線形ポテンシャルの強さ α = 0.01 の場合. ブラッグ反射が支配的であり,

周期 2/αで基底バンドを運動している. (b)線形ポテンシャルの強さ α = 1の場合.ラ

ンダウツェナー遷移が支配的であり,波束が基底バンドと第 1バンドの境界に到達した

とき遷移が起こる.

に,参考文献 [14, 54, 67]では低エネルギー領域 (強束縛近似が良く成り立つ領域)の詳細

な研究が行われている. (より具体的な内容については参考文献を参照のこと.) 本論文に

おける研究では空間分布および擬運動量状態へのマップを基に解析する. この解析のため

に固有状態の詳細な情報を必要としない. しかしながらダイナミクスの出発点である基底

状態および,固有関数の情報は本論文の議論を行う上で非常に有用なものである.

調和ポテンシャルを含んだ場合のハミルトニアン H は, 式 (18) で与えられるここで

ν = mω2
0/2Erk

2
r は調和トラップの強さである. ここでは Aarhus大学で行われた実験の

パラメーターを用いて,ハミルトニアンH に対する時間に依存しないシュレディンガー方

程式
Hχk = Ekχk, (41)

の固有関数 χk と固有エネルギー Ek について考察する. 本論文の主な研究対象である光

格子振幅変調による励起波束生成の実験は,Hamburg大学においてもフェルミ原子を用い

て行われている [19]. Aarhus 大学の実験パラメーターと Hambrug大学の実験パラメー

ターは同程度のオーダーであり (表 1, 数値計算のために換算されたパラメーターも同時

に表示している. ただし Hamburg のグループでは ω0 と s について変化させた場合の

実験について行っているため代表的なものを表示している.), 本論文での議論はそのまま
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Hambrug大学の実験へと適用可能である. また固有関数を求める数値計算の手法として

Fourier Grid Hamiltonian法を用いた [68]. 詳細は付録 Bを参考のこと.

表 1 Aarhus大学 [17, 69]および Hamburg大学 [19]の実験パラメーター. 数値計算

に必要な変換後のパラメーターも同時に表記した. Hamburgの実験では,格子振幅,調

和トラップの周波数を変化させているため,代表的なものをここに記した.

Experimental parameters(Aarhus) Converted parameters

λ m (87Rb) ω0 Er s ν J

914 nm 1.44× 10−25 kg 40.6× 2πHz 1.81× 10−30 J 16 Er 5.51× 10−5Er 6.06× 10−3Er

Experimental parameters(Hamburg) Converted parameters

λ m (40K) ω0 Er s ν J

1030 nm 6.64× 10−26 kg 50.0× 2πHz 3.12× 10−30 J 10 Er 2.83× 10−5Er 2.27× 10−2Er

図 3.11(a) は光格子 + 調和トラップの空間での固有関数の存在確率密度を固有エネル

ギーの関数として表示したものである. 濃い赤の部分は存在確率密度が高い部分に,白い

部分は低い部分に対応している. 位置 y = 0 は調和トラップ中心であり, 基底状態に近

いエネルギー状態はこのトラップ中心に集中している. 固有エネルギーが高くなると,ト

ラップ中心に存在確率密度はなくなり (バンド構造のエネルギーギャップ, 禁制帯領域に

相当する), トラップ中心以外に局在した状態が現れる. しかしさらにエネルギーが高く

なると, 再びトラップ中心に固有関数が現れはじめる. 位置 y = 0 に焦点を当てると, 存

在確率密度は調和トラップが無い場合のバンド構造に対応していることが見て取れる (図

3.11(b)).

複合ポテンシャル系の先行研究 [14, 54, 67] においては強束縛近似, 単一バンド近似を

適用したハバード模型での表現を用いて低エネルギーでの固有関数および固有エネルギー

の考察を行っている. ここでも先行研究に倣って, 低エネルギー側での構造を見る. 先行

研究と同様に強束縛近似と単一バンド近似を適用すると,第二量子化表示を用いた基底バ

ンドに対するハミルトニアンは

HTB = −J
∑
⟨ij⟩

(â†i âj + â†j âi) + νπ2
∑
j

j2â†j âj (42)

で表される. â†j(âj)は生成 (消滅)演算子,右辺最後の項は調和トラップ項 (オンサイト項)

であり,â†i âj(â
†
j âi)項は iサイトと j サイト間のトンネリング (ホッピング項)を表してい

る. ここでは再隣接近似を適用し,サイト j からはサイト j + 1もしくは j − 1のみにしか

トンネルしない場合に制限する. 一粒子状態の場合の展開基底は,光格子サイトを −jmax

番目から jmax 番目までに制限すると,
|1⟩−jmax

|0⟩−jmax+1 · · · |0⟩jmax−1 |0⟩jmax

|0⟩−jmax
|1⟩−jmax+1 · · · |0⟩jmax−1 |0⟩jmax

...
|0⟩−jmax

|0⟩−jmax+1 · · · |0⟩jmax−1 |1⟩jmax

(43)
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図 3.11 (a) 光格子 + 調和トラップ系の位置空間での固有関数の確率密度 |χk(y)|2.
横軸は位置,縦軸は固有エネルギーであり,濃い赤の部分は存在確率密度が高い部分に,

白い部分は低い部分に対応している. ただし確率密度はログスケールでプロットしてあ

る. (b)対応するバンド構造.

で表される. |1⟩j(|0⟩j)は j番目のサイトに 1個 (0個)の粒子があるというフォック状態

(Fock state,個数表示)である. 例として jmax = 1,つまり 3格子のみを考える場合の展

開基底の概念図を例示している. この基底関数は先に説明したワニエ関数 (式 (32))を用

いると,{w−jmax , w−jmax+1, · · ·, wjmax−1, wjmax} に対応している. またサイトインデッ

クスを省略して,単純に |10 · ·00⟩ , |01 · ·00⟩ , ··, |00 · ·10⟩ , |00 · ·01⟩などと表記されること
も多い.

図 3.12 フォック状態の基底関数の概念図. 3 格子に制約した場合, 基底関数は

(a)j = −1,(b)j = 0,(b)j = 1にそれぞれ 1粒子がある状態に対応する.

まずはこのハミルトニアンによって与えられる固有状態について簡単な考察をする. こ

のハミルトニアンはジョセフソン素子のアレーとして見ることができる. 例えば,隣接し

ている二項のみ (いわゆる二重井戸型ポテンシャルの場合, ここではサイトインデックス
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j, j + 1のみ考慮する)を取り出してみると,ハミルトニアンは

HJJ = −J(â†j âj+1 + â†j+1âj) + νπ2j2â†j âj + νπ2(j + 1)2â†j+1âj+1 (44)

となり,基底関数は |1⟩j |0⟩j+1 と |0⟩j |1⟩j+1 の二つ,もしくはワニエ関数による表示では

w0
j と w0

j+1 である. このハミルトニアンとフォック状態による基底を用いて,トンネル項

が主な場合,調和ポテンシャル項が主な場合の二つの極限について考察する.

まずトンネル項が主な場合, 条件として ν << J もしくは |j| << J
2π2ν について考

える (図.3.13(a),(b), ここでは j = 0 に設定している). この場合では式 (44) の右辺

第二項は無視する事が出来る. この条件は, 同じ深さの井戸型ポテンシャルが並んで

いる状況と同じであり, それぞれの井戸の基底エネルギーは縮退しているため, トンネ

リング項 J がある場合には, 二つの状態に分裂する. それぞれの状態はワニエ関数の

表示を用いて, エネルギー −J(基底状態) に対応する ϕg = 1√
2
(w0

j + w0
j+1) と, エネ

ルギー +J(励起状態) に対応する ϕe = 1√
2
(w0

j − w0
j+1) と表現される. これは初期状

態にそれぞれのサイトインデックス j,j + 1 の間でポピュレーションの差があった場

合, ポピュレーションの移動 (ポピュレーションカレント) が発生することを意味して

いる. それぞれのサイトのポピュレーションの時間変化について, ワニエ関数による

表現と固有状態による表現を用いて考察する. ここでそれぞれのサイトのポピュレー

ションを Pj ,Pj+1(Pj + Pj+1 = 1,Pj , Pj+1 はそれぞれ実数にとる) と定義し, 基底状

態と励起状態のポピュレーションをそれぞれ Pe,Pg(Pe + Pg = 1,Pe, Pg はそれぞれ実

数にとる) と定義する. この系において時間に依存する波動関数は, 固有状態の表現を

用いて ψ(t) =
√
Pg(t = 0)e−iJtϕg +

√
Pe(t = 0)eiJtϕe で表される. つまり, 固有状態

による表示においては Pg,Pe は時間変化が起こらない. しかしこの固有状態による表

示からワニエ関数による表示へと移ると, サイトインデックス j のポピュレーション

は, 12 +
√
PePg sin 2Jtとなる. つまり初期状態として基底状態,励起状態どちらか一方で

ない場合 (Pe もしくは Pg が時刻 t = 0 でゼロでない場合), ポピュレーションが振動数

2J で振動する. このような振動は,弱く結合した超伝導体間に電圧をかけた場合にある周

波数で振動電流が発生する現象,ジョセフソン振動との類似性から同じ術後を用いている.

ここで仔細は省くが,参考文献 [3]においては,原子間相互作用,そして位相差が存在する

場合についても考察している.

次に調和ポテンシャル項が主な場合,条件として ν >> J もしくは |j| >> J
2π2ν につい

て考える (図 3.13(c),(d)). この場合では式 (44)の右辺第一項は無視する事が出来る. こ

の条件は深さの異なる井戸型ポテンシャルが並んでいる状況であり,それぞれの井戸の基

底エネルギーは縮退していない. 同様にして,サイトインデックス j,j + 1のワニエ関数に

ついて考えると,それぞれ固有エネルギー νπ2j2 に対応する ϕg = w0
j (y),固有エネルギー

νπ2(j + 1)2 に対応する ϕe = w0
j+1(y)の固有状態で表現される. つまりこの二つのワニ

エ関数の間にカップリングが存在せず,それぞれの空間的局在状態が固有関数となる. こ

れが後述する空間的局在状態の物理的な起源となっている.
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図 3.13 二重井戸型ポテンシャルの固有関数. ここではサイトインデックスが 0,1 に

固定した. (a),(c) はポテンシャルの形状,(b),(d) はそれぞれの固有関数を示している.

(a)の場合は調和トラップ項 ν =0,(c)の場合は ν = 0.1とした.

ここで元のハミルトニアン式 (42)に戻って固有エネルギー,固有状態の議論へと移る.

このハミルトニアンに対しても式 (29)と同様の近似が適用できる. 結果としてこのハミ

ルトニアンが与える固有エネルギーは近似的に

Ek ≃ −2J + 2
√
νπ2J(k + 1/2), (45)

であり,固有関数 χk(y)は基底バンドのワニエ関数 w0
j (y)を用いて,

χk(y) ≃ Nk

∑
j

e−ζ2
j /2Hk(ζj)w

0
j (y), (46)

で与えられる. ここで Nk は規格化定数, ζj = j(J/νπ2)1/4, Hk は k 番目のエルミート多

項式である [67]. 図 3.14は基底から第 3励起状態までの固有関数を示している. 式 (46)

に従ってワニエ関数がガウシアンとエルミート多項式の積で表される包絡線に沿って表さ

れている.

この固有エネルギーと固有関数の近似表現は,固有エネルギーが基底バンドの最大エネ

ルギー E0
1 = 2.42× 10−2 を越えたところで崩れ始める. これよりも高いエネルギー領域

では, 調和トラップ中心に振幅を持たない, 調和トラップ中心以外に局在する固有関数が

現れる. この領域では,式 (42)中の再隣接項間でのトンネリングは無視できる. 図 3.15で

は調和トラップ中心以外に局在する固有関数の例 (第 216および 215励起状態)を示して

いる. それぞれ (a)全体図,(b)位置 y = −110付近での固有関数,(c)位置 y = +110付近
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図 3.14 基底,第 1励起,第 2励起,第 3励起状態の固有関数.

での固有関数を表している. この状態はある特定の位置 y′ = 108(lattice site)近辺のワニ

エ状態および位置 −y′ = −108(lattice site)近辺のワニエ状態によって構成される状態が

ほぼ縮退した形で表れている. (本論文で行った数値計算上ではこの差異は区別できない.

詳細な議論は付録 Bを参照.) 近似を用いたハバード模型 (式 (42))を用いると,このエネ

ルギー領域では特定のサイトインデックス j と −j のエネルギーは近似的に νπ2j2 で表

され,エネルギーが縮退しているため,固有状態はペアで現れる (図 3.15).

図 3.15 調和トラップ中心以外に局在する固有関数 (第 215 および 216 励起状態) の

例. (a)と (c)は局在した位置近傍,(b)は全体を俯瞰した図.

このような構造は固有エネルギーが第一バンドの最低エネルギー E1
1 = 6.6に等しくな

るまで現れる. エネルギーが第１バンドの底に到達したとき,基底バンドと同様に調和ト
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ラップ中心に局在した固有関数が現れる. この領域での固有関数は基底バンドと異なり,

第１励起バンドのワニエ関数 w1
j (y)で構成されている. 確認のためにはこれらの固有関数

がどのバンドインデックスのブロッホ関数を含んでいるかを見ることが必要になる. 固有

関数 (図 3.16,および 3.17(a))に対して擬運動量分布 (図 3.16,および 3.17(b))をプロッ

トした. 擬運動量は拡張ゾーン形式で表示している. それぞれ,図 3.16は固有エネルギー

が 0から 0.2までの固有関数の密度分布,図 3.17は固有エネルギーが 6.6から 7.9までの

固有関数の密度分布である. 赤は密度の高い部分,青は密度の低い部分に対応している. 基

底状態に近いエネルギー領域 ((a),(c))では,固有関数は基底バンドの固有状態のみ含んで

いる. また基底バンドに対応するエネルギー領域では擬運動量分布もまたバンド構造と似

た構造を持って現れる. 基底バンドのエネルギーよりも高い領域では,固有関数はワニエ

関数に対応するために,擬運動量分布は擬運動量 −1から 1の全体に分布している. 固有

エネルギーが第 1バンドの底から上の領域 (図 3.17,エネルギーが 6.6以上)では,トラッ

プ中心に現れる固有関数は擬運動量が q = −2から −1と 1から 2の間に分布する. また

位置 y = 100(もしくは −100)近辺に現れる,成分は基底バンドに対応するものであり,図

3.17(b)中の擬運動量 q = −1から 1の成分に対応する.

図 3.16 低エネルギー側の光格子 +調和トラップ系の固有状態. 固有エネルギー 0か

ら 0.2までの (a)位置空間および (b)擬運動量空間での密度分布 |χ|2. 擬運動量は拡張
ゾーン形式で表示している. 対応する擬運動量空間の分布は基底バンド n = 0 成分の

みを含む.

固有状態はこのような構造が繰り返し現れる. 強束縛模型と単一バンド近似を基に,固

有状態を考察してきたが, この模型は基底バンドの成分のみが含まれる領域のみで有効

である. なぜならば格子振幅と比べて高いエネルギー領域においては,強束縛の条件が満

たされなくなるためである. また同時に,固有関数をブロッホ状態で展開すれば様々なバ

ンドの成分が含まれるため, 単一バンド近似も有効でなくなる. 図 3.18 には光格子振幅

s = 16よりも高いエネルギーである固有エネルギー 19.40をもつ第 1123番目の固有状態

を表示している. この固有状態は第 2バンドの固有状態と第 3バンドの固有状態の混合状
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図 3.17 低エネルギー側の光格子 + 調和トラップ系の固有状態. 固有エネルギー

6.6(第 1バンドの最低エネルギー)から 7.9(第 2バンドの最低エネルギー)までの位置

空間および擬運動量空間での密度分布を示している. 図 3.16は基底バンドの成分のみ

が含まれているが,6.6から 7.9のエネルギー領域では,基底バンドと第 1バンドの成分

が含まれている. 赤矢印で示した,サイトインデックス ±100付近に局在している固有

状態は,基底バンドの成分によって構成されている. 第 1バンドの最低エネルギーより

も高いエネルギー領域では,固有状態を一つのバンドインデックスで対応付けて考える

事が出来なくなる.

態である. 波動関数全体を見ると,位置が ±100格子サイトの付近で振幅が小さくなって

おり, この付近が第 3 バンドの成分と第 2 バンドの成分の境界になっている. 図 3.18(b)

はサイトインデックス j = −123を拡大したものである. j = −123の単一サイトで波動

関数の節の数 (ゼロ点を横切る回数) は二つであり, 波動関数は第 2 バンドのワニエ関数

で表現されることがわかる. 図 3.18(c)はサイトインデックス j = 0を拡大したものであ

り,(b)波動関数は第 3バンドのワニエ関数で表現される. 高エネルギー領域ではこのよう

な複数のバンドの成分が含まれた固有状態が出現するため,ダイナミクスは単一バンド近

似で表現不可能となる.

この後の議論において,固有関数の解析は重要な情報を与える. 特に系の基底状態は調

和トラップの中心に局在している. また調和トラップ中心付近では,(調和トラップが均一

であると見た場合に)周期ポテンシャルによって与えられるバンド構造と同じエネルギー

構造を持つことが分かる. この事実は時間に依存する問題へと拡張された場合においても,

波動関数が調和トラップ中心にいる限りにおいては調和トラップは均一であると考えてよ

いことを示している. 第 5章では光格子振幅変調による励起過程を考えるが,この事実に

基づいて調和トラップがダイナミクスに与える影響を含まない模型を用いて議論を展開

する.
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図 3.18 1123 番目の固有状態. 固有エネルギーは 19.40. それぞれ (a) 固有状態の全

体像, (b)サイトインデックス j = −123での固有関数, (c)サイトインデックス j = 0

での固有関数を示している. (b) では固有状態の節は二つ, つまり第 2 バンドのワニエ

関数で表現されるが,(c)では三つ,第 3バンドのワニエ関数で表現される. これらの関

数の境界はサイトインデックス ±100 付近,(a) において固有関数の急激な減少が現れ

る点に対応している.
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4 光格子振幅変調を用いた局在波束の生成

極低温冷却原子の実験的生成, 特にボーズ・アインシュタイン凝縮体 (BEC) の生成以

降,基礎および応用について様々な研究が実験理論の両面から行われてきた. 近年では特

に光格子によって生成される周期トラップ系との組み合わせによって,物性のシミュレー

ションや量子デバイスへの応用へと向けた研究が行われている. このような応用について

多く研究が成されている理由として,電子単体と異なり原子は多くの自由度を持ち,かつ状

態の精密な操作が可能であることが挙げられる. 自由度には電子状態などの内部の自由度

と原子の重心運動が存在する. 内部の自由度については,レーザー光の照射による電子励

起や高周波 (rf,radio frequency)による超微細構造状態の変化等が挙げられる. 特に重要

な点は,Fano-Feshbach 共鳴によって原子間の相互作用の強さを操作可能な事である. 相

互作用を操作する事で,極低温原子対から極低温分子を生成したり,また相互作用がゼロの

系が実験的に実現可能である. 重心運動の操作については,トラップ全体をゆする,瞬時に

切り替える等の操作で,重心運動量を変化させることができる. 光格子中の冷却原子系で

は,代表的なものとして光格子位相変調そして光格子振幅変調の二種類が挙げられる. 位

相変調は実験においては (たとえば式 (42))ホッピングパラメーター J を時間変化させる

ものとして用いられている. 一方振幅変調は異なるバンド間での結合,つまりバンド間遷

移を誘起するものとしての利用が多い. BECの実験的生成後すぐに,光格子によって周期

トラップ系への極低温ボーズ原子をローディングする試みが行われた. このようにして光

格子振幅変調による励起過程の基礎研究が開始された.

近年では振幅変調によるバンド間遷移を用いた実験が Hambrug大学 [19, 70]のグルー

プとAarhus大学 [17, 69]のグループで行われた. Hamburg大学ではフェルミオンの 40K

が Aarhus 大学ではボゾンの 87Rb が用いられた. 各々, 振幅変調によって励起された原

子集団のダイナミクスについて実験的観測を行っている. Aarhus大学の実験では,振幅変

調後に波束の移動を待ち,その後再び振幅変調を用い,脱励起過程を起こさせて,空間的局

在状態の生成に成功している. このような局在状態は,量子レジスタリングへの応用が示

唆されて [16]おり,量子情報への応用上重要な存在であると考えられている. 近年ではバ

ンドマッピングによる擬運動量状態観測手法の精度向上や (http://photon.physnet.uni-

hamburg.de/en/ilp/hemmerich/),ファラデー回転を用いた座標空間での In-situイメー

ジング法の確立など,実験手法の向上もあり高い分解能での観測が容易となった. しかし

ながら理論面での研究は未だに少ない.

このような周期ポテンシャル系の理論研究においては,多くの場合について非常に有用

な強束縛模型による考察が多くなされてきた. しかし Aarhusグループの実験においては,

光格子振幅変調で作り出す励起波束は強束縛近似が適用不可能な領域にある. そこで本論

文では,光格子振幅変調が作り出す励起波束のダイナミクスについて,数値シミュレーショ

ンを用いた理論的解析を行う. 本論文では,基底６万個を用いた数値シミュレーションを
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用いており,このような大規模な数値シミュレーションによる解析は初の試みである. 振

幅変調による励起過程と励起後 (振幅変調のない)の波束のダイナミクスの二つに分けて

考察する. まず初めに実験の概略を説明したのち,励起過程,励起波束の運動の理論的解析

を説明する.

4.1 Aarhusグループの実験

Aarhus グループの実験ではまず初めに調和トラップに 87Rb の BEC を生成した

のち,1 次元光格子振幅を BEC に熱を与えないように徐々に掃引 (断熱的掃引) して

初期状態を用意する. 最初に用意された BEC の原子数はおよそ 105 個であり, 原子

はすべて 52S1/2 |F = 2,mF = 2⟩ 状態に揃っている. 用意された磁気調和トラップは

ωa = 2π × 12.2 Hz,ωr = 2π × 40.6 Hzであり,光格子の波長は 914 nmである. ここで

光格子は磁気調和トラップの動径方向を向いている. 光格子は断熱的に掃引されているた

め,初期状態の BECは光格子 +調和トラップの基底状態にあることが期待される. この

ような初期状態に対して,光格子振幅変調を行って励起波束を生成する. このときの光格

子方向の 1次元ハミルトニアンは通常の単位系で,

H = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V0 sin

2(krx)[1 + ϵ0 cos(ω
′t′)] +

1

2
mω2

0x
2 (47)

と与えられる. ここでmは原子の質量 V0 は光格子の高さ,ω0 は調和トラップの周波数,ω′

は光格子振幅変調の周波数,ϵ0 は振幅変調の強度である. 前章と同様にここでも,スケール

の変換,位置座標 y = krx,時間 t = t′Er/ℏ,格子高さ s = V0/Er,調和トラップパラメー

ター ν = mω2
0/2Erk

2
r ,振幅変調の励起エネルギー Eω = ℏω′/Er を用いて,

H(t) = − ∂2

∂y2
+s sin2(y)[1+ϵ0 cos(Eωt)]+νy

2 = H0+s sin
2(y)ϵ0 cos(Eωt)+νy

2, (48)

と表現されるハミルトニアンについて考える. 問題は時刻 t = 0での波動関数 Ψ(y, 0)が

時間依存シュレディンガー方程式

i
d

dt
Ψ(y, t) = H(t)Ψ(y, t) (49)

に従って時間発展した場合の時刻 tでの波動関数を求めることにある.

まずは光格子振幅変調による原子の重心運動の励起過程について考察する. 図 4.2中の

赤線 (垂直の破線) は励起プロセスを示している. 実験ではエネルギー差の半分に相当す

る励起周波数を用いて,基底状態から第 4バンドの最低エネルギー付近へと励起を行って

いる. 光格子振幅変調がエネルギーバンド図内で垂直である理由は摂動論によって考察で

きる. この系の時間に依存する波動関数はブロッホ状態による展開を用いて

Ψ(y, t) =
∑
n,q

Cn
Q(q, t)ϕ

n
q (y), (50)
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と表示できる. この表示において光格子振幅変調は異なるブロッホ状態間の結合項を与え

ることとなる. 調和トラップはゆるやかに変化するので局所的に一定とみて,ハミルトニ

アンを H = H0 +H ′ = H0 + ϵ0s sin
2(y) cos(Eωt)と表現しなおす. ここで,無摂動ハミ

ルトニアンは H0 = − ∂2

∂y2 + s sin2(y)(式.(20))であるから,s sin2(y) = H0 +
∂2

∂y2 となる.

この関係式を用いると摂動項は H ′ = ϵ0

{
H0 +

∂2

∂y2

}
cos(Eωt) と表現される. これを基

に時間依存項 cos(Eωt)を除いた異なるブロッホ状態間の結合項を計算すると

Ωnm(q, q′) = ϵ0s < ϕmq′ | sin2(y)|ϕnq >

= ϵ0 < ϕmq′ |
{
H0 +

∂2

∂y2

}
|ϕnq >

= ϵ0 < ϕmq′ |
∂2

∂y2
|ϕnq >

= ϵ0

[∑
K′

Cm
B (K ′, q′)(q + 2K)2

∑
K

Cn
B(K, q)

]

×
∫ +∞

−∞
e(i{q−q′+2K−2K′}y)dy

= ϵ0

[∑
K

Cm
B (K, q)Cn

B(K, q)(q + 2K)2

]
δq,q′ (51)

となる. ここで δ はクロネッカーのデルタである. (これは回転波近似を適用した場合に

相当する.詳しくは Appendix) この項 Ωnm(n ̸= m)は異なるバンドインデックスをもつ

バンド間で, 同一の擬運動量 q のブロッホ状態を結びつけるが, 異なる擬運動量状態を結

びつけない. つまりエネルギーバンド図において垂直遷移のみが許される. この事実はブ

ロッホ状態および摂動項 sin2(y) の対称性から説明する事が出来る. 摂動項は式 (23) の

ように e±2iy で表される. つまり摂動項は擬運動量が ±2異なる状態を結びつけることを

意味している. 拡張ゾーン形式で見た場合 (図 4.1(a)),基底バンドにある特定の擬運動量

q の状態は, 遷移先のバンドインデックスが奇数の場合 −q へ, 偶数の場合 q へと遷移さ

せることを示している. 擬運動量は周期的であるため,高いバンドインデックスにおいて

もこの議論は有効である. この拡張ゾーン形式の表現を還元ゾーン形式の表現へと移すと

(図 4.1(b)),これは垂直遷移のみが許されていることに対応する. またバンドインデック

スの組が偶数と奇数の組であっても Ωnm は 0にならない. 何故ならば,図 3.5でみたとお

り,ブロッホ関数は eiqy の包絡線を持ち,偶関数と奇関数の重ね合わせで表現されるため

である. ただし例外は q = 0,±1である. ブロッホ関数の詳細な議論については,第 3章を

参照のこと. この項は原子や分子の二準位模型などで現れるラビ周波数に相当するもので

ある. Aarhus大学の実験では励起波束の原子数 (ポピュレーション)を位置座標で測定し

ている. 参考文献 [17]によるとおおよそ 10%程度のポピュレーションを持つ波束が生成

されている. このポピュレーションは励起エネルギー Eω および励起時間に依存する. 実

験ではおおよそ 0.5msの励起時間でポピュレーションが飽和する事が示されている. また
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飽和時間 0.5msで固定し,励起周波数を変更した場合の励起波束のポピュレーションにつ

いて議論している. しかしながらこのような励起過程について,理論的に詳細な議論はな

されていない. そのため次の章ではこのラビ周波数を用いた模型と数値シミュレーション

を用いて,励起波束のポピュレーションの操作について考察する.

図 4.1 光格子振幅変調による励起過程の概念図. (a)拡張ゾーン形式による表現. (b)

還元ゾーン形式による表現.

次に光格子振幅変調をとめ,励起波束の自由時間発展を行う. 解くべき時間依存シュレ

ディンガー方程式は, 式 (49) 中のハミルトニアン H(t) が式.(18) のハミルトニアンに変

更されたものである. 図 4.2中の青線が対応するプロセスである. 光格子振幅変調がない

場合,古典的なハミルトニアンは

H(y, q) = En
q + νy2. (52)

で与えられる. この古典的なハミルトニアンは式 (37)を求めた場合と同じ手法で求めら

れる. 図 4.2(c)であらわれる黒線はこのハミルトニアンの,位相空間上での等エネルギー

線である. 自由時間発展は,古典的にはこのハミルトニアンに従い,等エネルギー線を時計

回りになぞっていく. エネルギーバンド図 (b)においては,バンド曲線にそって運動する

ことになる.

この古典ハミルトニアンから,位相空間上では二つのモードが存在する事が分かる. 閉

じた輪になっている状態, ダイポールモードと擬運動量の端点で反射されて振動するブ

ロッホモードである. ブロッホモードはトラップ中心 y = 0を横切ることはない,つまり

この状態がトラップ中心以外に局在するモードである. Aarhus大学の実験では,第 4バン

ドの最低エネルギーに近い状態へと励起が行われた. 図 3.17でみたように,波束が基底以

外のバンドインデックスのブロッホ状態を含む場合には,単一バンド近似を用いた解析で

は不十分である. 特に第 4 バンドと第 3 バンドのバンド境界ではバンドギャップが存在
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しており, ここでの LZ 遷移確率を求める必要がある. 実験では,LZ 遷移確率は 100% で

あるという考察を行っているが,実際に LZ遷移確率がどのようなパラメーター依存性を

持っているかは不明である. 第 6章では,バンドギャップによる効果を含めて古典ハミル

トニアンを拡張し,励起波束の自由時間発展について古典模型との対応を見つつ,LZ遷移

の過程を詳細に調べる.

図 4.2 光格子振幅変調による局在状態生成の概念図. 上向き (赤),下向き (黄色)の矢

印はそれぞれ光格子振幅変調による励起, 脱励起プロセス. 青矢印は, 光格子振幅変調

がない場合での自由時間発展. (a) 位置座標で表示した固有関数での表現. この場合自

由時間発展は等エネルギーでのプロセス. (b) エネルギーバンド図での表現. 自由時間

発展は,調和トラップによるエネルギー項と擬運動量によるエネルギー項の間でエネル

ギーのやり取りがあるため,バンドを沿って移動する. (c)位相空間での表現.図中の黒

い線は等エネルギー面を表示しており,自由時間発展では粒子はこの等エネルギー面を

運動する.また基底状態は位相空間の中心に存在している.

光格子振幅変調により生成された励起波束はダイポールモード中に存在している. そ

のため波束が望ましい擬運動量状態に来たとき,再び光格子振幅変調を行って局在状態へ

と脱励起を行う (図 4.2中の黄線). このようなプロセスで初期原子数に対して,おおよそ

10%程度の原子を局在状態へアクセスする事が実験的に実現している. また二回目の光格

子振幅変調によって再び励起する事により,より高いエネルギー状態への遷移も実現して

いる. しかしながらこのようなプロセスの理論的研究はない. このような系を用いた応用

を考える上では, 特定のバンドへの励起の最適化, および自由時間発展において波束がど
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のように拡散していくかを調べることは非常に有用な事である. 本論文では Aarhus大学

の実験に倣い,第 4バンド最低エネルギー付近への励起の最適化およびその後の自由時間

発展,特にバンドギャップによる影響がどのように現れるかを調べる.
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5 光格子振幅変調による励起過程の理論的解析

ここでは光格子振幅変調がどのような励起もしくは脱励起過程をもたらすか, そして

結果としてどのような励起波束が得られるかについて考察する. 以降のパラメーターは

Aarhus大学グループの実験論文 [17]と同様のもの (表 1)を用いる. 通常ボーズ・アイン

シュタイン凝縮体 (BEC)を理論的に取り扱う場合,原子間相互作用を平均場の形 (非線形

項)で取り入れた Gross-Pitaevskii方程式 [21]が用いられる. しかしながら実験では,原

子間相互作用は非常に弱く影響がないと報告されている. また光格子は 1次元方向のみで

あるため,非線形項のない 1次元の 1粒子問題として取り扱う. 本論文で設定した問題に

ついての理論研究はまだ存在しないため, 線形の問題を取り扱う事は, 今後の研究におけ

る非線形項を含む問題の取扱いなどに重要な役割を果たす.

調和トラップのない場合の極低温原子の光格子振幅変調についての基礎的な実験,およ

び理論的な考察 [9, 71] は既に行われている. 異なるバンド間のブロッホ状態間でラビ振

動が起こっているという事が確認された. ここでも同様にラビ振動 (付録 Aを参照)を基

礎とした模型計算と直接的に求めた数値計算の結果を比較しながら考察を行っていく. 現

在までの研究と大きく異なる点は,ラビ振動が二準位間ではなく多準位にわたるという事

である. 結果として,多準位のラビ振動が様々な状態を実現すると同時に,励起周波数の組

み合わせが特定の状態の励起過程を増強する事実が得られる. ここではまず初めに考案し

た”single-Q Rabi模型”(以降ではラビ模型と表記する)について説明し,その後単一周波

数の励起過程および,二つの異なる周波数での励起過程について考察を行う.

5.1 single-Q Rabi模型:調和トラップによるダイナミクスを無視した模型

前章での取り扱いと同様に,調和トラップによって誘起される原子のダイナミクスへの

影響を無視し, 光格子振幅変調を摂動項として取り扱う. 式 (51) では結果として異なる

擬運動量状態間の結合項は現れない事がわかった. ここでは波動関数をブロッホ関数で展

開し,それらの係数が時間に依存するという仮定で模型を構築する. 時間依存する波動関

数は,

ψ(y, t) =
∑
n,q

Cn
Q(q, t)ϕ

n
q (y)e

−iEωt (53)

で与えられる. 初期条件として系の基底状態をとる. 基底状態の波動関数は調和トラップ

中心に局在しており,擬運動量空間でも基底バンドの擬運動量 q = 0を中心に局在してい

る. 最低エネルギー状態である基底状態は強束縛近似が非常に良く適用可能であり,空間

(ワニエ関数)の表現を変換して

χ0(y) ∼=
1

4
√
πα

∑
q

e−q2/2αϕ0q(y) (54)
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で与えられる. よって初期条件は C0
Q(q, 0) = Ae−q2/2α であり,他の係数を 0にとる. こ

こで規格化定数 Aは A = 1/
√∑

q |e−q2/α|である. この条件は π2J/ν ≫ 1のもとにお

いて適用可能であり,Aarhus大学および Hamburg大学の両実験においてこの条件を満た

している. 図 5.1 は直接数値シミュレーション (対角化, 付録 B を参照) によって得られ

た結果と, 近似式の結果を比較している. パラメーターは s = 16,ν = 5.51 × 10−5,J =

6.06× 10−3 である. このパラメーター領域では,近似式は非常に良い結果を与える.

図 5.1 基底状態の擬運動量分布. 赤は近似式,緑は数値シミュレーションによる結果.

ここでは実験と同様に第 4バンドの底付近に励起する場合を考え,第 5バンド以上の成

分については無視した. まずはエネルギー的にどのような励起エネルギーの場合にどのバ

ンドの成分を考慮する必要があるかを考える. 基底,第 4バンド間のエネルギー差が励起

エネルギーと近い場合,必要なエネルギーは 20.93(57.2kHz)である. この場合,考慮する

必要があるバンドは基底,第 3,第 4バンドである. 実験ではこのエネルギーのおよそ半分

に近い励起エネルギーで第 4 バンドへ励起するプロセスを行っている. この場合第 2 バ

ンドを経由して (実励起が伴うかは別として)励起していると考えられる. そのため,この

ケースではこれらの基底,第 2,第 3,第 4バンドを考慮する必要がある.

これらのエネルギーダイアグラムと,同一の擬運動量状態のみが結合されることを考慮

すると,回転波近似のもとで係数の時間発展は,

d

dt

 C0
Q(q, t)

C3
Q(q, t)

C4
Q(q, t)

 = − i

2

 0 Ω03 Ω04

Ω03 −2∆03 0
Ω04 0 −2∆04

 C0
Q(q, t)

C3
Q(q, t)

C4
Q(q, t)

 , (55)

もしくは,

d

dt


C0

Q(q, t)

C2
Q(q, t)

C3
Q(q, t)

C4
Q(q, t)

 = − i

2


2∆02 Ω02 0 0
Ω02 0 Ω23 Ω24

0 Ω23 −2∆23 0
0 Ω24 0 −2∆24




C0
Q(q, t)

C2
Q(q, t)

C3
Q(q, t)

C4
Q(q, t)

 , (56)

で与えられる. ここでラビ周波数は式 (51)で,離調は

∆nm(q, ω) = (Em
q − En

q )− Eω (57)
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で与えられる. ただし式 (56)では,エネルギーのゼロ点を基底状態ではなく第 2バンドの

ブロッホ状態にして考えている.

次にラビ周波数について考察する. ラビ周波数はポピュレーション振動において, ポ

ピュレーションの移動速度および最大値を与える量である. ラビ周波数はブロッホ状態の

フーリエ展開係数に依存するため,光格子振幅 sに大きく依存する. 図 5.2は擬運動量の

関数でみたラビ周波数である. それぞれカップルしているバンドインデックス nm間のラ

ビ周波数を表している. 実際には初期条件が擬運動量 q = 0に局在しているため,q = 0ま

わりでの特徴が強く反映される. 非常に強い特徴は q = 0でバンドインデックスの組み合

わせが偶数と奇数の場合においてラビ周波数が 0になることである. 図 3.7でみたように

q = 0でブロッホ関数は,バンドインデックスが偶数 (奇数)の場合は偶関数 (奇関数)とな

る. そのため,q = 0ではこのような特徴が現れる. また s = 16の場合では,基底バンド-

第 2 バンド (Ω02) に比べて基底-3,4(Ω03,Ω04) は小さい周波数となっている. よって第 2

バンドへの励起過程に比べて,第 3,第 4バンドへの励起過程は比較的遅いプロセスが起こ

ることが分かる. 実際の系では調和トラップの影響により異なる擬運動量状態間でのカッ

プリングが存在する. このカップリングによって波束は時間とともに拡散していくことと

なる. よって現実の系において,位置空間および擬運動量状態で密度の高い波束を生成す

る場合にはラビ周波数を考慮する必要がある. また,ここで特筆すべき点はラビ周波数の

値が無次元量 1に近いオーダーとなっている事である. これは摂動論で通常取り扱われる

領域とは大きく異なっており,励起のサイクルが 10から 20程度で 100%の励起が達成さ

れる.

図 5.2 光格子振幅 s = 16,光格子振幅変調の強さ ϵ0 = 0.165の場合でのラビ周波数.

この模型で得られる一つの指標はバンドポピュレーション Bn(t) =
∑

q |Cn
Q(q, t)|2 で

あり,擬運動量分布を特定のバンドインデックス nで積分したものに相当する. 例として

図 5.3に Eω = 11.35(実験で用いられたパラメーター)の結果について示す. 励起エネル
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ギー Eω = 11.35では,基底バンドのコンポーネントは,励起周波数 Eω によって第 2バン

ド,そして二倍の励起周波数 2Eω によって第 4バンドと結合している. 第 2バンドへの励

起があるためこの計算では, 式.(56) を用いた. 図の赤, 緑, 青, 紫の線はそれぞれ基底, 第

2,第 3,第 4バンドのポピュレーションを示している. 結果としてダイアグラムで期待さ

れるように基底,第 2,第 4バンドでラビ振動がみられ,第 3バンドへの励起はほとんど起

こっていない事が分かる. また時間の経過とともに,第 2バンドおよび第 4バンドのピー

ク値は減少していく. これは複数のラビ周波数があるためにディフェージングが起こる事

に起因している.

図 5.3 ラビ模型によって計算された, 励起エネルギー Eω=11.35 におけるバンドポ

ピュレーションの励起時間依存性. 基底, 第 2, 第 4 バンド間でラビ振動が起こってい

る. また励起エネルギーのサイクルは T = 2π/Eω = 0.032ms, 第 3 バンドのポピュ

レーションはおよそ 13サイクルで最大値に到達する.

また擬運動量空間での密度分布 |Cn
Q(q, t)|2 を図 5.4 に示した. ここでは擬運動量分布

は拡張ゾーン形式で表示されている. また初期条件が擬運動量空間で対称であるため擬運

動量分布は常に対称である. そのためこれ以降においても擬運動量分布は擬運動量 q が正

の部分のみを表示することとする. 図 5.3でみたラビ振動のピークに対応して,擬運動量

空間でも周期的な構造が現れる. どのバンドにおいても擬運動量が高い状態のポピュレー

ションの移動は擬運動量が低い状態においても遅れて起こっている. これはそれぞれのブ

ロッホ状態間でラビ周波数が異なるために起こる現象である. この効果に起因して,図 5.3

に現れる,バンドポピュレーションの最大値 (もしくは最小値)の緩和が起こる.

この擬運動量空間での分布から位置座標の分布へと変換することができる (式 (32)). し

かしながら座標空間での分布では波束がどのバンドに存在しているかを区別することが出

来ない. そのため励起プロセスの考察においては,バンドポピュレーションと擬運動量分

布を中心に議論を展開する.
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図 5.4 ラビ模型によって計算された,励起エネルギー Eω=11.35における擬運動量分

布の励起時間依存性. (a),(b),(c),(d)はそれぞれ第 4,第 3,第 2,そして基底バンドの擬

運動量分布. 赤は高い密度に,青は低い密度に対応している.
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5.2 単一周波数の光格子振幅変調による励起:励起エネルギーが基底-第 4

バンド間のエネルギー差に近い場合

まずは単一周波数による励起プロセスについて考察する. この節では励起エネルギーが

基底-第 4 バンド間のエネルギー差に近い場合の第 4 バンドへの励起について考察する.

図 5.5にダイアグラムを示す. 基底バンドと第 4バンドの擬運動量 q = 0でのエネルギー

差は 20.93(57.2kHz)である.

図 5.5 単一周波数・励起エネルギーが基底-第 4 バンド間のエネルギー差に近い場合

での第４バンド励起のダイアグラム.

まずはじめにバンドポピュレーションを励起時間の関数としてみていく. 図 5.6 は

(a)20.50,(b)21.24,(c)21.96,(d)22.70 の４つのケースの結果である. 与えられたエネル

ギーに対してどのバンドへ励起されるかは離調 (式 (57)) を計算することで判別できる.

表 2は与えられたエネルギーに対してちょうど離調が 0となる共鳴擬運動量 qc,つまり共

鳴点を表示している. qc は ∆03(qc) = 0,∆04(qc) = 0によって計算される. 図 5.6に戻る

と,(a)の場合においては第 3バンドへの励起が主として起こり,(b),(c)の場合では第４バ

ンドへと励起される. (d)の場合は共鳴点 q = 0.24における初期状態の密度が低いために

励起ポピュレーションは非常に低くなる. 実験的には擬運動量空間での分布を確認するこ

とによって共鳴点を確認することが出来る. 図 5.7はある特定の時間での励起コンポーネ
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図 5.6 単一周波数, 直接第４バンドへの励起する周波数での励起時間の関数で見たバ

ンドポピュレーション.
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ントの擬運動量空間分布である. 励起エネルギーが大きくなるにつれてピーク位置が高い

擬運動量の方向へ移動していることがわかる. またピークの密度は励起エネルギー 21.24

の場合が最も高く,それから離れるにつれて低くなる. これは初期状態が擬運動量空間に

おいて q = 0を中心としたガウス関数であることが反映されている. ピーク位置は調和ト

ラップの影響により表 2で示された共鳴擬運動量よりも低い方向で表れている.

表 2 励起エネルギーが Eω =20.50,21.24,21.96,22.70 の場合での共鳴擬運動量 qc.

擬運動量は拡張ゾーン形式で与えられている. 基底バンドで対応する共鳴擬運動量は,

励起先のバンドが奇数と偶数の場合で計算方法が異なることに注意 (式 (27)). これ以

降では基底バンド等での対応する擬運動量については表示しない.

frequency 20.50 21.24 21.96 22.70

∆03 or ∆04 3.96 4.05 4.11 4.24

qc @ ground 0.04 0.05 0.11 0.24

図 5.7 一定時間励起したのちの第３および第４バンドの擬運動量分布. 励起時間は励

起周波数２０サイクルに固定. サイクルは T = 2π/Eω で計算される. 励起エネルギー

に対応して擬運動量分布のピーク位置が異なる.

再び図 5.6へと戻ると,(b)および (c)の場合では第 4バンドへの励起に続き第 3バンド

のポピュレーションが増加していることが分かる. これは第 4バンドへと励起された成分
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図 5.8 第３バンドおよび第４バンドの境界付近での擬運動量分布の時間発展. 励起エ

ネルギーは Eω=21.96,横軸は励起時間. (a):数値シミュレーションによる結果. 励起さ

れたコンポーネントは,調和トラップの影響により小さい擬運動量の方向へと移動して

いく. ある時間で励起コンポーネントは第４バンドと第３バンドの境界へと到達し,LZ

遷移が起こる. (b):single-Qラビ模型による結果. 模型による計算では調和トラップに

よる影響が含まれていないため,ある特定の擬運動量に密度が集中する.

が調和トラップの効果によって第 3バンドへと流入している (LZ遷移,この過程について

は次章で考察する.)ことが原因である. この現象は擬運動量分布を励起時間の関数で見た

場合に明確に確認できる. 図 5.8は励起エネルギーが 21.96の場合の結果である. (a)は数

値シミュレーション,(b)はラビ模型による結果である. 数値シミュレーションでは時間の

経過につれて,ピーク位置が徐々に低い擬運動量の方向へ移動していることがわかる. そ

して 1.2ms 付近で第 4 バンドと第 3 バンドの境界を越えて, 第 3 バンドへとポピュレー

ションが流入している. 模型計算では調和トラップの影響がないためにピークの位置に変

化はない. 同様にして図 5.9に励起エネルギーが 20.50の場合の結果について示す. この

場合も同様に数値シミュレーションでは調和トラップの影響によりピークは低い擬運動

量へと移動していく. これに伴って,波束が低い擬運動量へと移動していくために共鳴点

から外れる. その結果として, 第 3 バンドの成分は時間の経過とともに増加していく (図

5.6(a)).
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図 5.9 第３バンドおよび第４バンドの境界付近での擬運動量分布の時間発展. 励起

エネルギーは Eω=20.50, 横軸は励起時間. (a):数値シミュレーションによる結果. 図

5.8(a) と同様に調和トラップの影響により小さい擬運動量の方向へと移動していく.

(b):single-Qラビ模型による結果.

結果として第 4バンドもしくは第 3バンドへの励起過程では,基底バンドからのポピュ

レーションの移動速度と調和トラップによる拡散が同程度のスケールで起こることが分

かった. そのためにラビ振動のような構造は明確に表れない. Aarhusグループの実験で

は, ここで考察した半分程度のエネルギーによる励起を行っており, 励起コンポーネント

は 0.5ms程度で飽和するということが示されている. 次に Aarhus大学のグループと同様

のエネルギー領域での励起過程について考察し,この節の結果と比較する.
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5.3 単一周波数の光格子振幅変調による励起:励起エネルギーが基底-第 4

バンド間のエネルギー差の半分に近い場合

この項では Aarhus大学グループの実験と同様に励起エネルギーが基底-第 4 バンド間

のエネルギー差の半分に近い場合を考察する. ダイアグラムは図 5.10に示した. 基底と第

4バンドの擬運動量 q = 0でのエネルギー差は 20.93であるため,その半分のエネルギー

は 10.47である. また基底と第 2バンド,第 2バンドと第 4バンドの擬運動量 q = 0での

エネルギー差はそれぞれ,∆02(q = 0) = 11.11(30.4kHz),∆24(q = 0) = 9.82(26.8kHz)で

ある.

図 5.10 単一周波数, 励起エネルギーが基底-第 4 バンド間のエネルギー差の半分に近

い場合に第４バンドへと励起する際のダイアグラム.

前項と同様にまずバンドポピュレーションの時間依存性をみる. 図 5.11 は

(a)10.25,(b)10.98,(c)11.35,(d)12.08の４つのケースの結果である. 図 5.6と異なり,ラビ

振動の構造がはっきりと確認できる. 今回の励起エネルギーの条件下では, 励起エネル

ギーの二倍で直接基底と第 3もしくは第 4バンドがカップルしている場合,そして基底バ

ンドから第 2バンドへと一度励起されてから第 2バンドから第 3,第 4バンドへと励起さ
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図 5.11 単一周波数,2 倍の励起エネルギーで第４バンドへ励起する場合. バンドポ

ピュレーションの励起時間依存性.



5 光格子振幅変調による励起過程の理論的解析 55

れる二つのパスが存在する. そのため共鳴周波数はそれぞれ二つのパスに対応するもの

が現れる. (b),(c) の場合では励起エネルギーが基底と第 2 バンドのエネルギー差に非常

に近いために,ポピュレーションは第 2バンドへと多く移動する. 第 3バンドの上端への

励起と第 4バンドの下端への励起について詳細をみるために,励起エネルギーが 10.25と

11.35 の場合について比較する. 図 5.12 にバンドポピュレーションの時間依存性を示し

た. (b),(c),(d)はそれぞれ第 2,第 3,第 4バンドのポピュレーションである. 11.35の場

合に特徴的な部分は,70%程度のバンドポピュレーションが基底と第 2バンド間で行き来

ことである. これは基底-第 2バンド間のラビ振動が顕著に表れていることを示す. また第

2バンドに励起されたポピュレーションが比較的短時間 (1ms程度)で拡散しない事にも

起因している.

表 3 励起エネルギー Eω=10.25,10.98,11.35,12.08 に対応する共鳴擬運動量.

10.25,10.98 の場合では励起エネルギーが基底と第 2 バンド間のエネルギー差より

も低いために,∆02 = 0が存在しない. ∆03 と∆04 は 2倍の励起エネルギーが与えられ

る過程を仮定しており,∆nm(q, ω) = (Em
q − En

q )− 2Eω によって計算される.

frequency 10.25 10.98 11.35 12.08

∆02 None None 2.26 2.54

∆23 or ∆24 4.07 4.14 4.23 4.35

∆03 or ∆04 3.96 4.14 4.24 4.41

数値シミュレーションで得られた擬運動量分布をラビ模型で得られたものと比較した

場合 (図 5.13),第 3もしくは第 4バンドに励起されたものと異なり,大きく概形に変化は

見られない. これは第 2バンドのコンポーネントがバンドの底に励起され,第 2-第 1バン

ド間のギャップが大きいために LZ遷移がおこらず,結果としてバンドの底に局在するた

めである. 図 5.12(c) では, 前項と同様に調和トラップの効果により第 3 バンドのポピュ

レーションが励起時間に応じて上昇する. また (d)でも前項と同様にもっとも高いピーク

が最初にあらわれ,その後ピークは減少していく. 励起エネルギーが 11.35の場合にバン

ドポピュレーションの時間変化を模型計算と比べると (図 5.14),1.2msで第 4バンドから

第 3バンドへのポピュレーションの流入が差異となって現れる. 対応する擬運動量空間分

布は図 5.13に示した. 差異が現れる時刻は,励起されたコンポーネントが第 4バンド境界

qb = 4 に到達する時間に対応する. この時刻は古典的な計算により推定することが出来

る. 励起されたコンポーネントに対する古典的ハミルトニアンは, 式 (52) で与えられる.

よってダイナミクスは,

ẏ(t) =

(
∂En

q

∂q

)
,

q̇(t) = −2νy. (58)
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図 5.12 バンドポピュレーションと励起時間の関係. 励起エネルギー Eω=10.25 と

11.35の比較. (a)励起エネルギーのダイアグラム. (b)第２バンド,(c)第３バンドおよ

び (d)第４バンドのポピュレーション.

によって計算される. 初期条件として,(y(t = 0), q(t = 0)) = (0, qi)を仮定すると,バンド

境界 qb = 4に到達する臨界時間 τc は,

τc(qi) =
1

2
√
ν

∫ qi

qb

1√
En

qi − En
q

dq (59)

で与えられる. 初期擬運動量として共鳴擬運動量を選ぶと臨界時間は各励起エネルギーに

対して表 4 のようになる. 図 5.16 は Eω =10.98,12.08 の場合の第 3 および第 4 バンド

のポピュレーションを表示している. 現在の条件下では式 (59)による推定は模型計算と

数値計算に明確な差が現れるタイムスケールを与える. この事実から,臨界時間より短い

時間の励起は,位置空間および擬運動量空間において局在した波束が生成されていると言

える.

図 5.11(a)に戻ると,2ms以降では第 3バンドポピュレーションが減少し,模型計算で含

まれていない第 1バンドポピュレーションの上昇がみられる. これは調和トラップの影響

によって減速された第 3バンドのコンポーネントが,第 1バンドとカップルするために起

こる現象である. 図 5.17では第 3バンドと第 1バンドの擬運動量分布の励起時間依存性

を示した. この現象は,励起エネルギーが第 3バンドと第 1バンドのエネルギー差に近い

状態でないと起こらない. そのため, 前節ではこのような現象はみられない. また更に長
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図 5.13 第 2バンド,擬運動量分布の時間依存性. (a)数値シミュレーションと (b)ラ

ビ模型の結果の比較. 励起周波数は Eω=11.35.

時間の励起プロセスを見ると,この状態を通して基底状態へとポピュレーションが戻って

いく様子が見られる. この長時間のプロセスについては付録 Cで考察する.

表 4 励起エネルギー Eω=10.98,11.35,12.08に対する初期擬運動量 qi と臨界時間 τc.

qi(kr) τc(ms)

10.98 4.14 0.8

11.35 4.23 1.2

12.08 4.35 1.4

次の議論へと移る前に, ここで前節で考察した,Eω =22.70 と 11.35 の場合について比

較する. 図 5.18は時刻 t=7.20での擬運動量分布を表示している. 22.70の場合では第 2

バンドへの励起が起こらないために,(b)に分布は現れない. 擬運動量 q = 4付近の分布を

見た場合,それぞれの場合でピーク位置は同じだが,22.70の場合と比べて 11.35の場合で

はピーク密度は 6倍程度になる. これは第 2バンドを介したポピュレーションの移動が非

常に早いことを示している.
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図 5.14 バンドポピュレーションと励起時間の関係. 数値シミュレーションとラビ模

型の結果の比較. 励起周波数は Eω=11.35. (a) 第２バンド,(b) 第３バンドおよび (c)

第４バンドのポピュレーション. t=1.2ms で模型と数値シミュレーションの結果にず

れが現れる. 第３バンド (b)ではバンドポピュレーションは上昇し,第４バンドでは減

少する. この事実は第４バンドから第３バンドへのポピュレーションの流入を意味して

いる.

図 5.15 第 4バンド,擬運動量分布の時間依存性. (a)数値シミュレーションと (b)ラ

ビ模型の結果の比較. 励起周波数は Eω=11.35.
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図 5.16 バンドポピュレーションと励起時間の関係. 数値シミュレーションとラビ模

型の結果の比較. 励起周波数は Eω=10.98と 12.08. 10.98の場合の (a)第 3バンドお

よび (b)第 4バンドポピュレーションの時間変化. 12.08の場合の (c)第 3バンドおよ

び (c)第 4バンドポピュレーションの時間変化.

この節では単一励起周波数,励起エネルギーが基底-第 4バンド間のエネルギー差の半分

の場合について理論的考察を行った. この場合であってもバンド間のカップリングが強い

場合には,特定のバンドへの高い遷移率を示すことが分かった. また考案したラビ模型と

古典ハミルトニアンによって,短時間での遷移レートおよび模型の臨界時間について推定

可能であることを示した. 特に基底バンドと第 2バンド間でのラビ振動が大きな特徴であ

る. 次の節ではこの事実を利用して,第 2バンドから第 4バンドへの励起を高効率に行う

ことによって更なる励起効率の向上について考える.

ここで実験結果との比較を行う. 実験では 500µsの光格子振幅変調を行い,その後励起

波束のポピュレーションを位置空間で観測している [17]. 文献 [17](Fig.2) では励起周波

数を変化させて,波束のポピュレーションをプロットしている. 500µsの光格子振幅変調

においては,ラビ模型は数値シミュレーションを良く再現できる. そのためラビ模型によ

る結果を図 5.19にプロットした. (比較として数値シミュレーションの結果も表示してい

る.) 励起波束は第 3および第 4バンドのコンポーネントから成っている. そのため,模型

計算の結果は第 3,第 4バンドポピュレーションの総和をプロットしている. また縦軸は実

験で用いられる原子数 1× 105 を規格化して 1としたポピュレーションである. そして横

軸は周波数を kHzでプロットしている. 大まかな傾向として,模型計算と実験結果ともに



5 光格子振幅変調による励起過程の理論的解析 60

図 5.17 励起エネルギー Eω=10.25での (a)第 3バンドおよび (b)第 1バンドの擬運

動量分布. 第 3バンドへと励起されたコンポーネントは,調和トラップにより減速され

る. 特定の擬運動量に到達したとき, 第 1 バンドとのカップリングが起こり, 第 3 バン

ドから第 1 バンドへとポピュレーションの遷移が始まる. その後第 1 バンドへと移動

したコンポーネントは引き続き減速され,再び共鳴擬運動量まで戻ってきたときに第 3

バンドへと遷移する.

31kHzを中心として広がった分布となっている. しかしポピュレーションと幅は一致しな

い. これは,実験において初期擬運動量分布が,仮定したパラメーターによって与えられる

基底状態よりも広がっている事が想定される. これを確かめるために,トラップ周波数を

変更した模型計算の結果も同時に示している. 式 (54)から調和トラップの強さ ν が強い

ほど擬運動量分布は広がっている. しかし,実験値のおよそ 3倍である ν = 16× 10−5 の

場合においても結果は一致しない. よって原因としては,初期分布が熱によって広がって

いることが想定される. 実験においては,光格子をローディングする際に熱が加えられた

可能性がある.
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図 5.18 励起時間 t = 7.20(0.42ms)後の第３および第４バンドの擬運動量分布. 励起

エネルギー Eω=11.35 および 22.70 の比較. (a),(b)11.35 の場合では, 基底バンドか

ら第２バンドへの励起が非常に強く起こるために,22.70と比べた場合,基底バンドのポ

ピュレーションに大きな差異が現れる. (c)11.35の場合,第２バンドの励起を介して第

４バンドへの励起が起こっている. (d)同様に 22.70の場合においても 2倍の励起エネ

ルギーが与えられる事によって第６バンドへと励起が起こっている.
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図 5.19 励起波束ポピュレーションの励起周波数依存性. 励起時間 0.5ms に固定して

いる. 線は模型計算の結果, 紫の点は実験値, 水色の点は数値シミュレーションの結果.

模型計算では,三種類の調和トラップ周波数で計算を行った.
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5.4 二つの周波数からなる光格子振幅変調による励起

前節までに示した通り,光格子 +調和トラップ系における光格子振幅変調による励起過

程は,ブロッホ状態間のラビ振動と調和トラップの効果による拡散の組み合わせによって

記述されることがわかった. ここでは第 4バンドへの励起を最適化する方法について考察

する. 前項で基底と第 2バンド間の励起過程が長時間安定であり,非常に高い効率を示す

ことを確認した. ここでは第 2バンドへと励起された成分に対して異なる励起エネルギー

で振幅変調をかけることによって,第 4バンドへの励起最適化を目指す. 基底と第 2バン

ド間の擬運動量 q = 0でのエネルギー差に比べて,第 2,第 4バンド間のエネルギー差の方

が小さい. そのため,基底から第 2バンドへの励起に用いたエネルギーよりも低いエネル

ギーによる励起は,基底と第 2バンド間のカップリングを小さくすると同時に高効率な第

4 バンドへの励起が期待される. この過程について, 数値シミュレーションおよび模型計

算による考察を行う.

最初に与える励起エネルギーは Eω = 11.35 を選ぶ (図 5.11 を参照). 次に与える二つ

目の励起エネルギーを変化させた場合にどのように励起プロセスが起こるかについて考察

する.

まずは励起エネルギーが第 2, 第 4 バンドの擬運動量 q = 0 のエネルギー差よりも

低い場合, つまり第 3 バンドの上端への励起を考える. 二つ目の励起エネルギーとして

Eω = 9.15 を選び, 励起時間 t = 0.45(ms) で励起エネルギーを Eω =11.35 から 9.15 へ

と変化させる. それぞれのバンドでのポピュレーションの時間変化を図 5.20に示した. 励

起エネルギー 11.35 のみの励起では, 第 3 バンドへのポピュレーションの移動は起こら

ない. しかし 9.15 へと励起エネルギーを変えると, 第 2 バンドから第 3 バンドへの励起

が起こり始める. また 9.15という励起エネルギーは基底と第 2バンド間のエネルギー差

よりも低いために,このカップリングは非常に起こりにくくなる. ここでは前節で解析を

行った単一周波数・励起エネルギーが基底-第 4バンドのエネルギー差の半分に近い場合

での励起過程と結果を比べてみる. Eω =9.15では,第 2-第 3バンド間での共鳴擬運動量

は,qc =3.93 である. ここで比較を行うものは励起エネルギー 10.25 の場合に設定する.

このエネルギーは今考えている過程 11.35+9.15のちょうど半分のエネルギーである. 図

5.21は 11.35+9.15と 10.25の場合の第 3バンドの上端へと励起された成分の擬運動量空

間分布を表示している. それぞれの時刻は,t=0.80ms,t=0.89ms であり, 擬運動量空間で

のピーク密度が最大となる時刻を取っている. 励起エネルギー 11.35+9.15の場合では擬

運動量 q = 3.9付近でのピーク密度が 10.25の場合と比べておおよそ 2倍程度に増加して

いる事が見て取れる. また 10.25の場合では現れない擬運動量 q = 4.1付近でのピークは,

最初に行った 11.35による励起によるものである. この結果から単一の擬運動量状態をも

つ波束の形成を行いたい場合には,この方法は不向きである. しかしながら特定の擬運動

量状態を高い密度での励起を行いたい場合には,一考の価値がある.
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図 5.20 (a)二種類の励起エネルギーによる励起過程のダイアグラム. 二つ目の励起周

波数は Eω=9.15. (b),(c),(d)はそれぞれ基底,第 2,第 3バンドでのバンドポピュレー

ションの励起時間依存性. 青は二種類の周波数での励起,緑は Eω=11.35のみで励起し

た場合. (b),(c) に注目すると Eω=9.15 は基底と第 2 バンドのエネルギー差よりも小

さいために,このバンド間での大きなポピュレーションの移動が抑制される. (d)では,

励起エネルギーを変えた途端に第 3バンドへの強い励起が起こり始めている.

図 5.21 同じ共鳴擬運動量を持つ励起エネルギーの場合で擬運動量空間分布励起エネル

ギーは 11.35と 9.15の組み合わせと,10.25単体. それぞれの時刻は t=0.89ms,0.80ms.
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次に励起エネルギーが第 2バンドと第 4バンドの擬運動量 q = 0でのエネルギー差よ

りも高い場合,つまり第 4バンドの下端,q = 0近傍への励起を考察する. 二つ目のパルス

の励起エネルギーは,Eω =10.25である. 図 5.22にそれぞれのバンドのポピュレーション

の時間変化を示した. 第 4 バンドのポピュレーション (d) を見ると 11.35 単一周波数の

励起の場合と異なり,70% 程度とポピュレーションが大きく移動する. 図 5.21 と同様に

擬運動量分布を確認する. 比較する励起エネルギーは (11.35 + 10.25)/2 = 10.80である.

図 5.23はそれぞれの励起プロセスで擬運動量ピーク密度が最大となる時刻での擬運動量

密度分布である. それぞれの時刻は,t=0.94ms,0.73ms である. 図 5.21 の場合と異なり,

ピーク密度の大きな改善は見られない. しかしながら擬運動量密度分布の幅は広くなり,

多くのポピュレーションが含まれている. 実験的な観点から言えば観測が非常に容易にな

る. またこの後に再び光格子振幅変調による励起もしくは脱励起を行って,特定のバンド

への遷移を行う場合には,単一周波数の場合と比較して高いポピュレーションの移動が容

易に可能となる.

図 5.22 (a) 二種類の励起エネルギーによる励起過程のダイアグラム. 二つ目の励起

周波数は Eω=10.25. (b),(c),(d) はそれぞれ基底, 第 2, 第 4 バンドでのバンドポピュ

レーションの励起時間依存性. 青は二種類の周波数での励起,緑は Eω=11.35のみで励

起した場合. 基本的な挙動は図.5.20 と同じだが, 第 2 と第 4 バンド間でのポピュレー

ション振動が起こる.

この節では二種類の励起エネルギーの光格子振幅変調によってどのような励起が誘起

されるかを考察した. バンドポピュレーションと擬運動量分布を指標として,励起エネル
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図 5.23 同じ共鳴擬運動量を持つ励起エネルギーの場合で擬運動量空間分布. 励

起エネルギーは 11.35 と 10.25 の組み合わせと,10.80 単体. それぞれの時刻は

t=0.94ms,0.73ms.

ギーを変化させた場合の依存性を示した. Aarhus大学グループおよび Hamburg大学グ

ループの実験で使われているパラメーター領域において,特定のバンドへ原子を遷移させ

ること, および擬運動量空間における任意波束成形について, 調和トラップのないエネル

ギーバンドダイアグラムおよびブロッホ状態間のラビ振動が有益な情報を与えることを示

している. 特に短い励起時間においては,厳密なシミュレーションなしに簡易な”single-Q

Rabi模型”によってポピュレーションの移動や波形を予測する事が可能である.

しかしながら, 長時間のダイナミクスでは調和トラップによる加速 (および減速) によ

る影響を無視することはできない. 特にエネルギーバンド構造は擬運動量の端点でバンド

ギャップを持ち,それによって引き起こされる LZ遷移が複雑なダイナミクスを引き起こ

すことが知られている. そのため次の章では励起された波束の長時間でのダイナミクス,

特にバンドギャップによる影響について光格子振幅変調が存在しない場合について調べ

る. 光格子振幅変調がない場合ではバンド間の結合項は調和トラップの項のみによるため,

バンド端点でのダイナミクスを観測することに適しているためである.
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6 光格子 + 調和トラップ中の励起波束の自由時間発展

この章では励起波束に焦点を当て,調和トラップと周期ポテンシャルが作るエネルギー

バンド構造による励起波束の運動について考察する. 光格子振幅変調がない場合, 系の

ダイナミクスは非常に単純な形で与えられる. 時間に依存する波動関数を系の固有状態

χk(y)(式 (41))の重ね合わせで表現すると,

ψ(y, t) =
∑
k

Ck(t)χk(y) (60)

となる. このとき係数 Ck(t)の時間発展は系の固有エネルギー Ek を (このエネルギーは

反跳エネルギー Er によってスケールされている)用いて,

Ck(t) = Ck(t = 0)e−iEkt, (61)

で与えられる. このように非常に単純な形をしているにもかかわらず,特に波束がバンド

端点に到達したときブラッグ反射とランダウツェナー (LZ)遷移が同時に起こるために非

常に複雑な運動となる. LZ遷移は第 nバンドと第 (n-1)バンド間のバンドギャップの大

きさ δn に大きく依存する. δn が非常に大きな場合では,LZ遷移確率が 0に近づきブラッ

グ反射のみが起こる. 逆に δn が非常に小さい場合では,LZ遷移確率は 1に近づき,LZ遷

移のみが起こる. ここで知りたい情報は,δn が中間の場合において LZ遷移確率がどのよ

うに与えられるか,またそれによって引き起こされるダイナミクスがどのようなものかで

ある. ここでは, 今までと同様に Aarhus 大学グループと同じパラメーターを用いて第 4

と第 3バンド間においてどのようなダイナミクスが起こるかを調べる.

まずはバンドギャップがどのようになっているかを再確認する. 図 6.1は拡張ゾーン形

式で表示されたバンド構造である. ここまでの議論において第 3-第 2バンド間での LZ遷

移はほとんど起こらないことが確認されている. これはここでのエネルギーギャップが非

常に大きいためにブラッグ反射のみが起こる極限だと考えることが出来る. また前節では

第 4-第 3バンド間では有限の LZ遷移によって励起波束の流入を確認した. つまり,第 4

バンドもしくは第 3バンドへ励起されたコンポーネントは,エネルギー保存則により,第 4

バンドと第 3バンドに閉じ込められることになる. よってここでは第 4バンドもしくは第

3バンドに励起された波束について考察する.

6.1 励起波束ダイナミクスの古典的描像

この節では,第 4バンドもしくは第 3バンドへと励起された波束の運動について,古典

的なハミルトニアンを用いてどのように表現されるかを調べる. 式 (52)および式 (58)に

よって与えられる位相空間上での運動を図 6.2 に示した. ここでは第 3, 第 4 バンドのみ

に焦点を当てているために,それ以外の擬運動量は表示していない. 位置空間では調和ト
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図 6.1 光格子振幅 s = 16における拡張ゾーン形式で表示されたバンド構造.

ラップによって位置の二乗の項になっている. 固有エネルギーが光格子振幅 (s=16)をこ

えているが, 周期ポテンシャルの影響を受け擬運動量の分散関係は単純な q2 で与えられ

る量ではない. そのために位相空間上での等エネルギー面は調和振動子の場合 (位置,およ

び運動量がともに二乗に比例する)と異なる. 結果として等時性はなく,この位相空間上で

運動する波束は拡散し,拡散の度合いは擬運動量空間でみたエネルギーの関数が 2乗の関

数からどの程度離れているかで変化する. この系で非常に特徴的な現象は,バンド端に到

達した場合にブラッグ反射によって同一バンド内の異なる端点へと移動するか,LZ遷移に

よって異なるバンドの同一端点へと移動するかといった分岐が起こる事である. この位相

空間上においては, 第 4 バンドの端点 qb=4 もしくは-4 において発生する. このとき,LZ

遷移によって異なるバンドへと遷移する確率 (LZ遷移確率)Pt(n, y)を古典的に求めると,

Pt(n, y) = exp

(
−ac(n)
a(y)

)
= exp

(
− πδ2n
16nν|y|

)
(62)

となる. ここで ac(n), a(y),δn はそれぞれ,LZ臨界加速度,加速度,第 nバンドと第 (n-1)

バンド間のエネルギーギャップである. ここで LZ 臨界加速度は線形の場合の式.(40) と

同様のものである. 式.(40)と比べた場合の変化は,与えられる加速度は位置 y に依存する

事である. これは加速度が調和トラップを位置について微分したものに対応するためであ

る. Aarhus大学の実験と同じパラメーターでの第 4-第 3バンド間の LZ遷移レートを図

6.2(c)に示した. この図から第 4バンドへと励起された波束の LZ遷移率は 0の極限にも

1の極限にも到達しない事が分かる. また同様に第 3,第 2バンド間の LZ遷移を考えた場

合,バンドギャップは非常に大きい. 図 6.2から典型的には位置 y = 300で LZ遷移が起
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こるため,LZ遷移確率は Pt(n, y) = 6 × 10−4 と非常に小さく無視できる量であることが

分かる.

図 6.2 位相空間で見た場合の第４バンドへと励起された波束の運動.

第 4バンドよりも高いエネルギーを持つ波束の運動を考える上で,第 4-第 3バンド間の

遷移は避けて通る事が出来ない. 何故ならば,励起された波束の位相空間上での軌跡は,か

ならず第 4-第 3 バンドのバンドギャップを通るためである. また励起のエネルギーが高

ければ高いほど,励起波束は位置空間および擬運動量空間において広範囲に到達すること

が可能となり,この後行う操作の幅が増えることになる. しかしながら高いエネルギーに

よる励起においても長時間の時間発展を考える場合においてはバンドギャップの影響を無

視する事はできない. よってこのようなバンドギャップによる影響の考察は,光格子 +調

和トラップ系において非常に重要な情報を与える. 波束の操作という視点から言えば,完

全なブラッグ反射はミラーとして,LZ遷移はスプリッターとして働くと言える. そのため,

波束のミラーやスプリッターの素子としての性質を調べるという点でも非常に有益な情報

を与える.

次節においては数値シミュレーション,位置空間および擬運動量空間での波束の時間発

展と古典的描像との対比を見る. そしてこの結果から, 波束が描く軌跡,到達可能な領域,

また安定性について議論する. その後,励起波束のバンドギャップでの振る舞いについて

詳細に議論する.
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6.2 位相空間上での励起波束の軌跡

この節では,第 4バンドおよび第 3バンドに励起された波束の自由時間発展によって得

られる軌跡について議論する. 第 3バンドへと励起された波束は第 4-第 3バンド間のバン

ドギャップを通らないために,励起波束は長時間安定したブロッホ振動が位置空間および

擬運動量空間で見ることができる. しかしながら第 4バンドへと励起された波束はバンド

ギャップによる LZ 遷移によって,バンドギャップを通過するたびに波束は分裂する. そ

のため波束のポピュレーションは徐々に減衰し,自然なディフェージングによる拡散より

も早く波束は崩壊することになる. このような現象について,数値シミュレーションを基

に議論する.

まずは第 3 バンドに励起された波束について議論する. 励起エネルギーは

Eω =11.35+9.15を選び,励起時間は擬運動量空間でのピークが最大となる時間を選んだ.

初期の擬運動量 q = 4周辺での擬運動量分布は図 5.21に表示してある. この状態を初期条

件として,式 (61)を用いて時間発展を行った. 結果は図 6.3に表示した. 励起に用いたパ

ラメーターは,励起エネルギー Eω=11.35+9.15,励起時間はそれぞれ,0.45msと 0.36ms.

図中の時刻 t = 0 は自由時間発展の開始の時刻 (励起過程の終了時刻) である. (A),(B)

は 0-30ms 間の長時間の自由時間発展での位置空間確率密度分布と擬運動量確率密度分

布,(C),(D)は 0-6ms間の短時間の場合である. ここでは第 3バンド,第 4バンドの励起波

束のみに注目するため, また擬運動量空間での時間発展は常に対称的であるため, 擬運動

量空間は q =2.8から 4.4までのみを表示している. まず短時間の自由時間発展について

みる ((C),(D)). この図で表示している黒い線は初期条件を (y(t = 0), q(t = 0)) = (yi, qc)

として古典運動方程式 (式 (58))を解いたものである. 初期の擬運動量はラビ模型で与え

られる共鳴擬運動量 qc であり, 位置 yi は共鳴擬運動量と時間の積の半分で与えられる.

励起波束密度の高い部分は位置空間において対称的に広がっていく (位置空間においては

黄色い部分). これは光格子振幅変調による励起が,擬運動量空間で対称に起こる事に起因

している. また擬運動量分布で波束は調和トラップによって擬運動量の小さい方向へとシ

フト (減速) していく (擬運動量空間においては赤い部分). 擬運動量が第 3 バンドと第 2

バンドの境界 q = 3に到達したときブラッグ反射が起こり,擬運動量 q = −3へと移動す

る (擬運動量 q = −3の成分は q = 3へ). そのため位置空間では,波束の運動が今まで進

んでいた方向から逆方向へと変わる. その後,擬運動量空間で波束は擬運動量の大きい方

向へとシフト (加速) される. そして擬運動量が初期擬運動量 q(t = 0) と一致したとき,

波束は再び減速されはじめる. (正確には初期の位置空間で与えられるポテンシャルのエ

ネルギー νy(t = 0)2 によって頂点の擬運動量はシフトを受ける. しかしながら現在のパ

ラメーターでは小さい補正である.) 位置空間で見た場合では,トラップ中心,つまり位置

y = 0で擬運動量は減速されはじめる. 位相空間上では,この一連の運動が二回おこり,再

び初期の点へと戻ってくる. この周期構造がバンドインデックスが高い場合でのブロッホ
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振動である. 長時間の自由時間発展をみても ((A),(B)),この構造は安定にあらわれる. つ

まり波束は非調和性 (擬運動量が q2 で与えられない)によるディフェージングが顕著にな

る時間まで安定な構造を保つ.

図 6.3 第 3バンドに励起された波束の自由時間発展. 0-30ms間の (A)位置空間,(B)

擬運動量空間での波束の自由時間発展. 0-6ms間の (C)位置空間,(D)擬運動量空間で

の波束の自由時間発展. ただし時刻 t=0は光格子振幅変調 (励起プロセス)が終わった

時刻に取っている.

次に第 4 バンドに励起された波束について議論する. 励起エネルギーは

Eω =11.35+10.25 を選び, 第 3 バンドの励起と同様に励起時間は擬運動量空間で

のピークが最大となる時間を選んだ. 初期の擬運動量 q = 4 周辺での擬運動量分布は図

5.23 に表示してある. 自由時間発展の結果は図 6.4 に表示した. 励起に用いたパラメー

ターは,励起エネルギー Eω=11.35+10.25,励起時間はそれぞれ,0.45msと 0.28ms. 表示

の方法は図 6.3と同様である. (C),(D)で表示されている黒線 (実線),紫線 (点線)は古典

軌道を示している. この場合で初期状態の擬運動量空間でのピークは q = 4.07. そのため,

擬運動量空間で励起波束はすぐに第 4-第 3バンドの境界 qb = 4に到達し,LZ遷移による

波束の分裂が起こる. 短時間の自由時間発展の結果 ((C),(D))で表示してある,黒線は LZ

遷移によりバンドギャップを越えたコンポーネント,紫線 (点線)はブラッグ反射によって

反射された成分の古典的な軌跡を示している. 擬運動量空間で,反射された成分は擬運動

量の符号を変え q = 4から q = −4へと移動する (もしくは q = −4から q = 4へ). これ

は位置空間では進行方向が反転する事を意味する. 結果として波束がバンド境界を通るた
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び, 一定の量の成分が反射を受けるために, 長時間の自由時間発展は非常に複雑な運動を

みせる. これは古典ハミルトニアンが持つ非調和性によるディフェージングよりも非常に

早く,波束の周期運動を利用するものには向かない. しかしながらこのような分裂は調和

トラップの強さ ν や分裂が起こる位置 y を変更する事によって操作可能である. そのため

この性質は波束に対する可変スプリッターとして扱うことができる.

図 6.4 第 4バンドに励起された波束の自由時間発展. 表示の方法は図 6.3と同様.

上記のように古典ハミルトニアンの計算によって, 軌跡を求めることが可能であ

り, 波束の自由時間発展が解析可能である. Aarhus 大学の実験では, 波束の最大

到達距離を励起エネルギーの関数としてプロットしている ([17],Fig.4). 同様のシ

ミュレーションを行うことで実験との比較が可能である. 図.6.5 は励起エネルギー

Eω =9.52(26kHz),10.25(28kHz),11.35(31kHz),12.45(34kHz)の 4つの場合について,自

由時間発展を位置空間で表示したものである. それぞれの励起時間は, 擬運動量空間で

ピークが最大となる時刻に設定した. またここでは第 3-第 2 バンド境界で反射される位

置座標 y の近傍を, マイクロメートルの表示で示した. 文献 [17] ではエネルギー保存則

2Eω = E3
3 + νy2 を用いて最大到達距離を

ymax =

√
2Eω − E3

3

ν
(63)

で見積もっている ([17]とはスケールが異なっていることに注意). 実験では浮遊磁場や重

力の影響によって調和トラップに加えて,3 次の項 ξy3 が存在していることが確認されて
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いる. そのため,実際には E3
3 に補正項を加えた形で見積もりを行っている. 実験結果は,

式 (63)で見積もられたものとおおよそ一致している.

対してここでは, 単純なエネルギー保存則の代わりに共鳴擬運動量 qc によって与えら

れるエネルギーを用いる. 第節で考察した通り,励起周波数が基底-第 4バンドの半分程度

の場合,共鳴擬運動量は二つ現れる (表.3). この共鳴擬運動量によって与えられるエネル

ギー En
qc を式 (63)の 2Eω に代入して,

ymax =

√
En

qc − E3
3

ν
(64)

を得る. よってこの式からは, 二つの共鳴擬運動量に対応する曲線が得られる (図 6.6).

数値シミュレーションから得られた見積もりと比較すると, この結果はおおよそ曲

線”critical-1”に従っているように見える. しかしながら,表 3内で現れる二つの共鳴擬運

動量は近い値を取っており,明確に区別できるものではないと考えられる. この二つの理

論曲線が明確に区別可能なパラメーター領域であれば,この最高到達距離を観測する事に

よってそれぞれの共鳴擬運動量状態を調べることが可能である.

実験においては 3 次の項 ξy3 があるため, 単純な比較はできないが, 数値シミュレー

ションの結果から見積もったものと比べると,図 6.6のようになっている. ただし励起エ

ネルギー Ew =12.45(34kHz) の場合には波束のポピュレーションが非常に低く, 観測可

能な量であるとは考えにくいため, 数値シミュレーションの結果は表示していない. こ

の差異は, 実験においては何らかの理由によって初期状態の擬運動量分布が広がってい

るためだと推測される (詳細は図 6.2). 現在用いているパラメーターでは, 式 (63) と曲

線”critical-2”はほぼ一致している. しかしながら実験値は前後 3µm程度のエラーバーが

あり,この比較からは定量的な議論はできない.

この節では, 波束の自由時間発展について数値シミュレーションを基に解析を行った.

励起された波束は,調和トラップの影響を受け加速 (減速)されるが大きなバンドギャップ

に到達したとき,ブラッグ反射が起こり,結果としてブロッホ振動が起こる事を位置空間,

擬運動量空間で確認した. また波束がもつ初期擬運動量に依存して,LZ遷移の効果によっ

て波束の安定性が大きく変わる事を示した. ここでは LZ遷移確率について定量的な議論

はしなかった. しかしながら,LZ遷移確率は波束のスプリッターとして見た場合にどのよ

うな性能を持っているかを知るうえで非常に重要な知見を与える. 次の節では LZ遷移確

率について議論を行う.

6.3 調和トラップ中でのランダウツェナー遷移

今までの議論で示したように,調和トラップ中のランダウツェナー遷移確率は外力とし

て線形のポテンシャルが加わっている場合と大きく異なる. 最も大きな差異は,式 (62)で

表されるように LZ 遷移確率が位置の関数となっていることである. 前節でみたように,
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図 6.5 励起エネルギーを変えた場合の自由時間発展.



6 光格子 + 調和トラップ中の励起波束の自由時間発展 75

図 6.6 波束の最高到達距離 ymax と励起エネルギーの関係. 曲線”ciritial-1”は ∆23

もしくは ∆24 から見積もられた値. 曲線”ciritial-2”は ∆03 もしくは ∆04 から見積

もられた値. 点は数値シミュレーションから見積もられた値. 紫色の点は実験値. 曲

線”harmonic”は式.(63)の値.

位置空間,擬運動量空間ともに波束の分裂という形でランダウツェナー遷移が起こってい

ることは確認できる. ここではバンドポピュレーション,つまり擬運動量空間分布を特定

のバンドで積分した形で評価し,式 (62)と比較する. 実験で観測する事を踏まえて,光格

子振幅変調による励起を用いて作られた励起波束に対して評価を行う.

まずは例として励起エネルギー Eω = 11.35の場合について考察する. 図 6.7は励起波

束の分裂と,バンドポピュレーションを時間の関数として表示したものである. ここでは,

励起された波動関数から第 3および第 4バンドの成分のみを取り出して,自由時間発展し

たものを示している. Eω = 11.35 の場合, 共鳴擬運動量は qc = 4.23 である. 励起波束

が第 4-第 3 バンドの境界 qb に到達する時間は, 式 (59) によって臨界時間 τc はおおよそ

1.1msと計算される. (c)バンドポピュレーションから,この時刻で第 4バンドから第 3バ

ンドへと急激なポピュレーションの流入があることが見て取れる. このとき初期状態とバ

ンド境界での擬運動量エネルギー項の差分 En
qi − En

qb
は,調和トラップ項によって与えら

れるエネルギーへと変換されている. そのためバンド境界に到達した時点での位置は近似

的に

y(τc) =

√
En

qi − En
qb

ν
. (65)

で与えられる. この場合では,y(τc) = 177(格子サイト番号では 56 に対応する) と与えら

れる. (a)位置座標,および (b)擬運動量空間でそれぞれ良い近似を与えている. さらに式

(62)からはこの状況での LZ遷移確率が計算できる. バンドギャップ δn = 0.2として確

率は 0.82と与えられる. (c)バンドポピュレーションから読み取れる遷移確率 (初期のポ
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ピュレーションと LZ遷移後のポピュレーションの比率によって計算)は,おおよそ 0.78

である. 波束はピーク擬運動量を中心として非対称に広がっており,正確に推定する事は

難しいが,式 (62)とおおよそ前後 10%程度の相対誤差で見積もることができる.

図 6.7 励起エネルギー Eω = 11.35 での励起波束の分裂. (a) 位置空間,(b) 擬運動量

空間での時間発展. バンド境界に到達する時刻で波束は二つ (赤矢印,黒矢印)に分裂す

る. (c)第 3,第 4バンドポピュレーションの時間変化. 臨界時間 τc=1.1msで第 4バン

ドから第 3バンドへとポピュレーションが流入している.

励起エネルギー,つまり波束がバンド境界に到達したときの位置座標 y を変化させた場

合に,LZ遷移確率をみると図 6.8となる. ここではバンド境界での位置 y を見積もるため

に,式 (58)を初期条件 (y(t = 0), q(t = 0)) = (yi, qc)のもとで解いたものである. 初期の

位置 yi は前節と同様に共鳴擬運動量と励起時間の積の半分で与えた. 位置 y の関数とし

て LZ遷移確率の変化は,この範囲において式 (62)とおおよそ一致する.

この節では, 実験と同様に光格子振幅変調による励起を用いて作った励起波束の LZ

遷移確率について数値シミュレーションと古典的な解析を行った. LZ 遷移確率は式

(59),(62),(65)の組み合わせによって見積もることが可能であると示した. ここでは励起

エネルギーを変化させた場合について考察した. 励起波束のダイナミクスは位置空間,擬

運動量空間ともに実験で観測可能であり,適切なパラメーターを選べば直接観測可能のパ

ラメーターである. また実際に変える事の出来るパラメーターは励起エネルギーのみでは

なく, 調和トラップの強さ, 定常状態での光格子振幅も変えることができる. 励起エネル

ギーは定常状態での光格子振幅で決定される. そのため調和トラップの強さを変化させた

場合にどのような変化があらわれるのかを見るのが,波束のスプリッターとしての性能を

測る実験として好ましいと思われる.
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図 6.8 バンド境界での位置座標 y に対する LZ遷移確率.
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7 結論

本論文では光格子と調和トラップの複合ポテンシャル中の冷却原子のダイナミクスにつ

いて研究を行った. 特に光格子振幅変調による励起プロセスおよび励起によって作られた

波束について数値シミュレーションと模型を用いた一粒子問題について考察した.

光格子振幅変調による励起過程は, 調和トラップの影響が少ない短時間においては, ブ

ロッホ状態間のラビ振動として取り扱えることを示した. また実験で用いられている光格

子振幅変調の強さは,非常に強く二光子による励起が強く反映される領域であることも示

した. 光格子によって作られる周期系は通常, 物性論としての側面が強く現れ, 強束縛模

型などが良い近似であるとされている. しかしながら現在考えているパラメーター領域で

は,強束縛模型の適用が難しく,むしろ量子光学的な側面が強く表れていると言える. これ

に基づいて,二種類の励起エネルギーによるポピュレーションの移動過程について考察を

行った. 結果として, ラビ振動が π/2 パルスとなる時刻を適切に選ぶと, ポピュレーショ

ンの移動が最適化可能であることも示した. これは既に用いられている実験技術で可能な

ものであり,数値計算および模型による解析から励起波束の任意波束形成に必要な実験パ

ラメーターを導くことが期待できる.

光格子振幅変調のない自由時間発展においては,光格子のつくるバンドギャップによる

影響を調べた. この系では, 一般に良く取り扱われる線形の外力と異なって, 外部ポテン

シャルが調和トラップであるために,位置座標に依存するランダウツェナー遷移があらわ

れる事を示した. ランダウツェナー遷移確率は,光格子振幅および調和トラップパラメー

ターを固定した場合に,励起エネルギーに依存する. この依存性について古典ハミルトニ

アンと二次のポテンシャル系に拡張されたランダウツェナー公式から,遷移確率が求めら

れることを示した. ランダウツェナー遷移はパラメーターを変化させることによって,コ

ントロールする事が可能である. そのためこの系におけるランダウツェナー遷移は,可変

スプリッターとして応用可能であることを示唆している.

本論文においては, 原子間相互作用のない模型について考察したが, 原子がボーズアイ

ンシュタイン凝縮体を形成していれば原子間相互作用の影響を考慮する必要がある. 平均

場近似においては原子間相互作用は波動関数の 2 乗に比例する非線形項として表現され

る. この問題は様々な取り組みが行われており [72, 73],周期ポテンシャル系ではバンド境

界でループ構造 [74] とよばれる特殊な構造が現れる事が知られている. ループ構造はバ

ンド境界におけるダイナミクスの描像を変化させることが知られており,外力が線形の場

合においては実験 [61, 75]・理論 [76]共に調べられている. しかしながら調和トラップに

よってどのような影響が与えられるかは不明であり,興味深い点である. 実験への正確な

フィードバックを与える上で,原子間相互作用による影響以外にも考慮しなければならな

い点がある. 一つはトラップの非調和性である. 非調和性は重力による影響や実験的に生

成している磁場の不安定性などによって誘起される. 実際の実験 [17]においても 3次の項
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として現れる事が確認されている. この効果は系の対称性を崩すと共に波束のコヒーレン

ス時間へと影響を与えると推測される. もう一つは原子の温度である. 本論文においては,

用意された原子は純粋なボーズアインシュタイン凝縮体,つまり絶対零度であると仮定し

ている. しかしながら,実験的には絶対零度は到達不可能であり,仮に熱分布を無視できる

ような状態であっても,光格子をロードする課程で励起の発生が避けられない問題である

と考えられる. 温度が有限の場合においても原子間相互作用が無視できる領域であれば,

ボーズ・アインシュタイン分布の重みを用いて数値計算することによって実験と比較可能

である. しかしながら,有限温度かつ原子間相互作用が無視できない場合においては計算

量が非常に大きく,難しい問題である. 実際に実験と比べる上では上記のような課題が残

されているが,このような課題に対して本論文の研究は重要な出発点を与える.

さらに重要な点として,この研究は原子間相互作用が無視できる領域で偏極フェルミオ

ンの系にも適用可能である. (N個の粒子におけるスレーター行列式の時間発展を個々の

一粒子問題として取り扱う,つまりハートリー積として取り扱う場合において.) この場合

の理論的解析 [77]は既に行われており,実験 [70]との定性的な一致を見せている. 特筆す

べき点はボゾン系では現れない,ホール状態のダイナミクスが観測される点である. 本論

文の研究は,フェルミオン系でのホール状態のコヒーレント操作についても多くの議論が

可能であり,新奇ダイナミクス研究の橋頭保となる.

また現時点において,六角格子 [7]や Lieb格子 [78]などのより複雑な周期系でのダイナ

ミクスが実験的に観測されている. そのような系において,光格子振幅変調による操作は

未だに報告されていない. 任意波束形成という観点では,光格子振幅変調は光格子位相変

調と共に特に重要なコヒーレント操作である. 複雑な周期系と光格子振幅変調の組み合わ

せが生む,新たなコヒーレントダイナミクスについての議論の出発点として本研究は重要

な役割を担うと期待される.
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付録 A ラビ振動と光格子

原子とレーザー光との相互作用は,原子の重心運動および電子励起などの内部自由度の

操作を可能とする. ここでは原子を量子論で取扱い,古典的な電場として表現されるレー

ザー光との相互作用について考え,ラビ振動と光格子ポテンシャルについて説明する. こ

の章の主な参考文献は [3, 79]である.

A.1 ラビ振動

まずここで考える状況は,2 状態 |g⟩(基底状態),|e⟩(励起状態) を持つ原子とレーザー光

E0 cos(ωLt)との相互作用である. 原子の固有状態のエネルギーはハミルトニアン HA を

用いて,それぞれ HA |g⟩ = ℏωg |g⟩,HA |e⟩ = ℏωe |e⟩と表現されることとする. またエネ

ルギー差を ωA = (ωe − ωg)と定義する. ここでレーザー光と原子の相互作用はダイポー

ルモーメント dを用いて,dE0 cos(ωLt)であると仮定する. この条件下で,初期条件として

原子がすべて基底状態にある場合,レーザー光によってどのような励起過程があらわれる

かを考察する. この場合ハミルトニアンは行列,

H =

(
ℏωg ⟨g | d | e⟩E0 cos(ωLt)

⟨e | d | g⟩E0 cos(ωLt) ℏωe

)
(66)

となる. 基底状態のエネルギー ℏωe をゼロ (基準点) にとり, ラビ周波数 ΩR = Ωeg =

Ωge = ⟨e | d | g⟩E0/ℏと定義し (以降,非対角のカップリングを Deg = ⟨e | d | g⟩と書く),

HI =

(
0 0
0 ℏωL

)
(67)

を用いて相互作用表示へと移る. 相互作用表示のハミルトニアン H ′ = eiHIt/ℏ(H −
HI)e

−iHIt/ℏ は離調∆ = (ωA − ωL)を用いて,

H ′ =
ℏ
2

(
0 ΩR(1 + e−2iωLt)

ΩR(1 + e2iωLt) 2∆

)
(68)

と変換される. ここでは時間に依存する波動関数 ψ(t) = Cg(t) |g⟩ + Ce(t) |e⟩ について,

初期状態 Cg(t) = 1,Ce(t) = 0を仮定した場合の時間発展を考える. 波動関数の時間発展

は iℏ d
dtψ(t) = H ′ψ(t)で与えられる. ここで早く振動する項 e±2iωLt を無視する近似 (回

転波近似)を用いると,係数 Cg(t),Ce(t)は{
|Cg(t)|2 =

Ω2
R

Ω2 cos2
(
Ωt
2

)
|Ce(t)|2 =

Ω2
R

Ω2 sin2
(
Ωt
2

) (69)

となる. ここで一般化ラビ周波数 Ω =
√

∆2 +Ω2
R である. 図付録 A.1にそれぞれ状態の

ポピュレーション |Cg(t)|2,|Ce(t)|2 を示す. パラメーターは,ラビ周波数を ΩR = 1に固
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定し,離調 ∆ = 0,0.5の場合を示した. 離調 ∆ = 0では基底状態にあったポピュレーショ

ンは時刻 t = π ですべて励起状態へと遷移し,t = 2π ですべて基底状態へと戻る. しかし

離調 ∆ = 0.5の場合では,最大のポピュレーションは Ω2
R

Ω2 = 0.8となり,全て基底状態へ

と戻る周期も t = 2π/1.25となる. このようなラビ振動の性質は,ポピュレーションのコ

ントロールに用いることができる. この事実を用いて,第 5章では特定のバンドへの励起

を最大化する試みを行った. 参考文献 [3]では,励起状態が自然幅を持つ場合についても議

論を行っている.

図付録 A.1 基底状態 (赤の実線)と励起状態 (緑の点線)のポピュレーションの時間変

動. (a)離調 ∆ = 0の場合と (b)離調∆ = 0.5の場合.

また同時に第 5章ではバンドポピュレーションがディフェージングによる減衰を示して

いた. バンドポピュレーションは,一般化ラビ周波数の異なる複数のラビ振動によって表

現されるためである. ここではバンドを構成する要素として,二つの二準位系について考

え (取り得る擬運動量状態が二つの場合に相当する),ディフェージングによる影響を考察

する.

ここで考える二つの二準位系はそれぞれ,|Cg1(t)|2 =
Ω2

R1

2Ω2
1
cos2

(
Ω1t
2

)
|Ce1(t)|2 =

Ω2
R1

2Ω2
1
sin2

(
Ω1t
2

)
|Cg2(t)|2 =

Ω2
R2

2Ω2
2
cos2

(
Ω2t
2

)
|Ce2(t)|2 =

Ω2
R2

2Ω2
2
sin2

(
Ω2t
2

) (70)

で表される場合を考える. それぞれの二準位系はポピュレーション 0.5 を基底状態と

励起状態の間でやりとりする. ここで基底状態のバンドポピュレーションは Bg(t) =

|Cg1(t)|2 + |Cg2(t)|2,Be(t) = |Ce1(t)|2 + |Ce2(t)|2 として表現される. 図付録 A.2 では

ディフェージングが起こる二つのケースについて表示した. (a)はそれぞれの離調が同じ

で, ラビ振動数が異なる場合,(b) はそれぞれのラビ振動数が同じで離調が異なる場合で

ある. どちらの場合においても一般化ラビ振動数は異なる. 例えば (a) の場合において

基底バンドポピュレーションは (cos2(0.5t) + cos2(0.55t))/2 と二つの周波数で表現され

る. このため基底バンドポピュレーションのピーク値は時間によって変化する. (b)も同
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様に一般化周波数が異なるために,ピーク値の振る舞いは (a)と同様である. しかしなが

ら (a) の場合と異なり離調が 0 ではないため, 励起バンドポピュレーションの最大値は

0.5 + 0.4 = 0.9となる. このように励起バンドポピュレーションは離調によって最大値が

決定される. 複数の二準位振動を含んだケースにおいても,ポピュレーションを最大化す

るためには最適な離調を選ぶ必要がある.

図付録 A.2 基底状態 (赤の実線)と励起状態 (緑の点線)のポピュレーションの時間変

動. (a)ラビ周波数 ΩR1 = 1,ΩR2 = 1.1,離調 ∆1 = ∆2 = 0の場合と (b)ラビ周波数

ΩR1 = ΩR2 = 1,離調 ∆1 = 0,∆2 = 0.5の場合. どちらの場合においても一般化ラビ

周波数 Ω1,Ω2 が異なるために,バンドポピュレーション Bg,Be 間で振動が起こる.

A.2 光格子

ラビ振動はレーザー光のエネルギー ℏωL と状態間のエネルギー差 ℏωA が近い状況での

物理である. 対して,レーザー光のエネルギーと状態間のエネルギー差が遠い場合では,遷

移はなくそれぞれの状態のエネルギーにシフトを与える. ここでは基底状態に与えられる

エネルギーシフト ℏδg によって作られる光格子ポテンシャルについて考察する.

ここでは二次の摂動論によるエネルギーシフトを考える. ラビ振動の場合と異なり,全

ての許された遷移 (非対角のカップリングDeg ̸= 0)の効果を取り込むと共に,回転波近似

によって無視した ωL + ωA の項も考慮に入れる. 詳細は省くが,二次の摂動論の結果 [79]

として, 基底状態へのエネルギーのシフト ℏδg は,

ℏδg =
1

4ℏ
∑
e

[
D2

egE
2
0

ωL − ωA
−

D2
egE

2
0

ωL + ωA

]
(71)

で与えられる. この方程式は線形応答理論で与えられる原子の動的分極率 (dynamic

polarizability)α(ωL)によって,

ℏδg = −1

4
α(ωL)E

2
0 (72)

とも表現される. つまり非共鳴のレーザー光によって与えられるシフトは分極によるエネ

ルギーと言える. また注目するべき点はエネルギーのシフトが電場の強さの２乗に比例し
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ている点である. 空間的に電場の強さが異なる場合には,エネルギーのシフトは空間に依

存する事を示している. １次元で対向する二つのレーザー光によって作られる電場,

E(x, t) = Ec(e
ik1x−iω1t + e−ik2x+iω2t) + c.c.

= 4Ec cos(k(x− vt))cos(ωt/2) (73)

を考える. ここで波数 k = (k1 + k2)/2,周波数 ω = (ω1 + ω2)/2,速度 v = (ω1 − ω2)/2k

である. 式 (73)を式 (72)に適用すると,

ℏδg = −4α(ω/2)E2
c cos

2(k(x− vt)) (74)

となる. これはレーザー光との相互作用によって原子が感じるポテンシャルであり,対向

するレーザーの周波数が等しい場合には空間に固定された周期ポテンシャルとなる. この

ようにして作られるポテンシャルは光格子と呼ばれ,レーザー光のパラメーターを変える

ことにより,様々な操作が可能である. 本研究でテーマにしている光格子振幅変調はレー

ザー強度を時間変調することによって実現している.
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付録 B 数値計算手法

この章では本論文で用いた数値計算手法について述べる. 固有値問題を解く方法とし

て Fourier Grid Hamiltonian法を,波動関数の時間発展を行う方法として 4次のルンゲ・

クッタ法を採用した.

B.1 Fourier Grid Hamiltonian法

本論文では Fourier Grid Hamiltonian 法 (FGH 法) と呼ばれる手法 [68] で式 (41) の

固有関数 χk と固有エネルギー Ek を数値的に求めた. FGH法では位置空間で等間隔の分

点を取り, ハミルトニアンの行列要素を求めて対角化することにより, 固有状態を求める

ものである. 分点 (固有関数)の数 Nは偶数,奇数どちらもとる事ができるが,時間発展の

段階で高速フーリエ変換 (FFT)を用いるために,Nは偶数を取った. Nが偶数,奇数での

ハミルトニアン行列要素の違いは文献 [68] を参考の事. この手法は周期境界条件を満た

しており,ゼロ境界条件の場合においても有効である. 今回のケースでは調和トラップ項

νy2 が入っているため,無限遠点で波動関数は 0となる. 実際に数値計算は有限サイズで

あるため,十分遠方で波動関数が 0と近似できるようなエネルギー領域においてのみ有効

である.

求めるべき固有状態の波動関数 χk(y)を位置空間の基底関数 |yi⟩で

χk(y) =

N∑
i=1

Ck
i |yi⟩ (75)

と展開する. この基底関数は位置演算子 y に対して,

y |yi⟩ = yi |yi⟩ (76)

という固有値を与え,どのようなインデックス iに対しても yi+1 − yi = ∆y を満たす. ま

た周期境界条件が課されるため,y0 = yN でなければならない. 位置空間の場合と同様に

運動量空間での基底関数も等間隔になっている. 運動量での基底関数 |yi⟩は運動量演算子
k に対して,

k |ki⟩ = ki |ki⟩ (77)

を満たし,どのようなインデックス iに対しても ki+1 − ki = ∆k = 2π
N∆y を満たす. また,

それぞれの空間での基底関数は

⟨yj |yi⟩ = δ(yj − yi)

⟨kj |ki⟩ = δ(kj − ki) (78)

を満たす.ここで δ はクロネッカーのデルタである. これらの位置空間,運動量空間の基底
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関数は

⟨kj |yi⟩ =
1√
2π
e−ikjyi (79)

の関係で結びついている.

FGH法では位置空間での基底関数を用いてハミルトニアンの行列要素を構成する. 今

回用いるハミルトニアンは運動量空間で対角表現になっている部分 T (k) = k2 と位置空

間で対角表現になっている V (y)から成っている. よって行列要素は

Hij = ⟨yj |T (k) + V (y)|yi⟩
= ⟨yj |T (k)|yi⟩+ V (yi)δ(yi − yj) (80)

と書き表せる. ここで右辺第一項,T (k)の部分は,

⟨yj |T (k)|yi⟩ =
∑
l

⟨yj |kl⟩T (kl) ⟨kl|yi⟩ (81)

となっている. 右辺の項は解析的に計算可能であり,結果として

⟨yj |T (k)|yi⟩ =


1
3

(
N∆k

2

)2 (
1 + 2

N2

)
(i = j)

∆k2

2
(−1)i−j

sin2(π i−j
N )

(i ̸= j)
(82)

が得られる.(ただしこれは固有関数の個数が偶数の場合.) このようにして得られたハミル

トニアンの行列要素を数値的に対角化することにより,固有関数が得られる. ここで得ら

れた固有関数は規格化条件 ∆y
∑N

i=1 |Ck
i |2 = 1によって規格化されている.

この行列要素は実対称行列であるため,そのような行列を対角化することに最適化され

たルーチンを用いる事が望ましい. 本論文では lapack(http://www.netlib.org/lapack/

を参照のこと)のルーチン dsyevdもしくは dspevxを用いた.

最後に本論文で用いたパラメーターについて述べる. 本論文では光格子サイト-320 か

ら 320までを N = 216 = 65536個の分点で区切って計算を行った. よって位置空間での

分解能, 運動量空間での分解能はそれぞれ ∆y = 2 × 320 × π/216 = 3.06 × 10−2,∆k =

3.13 × 10−3 となる. 位置空間では ±320サイトよりも狭い領域で十分に収束する固有状

態,また運動量空間では最大値 N∆k = 205よりも小さい運動量で十分に収束する固有状

態が, 精度よく記述される. しかしエネルギー空間での分解能は ∆k2 = 9.80 × 10−6 と

なっており,ほぼ縮退した局在状態を見分けることができない. 第 3章において例示した

第 214,215励起状態の場合 (図 3.15)では,それぞれのエネルギーは小数点 12桁目で違い

が現れる (表 5). 一方で基底と第 1 励起状態は小数点 3 桁目で異なり, 分解可能である.

本論文ではこのようなほぼ縮退した状態について議論を行わなかった. しかしこの局在状

態を用いた操作について研究する場合には,より高精度な数値シミュレーションが必要と

なる.
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表 5 固有状態のエネルギー

index energy

0 3.721142553707288

1 3.724380612725982

214 9.908962652224894

215 9.908962652225429

B.2 波動関数の時間発展

この節では波動関数の時間発展の数値シミュレーション法について説明する. 本

論文では光格子振幅変調が加わっている場合の波動関数の時間発展 (式 (49)) に

以下の方法を用いた. ここでの議論は Otago 大学 R. J. Ballagh 教授の講義ノート

(http://www.physics.otago.ac.nz/research/jackdodd/resources/ResourceFiles/SolvingPDE.pdf)

を基にしている. 講義ノートでは GP方程式 (非線形項を含む場合)の時間発展について

詳細な議論を行っている.

一般的な 1次元時間依存シュレディンガー方程式は

∂Ψ(x, t)

∂t
= DΨ(x, t) +GΨ(x, t) (83)

に帰着する. ここで D = α ∂2

∂x2 , G = g(Ψ, x, t) はそれぞれ運動量項, ポテンシャル項で

あり,α は単位系によって変化する運動量項の係数である. ここでは D についての相互作

用描像 (Interaction picture)の波動関数を,4次のルンゲ・クッタ法 (Runge-Kutta法)に

よって時間発展させる手法を用いた. まず D についての相互作用描像は,波動関数を

ΨI(x, t) = e−D(t−ξ)Ψ(x, t) (84)

と書き換えることで得られる. ここで ξ はシュレディンガー描像 (normal pictureともい

う)と相互作用描像のタイムセパレーション項であり,任意にとることができる. この相互

作用描像の波動関数の時間発展は,

∂ΨI(x, t)

∂t
= e−D(t−ξ)g(eD(t−ξ)ΨI(x, t), x, t)eD(t−ξ)ΨI(x, t) (85)

= f(ΨI(x,t),x,t) (86)

と与えられる. 4次ルンゲ・クッタ法では,時刻 t+∆tでの波動関数は,時刻 tの波動関数

を用いて
ΨI(x, t+∆t) = ΨI(x, t) + [k1 + 2(k2 + k3) + k4]/6 (87)



付録 B 数値計算手法 91

で与えられる. 係数 k はそれぞれ,
k1 = f(ΨI(x,t),x,t)∆t

k2 = f(ΨI(x,t)+k1/2,x,t+∆t/2)∆t

k3 = f(ΨI(x,t)+k2/2,x,t+∆t/2)∆t

k4 = f(ΨI(x,t)+k3/2,x,t+∆t)∆t

(88)

となる.

ここでは ξ = t+∆t/2に固定して,フーリエ変換F および逆フーリエ変換F−1 を用

いて時間発展を行う. フーリエ変換は

F [g(Ψ, x, t)Ψ] =

∫ ∞

−∞
g(Ψ, x, t)Ψe2πifxdx

= θ(x, t)

,そして逆フーリエ変換は

F−1 [θ(f, t)] =

∫ ∞

−∞
θ(f, t)e−2πifxdf

= g(Ψ, x, t)Ψ

の関係がある. 数値シミュレーションでは,シュレディンガー描像の波動関数を相互作用

描像へと写し,∆tの時間発展を行った後にシュレディンガー描像へと戻る. そのため相互

作用描像における k4 ではなく,シュレディンガー描像での k4 を用いると,

Ψ(x, t+∆t) = eD∆t/2(ΨI(x, t) + [k1 + 2(k2 + k3)]/6) + k4/6 (89)

となり,フーリエ変換の回数が削減できるアルゴリズムが得られる. よってここでは,相互

作用描像の k1,k2 および k3 とシュレディンガー描像の k4 を求める. フーリエ変換および

逆フーリエ変換の関係を用いると,式 (88)にあらわれる,係数 k1,k2 および k3 は
k1 = ∆t · F−1

[
F [g(Ψ, x, t)Ψ] eα

∆
2 (−2πif)2

]
k2 = ∆t · g(ΨI + k1/2, x, t+∆t/2) ·

(
ΨI + k1/2

)
k3 = ∆t · g(ΨI + k2/2, x, t+∆t/2) ·

(
ΨI + k2/2

) (90)

で与えられる. そしてシュレディンガー描像の k4 は

k4 = ∆t · g(e−∆t/2(ΨI + k3), x, t+∆t) · e−∆t/2 · (ΨI + k3) (91)

となる.

このようにして時刻 tの波動関数から時刻 t +∆tの波動関数を得ることができる. 実

際に計算する際には, 高速フーリエ変換 (Fast Fourier Transform,FFT)のアルゴリズム

を用いることにより数値計算の高速化が可能である. 本論文では,インテル (R) 数値演算

ライブラリ (MKL)に含まれる FFT関数を用いた. ただし FFTを用いる場合,空間の分

点の数は 2N 個,Nは正の整数に限定される.
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最後に本論文で用いたパラメーターについて述べる. 位置空間の分点の数は前節と同様

216個であり,∆y = 3.06× 10−2 である. 時間発展において重要なパラメーターは,波動関

数が持ちうる最大のエネルギー Emax,時間の刻み幅 ∆t,位置空間の刻み幅 ∆y の関係で

ある. ∆y ·Emax,∆t ·Emax,∆t/∆y がそれぞれ 1よりも小さい必要がある (それぞれ無次

元量となっている事に注意). 本論文では,励起波束の持つ最大のエネルギーが Emax ≃ 25

程度, また典型的な時間の刻み幅は ∆t = 5 × 10−3 である. それぞれのパラメーターは

∆y ·Emax = 0.77,∆t ·Emax = 0.13,∆t/∆y = 0.16となり全て 1よりも小さい値である.

しかしながら, 光格子振幅変調によって想定している最大エネルギー Emax = 25 よりも

高いエネルギー状態へと励起されたコンポーネントも少ないながら (典型的には 10−5 程

度)存在する. このような励起波束の運動については,時間発展の精度を保証しない.
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付録 C 光格子振幅変調による長周期の回帰現象

ここでは長時間の励起プロセスによってあらわれる,基底状態の再帰現象について考察

する. ここで有用な指標は時刻 t = 0 の波動関数との相関関数 ⟨ψ(t = 0) |ψ(t)⟩ である.

図付録 C.1 では長時間 (0-30ms) の励起時間に対する相関関数の絶対値の二乗をプロッ

トしている. 励起エネルギー Eω =9.54,10.25,11.35の三つの場合について比較している.

Eω=9.54の場合では,励起されるコンポーネントの量が小さく,Eω=9.54のような劇的な

変化は見られない. 対して,Eω=10.25の場合では,一度 10%まで低下した相関関数の値が

25msでは 80%までに回復する. 少し励起エネルギーを上げて基底と第２バンドのカップ

リングが強いエネルギー,Eω=11.35の場合では,基底と第 2バンドの間でラビ振動が引き

起こされるために,やはり長周期の回帰は現れない.

この Eω=10.25の場合について考察する. この過程は,第 1,第 3バンド間のカップリン

グを中間状態として起こる現象である. 図付録 C.3では擬運動量空間での分布を表示して

いる. 第３バンドに励起されたコンポーネントは,調和トラップの効果によって加速 (もし

くは減速) され, 第 1 バンドとの共鳴擬運動量と一致した場合に遷移が起こる. 同様に第

３バンドと基底バンドとのカップリングも調和トラップによる効果で時間変化する. この

励起エネルギーの場合には, ある特定の時間でポピュレーション振動と, これらの運動に

よる周期がマッチするために,大きな回帰現象が生み出される. 同様にして,位置空間での

分布を見る (図付録 C.2). 位置空間では,最初基底状態にいたコンポーネントは第 3バン

ドに励起され,空間的に広がっていく. そしてある時刻で,第 1バンドの局在状態と共鳴状

態になるために,遷移が起こる. 局在状態では時間の経過とともに,擬運動量が変化してい

く. そして擬運動量が共鳴擬運動量に到達したとき,再び第 3バンドへと励起される. 再

び励起されたコンポーネントは,擬運動量が逆転しており,トラップ中心へと戻ってくる.

トラップ中心では,二光子過程によって第 3バンドと基底バンド間にカップリングがある

ために,脱励起して基底状態へと戻る. このサイクルが長周期の回帰現象を生み出す.

このような回帰現象は光格子位相変調において確認されており, 解析が行われている.

この例についても,同様の解析が可能であると考えられ,より深い考察が期待される.
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図付録 C.1 励起エネルギー Eω =9.52,10.25,11.35 の場合での相関関数の絶対値の

２乗. 9.52 の場合では擬運動量共鳴点がないために,1 割程度の励起しか起こらない.

10.25 の場合では,t=25ms 付近で 80% のコンポーネントが基底状態へと戻ってくる.

また 11.35の場合では,基底-第３バンド間のラビ振動により,この時間スケールで強い

回帰現象は現れない.
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図付録 C.2 励起エネルギー Eω=10.25の場合での位置空間での分布. (a)は全バンド

のコンポーネント. それぞれ (b)基底バンド,(c)第１バンド,(d)第３バンドのコンポー

ネントのみを取り出して表示している.
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図付録 C.3 励起エネルギー Eω=10.25 の場合での擬運動量空間での分布. それぞれ

(a)第３バンド (b)第２バンド,(c)第１バンド,(d)基底バンドのコンポーネントを表示

している.



謝辞

学部生として配属されてから,渡辺信一教授から多くのご指導ご鞭撻を賜りました. 国

際会議や海外派遣の機会を多く与えていただき,様々な研究者との交流や議論を行う事が

出来ました. また研究指導のみではなく,学生生活においても多くのことを相談させてい

ただきました. 学生生活を通じて,終始暖かいご助言を頂いたことを感謝申し上げます. ま

た副指導教員であります森下亨准教授には,素晴らしい計算機環境を用意してくださった

こと,そして本論文の完成にあたり多くのご指導を賜った事を感謝いたします. そして本

論文の審査を担当して頂いた中川賢一教授, 斎藤弘樹教授, 伏屋雄紀准教授の各先生方に

も感謝申し上げます. 本論文のテーマである,光格子中の極低温原子系について研究する

きっかけを与えてくださった Alexander Itin 氏からは多くのご指導を賜りました. 電気

通信大学滞在の際やドイツ訪問の際に,多くの議論をさせて頂いた事を感謝いたします.

学生生活では, 渡辺・森下研究室の学生, ポスドクの方々に支えていただきました. 特

に同時期に博士課程を過ごしました,Huang Hsumin(黄 緒明) 氏,Pham Nguyen Thanh

Vinh氏,Trinh Hoai Vinh氏,大海真貴氏の各位とは研究のみならず,様々な活動から多く

の刺激を頂きました. また特に長い時間を同研究室で過ごした相澤真之介氏,山崎聡武氏,

伴修氏,大古田駿氏の各位にも格別の感謝を申し上げます. そして秘書の宮前美和子氏に

は, 様々な事務手続きについて教えていただいたこと, 特に農工大との合同シンポジウム

の際には多くのご協力を頂きました. 渡辺・森下研究室関係者の皆様にここに感謝申し上

げます.

最後に,学生生活すべてを通して経済的,精神的に支えてくれた両親へ感謝を表します.



 

 

関連論文の印刷公表の方法および時期 

 

（１）全著者名：Tomotake Yamakoshi and Shinichi Watanabe 

論文題目：Wave-packet dynamics of noninteracting ultracold bosons in 

an amplitude-modulated parabolic optical lattice 

印刷公表の方法および時期：Phys. Rev. A 91, 063614(2015) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

著者略歴 

 

山越 智健（やまこし ともたけ） 

 

平成２２年３月 電気通信大学電気通信学部量子物質工学科卒 

平成２２年４月 電気通信大学大学院情報理工学研究科  

先進理工学専攻 博士前期課程入学 

平成２４年３月 電気通信大学大学院情報理工学研究科  

先進理工学専攻 博士前期課程修了 

平成２４年４月 電気通信大学大学院情報理工学研究科  

先進理工学専攻 博士後期課程入学 

 

 

 

 

 

 


