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W irmeiibertragung in einem axial rotierenden, durchstrSmten Rohr 
im Bereich des thermischen Einlaufs 

Teil  1 : E i n f l u 6  der Rota t ion  auf  eine turbulente S t r f m u n g  

B. Weigand und  H. Beer, Darmstadt,  BRD 

Heat transfer in an axially rotating pipe in the thermal entrance region. 
Part 1: Effect of rotation on turbulent pipe flow 

Abstract. The effects of rotation on the temperature distribution and 
the heat transfer to a fluid flowing inside a tube are examined by 
analysis in the thermal entrance region. The theoretical results are 
compared with experimental findings, The flow is assumed to have 
a fully developed velocity profile. Rotation was found to have a very 
marked influence on the suppression of the turbulent motion be- 
cause of radially growing centrifugal forces. Therefore, a remarkable 
decrease in heat transfer with increasing rotational Reynolds num- 
ber can be observed. The thermal entrance length increases remark- 
ably with growing rotational Reynolds number. 

Zusammenfassung. Der EinfluB der Rotation auf das Temperatur- 
profil und die W/irme/ibergangszahl einer turbulenten Rohrstr6- 
mung im Bereich des thermischen Einlaufs wird theoretisch unter- 
sucht und mit Mel3werten verglichen. Es wird angenommen, dab 
das Geschwindigkeitsprofil votl ausgebildet ist. Die Rotation hat 
aufgrund der radial ansteigenden Zentrifugalkr/ifte einen ausge- 
pr/igten Einflul3 auf die Unterdriickung der turbulenten Bewegung. 
Dadurch verschtechtert sich die W/irmeiibertragung mit steigender 
Rotations-Reynoldszahl und die thermische Einlaufl/inge nimmt be- 
tr/ichtlich zu. 

Formeizeiehen 

a Temperaturleitzahl 
C,, C,, C1, C 3 Konstanten 
c F spezifische W/irme bei konstantem Druck 
D Rohrdurchmesser 
E Funktion nach G1. (30) 
II,  Eigenfunktionen 
l hydrodynamischer Mischungsweg 
lq thermischer Mischungsweg 
m Massenstrom 
N = R % / R e  Reynoldszahtenverh/iltnis 
Nu Nusseltzahl 
Nu~o Nusseltzahl f/Jr die thermisch roll ausgebildete 

Str6mung 
Pr Prandtlzahl 
Pr~ turbulente Prandtlzahl 
c~ Wgrmestromdichte 
Re, Schubspannungsreynoldszahl 
R n Eigenfunktionen 
Re = ~: D/v DurchfluB-Reynoldszahl 
R% = v ~ D/v Rotations-Reynoldszahl 
Ri Richardsonzahl 
R Rohrradius 

r Koordinate in radialer Richtung 
f = r/R dimensionslose Koordinate in radialer Richtung 
T Temperatur 
T' Temperaturschwankung 
7;~ "bulk temperature" 
i?~ mittlere Axialgeschwindigkeit 
v Geschwindigkeit 
v' Geschwindigkeit sschwankung 

Cp v,'. T' turbulenter W/irmestrom 
y+ = ( 1 - 0  Re, dimensionsloser Wandabstand 
[3 = 1/6 Konstante 
rl Integrationsvariable 

Integrationsvariable 
0, 01 , 02 , 0 dimensionslose Temperaturen 
2 W/irmeleitzahl 
2,, Eigenwerte 
v kinematische Viskosit/it 

Dichte 
~0 tangentiale Koordinate 
0, ~ Hilfsfunktionen 

Indizes 

rn in der Rohrmitte 
r radial 
w an der Rohrwand 
z axial 
0 am Rohreintritt 
0 ohne Rotation 
(p tangential 

1 Einleitung 

Str6mung und Wfirmefibertragung in axial rotierenden 
Rohren sind yon groBer praktischer und theoretischer Be- 
deutung. In der Verfahrenstechnik werden z.B. rotierende 
Wfirmetauscher, Separatoren und Mischer verwendet. Bei 
Hochleistungs-Gasturbinen und Strahltriebwerken wird die 
Temperatur der thermisch und mechanisch hoch bean- 
spruchten Bauteile, insbesondere der Turbinenschaufeln, 
durch Zufuhr von Ktihlluft begrenzt. Die Luft wird hierzu 
durch Kanfile, die meist in der Rohrachse iiegen, zugefiihrt 
und durch die Turbinenschaufeln geleitet. 
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Die Wechselwirkung zwischen Zentrifugalkrfiften und 
Turbulenz wurde schon recht friihzeitig experimentell und 
spfiter auch theoretisch untersucht. Die wohl/ilteste Arbeit 
zu diesem Thema stammt yon Levy [1]. Murakami und 
Kikuyama [2] ermittelten in einem yon Wasser durch- 
str6mten, rotierenden Rohr den Druckverlust und die Ge- 
schwindigkeitsprofile in Abh/ingigkeit von der Durchflul3- 
Reynoldszahl, dem Reynoldszahlenverhfittnis N = R % / R e  
und der rotierenden Rohrlfinge. Sie stellten fest, dal3 mit 
wachsender Rohrrotation eine immer st/irkere Unterdriik- 
kung der Turbulenz auftrat. Kikuyama u.a. [3] berechneten 
fiir den Fall der roll ausgebildeten Str6mungsgrenzschicht 
die Axialgeschwindigkeitsprofile mit Hilfe eines modifizier- 
ten Prandtl'schen Mischungswegansatzes nach Bradshaw 
[4]. Die Tangentialgeschwindigkeitskomponente wurde bei 
dieser Berechnung als vSv~w = (r/R) 2 angenommen, was 
sehr gut mit den Mel3werten aus [3] und [2] fibereinstimmt. 
Reich und Beer [5] erweiterten den Mischungswegansatz aus 
[3] und berechneten ffir den Fall der voll ausgebildeten hy- 
drodynamischen und thermischen Grenzschicht das Axial- 
geschwindigkeitsprofil und die Temperaturverteilung im 
Fluid. Es zeigte sich, in {]bereinstimmung mit den gemach- 
ten Messungen, dab die W/irmeiibertragung im turbulent 
durchstr6mten Rohr mit wachsender Rohrrotation schlech- 
ter wird. Dies 1/il3t sich auf die Relaminarisierung der Str6- 
mung aufgrund der wirkenden Zentrifugalkrfifte zurfickffih- 
ten. Fiir sehr grol3e Reynoldszahlenverhfiltnisse wird der 
turbulente Transportmechanismus durch das wirkende 
Kraftfeld so stark unterdrtickt, dab das Axialgeschwindig- 
keitsprofil dem einer Hagen-Poiseuille-Str6mung sehr/ihn- 
lich wird (Bild 1). Die W/irme/.ibertragung gleicht in diesem 
Fall der in einem laminar durchstr6mten, beheizten Rohr, 
obgleich die Durchflul3-Reynoldszahl viet gr6t3er ist als im 
laminaren Fall. 

Bei dem Vergleich der in [5] berechneten Nusseltzahlen 
mit den Mel3werten stellte sich heraus, dal3 die Obereinstim- 

2,0 

~ I,(] 

Theorie: 

- 7-LA~ ~ ~ g Y % / / , . o  o ~ 
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Bild 1. Einflug des Reynoldszahlenverh/iltnisses N auf die Axial- 
geschwindigkeitsprofile 
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mung zwischen Messung und Rechnung fLir kleine Rey- 
noldszahlenverh/iltnisse sehr gut war, jedoch mit wachsen- 
dem Reynoldszahlenverhfiltnis schlechter wurde. Dies lfil3t 
sich auf die in [5] getroffene Annahme einer roll ausgebilde- 
ten Temperaturgrenzschicht zuriickffihren, die aufgrund der 
hohen Reynoldszahlenverh~iltnisse und der damit verbunde- 
hen Laminarisierung der Str6mung nicht mehr gew/ihrleistet 
werden konnte. Die bei den Versuchen in [5] benutzte be- 
heizte Mel3strecke hatte nur eine Lfinge von 40 Durch- 
messern. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht in der Berech- 
nung der W~irmeiibertragung f/ir das axial rotierende, turbu- 
lent durchstr6mte Rohr, f/Jr den Bereich der thermischen 
Anlaufstr6mung. Es werden die beiden technisch wichtigen 
Randbedingungen 

- konstanter Wfirmestrom an der Rohrwand 
konstante Wandtemperatur 

betrachtet. Ffir diese beiden F/ille wird die Temperaturver- 
teilung im Fluid und der Verlauf der Nusseltzahl ffir belie- 
bige Axialkoordinaten berechnet und mit Mel3werten aus [5] 
verglichen. 

2 Analyse 

Die Untersuchung der hydrodynamisch voll ausgebildeten 
Str6mung mit noch nicht voll entwickeltem Temperatur- 
profil ist yon praktischem Interesse, da bei den meisten tech- 
nischen Problemstellungen die Anlaufstrecke bei weitem zu 
kurz ist, um eine thermisch voll ausgebildete Str6mung zu 
gew/ihrleisten. Unter den Annahmen der Inkompressibilitfit 
des Fluids und der Konstanz der Stoffwerte, entkoppeln sich 
Bewegungs- und Energiegteichung. Die Bewegungsgleichun- 
gen wurden in [5], fiir den Fall der hydrodynamisch voll 
ausgebildeten Str6mung gel6st. Auf den L6sungsweg soll 
hier nicht weiter eingegangen werden, da dies den Rahmen 
der Arbeit bei weitem iiberschreiten wtirde. Die ffir die fol- 
genden Berechnungen notwendigen Geschwindigkeitspro- 
file wurden analog zu [5] berechnet. Die Profile sind ffir die 
hydrodynamisch voll ausgebildete Str6mung nur eine Funk- 
tion der Radialkoordinate. Auf den Bildern 1 und 2 sind die 
Axialgeschwindigkeitskomponente und die Tangentialge- 
schwindigkeitskomponente dargestellt. Die Radialkompo- 
nente der Geschwindigkeit ist gleich Null, da es sich um eine 
roll ausgebildete Str6mung handelt. Bild 1 zeigt den Verlauf 
der Axialgeschwindigkeit fiir zwei verschiedene Durchflug- 
Reynotdszahlen mit dem Reynoldszahlenverhfittnis N ats 
Parameter. Man erkennt deutlich den EinfluB der Rohrrota- 
tion auf das Axialgeschwindigkeitsprofil. Mit zunehmender 
Rotation wird die Str6mung immer mehr laminarisiert. 
Bild 2 zeigt die Tangentialgeschwindigkeitsverteilung fiir 
verschiedene Reynoldszahlen mit N als Parameter. F/.ir die 
hydrodynamisch roll ausgebildete Str6mung ist kein EinfluB 
des Reynoldszahlenverhfiltnisses auf v~/vew erkennbar. Die 
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Bild 2. Einflut3 des Reynoldszahlenverh/iltnisses N auf die Tangen- 
tialgeschwindigkeitsprofile 

Der hydrodynamische Mischungsweg lo/R ffir das nicht 
rotierende Rohr ist durch die modifizierte Interpolations- 
formel nach Nikuradse [7] zu bestimmen. 

1° = (1 --e -y+/26) (0.14-0.08 f2-0.06 ~4). 
R 

(7) 

Die in GI. (7) auftretende Gr66e ~ = r/R ist der dimensions- 
lose Radius. Die turbulente Prandtlzahl ist nach Messungen 
yon Ludwieg [7] bekannt und wurde als Polynom 4. Grades 
angen/ihert: 

I _ lqo = 1.53--2.82 f2 + 3,85 f3_  1.48 f 4  (8) 
Prt Io 

Tangentialgeschwindigkeitskomponente wurde wie in [2] 
durch 

- - 0) 
/)q~ w 

approximiert. In Bild 1 und 2 sind MeBwerte aus [5] ein- 
getragen. Die i.)bereinstimmung zwischen Theorie und 
Messung ist gut. 

Unter Vernachl/issigung der Dissipationsterlne und des 
Wfirmeleitungsterms in z-Richtung erh/ilt man, unter Beach- 
tung der Rotationssymmetrie des Problems, die Energie- 
g!eichung in der folgenden Form 

~T I 8 
e ~ ~ (r) ~ = - ;7 ~-7 (r 4,)- (2) 

Die Vern/ichl/issigung des W/irmeleitungstermes in z-Rich- 
tung ist unbedenklich, wenn die P6clet-Zahl gr6Ber als 100 
ist [6]. 

Die in G1. (2) auftretenden Gr6gen sind gemittelte 
Gr6Ben. Die radiale Komponente des Wfirmestromvektors 
c~r ist 

8T 
c) r = -- 2 ~-r + ~o cp v" T' .  (3) 

Obertrtigt man die Prandtl'sche Mischungswegtheorie auf 
den Wfirmetransport, so erh/ilt man einen Zusammenhang 
zwischen den turbulenten Geschwindigkeits- und Tempera- 
turschwankungen und den mittleren Str6mungsgr6Ben [5]: 

0,= I (<? +(r (voFT er-eCpllqh\er] \ ~ r \ r ] J  J ~r" (4) 

Die in G1. (4) auftretenden Mischungswege Iund lq sind hier- 
bei durch die folgenden Gleichungen gegeben: 

l = (1 - fl Ri) 2 l° ~ (5) 

lq 1 1 o 
= Prl (1-flRi)2 R" (6) 

Weiterhin tritt noch die Richardsonzahl Ri in den Mi- 
schungsweggleichungen auf. Sie stellt das Verhfiltnis der ein- 
gebrachten Energie durch die Zentrifugalkraft zur Tubulenz- 
energie dar. 

v o 
2 7~ ~ (~  r) 6 7 2 u 2 

In Bild 3 ist die Verfinderung des Mischungsweges und der 
Richardsonzahl fiber f ffir eine DurchfluB-Reynoldszahl, mit 
N als Parameter dargestellt. Mit wachsendem Reynoldszah- 
tenverh/ittnis geht der Mischungsweg fiir alle f gegen Null, 
was einer vollstfindigen Laminarisierung der Str6mung ent- 
spricht. Kikuyama [3] setzte Ri in der Rohrmitte gleich Null, 
mit der Begrfindung, dab die Zentrifugalkr/ifte ffir F --+ 0 ge- 
gen Null gehen. Dies ffihrt jedoch bei F= 0 zu einem Sprung 
in dem Verlauf der Richardsonzahl und des Mischungswe- 
ges. Ffir f 0 lfiBt sich der Grenzwert ffir Ri jedoch analy- 
tisch ermitteln. Entwickelt man G/G in eine Taylorreihe um 
F= 0, so erh/ilt man 

Z a,~" 00).  
Vz n = o 

wobei, wegen der Rotationssymmetrie des Axialgeschwin- 
digkeitsprofils a 1 = 0 ist. Damit 1/igt sich der folgende analy- 
tische Ausdruck fiir die Richardsonzahl in der Rohrmitte 
angeben 

6 N 2 
lim Ri . . . . .  (11) 
~ o  4 a22 4- N 2 

Verwendet man die Grenzwertbetrachtung (11), so kann 
man auch den Vertauf des Mischungsweges ffir f --, 0 analy- 
tisch berechnen. 

R=I ( 6 N 2 ~z Rl° 
1 - f i i 2 a ~ N U  mr ~ o  02) 

Mit den nun bekannten Geschwindigkeits- und Mischungs- 
wegverteilungen kann G1. (2) weiter spezifiziert werden. 
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Bild 3. EinfluB des Reynoldszahlenverhfiltnisses N auf den hydro- 
dynamischen Mischungsweg und auf die Richardsonzahl 

Durch Einsetzen yon G1. (4) in (2) ergibt sich die Energie- 
gleichung in der folgenden Form: 

o f{ f<7 8 T  1 2 + o c p l l q  -~r 

[ 8 /'V \\2-]1/2"} ~T-] 

+t r~rrt~)) J j>r~7 J (13) 

mit den Randbedingungen: 

T(z=0, r)= r 0 (14) 

~rT =o=0 (15) 

Als weitere Randbedingung tritt noch jene ffir r = R hinzu. 
Es werden zwei verschiedene Ffille untersucht, in Abschn. 2.1 
,,Konstanter W/irmestrom an der Rohrwand" 

a T  
- 2 ~ r r  ,=s~ = G,w (16) 

und Abschn. 2.2 ,,Konstante Wandtemperatur" 

T(z,  r = R )  = T,~ (17) 

2.1 Konstanter Wdrmestrom an der Rohrwand 

Bei der Betrachtung eines konstanten W/irmestromes an der 
Wand, wird yon der Energiegleichung 03) mit den Randbe- 
dingungen (I4)-(16) ausgegangen. 

Die Gln. (13)-(16) lassen sich durch das Einffihren der 
tblgenden dimensionslosen Gr6gen umformen: 

T--~ 
O -  

q,,w R 

2 

z 2 

R R e P r '  

V z r ~7~ = --  ; g = --" 
G R ' 

Vz D v 
Re = - -  ; Pr = - (18) 

v a 

Recp 
N ~ ¸ -  " 

Re  

Damit lfiBt sich G1. (13) umschreiben: 

~ I {  1 l lq[ (8gz~ 2 [/1 ~2ql/2)  80~ . . a o = ~  + e r R e - -  

(19) 

mit den Randbedingungen: 

0 (~ = 0, r3 = 0 (20) 

8~r0 ~=o=0 (21) 

80 = - 1. (22) 

G1. (19) stellt mit den Randbedingungen (20)-(22) eine Form 
des turbulenten Graetz-Problems dar. 

Das Problem der thermischen Anlaufstr6mung ffir ein 
axial durchstr6mtes, nichtrotierendes Rohr mit konstantem 
W/irmestrom an der Rohrwand wurde ausffihrlich yon 
Sparrow, Hallman und Siegel [8] behandelt. Ffir den Fall der 
Wfirmefibertragung im axial durchstr6mten rotierenden 
Rohr mit konstantem W/irmestrom an der Rohrwand wur- 
den yon Reich [5] die Nusseltzahlen ffir die hydrodynamisch 
und thermisch roll ausgebildete Str6mung angegeben. Der 
technisch weitaus bedeutsamere Fall der thermischen An- 
laufstr6mung wurde noch nicht behandelt. 

Zur L6sung der Energiegleichung (19) wird die Tempera- 
turverteilung aufgeteilt: 

0 = 01 + 02 . (23) 

Hierbei ist 01 die Temperaturverteilung der thermisch roll 
entwickelten Str6mung, 02 stellt einen Anteil der L6sung 
dar, der weitgehend die Form des Temperaturprofils ffir 
kleine z bestimmt und ffir z/D >> 1 gegen Null geht. Setzt man 
den Ansatz (23) in G1. (19) und in die Randbedingungen 
(20)-(22) ein, so erhfilt man 

801 8 [- .80,7 
~ f  ~ - - =  ~ L E ( ~ r  ~ - J  (24) 

80, (e, 1) = - 1  (25) 
8f 

~01 z -~}- (-, 0) = 0 (26) 

~02 ~ V 802q 
g=f ~ -  = ~ L E  (r") ~ -~-J (27) 

802 Z ~ (-, 1) = 0 (28) 

802 Z 0 ~ ( - , )  = 0 (29) 

mit der Funktion E (r') 

I lq I-/'8~ ~2 /1  \2"-11/2 
= ,  
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und der Randbedingung 

5 = 0 : 0 1 + 0 2 = 0 .  (20) 

2.1.1 Die voll entwickelte Str6mung 

Ffir den Fall des voll ausgebildeten Temperaturprofils steigt 
die Temperatur des str6menden Mediums mit wachsendem 

linear an. Es wird deshalb ffir 0~ der Ansatz 

0~ = c ,  5 + 0  (~ (31) 

Es sei hier bemerkt, dab Nu~ fi~ N -~ oo gegen den Wert 
4.36 geht, also gegen die Nusseltzahl der laminaren, ther- 
misch voll entwickelten Str6mung bei konstanter Wfirme- 
stromdichte an der Rohrwand. Die L6sung (37) gilt dann mit 
einer Abweichung yon ~ 2 %  zur exakten L6sung [9] bereits 
fiir 5~0.1, d.h., wenn z/D~0.1 RePr/4 ist. Aus diesem 
Grunde mul3 f~r Re = 5000, Pr=0.71, z/D ~ 89 sein, his die 
Str6mung thermisch voll ausgebildet ist. Es wird deutlich, 
dab die Anlauflfinge ffir groBe Reynoldszahlen aufgrund der 
Relaminarisierungseffekte sehr groge Werte annimmt. 

gemacht [9]. Sezt man G1. (31) in die Gln. (24) bis (26) ein, so 
ergibt sich: 

~ f ( f =  1) = - 1 (33) 

@P(f=0) = 0.  (34) 

In G1. (31) und (32) treten insgesamt drei zu bestimmende 
Konstanten auf. Zwei sind durch die Randbedingungen (33) 
und (34) festgelegt. Die dritte Konstante erh/ilt man aus einer 
W/irmebilanz. Die W/irmemenge, die fiber die Rohrmantel- 
fl/iche dem Fluid zugeffihrt wird, muB sich in einer Enthal- 
pieerh6hung des Fluids bemerkbar machen: 

2n R 

- 2  rcRzg!~,~, = ~ ~ ~ c v ( T -  To)v~rdr&o. (35) 
0 0 

Gleichung (35) lautet in dimensionsloser Form nach Integra- 
tion fiber ~0: 

1 

- 5  = ~ O~ ~ fd f .  (36) 
0 

Die Temperaturverteilung ffir die thermisch voll ausgebil- 
dete Str6mung im axial rotierenden Rohr wurde schon unter 
[5] berechnet. Sie gilt nur ffir z/D >> 1. Die L6sung lautet: 

0~ (f, 5) = - 2  ~ + ~(~ + C 3 (37) 

mit der Konstanten C3: 
1 

Ca = - 2  ~ ~7(~ fS~df (38) 
O 

und der Funktion ~(~: 

) ~ ( ~ = o  ~ ig~(~)¢d~o dr/. (39) 

Als Nusseltzahl ffir die thermisch voll ausgebildete Str6- 
mung im rotierenden Rohr erhfilt man [ 5 ]  

D ~T 
~Tr ~=R --2 

Nu~ T~-Tb ~(1)+C 3 (40) 

2.1.2 Die Temperaturfunktion 02 

Mit Hilfe der bereits berechneten Funktion 0 t 1/iBt sich die 
Randbedingung ffir 5 = 0 fiir 02 formulieren. 

0 (5=0 ,~  = 0 = 01 + 02 = 0 ( 0  + 02 (41) 

02 (5 = 0, ~ = -- O (r"). (42) 

Die Funktion 02 bestimmt sich somit aus der folgenden 
Differentialgleichung und den Randbedingungen (28), (29) 
und (42) 

8 r ao# 

~02 z ~ F  (-' 1) = 0 (28) 

U;2(5, O) = 0 (39) 

i( = ~z(~)~d~ d t l + 2 ~ q ( f ) f g z d f .  

(42) 

Diese parabolische Differentialgleichung 1/il3t sich mit Hilfe 
eines Separationsansatzes der Form 

02 = F (5) R (r3 (43) 

16sen. Man erhfilt das folgende Sturm-Liouville'sche Eigen- 
wertproblem 

d 
[E (f) f R', (f)] + ,~2 ~z (~ f R, (~ = 0 (44) 

mit den beiden Randbedingungen 

R; (1) = 0 (45) 

R; (0) = 0 (46) 

und einer angenommenen Normierungsbedingung 

R, (0) = 1. (47) 

Die Funktionen F~(5) lassen sich sofort angeben: 

F,~(~) = A, e ~:"~. 

Damit kann auch die Gesamtl6sung yon (27) angegeben 
werden; 

02 £ - ' ~  = C . R . ( f )  e " . ( 4 8 )  
n = O  
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Tabelle 1. Eigenwerte und Konstanten ffir verschiedene DurchfluB-Reynoldszahlen (Pr=0.71). Konstanter W~rmestrom an der Rohrwand 

N )~o 2 )~ )o~ 22 2] C o R o (1) C~ Rx (1) C 2 R 2 (1) C 3 R 3 (1) C 4 R 4 (1) Nu® 

Re = 5000 
0.0 0.00 152.95 436.18 850.68 1402 .43  0.00 0.0287 0,0156 0.0100 0.0068 19.44 
1.0 0.00 80.76 250.74 502.90 837.43 0.00 0,0409 0.0183 0.0110 0.0080 15.t7 
2,0 0.00 46.13 146.25 297.66 500.30 0.00 0.0654 0.0259 0.0152 0.0103 10.84 
3.0 0.00 30.56 97.52 199.53 336.65 0.00 0.0946 0.0358 0.0201 0.0133 8.09 
5,0 0,00 18.62 59.73 122,80 207.94 0.00 0.1467 0,0537 0.0292 0.0187 5.59 

20.0 0.00 12.87 41.91 87.11 148.35 0.00 0.1984 0.0691 0,0365 0.0231 4.36 

Re = 10,000 
0.0 0.00 279,41 803.45 1 5 5 4 , 3 9  2544.80 0.00 0,0148 0.0086 0.0061 0.0044 31.59 
1.0 0.00 130.62 410.72 826.65 1376 .02  0.00 0.0241 0.0105 0.0069 0.0051 23.54 
2.0 0.00 69.38 221.51 451.83 759.58 0.00 0.0425 0.0165 0.0098 0.0068 15.88 
3.0 0.00 42.65 136.70 279.94 472.32 0.00 0.0672 0.0252 0.0143 0.0096 1 t,01 
5.0 0.00 22.44 71.96 147.97 250.37 0.00 0.1221 0.0447 0.0245 0.0159 6.57 

20.0 0.00 t2,87 42.01 87.18 148,35 0,00 0.1984 0.0694 0.0366 0.0231 4.37 

Re = 20,000 
0.0 0.00 505.25 1476.01  2865.89 4676.89 0.00 0.0077 0.0044 0.0033 0.0026 52.57 
1.0 0.00 216.04 687.15 1 3 9 2 . 0 3  2324.21 0.00 0.0140 0,0058 0.0037 0.0028 37.89 
2,0 0,00 108.93 350.64 717.64 1208 ,68  0.00 0,0266 0,0100 0,0058 0.0041 24.54 
3.0 0.00 63.24 203.82 418.39 706.46 0.00 0.0450 0,0165 0.0093 0.0062 16.09 
5.0 0.00 28.57 92.04 189.37 320.56 0.00 0.0960 0,0349 0.0192 0.0125 8.23 

20.0 0.00 12.87 42.01 87,25 148.55 0.00 0.1980 0.0692 0.0365 0.0231 4.37 

Re = 50,000 
0.0 0.00 1115 .14  3281 .90  6428 .25  10541.09 0.00 0.0034 0.0018 0.0013 0.0011 105.54 
1.0 0.00 436.34 1396 .90  2846.20 4775.51 0.00 0.0068 0.0027 0.0016 0.0012 74.00 
2.0 0.00 210.11 679.36 1 3 9 5 . 3 0  2356.11 0.00 0.0136 0.0048 0.0028 0.0019 46.34 
3.0 0.00 115.92 375.17 772.10 1306 .02  0.00 0.0246 0.0088 0.0049 0.0032 28.98 
5.0 0.00 44.17 t42,76 294.02 497,86 0.00 0.0630 0.0225 0.0123 0.0080 12.45 

20.0 0.00 12.92 42.10 87.47 148.93 0.00 0.1975 0.0689 0.0363 0.0229 4.38 

Die Konstanten C,, erh/ilt man aus der Anfangsbedingung 
(42) mit Hilfe der Orthogonalit / i tseigenschaften der Eigen- 
funktionen R,(f)  [10]: 

1 

~-- g) (~) ~ (7) f R.  (r') df  
0 (49) 

Cn ~ 1 

~ (r-) fR~ (~) df  
0 

Der Ausdruck (49) 1/iBt sich stark vereinfachen (siehe An- 

hang) und man erh/ilt: 

R.(1)  

C . -  1 (50) 

0 

Die Eigenwerte 2, wurden numerisch berechnet. Hierzu 
wurde die Differentialgleichung (44) mit den Randbedingun-  
gen (45), (46) und der Normierungsbedingung (47) fiir einen 
angenommenen Eigenwert 2" yon der Rohrmitte aus inte- 
griert. Durch *dTberpri.ifen der Randbedingung (45) wurde 
festgestellt, ob ~ ein Eigenwert yon (44) war. Traf dies nicht 
zu, so wurde ein neues .~ gew~hlt und mit diesem die Rech- 

nung durchgeffihrt, bis ein Vorzeichenwechsel bei R', (I) auf- 
trat. War dies der Fall,  so konnte der Eigenwert, der im 
Intervatl  [7~, )7 lag, leicht dutch Intervallschachtelung gefun- 
den werden. Die Eigenwerte 2 n sind in Tabelle 1 ffir verschie- 
dene Reynotdszahlenverh/ittnisse N und verschiedene Rey- 
noldszahlen angegeben. 

Damit  ist die Gesamtl6sung f/~ den Temperaturverlauf  
im Bereich des thermischen Anlaufs bekannt:  

O(L~)= - -25  + ~ ( f ) +  ~2 C ,R , ( f )  e ~ .  (51) 
n = 0  

Mit  dem Temperaturgradienten an der Wand kann die lo- 
kale Nusseltzahl berechnet werden 

Nu - '~ (52) 
L - - T b  T w - T b  

Hierin stellt Tw die Wandtempera tur  dar. T b ist die .bulk-  
temperature":  

2~ R 

5 5 T(r ,z )  v=rdrdp 
o o (53) 

r b - -  2rt R 

~ v~r dr dqo 
0 0 
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Macht  man  die Gln. (52) und (53) in gewohnter Weise dimen- 
sionslos, so erh/ilt man:  

- 2  
Nu - (54) 

o(~, ~)-o~(~ 
1 

S 0(~, e) ~ d ~  
0 

Ob - -  1 ( 5 5 )  

g~f df 
0 

Aus der V0raussetzung eines konstanten Massenstroms 

2r~ R 

rh=QGrcR z =0 ~ ~ Grdrd(o (56) 
0 0 

folgt 
1 

.f ~ F d f  = ½. (57) 
o 

Damit  ergibt sich 0 b zu 

i 

0 b = 2 ~ 0 (f, 2) ~ ~ dF. (58) 
0 

Setzt man G1. (23) und G1. (58) in G1. (54) ein, so ffihrt dies zu 
folgendem Ausdruck ffir die lokale Nusseltzahl: 

- 2  
Nu - (59) 

01 (1, z ] -  0~ (~) + 02 (t, ~ - 0~ (z'3 

01 (I, 5)--Ob~ (~) wurde von Reich [5] berechnet 

O~ (1, Z) - Ob~ (Z) = ~(1) + C3. (60) 

Der zweite Ausdruck im Nenner von (59) lfigt sich einfach 
bestimmen. Die Temperaturvertei lung 02 an der Rohrwand 
ist durch Gl. (48) gegeben. Setzt man diese in G1. (58) ein, so 
ergibt sich: 

1 

Ob =2 ~ C,e ; : ~ / R , ( ~ G ( ~ F d F .  (61) 
n = O  0 

Das in diesem Ausdruck auftauchende Integral lfiBt sich mit 
Hilfe der Differentialgleichung (44) berechnen: 

o f E (tO d~ ., R ,  (r-') 5 z (f) F d7 = - -  

- FE(r-) / 1 2 = 0 .  (621 

Damit  ergibt sich ffir die Nusseltzahl 

- -2  
Nu = (63) 

G(1) + c3 + 2 c.R.(1) e ~"~ 
/1=0 

Unter  Verwendung von Gl. (40) ffir Nu~ erh/ilt man aul3er- 
dem: 

Nu t 
(64) 

Nuoo 1-t ~ B~ e -~~ 
n = 0  

10 3 

T 
8 

z 

10 2 

10 ~ 

10 0 
10 3 10 ~ 10 5 
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Bild 4. Verlauf der Nusseltzahl ffir die hydrodynamisch und ther- 
misch ausgebildete Str6mung fiber der DurchfluB-Reynoldszahl Re 
mit dem Reynoldszahlenverh/iltnis N als Parameter. Konstante 
Wfirmestromdichte an der Rohrwand 

In Tabelle I sind die Werte C,, R n (1) sowie die Eigenwerte 2, 
ffir verschiedene DurchfluB-Reynoldszahlen und verschie- 
dene Reynoldszahlenverhfiltnisse N angegeben. Zur  Bestim- 
mung der 6rtlichen Nusseltzahl liest man  zunfichst die Nus- 
seltzahl ffir die voll ausgebildete Str6mung aus Bild 4 ab 
oder entnimmt sie Tabelle 1. Damit  ist nach Gl. (40) 
~(1) + C 3 bekannt. Mit Hilfe der gegebenen Eigenwerte 2, 
und C~ R~ (1) ist es dann m6glich, die Nusseltzahl als Funk-  
tion yon ~ aus G1. (63) zu berechnen. 

Die Ergebnisse der analytischen Betrachtung sind in den 
folgenden Abbildungen ffir Luft (Pr -- 0.71) graphisch darge- 
stellt. In Bild 4 ist ffir konstante W/irmestromdichten an der 
Wand die Nusseltzahl Nuoo der ausgebildeten Str6mung 
fiber der DurchfluB-Reynoldszahl aufgetragen, mit dem 
Reynoldszahlenverhfiltnis N als Parameter.  Der Laminari-  
sierungseffekt durch die Rotation ist deutlich erkennbar. Ffir 
N ~ Go strebt Nu gegen den Wert Nu = 4.36 der laminaren 
Rohrstr6mung. 

In Bild 5 sind die Gegebenheiten des thermischen Anlaufs 
dargestellt. Aufgetragen ist der Verlauf von Nu/Nu~o als 
Funktion yon z/D fiir verschiedene Reynoldszahlen. Man  
erkennt deutlich wie die Einlaufl/inge ffir wachsende Rey- 
noldszahlenverhfiltnisse N betr/ichtlich anw/ichst. Ffir 
N ---, oo (N = 20.0) geht die Anlaufl/inge gegen die einer lami- 
naren Str6mung: 

L~a ~ 0.05 Re Pr. (65) 
D 

Dieser EinfluB wird besonders ffir groBe Reynoldszahlen 
spfirbar. Bei einer DurchfluB-Reynoldszahl yon Re = 50,000 
ist die Str6mung auch ffir kleine Reynoldszahlenverh/iltnisse 
(z.B. N = 1 )  selbst nach 80 Rohrdurchmessern noch nicht 
thermisch voll ausgebildet. 
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Bild 5. Verlauf yon Nu/Nu~ fiber der Rohrlfinge mit N als Parameter. Konstante Wfirmestromdichte an der Rohrwand 
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Bild 6. Einflul3 des Reynoldszahlenverh/iltnisses N auf die Nusselt- 
zahl ffir z/D = 40. Konstante Wfirmestromdichte an der Rohrwand 

In Bild 6 ist die Nusseltzahl ffir z/D = 40 fiber der Rey- 
noldszahl mit N als Parameter dargestellt. Genau wie in 
Bild 4 ist die Laminarisierung der Str6mung aufgrund des 
wirkenden Kraftfeldes zu erkennen. Zum Yergleich wurden 
MeBwerte yon Reich [5] eingetragen. Messung und Rech- 
hung stimmen gut fiberein. 

2.2 Konstante Wandtemperatur 

Ffir den Fall der konstanten Rohrwandtemperatur tritt zur 
Energiegleichung (13) und den beiden Randbedingungen 
(14) und (15) noch die gefinderte Randbedingung (17) hinzu. 
Damit lautet die Energiegleichung 

~T 1 
OCPG ©z r ~r 

,~ ~/)z 2 

a,-t,,.)) j j 
(13) 

und die Randbedingungen 

T(z =0,  r) = T O (t4) 

aT  = 0  (15) 

T(z, r = R )  = ~ .  (17) 

Cannon und Kays [ t l ]  untersuchten experimentell den Ein- 
fluB der Rotation auf die W/irmefibertragung in einem axial 
rotierenden Rohr mit konstanter Wandtemperatur bei 
gleichzeitigem hydrodynamischen und thermischen Einlauf. 
Der Fall der Wfirmefibertragung in einem axial rotierenden 
Rohr mit konstanter Wandtemperatur ist bisland theore- 
tisch noch nicht behandett worden. 
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Gleichung (1.3) und die Randbedingungen (14), (15) und 
(17) werden nun auf die gteiche Art dimensionslos gemacht 
wie in Abschn. 2.1. Der einzige Unterschied besteht im Ein- 
ffihren einer neuen dimensionslosen Temperatur und der 
gefinderten Randbedingung (17) 

0" = T -  T,~. (66) 
To- T~ 

Mit den dimensionslosen Gr6gen ergibt sich 

5~e~---~ = ~ R ~ L \ a e /  aeA 
(67) 

0"(~= O, r") = t (68) 

~r~-) ~=0 = 0 (69) 

0"(~, f =  1) = 0. (70) 

Die lineare, parabolische Differentialgleichung (67) mit der 
Anfangsbedingung (68) und den beiden Randbedingungen 
(69) und (70) lfiBt sich mit Hilfe eines Separationsansatzes 

g =  Z(z-') H(f) (71) 

16sen. 
Das zugeh6rige Sturm-Liouville'sche Eigenwertproblem 

lautet: 

[ dH.q 2 
E(r')f ~ - J +  2. 5=(~f H.(r') = 0 

= 0 : / / .  (0) = 1 ,  dH, /d f  = 0 

~= ~ :H. (1 )=0 .  

(72) 

(73) 

(74) 

Die Eigenwerte 2, wurden genauso berechnet, wie unter 2.1 
beschrieben. Die Temperaturverteilung ist somit bekannt. 
Sie lautet: 

_d2z 
0"(f, ~) = ~ C, H, e ~"~. (75) 

n = O  

Die Konstanten C, berechnen sich mit Hilfe der Orthogona- 
litfitseigenschaften der Eigenfunktionen H, zu: 

1 

0 
C, 1 

,f ~rHZ~ d~ 
0 

(76) 

Das Integral im Z/ihler von G1. (76) 1/iBt sich mit Hilfe der 
Gln. (72) bis (74) umschreiben. Es ergibt sich: 

--H'.(I) (77) 

2 2 y 5 z FH f df 
o 

Die Eigenwerte 2, sind in Tabelle 2 ffir verschiedene 
Reynoldszahlenverh/iltnisse N und ffir verschiedene Rey- 
noldszahlen angegeben. Die lokale Nusseltzahl Nu = 
D oT ,J(T~--Tb) lfiBt sich mit Hilfe der dimensionslosen 

Variablen umschreiben: 

N u - 2 ~, 1,~ 
(78) 

wobei 0" b die dimensionslose ,,bulk temperature" ist. 

1 

O b - - O  i 

g=fdf 
0 

(79) 

Gleichung (79) wird mit Hilfe von G1. (57) umgeformt und 
man erMlt: 

1 

0" b = 2 ~ 0"(f, ~) b~?df. (80) 
0 

Setzt man G1. (75) in G1. (80) ein und verwendet wieder die 
Gln. (72) bis (74), so gewinnt man den folgenden Ausdruck 
ffir ~b: 

2 o~ _ H i ( l )  _ ~  
Ob = -- ,~0 C, --55-- e (81) 

= 2 n 

Damit erh/ilt man die Nusseltzahl in der ffir nichtrotierende 
Rohre schon oft angegebenen Form: 

k _ , 22~, C, It',(l)e " 

n = O  Nu = (82) 
H,',(1) _ ~  

C, ---~- e 
n = 0  2 n 

Die Nusseltzahl ffir die hydrodynamisch und thermisch voll 
ausgebildete Str6mung ergibt sich aus dem Grenzfibergang 

Z---~ o o :  

lira Nu = Nu~ = 22 . (83) 
z-+oD 

Die Konstanten C, H i (1) sind ebenfalls in Tabelle 2 ffir ver- 
schiedene Reynoldszahten und Reynoldszahlenverh/iltnisse 
N angegeben. Mit Hilfe tier Tabelle 2 und G1. (82) kann so- 
mit die lokale Nusseltzahl an jeder gewfinschten Stelle 
berechnet werden. 

Die Ergebnisse der analytischen Betrachtungen sind in 
den folgenden Abbildungen, ffir Luft als Str6mungsmedium 
(Pr = 0.71), graphisch dargestellt. In Bild 7 ist ffir die ausge- 
bildete Str6mung Nu~ fiber Re mit N als Parameter aufge- 
tragen. Man erkennt deutlich, dab sich die Wfirmefibertra- 
gung mit wachsender Rohrrotation infolge des Laminari- 
sierungseffektes verschlechtert. Ftir den Grenzfall N ~ 
strebt die Nusseltzahl gegen 3.65, also gegen die Nusseltzahl 
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Tabelle 2. Eigenwerte und Konstanten ffir verschiedene Durchflul3-Reynoldszahlen (Pr =0.71). Konstante Wandtemperatur 

N 202 ;,~ )? 2~ )~] -Coi l ; (1 )  -C~HI(1) -C2H; ( I )  -C3H;(1)  -C4H;(1)  

Re = 5000 
0.0 18.56 205.16 535.58 1001 .77  1605.46 8.82 2.68 2.24 2.11 2.02 
1.0 t4.10 1t5.33 308.16 588.08 953,22 6.49 2.69 1.95 1.69 1.58 
2.0 9.79 70.61 185.02 352.17 571.59 4.35 2.27 1.70 1.45 t.31 
3.0 7.15 48.76 126.32 239.45 388.08 3.11 1.81 1.42 1.23 1.16 
5.0 4.81 31.01 79.39 149.98 242.62 2.03 1.32 1.09 0.96 0.88 

20.0 3.64 22.29 57.01 107.65 174.36 1.50 1.09 0.93 0.83 0.77 

Re = 10,000 
0.0 30.47 356.94 951.42 1790 .03  2872.88 14.65 3.74 2.92 2.73 2.64 
1.0 22.07 1 8 1 . 2 9  490.82 944.03 1537.44 10.25 3.97 2.65 2.19 1.98 
2.0 14.39 104.20 274.97 525.58 855.43 6.46 3.21 2.33 1.91 1.68 
3.0 9.79 67.13 174.62 331.88 538.76 4.29 2.45 1.86 1.57 1.40 
5.0 5.72 36.93 94.86 179.33 290.45 2.43 1.54 1.25 1.09 0.99 

20.0 3.64 22.29 57.01 107.73 174.41 1.50 1.09 0.93 0.83 0.77 

Re = 20,000 
0.0 51.07 6 2 6 . 5 3  1694.74  3216 .99  5183.61 24.74 5.64 4.01 3.60 3.46 
1.0 35.69 294.83 804.66 1557 .61  2548.73 16.69 6.23 3.87 3.01 2.61 
2.0 22.37 1 6 2 . 0 8  429.04 822.83 1342.84 10.09 5.05 3.46 2.72 2.31 
3.0 14.39 98.82 2 5 7 . 6 2  490.65 797.88 6.33 3.59 2.66 2.19 1.90 
5.0 7.15 46.81 120.37 227.89 369.31 3.06 1.93 1.54 1.33 1.19 

20.0 3.64 22.37 57.07 107.81 174.56 1.50 1.09 0.93 0.83 0.77 

Re = 50,000 
0.0 103.16 1351.74 3679.56  7030.28  11396.02 50.30 10.38 6.86 5.68 5.16 
1.0 70.09 5 8 7 . 2 6  1610.65  3130 .91  5143.33 32.98 11.90 7.02 5.13 4.19 
2.0 42.49 310.03 822.22 1579 .93  2583.70 19.26 9.53 6.35 4.81 3.92 
3.0 25.94 180.36 470.45 896.89 I460.10 11.47 6.53 4.76 3.82 3.23 
5.0 10.90 72.09 185.61 351.66 570.29 4.68 2.95 2.32 1.98 1.76 

20.0 3.70 22.44 57.25 108.13 175.08 1.51 1.09 0.93 0.83 0.77 
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Bild 7. Einflug des Reynoldszahlenverh~iltnisses N auf die Nusselt- 
zahl der voll ausgebildeten Str6mung. Konstante Wandtemperatur 

ffir die laminare Rohrstr6mung mit konstanter  Wandtempe- 
ratur. In Bild 8 ist ffir verschiedene DurchfluB-Reynoldszah- 
len der Verlauf der Nusseltzahl fiber z/D mit N als Parameter 
fiir den thermischen Anlauf dargesteltt. Genau  wie im Fall 
der konstanten Beheizung der Rohrwand wird deutlich, dab 
die Rohrrotation zu einer sehr starken Verlfingerung des 
Anlaufbereichs ffihrt. Allerdings ist der thermische Einlauf- 
bereich im Fall der konstanten Rohrwandtemperatur stets 
kleiner als bei konstantem W/irmestrom an der Wand. Dies 
ist eine Folge des Temperatursprungs, den man im Fall kon- 
stanter Wandtemperatur  an der Stelle i f=0 aufpr~igt. Da- 
durch wird der Temperaturgradient an der Stelle i f=0  
unendlich grog, was eine sehr groge Temperatur/inderung in 
5-Richtung ffir kleine ff zur Folge hat. Damit  nimmt jedoch 
auch die Nusseltzahl schneller ab, als im Fall des konstanten 
W/irmestroms an der Wand, bei dem der Temperaturgra- 
dient fiir ff = 0 einen definierten Wert zugewiesen bekommen 
hat. 

Bild 9 zeigt einen Yergleich der 6rtlichen Nusseltzahl mit 
Experimenten yon Abbrecht und Churchill [12] fiir das nicht 
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Bild 8. Verlauf der bezogenen Nusseltzahl Nu/Nu~ fiber der Rohrlfinge mit dem Reynoldszahlenverhfiltnis N als Parameter. Konstante 
Wandtemperatur 

2,0 

L8 

!1,6 ~ 

z1,4 
Z 

1,2 

1,0 

Re 65000 • Experiment 
nach [12] 

2 4 6 8 10 12 14 18 18 20 
Z/D 

Bild 9. Verlauf der Nusseltzahl fiber der Durchflul3-Reynoldszahl 
ffir das nichtrotierende Rohr. Konstante Wandtemperatur 

rot ierende Rohr. Es ist eine sehr gute Obere ins t immung zwi- 
schen Theorie und Messung feststellbar. Ffir den Fal l  des 
rot ierenden Rohres mit konstanter  Wandtempera tur  und 
hydrodynamisch  voll ausgebildeter Str6mung sind keine 
Messungen bekannt.  

3 Sch luBfo lgerungen  

Durch die Rohrrota t ion  und die damit  verbundene Lamina-  
risierung der StrSmung verschlechtert sich der W/irmefiber- 

gang. Gleichzeitig wird die thermische Einlaufl/inge mit stei- 
gendem Reynoldszahlenverh/il tnis s tark vergr613ert. Es 
erscheint deshalb ratsam gerade bei gr6geren Durchflug- 
Reynoldszahlen den Effekt der Rotat ion auf dfie Vergr68e- 
rung der thermischen Einlaufl/inge nicht zu vernachl/issigen, 
da dies unter Umst/inden zu grogen Abweichungen fiihren 
kann. 

A n h a n g  

Vereinfachung der G1. (49): 
1 

C,, = o (49) 
I 

~ ~ (~R~(Od~  
0 

Das Integral im Zfihler yon OI. (49) 1/iBt sich explizit berechnen. 
Ersetzt man 5~ fR,  mit Hilfe von G1. (44), so erh/tlt man 

i 

0 A n 0 

Aus (A) ergibt sich durch partielle Integration 
1 1 1 1 dr/,' 

2~. O (r') E (F) F R' (~ o -- ~-~,t, oS N2 E (r-) f R" dF (B) 

Der erste Ausdruck in (B) ist Null wegen der Randbedingung (45). 
Das Integral in (B) 1/il3t sich durch erneute partielle Integration, 
unter Beachtung der G1. (32), berechnen 

1 E ( r ' ) F R ' , d f = - U + ~  2 SR, g~'Tdf. (C) 
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Das Integral in (C) ist Null, was aus G1. (44) mit Hilfe der Randbe- 
dingungen (45) und (46) sofort ersichtlich ist. Setzt man (C) in 
G1. (49) ein, so erh/ilt man G1. (50) 

R,(1) 

C,, = 1 (50) 
~z (~ ~ R. ~ (r') d~ 

0 
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