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Wiirmeiibertragung in einem axial rotierenden, durchstriimten Rohr 
im Bereich des thermischen Einlaufs 
Teil 2: Einflufl der Rotation auf eine laminare Striimung 

B. Weigand und H. Beer, Darmstad t ,  BRD 

Heat transfer in an axially rotating pipe in the thermal Tb 
entrance region. Part 2: Effect of rotation on laminar pipe flow ~z 

v 
Abstract. The effects of tube rotation on the temperature distribu- y+ = (1 - f ) R e , ,  
tion and the heat transfer to a fluid flowing inside a tube are exam- 
ined by analysis in the thermal entrance region. The flow is assumed ~/ 
to be hydrodynamically fully developed. The rotation has a destabi- 0, g 
lizing effect on the laminar pipe flow, causing a transition to turbu- 2 
lent flow. Therefore, a remarkable increase in heat transfer with 2,~ 
increasing rotational Reynolds number can be observed. The ther- 

Y 
real entrance length decreases remarkably with growing rotational 
Reynolds number. q) 

~,~ 
Zusammenfassnng. Der EinfluB der Rotation auf das Temperatur- 
profil und die W~irmefibergangszaht einer laminaren Rohrstr6mung Indizes 
im Bereich des thermischen Einlaufs wird theoretisch untersucht. Es 
wird angenommen, dab das Geschwindigkeitsprofll voll ausgebildet rn 
ist. Die Rotation hat einen destabilisierenden EinfluB auf die Lami- r 
narstr6mung, die umschl/igt und turbulent wird. Aufgrund der An- w 
fachung der Turbulenz durch die Rotation verbessert sich die W/irme- z 
iibertragung mit steigender Rotations-Reynoldszahl und die ther- 0 
mische Eintauflfinge nimmt betr/ichtlich ab. 0 

cp 

Formelzeichen 

a Temperaturleitzahl 
Co, C,,, Ct, C 3 Konstanten 
Cp spezifische W/irme bei konstantem Druck 
D Rohrdurchmesser 
E Funktion nach G1. (16) 
H. Eigenfunktionen 
l hydrodynamischer Mischungsweg 
lq thermischer Mischungsweg 
N = R%/Re  Reynoldszahlenverhfiltnis 
Nu Nusseltzahl 
Nu~ Nusseltzahl fiir die thermisch voll ausgebildete 

Str6mung 
Pr Prandtlzahl 
Pr t turbulente Prandtlzahl 
c~ Wfirmestromdichte 
Re ,  Schnbspannungsreynoldszahl 
R, Eigenfunktionen 
Re = v~ D/v Durchflug-Reynoldszahl 
R% = v~,o D/v Rotations-Reynoldszahl 
R Rohrradius 
r Koordinate in radialer Richtung 
f = r/R Dimensionstose Koordinate in radialer Richtung 
T Temperatur 

"bulk temperature" 
mittlere Axialgeschwindigkeit 
Geschwindigkeit 
dimensionsloser Wandabstand 
Integrationsvariable 
Integrationsvariable 
dimensionslose Temperaturen 
W/irmeleitzahl 
Eigenwerte 
kinematische Viskositfit 
Dichte 
tangentiale Koordinate 
Hilfsfunktionen 

in der Rohrmitte 
radial 
an der Rohrwand 
axial 
am Rohreintritt 
ohne Rotation 
tangential 

1 Einleitung 

Rotierende Str6mungen liegen bei einer Vielzahl str6mungs- 
und w/irmetechnischer Vorg/inge und Verfahren vor. In der 
Praxis handelt  es sich hierbei meist um turbulente Str6mun- 
gen. Ungeachtet  dessen ist aber auch die laminare Rohr- 
s tr6mung mit  aufgepr/igter Rotat ion von erheblichem Inter- 
esse. Uberlager t  man einer laminaren Rohrst r6mung eine 
Star rk6rperrota t ion ,  so wird die Str6mung instabil  und tur- 
bulente Schwankungsbewegungen werden angefacht. Mack-  
rodt  [1] konnte  t 971 die Stabilit/itsgrenze f/Jr diese Str6mung 
theoretisch best immen und sie experimentell  verifizieren. Er 
stellte lest, dab die Stabilitfitsgrenze f/.ir eine Hagen-Poiseui l-  
le-Str6mung bei R e  = 165,76, R %  = 53,92 liegt. Auch Mura-  
kami und Kikuyama  [2] wiesen durch Messungen der Ge- 
schwindigkeitsprofile einen destabil isierenden Einflul3 der 
Rotat ion auf die laminare,  voll ausgebitdete Rohrst r6mung 
nach. Bitd i veranschaulicht diesen Sachverhalt .  Mit  wach- 
sender Rotation n/ihert sich das Axialgeschwindigkeits- 
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profil der hydrodynamisch voll ausgebildeten Str6mung 2,0 
immer mehr dem einer voll turbulenten Rohrstr6mung an. 
Kikuyama u.a. [3] konnten dutch eine Modifikation der 
Prandtl'schen Mischungswegtheorie diesen Einflul3 der Ro- 
tation auf das Geschwindigkeitsprofil und auf den Druck- 
verlust ffir die hydrodynamisch ausgebildete Str6mung in ~ . 
rotierenden Rohren berechnen. Reich u. a. [4] erweiterten den J Mischungswegansatz aus [3] und berechneten ffir den Fall %0 
der hydrodynamisch und thermisch voll entwickelten Str6- ~# 
mung mit konstanter Beheizung der Rohrwand das Axial- 
geschwindigkeitsprofil, die Temperaturverteilung und die 
Nusseltzahl. Es zeigte sich, dab die W/irmefibertragung im 
laminar durchstr6mten Rohr mit wachsender Rohrrotation 
besser wird. Dies ist eine Folge der destabilisierenden Wir- 
kung der Rotation auf die Str6mung, die kurz nach dem 
Eintritt in die rotierende Rohrstrecke instabil wird und um- 
schl/igt. 

Der thermische Einlaufbereich bei hydrodynamisch voll 
ausgebildeter Str6mung wurde bislang noch nicht unter- 
sucht. Ziel dieser Arbeit ist es deshalb, den EinfluB der Rota- 1,0 
tion auf die Temperaturverteilung und auf die Wfirmefiber- 
tragung im thermischen Einlaufbereich zu untersuchen. Es 
werden die beiden Randbedingungen t 

konstanter W/irmestrom an der Rohrwand L 0,5 
- konstante Rohrwandtemperatur ,~" 

> 
betrachtet. 

2 Analyse 

Reich u.a. [4] berechneten ffir den Fall der hydrodynamisch 
voll entwickelten Str6mung das Axialgeschwindigkeitsprofil 
(Bild 1). Sie setzten bei ihren Betrachtungen ein inkompressi- 
bles, Newton'sches Fluid mit konstanten Stoffwerten voraus. 
Eine weitere Annahme bestand in einem Ansatz ffir die Tan- 
gentialgeschwindigkeitsverteilung, der schon den Berech- 
nungen in [3] zugrunde lag. Es wurde angenommen, dab das 
Fluid unter dem EinfluB der Rohrdrehung n/iherungsweise 
wie ein starrer K6rper rotiert, dab also 
/)e Y 

- ( 1 )  
v~,~ R 

ist. Bild 2 zeigt die Tangentialgeschwindigkeit der ausgebiI- 
deten Str6mung ffir zwei verschiedene Durchflug-Reynolds- 
zahlen, mit der Rotations-Reynoldszahl als Parameter. Die 
eingetragenen MeBwerte aus [3] zeigen, dab die Annahme 
der Starrk6rperrotation ffir die hydrodynamisch voll aus- 
gebildete Str6mung gerechtfertigt ist. Bild 1 zeigt Axial- 
geschwindigkeitsprofile, die unter den oben angegebenen 
Annahmen berechnet wurden. Der destabilisierende Einflug 
der Rotation ist deutlich erkennbar. Mit wachsender Rota- 
tions-Reynoldszahl sinkt die Maximalgeschwh~digkeit ab 
und das Profit wird v611iger, was dutch die st/irkere Anfa- 
chung der Turbulenz mit wachsender Rohrrotation zu erklfi- 
ren ist. Der Vergleich mit MeBwerten aus [3] zeigt eine sehr 
gute Obereinstimmung zwischen Theorie und Messung. 
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Biid 1. Einflug der Rotations-Reynoldszahl auf die Axialgeschwin- 
digkeitsprofile 
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Bild 2. EinfluB der Rotations-Reynotdszahl auf die Tangentialge- 
schwindigkeitsverteilung 

Unter den gleichen grundlegenden Annahmen wie in 
Tell i dieser Arbeit [5], erh/ilt man die Energiegleichung in 
der folgenden Form: 

~)cpG ~z r ~r 8 r J  0 r ] "  (2) 

Die in G1. (2) auftretenden Mischungswege 1 und lq sind hier- 

bei unter Hinweis auf [4] durch die folgenden Gleichungen 

gegeben 

1 = 0,4 7"° (3) 

lq 0,4 ~ -  T o 
R = ~ , , /N  ~ .  (4) 

Aus den Gln. (2) bis (4) wird deutlich, dab der turbulente 
W/irmetransport proportional R G erfolgt. Der hydrodyna- 
mische Mischungsweg To/R ffir das nicht rotierende, turbu- 
lent durchstr6mte Rohr ist durch die modifizierte Interpola- 
tionsformel nach Nikuradse [6] zu bestimmen. 

To = (1 --e -'+/26) (0,14--0,08 f 2 --0,06 F4). (5) 
R 
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Entsprechend G1. (3) wird der Mischungsweg 1/R durch die 
Rohrrotation angefacht. Die turbulente Prandtlzahl ist nach 
Messungen von Ludwieg [6] bekannt und wurde als Poly- 
nom 4. Grades angen~ihert: 

1 Tqo 
- - -  1,53- 2,82 f2 + 3,85 f3 _ 1,48 f4 (6) 

Pr, l o 

Die in den Gln. (5) und (6) auftretende Gr613e f =  f i R  ist der 
dimensionslose Radius. Zu der Energiegleichung (2) treten 
noch die Randbedingungen 

r (z = 0, r) = T O (7) 

~ = o  = 
0 (8) 

Als Randbedingung an der Rohrwand werden zwei F/ille 
untersueht: 

Konstanter 

~T r=R - 2  - -  (9) 

Konstante 

T (z, r = R) (i 0) 

W/irmestrom an der Rohrwand 

Rohrwandtemperatur 

= T w . 

2.1 K o n s t a n t e r  W d r m e s t r o m  an der R o h r w a n d  

Bei der Betrachtung eines konstanten Wfirmestromes an der 
Wand wird von der Energiegleichung (2) lint den Rand- 
bedingungen (7)-(9) ausgegangen. Die Gln. (2) und (7)-(9) 
lassen sich durch das Einfiihren der gleichen dimensions- 
losen Gr6Ben wie im ersten Tell dieser Arbeit umformen: 

T-To 
O =  

O~,w R 

2 

z 2 

5 = R R e  Pr  
R e  = f ~ D  ," P r  =-v (11) 

v a 

V z Y ~ = ~ ;  f = - - .  
v z R 

Damit erhfilt man aus G1. (2) 

~raO a[ eo] 02) 

und aus den Randbedingungen (7)-(9) 

0(~=0,7~=0 

~O = 0  
i~=O 

~0 = -i 

mit der Funktion 
1 Iq ~ 

E f t )  = l - P r  R e  --  - -  - -  
R R  Of 

(t3) 

(14) 

(15) 

(16) 

Kuo u.a. [7] untersuchten experimentell den Einflul3 der 
Rotation auf die Wfirmefibertragung in einem laminar 
durchstr6mten, rotierenden Rohr. Bei dem verwendeten 
Versuchsaufbau mit einer rotierenden, beheizten Rohrl/inge 
yon LRot /D = 8 und Wasser als Str6mungsmedium konnte 
jedoch nur der EinfluB auf die thermische und hydrodyna- 
mische Anlaufstr6mung untersucht werden. Bei konstanter 
Durchflul3-Reynoldszahl zeigte sich eine deutliche Verbesse- 
rung des W/irmefibergangs mit zunehmender Rotations- 
Reynoldszahl. Ffir den Fall der W/irmefibertragung im axial 
durchstr6mten, rotierenden Rohr mit konstantem Wfirme- 
strom an der Rohrwand wurden von Reich [4] die Nusselt- 
zahl und die Temperaturverteilung f/Jr die thermisch voll 
ausgebildete Str6mung angegeben. Die thermische Anlauf- 
str6mung ffir ein axial durchstr6mtes, nichtrotierendes 
Rohr, mit verschiedenen Randbedingungen an der Rohr- 
wand, wurde in [8] ausffihrlich diskutiert. 

Die Berechnung der Temperaturverteilung im Fluid und 
der 6rtlichen Nusseltzahl erfolgt nun analog zum Tell 1 [5] 
dieser Arbeit. Gleichung(12) mit den Randbedingungen 
(13)-(15) wird mit Hilfe des Separationsansatzes 0= 01 + 02 
gel6st, wobei 01 die voll ausgebildete Temperaturverteilung 
beschreibt. 02 bestimmt im wesentlichen die Temperaturver- 
teitung f/Jr kleine z. Auf die einzelnen Sehritte der Berech- 
nung wird hier nicht n/iher eingegangen. Es werden nut die 
Ergebnisse angegeben. Die Temperatur~:erteilung lautet: 

Off, 3) = - 2 3 + ¢ ( f ) +  • C,, R,(F) e - ;~"~ (17) 
n = 0  

mit der Funktion ¢ (r') 

~(r3 = 6(~t + c3 (18) 

2 i~z(~)~d ¢ dq_2j .O(r_) f~df  (193 
~(~=-0  ~ o  o 

Die lokale Nusseltzahl ergibt sich aus 

D ~rT w 
N u  - (20) 

ZU 
- 2  

N u  = (21) 

~;(I)+G+ Z C.R.(I)~ -~  
n = 0  

Der Term lp(1)+ C 3 ist hierbei durch Nuo~, also die Nusselt- 
zahl ffir die hydrodynamisch und thennisch roll entwickelte 
Str6mung bestimmt [4]: 

- 2  
n u ~  = tff(l) + C 3 (22) 

Die Konstanten C. in G1. (17) und G1. (21) lassen sich dutch 
den folgenden Ausdruck beschreiben: 

R.(I) 

C. - (23) 

S ~z (~ ~ R.  ~ df  
0 
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100 . . . . . .  i 
102 103 10 z' 

Re 

Biid 3. Veflauf der Nusseltzahl f/Jr die hydrodynamisch und ther- 
misch roll ausgebildete Str6mung fiber der DurchfluB-Reynoldszahl 
mit R% als Parameter. Konstanter W/irmestrom der Rohrwand 

In Tabelle 1 sind die Werte von C, R, (1), die Eigenwerte 2, 
und auch die Nusseltzahl Nu~ ffir zwei verschiedene Durch- 
fluB-Reynoldszahlen und verschiedene Rotations-Reynolds- 
zahlen aufgef/ihrt. Damit 1/iBt sich die Nusseltzahl nach 
G1. (21) an einer beliebigen Stelle z/D berechnen. Die Ergeb- 
nisse der analytischen Betrachtungen sind in den folgenden 
Bildern ffir Luft (Pr = 0,71) dargestellt. Bild 3 zeigt den Ver- 
lauf der Nusseltzahl Nuoo der ausgebildeten Str6mung, auf- 
getragen fiber der DurchfluB-Reynoldszahl, mit der Rota- 
tions-Reynoldszahl als Parameter. Ffir R% = 0 nimmt Nu~o 
den konstanten Wert 4,36 der voll entwickelten laminaren 
Rohrstr6mung mit konstantem W/irmestrom an der Wand 
an. Mit steigender Rotations-Reynoldszahl wird die Wfir- 
mefibertragung durch die auftretende Turbulenz intensiviert. 
Dies geht auch aus G1. (2) hervor, aus der man ersieht, dab 
der fibertragene W/irmestrom proportional zu R% ansteigt. 
In Bild 4 sind die Gegebenheiten des thermischen Anlaufs 
dargestetlt. Es ist die 6rtliche Nusseltzaht fiber der Axial- 
koordinate z/D, mit R% als Parameter, aufgetragen. Man 
erkennt, dab die thermische Einlaufl/inge mit wachsendem 
R% stark abnimmt. Dies ist wiederum eine Folge der auftre- 
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Bild 4. Verlauf von Nu/Nu~ fiber der Rohrlfinge mit der Rotations-Reynoldszahl als Parameter. Konstanter Wfirmestrom an der Rohrwand 

Tabelle 1. Eigenwerte und Konstanten ffir verschiedene Durchflug-Reynoldszahlen (Pr = 0.71). Konstanter Wfirmestrom an der Rohrwand 

R% 2~ )..~ 2~ 2~ 22 C O R o (1) C t R l (I) C 2 R 2 (1) C 3 R 3 (1) C,~ R 4 (1) Nu n 

Re=600 

0 0,00 12,87 41,91 87,11 148,26 0,00 0,1983 0 , 0 6 9 2  0 , 0 3 6 5  0,0230 4,36 
500 0,00 20,66 64,10 130,45 220,07 0,00 0,1341 0,0521 0,0287 0,0185 5,85 

1000 0,00 26,27 80,42 162,48 272,74 0,00 0,1103 0,0445 0,025t 0,0164 6,85 
2000 0,00 35,69 107,73 215,69 360,45 0,00 0,0857 ~0363 ~0211 0,0140 8,35 
4000 0,00 51,07 152,47 303,12 504,12 0,00 0,0632 ~0282 ~0169 0,0114 10,56 

Re= 1000 

0 0,00 12,87 4J,91 87,11 148,26 0,00 0,1983 0 , 0 6 9 2  0 , 0 3 6 5  0,0230 4,36 
500 0,00 20,96 65,06 132,39 223,24 0,00 0,1302 0 , 0 5 0 6  0 , 0 2 8 0  0,0182 5,99 

1000 0,00 26,85 82,34 166,26 279,02 0,00 0,1058 ~0426 0 , 0 2 4 2  ~0159 7,08 
2000 0,00 36,63 111,13 222,67 371,87 0,00 0,0813 0 , 0 3 4 1  0 , 0 2 0 0  ~0133 8,72 
4000 0,00 52,82 158,49 315,51 524,51 0,00 0,0593 ~0260 0 , 0 1 5 7  ~0107 11,18 
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Tabelle 2. Eigenwerte und Konstanten ffir verschiedene Durchflug-Reynoldszahlen (Pr=0.71). Konstante Wandtemperatur 
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R% 2o z 2~ 222 2~ 242 -CoHo(t ) - C ,  HI(1) -C2H2(1) -C3H3(1 ) --C4H4(1 ) 

Re = 600 

0 3,64 22,29 56,95 107,65 174,31 1,495 1,086 0,925 0,832 0,767 
500 5,09 33,17 84,50 158,99 256,54 2,184 1,283 t,068 0,963 0,89t 

1000 6,07 41,!3 104,76 I96,81 317,24 2,648 1,428 1,t69 1,055 0,985 
2000 7,58 54,01 138,17 259,27 417,28 3,365 1,635 1,317 1,186 1,109 
4000 9,74 74,68 192,16 360,67 580,03 4,411 1,923 1,514 1,361 1,275 

Re = 1000 

0 3,64 22,29 56,95 107,65 174,31 1,495 1,086 0,925 0,832 0,767 
500 5,23 33,62 85,52 160,98 259,97 2,237 1,321 1,085 0,972 0,900 

1000 6,29 41,91 106,77 200,76 323,69 2,737 i ,482 1,197 1,071 0,993 
2000 7,84 55,43 141,75 266,38 429,04 3,484 1,72 1,358 1,210 1,123 
4000 10,29 77,21 198,76 373,60 601,36 4,654 2,056 1,586 1,406 1,307 

10 2 

~ 
10~ ~ t 

10 0 

10 2 10 3 10 z~ 

Re ,,,, 

Bild 5. EinfiuB der Rotations-ReynoIdszahi auf die Nussettzahi der 
voll ausgebildeten Str6mung. Konstante Rohrwandtemperatur 

tenden Turbulenz, die den Energieaustausch stark begfin- 
stigt und somit zu einer verkfirzten thermischen Einlauf- 
lfinge beitrfigt. 

2,2 Konstante Wandtemperatur 

Ffir den Fall der konstanten Rohrwandtemperatur tritt zur 
Energiegleichung (2) und den Randbedingungen (7) und (8) 
anstatt der Randbedingungen (9) die ge~inderte Randbedin- 
gung (10) hinzu. 

T(z, r=R)  = T~. (10) 

Ffir das nichtrotierende, laminar durchstr6mte Rohr mit 
konstanter Rohrwandtemperatur existiert eine Vielzahl von 
theoretischen und experimentellen Arbeiten [8]. Die AusbiI- 
dung der thermischen Grenzschicht bei hydrodynamisch 
ausgebildeter Str6mung f~r das axial rotierende Rohr mit 

konstanter Rohrwandtemperatur wurde bislang noch nicht 
untersucht. 

Die Energiegleichung (2) und die Randbedingungen (7), 
(8) und (10) werden genauso dimensionslos gemacht wie in 
Abschn. 2.1. Die einzigen Unterschiede bestehen in der Ver- 
wendung einer neuen dimensionslosen Temperatur und der 
ge/inderten Randbedingung (10): 

7 ' -  T~ (24) 
0 To- Tw 

Mit den dimensionslosen Gr66en nach G1. (11) erh/ilt man 
die Energiegleichung 

g z F ~  = ~  E(r~F (25) 

und die Randbedingungen 

0 (~ = 0, ~ = 1 (26) 

80 v= o = 0 (27) 

g(~, f =  1) = 0 (28) 

mit der Funktion E (~ nach G1. (16). 
Die Berechnung der Temperaturverteilung im Fluid und der 
6rtlichen Nusseltzahl erfolgt analog zu Teil 1 [5] dieser Ar- 
beit. Deshalb werden die einzelnen Schritte der Berechnung 
hier nicht wiederholt. Die Temperaturverteilung ergibt sich 
Z U  

0" (f, e) = k C, H, (~ e- z~ ~ (29) 
n = 0  

mit den Konstanten C, 

G(1) 

c ° -  1 (30) 

o 
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Biid 6. Verlauf der bezogenen Nusseltzahl Nu/Nu~o fiber der Axialkoordinate z/D mit Re~, als Parameter. Konstante Rohrwandtemperatur 

Als 6rtliche Nusseltzahl erh/ilt man mit Hilfe der G1. (20) 

£ C,/-/',(1) e -aa5 
n = 0  Nu = . (31) 

2. ~ n ~ e  ~ 

Die Nusseltzahl f/ir die hydrodynamisch und thermisch voll 
ausgebildete Str6mung ergibt sich als Grenzwert der GI. (31) 
ffir groBe Werte von ~. 

lim Nu = Nu~o = 2o 2 (32) 

Die Konstanten (7. H,~(1) und die Eigenwerte 2, sind in 
Tabelle 2 ftir zwei verschiedene Durchflul3-Reynoldszahlen 
und verschiedene Rotations-Reynoldszahlen gegeben. Mit 
Hilfe der G1. (31) und Tabelle 2 kann die lokale Nusseltzahl 
an jeder gewiinschten Stelle z/D berechnet werden. In Bild 5 
ist ffir die ausgebildete Str6mung Nu~ fiber Re, mit der 
Rotations-Reynoldszahl als Parameter aufgetragen. Zuneh- 
mende Rohrrotation ffihrt zu einer Verbesserung der Wfir- 
metibertragung. Ffir R% = 0 ergibt sich die Nusseltzahl der 
laminaren Rohrstr6mung mit konstanter Rohrwandtempe- 
ratur, Nuoo = 3,65. Bild 6 zeigt, im Bereich des thermischen 
Anlaufs, fiir zwei verschiedene DurchfluB-Reynoldszahlen 
den Verlauf der lokalen Nusseltzahl fiber z/D, mit R% als 
Parameter. Genau wie im Fall des konstanten Wfirmestroms 
an der Rohrwand, erkennt man auch bier den Einflug der 
Turbutenz auf die Ausbildung der thermischen Grenz- 
schicht. Mit wachsender Rohrrotation verkleinert rich die 
Einlauflfinge. 

3 Schlullfolgerungen 

Aufgrund der Rohrrotation wird die laminare Eintrittsstr6- 
mung turbulent. Da  die turbulenten Austauschgr6Ben mit 
wachsender Rohrrotation angefacht werden, verbessert sich 
die W/irmefibertragung mit steigender Rotations-Reynolds- 
zahl. Die Einlaufl/inge nimmt mit wachsender Rotations- 
Reynoldszahl stark ab. 
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