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0 Einfiihrung

Der Begriff des endlichen Automaten spielt fiir die Informatik eine grofie Rolle. Vom
Chip-Design iiber die Progammimplementierung bis hin zur Sprach- und Automaten-
theorie findet er Anwendung. Dies ist Grund genug sich mit endlichen Automaten ge-
nauer zu beschéftigen. Auf algebraischer Seite ist der endliche Automat eng verwandt
mit der Halbgruppe oder dem Monoid. Zwar sind diese Konzepte weniger anschaulich
als ein endlicher Automat, sie erlauben jedoch einen anderen Blickwinkel und machen
die mathematische Betrachtung an einigen Stellen einfacher.

Durch das Krohn-Rhodes-Theorem [4] ist bekannt, dass sich eine beliebige endliche
Halbgruppe in einfache Gruppen und FlipFlops zerlegen lasst. Die Riickkopplungsfreiheit
dieser Zerlegung motiviert den Begriff der ,Kaskadenzerlegung“. Wéahrend die einfachen
Gruppen, die dabei auftreten, in der urspriinglichen Halbgruppe selbst enthalten sind,
ist dies beim FlipFlop nicht notwendigerweise der Fall. Es stellt sich daher die Frage:
Gibt es eine Menge von strukturell moglichst einfachen Halbgruppen, die als Bausteine
eine Zerlegung jeder — auch komplexeren — Halbgruppe so ermoglichen, dass jeder ver-
wendete Baustein in der Halbgruppe selbst enthalten ist? Ist die Menge endlich und wie
funktioniert die Zerlegung? Angetrieben durch diese Fragestellung werden im Folgenden
Zerlegungen von Halbgruppen und Monoiden aus speziellen Klassen genauer untersucht,
flir die die Frage nach den Bausteinen beantwortet werden kann.

Das erste Kapitel fithrt dabei in die wichtigsten Begriffe der Thematik ein und ver-
einbart Konventionen und Notation, die in den anschliefenden Kapiteln Verwendung
finden. Insbesondere findet eine Definition der Zerlegung einer Halbgruppe durch den
Begriff des Divisors und des Kranzprodukts statt. Am Ende werden noch einige Halb-
gruppen genauer vorgestellt, die spéter, z. B. als Bausteine, von Bedeutung sind.

Nachdem aus dem ersten Kapitel bekannt ist, worum es sich bei einer Transforma-
tionshalbgruppe handelt, behandelt das zweite Kapitel wie eine solche in ihre starken
Zusammenhangskomponenten zerlegt werden kann. Zunéchst wird dabei die Zerlegung
sogenannter R-trivialer Halbgruppen besprochen. Diese gehdéren zu Transformations-
halbgruppen, deren starke Zusammenhangskomponenten trivial sind. Die Zerlegung lie-
fert dabei einen Beweise fiir eine Richtung von Stifflers Theorem [7], das die R-trivialen
Halbgruppen tber ihre Zerlegung charakterisiert. Anschliefend wird der Ansatz auf
Transformationshalbgruppen mit nicht-trivialen starken Zusammenhangskomponenten
verallgemeinert. Durch diese Verallgemeinerung wird es dann mdoglich sein, eine Aussa-
ge dhnlich zur einen Richtung von Stifflers Theorem iiber Halbgruppen, bei denen die
Greensche R-Relation mit der Greenschen H-Relation tibereinstimmt, zu machen.

Diese Aussage wird im dritten Kapitel im Wesentlichen erneut bestéitigt. Allerdings
findet dies hier iiber eine andere Herangehensweise statt. Zugrunde liegt dabei die soge-
nannte ,,Holonomie-Zerlegung*, deren wichtigste Ideen zunéchst kurz vorgestellt werden.
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Die Holonomie-Zerlgeung liefert einen Beweis fiir das Krohn-Rhodes-Theorem, worauf
anschlieBend ebenfalls kurz eingegangen wird. Dies geschieht im Zuge der Untersuchung
von Konstanten, die zu einer Transformationshalbgruppe hinzugenommen werden kon-
nen. Wéahrend Konstanten normalerweise beliebig viele Zustandswechsel in einer Trans-
formationshalbgruppe ermoglichen, ist es moglich die Anzahl dieser Wechsel einzuschran-
ken. In einigen Fallen reichen die so eingeschrankten Konstanten jedoch vollkommen aus,
was anschlieend untersucht wird. Diese Untersuchung bestétigt schliefllich das Ergebnis
aus dem zweiten Kapitel weitgehend.

Das vierte Kapitel befasst sich mit der Zerlegung sogenannter 0-einfacher Halbgrup-
pen. Auch fiir diese ist es moglich eine Menge von Bausteinen zu bestimmen. Ab-
schlieflend wird diskutiert, welche Probleme sich beim Versuch die Zerlegung von 0-
einfachen Halbgruppen auf komplexere Halbgruppen zu tibertragen ergeben und welche
Auswirkungen auf eine mogliche Menge von Bausteinen fir allgemeine Halbgruppen dies
hat.

Im letzten Kapitel findet sich schlieflich eine Zusammenfassung aller vorherigen Er-
gebnisse.



1 Grundlagen

1.1 Einfache Halbgruppentheorie

Hinter jedem Automaten verbirgt sich eine Halbgruppe, deswegen ist es notig sich mit
diesen auseinanderzusetzen, bevor eine tiefer gehende Beschéiftigung mit Automaten oder
Transformationshalbgruppen moglich ist. In diesem Abschnitt werden daher einige ein-
fache Begriffe der Halbgruppentheorie eingefiihrt.

Am Beginn steht dabei die Definition einer Halbgruppe selbst:

1.1.1 Grundbegriffe

Definition (Halbgruppe). Ein Tupel (S,*) aus einer nicht-leeren Menge S mit einer
Verkniipfung * : S x S — S heifit Halbgruppe, falls die Verkniipfung assoziativ ist, d. h.
falls fir alle r,s,t € S gilt:

(rxs)xt=rx(s*t)

Konvention. Fir Halbgruppen (und daher auch fiir Monoide und Gruppen) werden im
Folgenden folgende Konventionen benutzt:

o Wie bereits in der Definition der Halbgruppe wird die Verkniipfung nicht als Funk-
tion in der Form x(s,t) sondern in Infix-Notation s xt geschrieben.

e In der Regel wird auf die explizite Angabe der Halbgruppenverkniipfung verzichtet,
es wird also S statt (S, *) geschrieben.

o Insbesondere dann, wenn keine Verkniipfung angegeben ist, aber auch in anderen
Fdllen, wird bei der Verkniipfung zweier Halbgruppenelement das Verkniipfungs-
symbol ganz weggelassen. Es wird also st statt s xt geschrieben. Die Verkniipfung
eines Elements mit sich selbst wird insbesondere dann als Potenz geschrieben, also
beispielsweise aa = a® aber auch aaa = a>.

o Alle auftretenden Halbgruppen sind endlich, daher wird in der Regel nicht explizit
auf die Endlichkeit einer Halbgruppe hingewiesen.

In Halbgruppen gibt es einige besondere Elemente, z. B. idempotente Elemente oder
Nullen.

Definition (Idempotent). Ein Element e einer Halbgruppe S heifit idempotent, wenn
e? = e gilt.
Die Menge der idempotenten Elemente einer Halbgruppe S wird mit E(S) bezeichnet.
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Definition (Rechtsnull, Null). Ein Element a einer Halbgruppe S heiffit Rechtsnull,
wenn fir alle Elemente s € S gilt: sa = a.

Ein Element 0 einer Halbgruppe S heifst Null, wenn fir alle Elemente s € S gilt:
s0=0s=0.

Hat eine Halbgruppe eine Null, so ist diese offensichtlich eindeutig.
Nun zu den beiden wichtigsten Spezialfdllen einer Halbgruppe, die als weitgehend
bekannt vorausgesetzt werden:

Definition (Monoid, Gruppe). FEine Halbgruppe M heifst Monoid, falls es ein eindeu-
tiges neutrales Element 1 € M gibt, sodass fiir alle Elemente m € M gilt:

Im=ml=m

FEin Monoid G heifst Gruppe, falls es fiir jedes Element g € G ein eindeutiges inverses
Element g~ € G gibt, sodass gilt:

Konvention. Auch fiir Monoide sollen einige Konventionen vereinbart werden:

e Das neutrale Element eines Monoids M wird 1p; oder ep; geschrieben. Falls das
zugehorige Monoid aus dem Kontext klar ist, wird 1 oder € geschrieben.

o Aus jeder Halbgruppe S, die kein Monoid ist, geht durch Adjunktion eines neutralen
Elements ein Monoid hervor, dieses wird mit S bezeichnet. Fiir ein Monoid M
gilt M := M.

e Im Gegensatz dazu bezeichnet ST das Monoid, das durch Adjunktion eines (neuen)
neutralen Elements hervorgeht. Es wird als selbst dann ein neues Element aufge-
nommen, wenn S bereits ein Monoid ist und damit tuber ein neutrales Element
verfigt. Das etwaige urspringliche neutrale Element ist dann kein solches mehr.

o FEbenso wie um ein neutrales Element kann eine Halbgruppe S auch um eine Null
erginzt werden. Die Halbgruppe, die um eine Null ergdnzt wird, falls noch keine
vorhanden ist, wird mit S° bezeichnet und die Halbgruppe, die um eine Null erginzt
wird unabhdngig davon, ob bereits eine vorhanden ist, mit SN .

Um Aussagen iiber Halbgruppen treffen zu konnen, ist es oft ausreichend diese Aus-
sagen lediglich fiir die erzeugenden Elemente der Halbgruppe zu zeigen.

Definition (Erzeugende Elemente). Fine Halbgruppe S heif$t erzeugt durch die Elemente
ai,az, ..., falls sich jedes Element s € S als s = aj, a;, . .. a;, schreiben ldsst fir r > 1.
Ein Monoid M heifit erzeugt durch die Elemente ai,aq,..., falls sich jedes Element
m € M als m = a;,a, ...a;, schreiben ldsst fir r > 0.

Eine Halbgruppe oder ein Monoid heiffit endlich erzeugt, falls sie bzw. es durch eine
endliche Menge von Elementen erzeugt wird.
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Konvention. Ist im Folgenden von Erzeugung, Erzeugern oder erzeugenden Elementen
die Rede, ergibt sich aus dem Kontext, ob es sich dabei um die Erzeugung als Halbgruppe
oder um die als Monoid handelt.

Fiir Halbgruppen von grofier Bedeutung ist der Spezialfall einer Aquivalenzrelation:
Die Kongruenz.

Definition. Sei A C S x S eine Aquivalenzrelation fiir einer Halbgruppe S. A\ heifit
Linkskongruenz, falls fiir alle Element r,s,t € S gilt:

sAt = rsArt
Analog heifst A Rechtskongruenz, falls fiir alle Element r,s,t € S gilt:
sAt = srAtr
Gilt fiir alle Element s,t,s',t' € S
sAtund s ANt = ss' Att,

so heifit A Kongruenz.

1.1.2 Greensche Relationen

Wiéhrend die bisher eingefiihrten Begriffe weitgehend bekannt sein sollten, sind die fol-
genden Begriffe und Sétze enger an die Halbgruppentheorie gebunden. Details zu den
vorgestellten Begriffen finden sich z. B. in [3].

Definition (Greensche Relationen). Seien s,s € S zwei Elemente einer Halbgruppe S.
Die Relationen L, R, J und H C S x S seien definiert durch:

sLs =3l eSS ils=5 undl's =s

SRS <= Irr'eS:sr=5 und s'r' =s
sT s =3l rreS  lsr=5 undl's'r' =s
sHs = sLs undsRs

Leicht iiberpriift man, dass es sich bei allen diesen Relationen um Aquivalenzrelationen
handelt. Ebenfalls leicht ldsst sich iiberpriifen, dass es sich bei £ um eine Rechtskongru-
enz und bei R um eine Linkskongruenz handelt. Die Definition von H lasst sich auch
schreiben als: H = £ NR. Fiir Details hierzu siehe [3, S. 45ff.].

Fiir die Relationen £, R und J existiert jeweils eine dquivalente Definition. Hierzu
sind jedoch zuerst einige weitere Begriffe nétig.

Definition (Linksideal, Rechtsideal, Ideal). Sei S eine Halbgruppe. Eine Teilmenge
I C S heifst Linksideal, falls fiir alle s € S und alle i € I gilt:

siel
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Analog heif$st I Rechtsideal, falls fiir alle s € S und alle i € I gilt:
isel
Ist I sowohl Links- als auch Rechtsideal, so heifst I Ideal.

Man beachte, dass fiir ein Element ¢ € S einer Halbgruppe S, S't = {st : s € S'} ein
Linksideal ist. Analog ist tS' = {ts: s € S'} ein Rechtsideal und S'tS! = {sts' : 5,5’ €
S1} ein Ideal. Der Ubergang zum Monoid S! ist dabei nétig, damit ¢ selbst enthalten
ist.

Definition (Erzeugte (Links-/Rechts-)Ideale). Seit € S ein Element einer Halbgruppe
S. S't heifst das von t erzeugte Linksideal, tS! das von t erzeugte Rechtsideal und S'tS*
das von t erzeugte Ideal.

Dies erlaubt nun eine dquivalente Charakterisierung der Greenschen Relationen iiber
die erzeugten (Links-/Rechts-)Ideale, die sich durch einfaches Nachrechnen ergibt:

Lemma. Fir die Element s,s’ € S einer Halbgruppe S gilt:

sLs «— Sts= 814

sRs «— s51 =465*

s J s <= Slss! = 5ls' St

Zu allen Elementen in einer R-Klasse gehort also ein Rechtsideal. Damit lassen sich

die R-Klassen beziiglich Inklusion der jeweils zugehorigen Rechtsideale anordnen. Eine
R-Klasse Ry heifit dann kleiner bzw. kleiner gleich Ro, wenn das zugehorige Rechtsideal
von R (echt) im zugehorigen Rechtsideal von Ry enthalten ist. Analog funktioniert dies

auch mit £- und J-Klassen.
In endlichen Halbgruppen lasst sich J noch auf eine weitere Art beschreiben:

Definition (D). Seien s,s’ € S zwei Elemente einer Halbgruppe S. Die Relationen D
ist definiert dadurch, dass s D s' gilt, falls es Elemente to,t1,...,tp+1 (n > 0) gibt mit:

L] tO = 87
o thi1 =5 und
L4 tiRti-i-l OdeTtiﬁtH_l fdri:O,l,...,n.

Mithilfe der Definition zeigt man leicht, dass D eine Aquivalenzrelation ist. Da £ und
R kommutieren, lasst sich D jedoch wesentlich einfacher definieren (vgl. [3, S. 46]):

Lemma (Alternative Definition von D). Fir zwei Element s und s’ einer Halbgruppe S
qgilt:

sDs«=3JteS:sRtundtL s
= JFteS:sLtundtRSs
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Es gilt nun, dass D (in endlichen Halbgruppen) mit J iibereinstimmt (vgl. [3, S.47]),
weswegen beide Relationen im Folgenden gegeneinander ausgetauscht werden kénnen':

Lemma. In einer endlichen Halbgruppe gilt: D = J

Zwischen den Greenschen Relationen gibt es enge Zusammenhénge. Direkt aus der
oben gegebenen Definition von R und L folgt beispielsweise, dass R eine Verfeinerung
von J ist, eben so wie £; d.h. esgilt s R s = s J s baw. s L & = s J 5.
Eine J-Klasse besteht also sowohl aus vollstdndigen R- als auch aus vollstdndigen £-
Klassen, die sich ihrerseits wieder in vollstdndige H-Klassen zerlegen lassen, denn H ist
seinerseits sowohl Verfeinerung von R als auch von £ (und damit natiirlich auch von 7).
Es gilt sogar ein noch stérkerer Zusammenhang, der hier nur anschaulich skizziert wird
(Beweise und Details finden sich z. B. in [3]): Zerlegt man eine [J-Klasse J in H-Klassen,
dann lassen sich diese so in der Form H; y nummerieren, dass alle mit gleichem 4 genau
eine R-Klassen in J bilden und alle mit gleichem A genau eine £-Klasse. Auflerdem sind
alle diese H-Klassen gleich grofi.

Dies erlaubt folgende Darstellung einer [J-Klasse: Alle H-Klassen einer R-Klasse R;
werden in einer Zeile und alle H-Klassen einer £-Klasse L) in einer Spalte angeordnet.
‘H-Klassen, die ein Idempotentes enthalten, werden mit einem * versehen.

Ll LQ Ln

Hl,l H1’2 ce Hl,n R,
Hyy | Hop | ... | Hap | R2
Hm,l Hm,Q s Hm,n Rm

Alle J-Klassen einer Halbgruppe werden wiederum entsprechend ihrer Ordnung von
oben (groftes Ideal) nach unten (kleinstes Ideal) angeordnet. Ein Beispiel hierfiir findet
sich in Unterabschnitt 1.3.3.

Ein weiterer Zusammenhang ist der folgende, der spéter noch Verwendung finden wird.
Sein links-rechts-duales Ergebnis wird auch als Greens Lemma bezeichnet.

Lemma 1. Seien s und t zwei R-dquivalente Element einer Halbgruppe S. Sei (z,y) €
S x S ein Paar von Elementen mit

sr =1 s =ty.

Die Rechtstranslation mit x ist dann eine R-Klassen erhaltende Bijektion von [s]z nach
[t]z, deren inverse Abbildung die Rechtstranslation mit y ist.

Beweis. (Siehe [3, S.49]) O

'In der Regel wird dabei J geschrieben werden
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1.1.3 Monogenische Halbgruppen

Dieser Unterabschnitt widmet sich sogenannten monogenischen Halbgruppen, deren Un-
tersuchung sich hier zwar als recht einfach herausstellt, aber auch grofie Auswirkungen
auf allgemeine Halbgruppen besitzt.

Definition. Eine (endliche) Halbgruppe S heif$t monogenisch (oder zyklisch ), wenn sie
von nur einem Element erzeugt wird.

Sei S = (a)g eine von a erzeugte monogenische Halbgruppe. S wird dann im We-
sentlichen durch zwei Parameter bestimmt: den Index ¢ und die Periode p. ¢ und p sind
dabei als die kleinsten Zahlen (groBer gleich 1) definiert, so dass a’ = a’*P. Dies wird im
Rechts-Cayley-Graph der Halbgruppe deutlicher:

Der Index ¢ bezeichnet die Linge des Anfangsstiicks und die Periode p die Linge des
Kreises.

Aufgrund dieser Beschaffenheit monogenischer Halbgruppen gibt es dort stets eine
(kleinste) Potenz w, so dass a* idempotent ist, wihle dazu w minimal, aber so, dass
w > 1 und w =0 mod p. Da jedes Element s einer (beliebigen) Halbgruppe S Element
der durch s aufgespannten monogenischen Unterhalbgruppe ist, gilt:

Korollar 1. Zu jedem Element s einer Halbgruppe S findet sich eine (positive) Potenz
w, so dass s¥ idempotent ist.

Bildet man das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Potenzen aller Elemente, so
kommt man zu folgender Aussage:

Korollar (Fortsetzung von Korollar 1). In jeder Halbgruppe S findet sich eine (positive)
Potenz w, so dass s fiir alle Elemente s € S idempotent ist.

1.1.4 Idempotente Elemente

Fiir die Struktur einer Halbgruppe sind idempotente Element von wichtiger Bedeutung,

daher haben Klassen, die ein solches Element enthalten, einen besonderen Namen?:

Definition (Reguldre R-, £-, H- und J-Klassen). Eine R-, L-, H- oder J-Klasse heifit
reguldr, falls sie ein Idempotentes enthdlt.

®Die Definition in [3] unterscheidet sich von der hier gegeben, ist aber zu ihr dquivalent.



1.1 Einfache Halbgruppentheorie
Die Regularitdt einer Klasse erlaubt einige wichtige Riickschliisse auf deren Struktur.
Dabei zunéchst zu den H-Klassen:

Lemma 2. Eine H-Klasse ist genau dann reguldr, wenn sie (beziiglich der Halbgrup-
penverknipfung) eine Gruppe bildet.

Beweis. Fiir die Hinrichtung vergleiche [3, S.50]. Fur die Riickrichtung ist das neutrale
Element der Gruppe idempotent. O

Lemma 3. Die reguliren H-Klassen einer J-Klasse sind als Gruppen betrachtet iso-
morph.

Beweis. (Vgl. [3, S.53]). O
Dieser Zusammenhang motiviert die folgende Definition:

Definition (Gruppenfrei). Eine Halbgruppe S heifit gruppenfrei®, wenn jede ihrer re-
guldren H-Klassen trivial ist, d. h. nur aus einem FElement besteht.

Aber auch iiber regulire J-Klassen lassen sich Aussagen machen. Zunéchst ist unmit-
telbar klar, dass jede [J-Klasse regulér ist, wenn eine ihrer R- oder L£-Klassen regulir
ist. Andererseits gilt sogar:

Lemma 4. In einer requldren J-Klasse ist jede R- und jede L-Klasse reguldr.

Beweis. (Vergleiche [3, S.51]) O

Die Position idempotenter Elemente in einer [J-Klasse erlaubt es Riickschliisse auf
die Multiplikation in der Halbgruppe zu ziehen. Zunéchst sollte man dazu bemerken,
dass das Produkt zweier Elemente s und ¢ einer J-Klasse nur in der selben oder einer
kleineren 7-Klasse liegen kann, denn es gilt S'stS! C S1sS!. Liegt st dabei in der selben
J-Klasse, lasst sich seine Position weiter einschranken:

Lemma. Fiir zwei Elemente s und t einer Halbgruppe gilt:
sJ st = sRst und sJ st = tLst (1.1)

Beweis. Zu zeigen ist zunéchst, dass es ein & € S gibt, so dass stx = s ist. Es finden
sich a,b € S derart, dass s = astb gilt. Sei nun w die kleinste Zahl grofler 0, fiir die
sowohl a* als auch (¢b)* idempotent ist (Diese existiert nach Korollar 1 durch das kleinste
gemeinsame Vielfache). Durch rekursives Einsetzen und Idempotenz gilt dann:

s = a”s(th)” = a®s(th)” (tb)* = s(th)* = stb(tb)*~!

Setzte also z := b(th)“~!. Analog findet sich auch y € S mit yst = t. O

30ft wird auch der Begriff aperiodisch verwendet. Man beachte aber, dass dieser Begriff in [3] anders
gebraucht wird.
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Um eine Multiplikationsregel aufstellen zu kénnen, fehlt nun nur noch ein Zusammen-
hang mit den idempotenten Elementen:

Lemma. Seien s und t zwei Elemente einer Halbgruppe mit s J t. Dann gilt:
st € [slp N[t]; < [s], N[tlx st requlire H-Klasse
Beweis. (Vergleiche [3, S.54]) O

Fasst man diese Aussagen zusammen ergibt sich eine Regel, wo das Produkt zweier
Elemente der selben J-Klasse zu finden ist:

Satz 1. Seien s und t zwei Elemente aus der selben [J-Klasse einer Halbgruppe, dann
gilt:

(s, N[t ist requlir = st € [s|p N [t], und damit s Tt J st
[s], N [tlg ist nicht requlir = st liegt in einer kleineren J-Klasse,
damit gilt s J t J st

Das Ergebnis der Multiplikation zweier Elemente aus unterschiedlichen [J-Klassen
kann schliellich nur in einer [J-Klasse liegen, deren Ideal in den Idealen der jeweiligen
Elemente enthalten ist (wie man durch einfache Rechnung leicht einsieht).

1.2 Transformationshalbgruppen und Teilbarkeit

Bei einer Transformationshalbgruppe handelt es sich im Wesentlichen um eine Halb-
gruppe, die auf einer Menge von Zusténden operiert. Wie sich herausstellt, hat dieses
Konstrukt nahe Verwandtschaft zum deterministischen endlichen Automaten

1.2.1 Grundbegriffe

Definition (Halbgruppenoperation, Monoidoperation). Sei @ eine Menge und S eine
Halbgruppe. Q® bezeichne das Monoid bestehend aus der Menge der (vollstindigen)
Funktionen von @ nach Q mit der Identitit auf Q) als neutralem FElement und der
umgekehrten Funktionenkomposition o~ als Verkniipfung:

(fot9)(q) == g(f(q))

Ein Halbgruppenhomomorphismus o : S — Q% heifit Halbgruppenoperation von S auf
Q.

Ist S ein Monoid und o ein Monoidhomomorphismus, so heifst o Monoidoperation von

S auf Q.

Fiir eine Monoidoperation muss also insbesondere a(1) = idg gelten. Operiert ein Mo-
noid M auf einer Menge als Halbgruppe, so ist dies nicht zwangsldufig eine Monoidope-
ration (ein Gegenbeispiel findet sich weiter unten). Ist « allerdings eine Monoidoperation
von S auf Q und S sogar eine Gruppe, so ist a auch ein Gruppenhomomorphismus.

10



1.2 Transformationshalbgruppen und Teilbarkeit

Konvention. Ist die verwendete Halbgruppenoperation aus dem Kontext zu erkennen,
wird statt a(s)(q) schlicht q - s geschrieben. Da o ein Homomorphismus ist, gilt dann
(q-s)-t=gq-(st), daher kénnen Klammern weggelassen werden.

Da es sich bei a um einen Homomorphismus handelt, ist es ausreichend nur die Ope-
ration der Erzeugenden explizit anzugeben; daraus ergibt sich auch die Operation der
zusammengesetzten Elemente.

Eine Halbgruppe S operiert stets auf sich selbst durch Rechtstranslation, dabei ist die
Halbgruppenoperation die normale Halbgruppenverkniipfung (s,t € .S):

s-t:=st=sxt

Die Definition einer Transformationshalbgruppe orientiert sich an der aus [2], insbe-
sondere wird gefordert, dass die Halbgruppenoperation treu ist. Anders als in [2] sind
Transformationshalbgruppen hier jedoch stets vollstdndig.

Definition (Transformationshalbgruppe, -monoid und -gruppe). Die Halbgruppe S ope-
riere auf einer endlichen, nicht-leeren Menge Q).

(Q,S) heifst Transformationshalbgruppe, falls die Operation von S treu ist, d.h. falls
sich fiir alle S > s # s € S ein q € Q findet, sodass q-s # q- s ist.

Ist S ein Monoid und operiert auch als solches, so heifit (Q,.S) Transformationsmonoid.
Ist S dabei sogar eine Gruppe, so heifst (Q,S) Transformationsgruppe.

Eine &hnliche Operation wie das Adjungieren eines neutralen Elements zu einer Halb-
gruppe ist auch bei Transformationshalbgruppen moglich. Sei (@, S) eine Transformati-
onshalbgruppe. Ist (Q, S) bereits ein Transformationsmonoid, so gelte (@, S)* := (Q, S).
Ist (@, S) jedoch kein Transformationsmonoid (S kann dann aber trotzdem ein Monoid
sein!), so sei (Q,9)! := (Q, ST), wobei ¢ - 141 = q fiir alle ¢ € Q gelte.

Konvention. FEine Transformationshalbgruppe ldsst sich dhnlich wie ein endlicher Au-
tomat graphisch darstellen (hier jedoch ohne Start- oder Endzustinde). Dabei werden
der Einfachheit halber nur die Ubergangskanten der Erzeugenden angegeben, die der
restlichen Elemente ergeben sich dann durch Transitivitat. Fir Transformationsmono-
ide werden hierbei die mit 1 beschrifteten Kanten (dies sind dann stets Schleifen) nicht
immer angegeben. Dies hat den Nebeneffekt, dass fiir eine Transformationshalbgruppe
(Q,S) die graphische Darstellung mit der von (Q,S)! iibereinstimmt. Ob das Monoid
oder die Halbgruppe gemeint ist, ergibt sich aus dem Kontext oder ist explizit angegeben.

Die graphische Darstellung einer Transformationshalbgruppe kann beispielsweise so

aussehen:
b Q:)
1, a
Roues

a

11



1 Grundlagen

Hier operiert die Gruppe Z/27Z (betrachtet als {1,a}) als Halbgruppe treu auf einer 4-
elementigen Menge. Es handelt sich also tatséchlich um eine Transformationshalbgruppe,
allerdings operiert das neutrale Element 1 nicht als Identitdt! Daher handelt es sich
weder um ein Transformationsmonoid noch um eine Transformationsgruppe, obwohl
Z/27 Gruppe und damit auch Monoid ist.

Gegeben eine Transformationshalbgruppe (Q,S) so ist das Bild der Operation von
S eine Unterhalbgruppe von Q%, die sogenannte Transitionshalbgruppe von (Q,S). Da
die Operation treu ist, ist sie isomorph zu S, wie sich durch leichte Rechnung zeigt.
Aufgrund dieser Isomorphie soll die Unterscheidung von S und der Transitionshalb-
gruppe im folgenden fallen gelassen werden. Ist (@, S) ein Transformationsmonoid bzw.
eine Transformationsgruppe, so heifit die Transitionshalbgruppe auch Transitionsmonoid
bzw. Transitionsgruppe.

Wie erwihnt operiert jede Halbgruppe auf sich selbst. Bei (.5, .5) handelt es sich jedoch
nicht unbedingt um eine Transformationshalbgruppe, da die Rechtstranslation nicht not-
wendigerweise treu ist (fiir ein Gegenbeispiel vergleiche 1.3.5). Diese Treue ist jedoch
gegeben, wenn S auf S! operiert, da offensichtlich aus S > s # s’ € S folgt, dass
1-s=1s# 18 = 1- & gilt. Fiir eine Halbgruppe S ist (S!,5) also stets eine Transfor-
mationshalbgruppe. Die graphische Darstellung dieser Transformationshalbgruppe ist
dann eng verwandt mit dem Rechts-Cayley-Graph der operierenden Halbgruppe, fur
Monoide stimmen sie sogar iiberein. Fiir ein Monoid M = M" ist (M, M) sogar ein
Transformationsmonoid, was fir allgemeine Transformationshalbgruppen (Q, M) nicht
notwendigerweise gilt.

Konvention. Die Transformationshalbgruppe (S',S) wird im Folgenden oft mit der
Halbgruppe S identifiziertt. In anderen Worten: S wird auch als Transformationshalb-
gruppe (S, S) betrachtet.

1.2.2 Zerlegen und Verkniipfen

Transformationshalbgruppen lassen sich in kleinere Bestandteile zerlegen. Andererseits
lassen sich aus kleinen Transformationshalbgruppen auch wieder gréofiere gewinnen.

Um Transformationshalbgruppen in kleinere Bestandteile zerlegen zu kénnen, muss zu-
nichst geklirt werden, wann eine Transformationshalbgruppe in einer (potentiell grofie-
ren) anderen Transformationshalbgruppe enthalten ist.

Definition (Uberdeckendes Element, Uberlagerung). Seien (Q, S) und (P, T) zwei Trans-
formationshalbgruppen. Sei ¢ : P —, Q eine partielle, surjektive Funktion.
Ein Element § € T heif$t iiberdeckendes Element von s € S, falls fiir alle p € P gilt

©(p) ist definiert = ¢(p)-s=p(p-3),
ktirzer auch als p(p) - s C p(p - 8) geschrieben.
Findet sich fiir jedes s € S ein tiberdeckendes Element (beziiglich ), so heifit o Uber-
lagerung. Ist ¢ eine Uberlagerung, so schreibe (Q,S) <, (P,T).

“Dies entspricht dem Vorgehen in [2]

12



1.2 Transformationshalbgruppen und Teilbarkeit

Ist § ein {iberdeckendes Element fiir s und ¢ eines fiir ¢, so ist §t ein {iberdeckendes
Element fiir st. Es ist also ausreichend tiberdeckende Elemente fiir alle Erzeugenden einer
Halbgruppe anzugeben, um zu zeigen, dass ¢ eine Uberlagerung ist.

Definition (Divisor). Gibt es fiir zwei Transformationshalbgruppen (Q,S) und (P,T)
eine Uberlagerung ¢ : P —, Q, so schreibe (Q,S) < (P,T). (Q,S) heifit dann Divisor
von (P, T).

Durch einfache Rechnung zeigt sich, dass < transitiv und reflexiv ist. Im Zusammen-
hang mit der Konvention S mit der Transformationshalbgruppe (S, S) zu identifizieren,
ist durch die Definition auch die Schreibweise S < T fiir Halbgruppen S und T abge-
deckt. Oft wird bei Halbgruppen der Begriff des Divisors jedoch anders definiert: Dort
gilt S < T, falls es eine Unterhalbgruppe 7" in T gibt, die sich mittels eines surjektiven
Morphismus auf S abbilden lédsst. Diese Art der Definition ist allerdings dquivalent zu
der hier gegebenen (vgl. [2, S.13]).

Damit ist gekldrt, wann Transformationshalbgruppen andere Transformationshalb-
gruppen enthalten. Wie lésst sich aber nun aus mehreren Transformationshalbgruppen
eine neue Transformationshalbgruppen zusammenzusetzen? Dies geschieht iiber eine be-
sondere Verkniipfung:

Definition (Kranzprodukt). Seien (Q,S) und (P,T) zwei Transformationshalbgruppen.
Sei ST die Menge aller Funktionen von P nach S. Definiere auf U = ST x T die
Verkniipfung:

x:UxU—=U
((f,t),(g,7)) > (hytr) mit h: P — S
p f(p)g(p-t)

Damit operiert U auf @Q x P dber (q,p) - (f,t) = (¢ f(p),p - t). Die Transformations-
halbgruppe (Q x P,U) heifit dann Kranzprodukt der Transformationshalbgruppen (Q,S)
und (P,T), geschrieben als

(@ x PU) =(Q,5)(P,T)

Damit (Q x P, U) iiberhaupt eine Transformationshalbgruppe ist, miissen einige Bedin-
gungen erfiillt sein: Zunéchst muss U eine Halbgruppe sein, d. h. * muss assoziativ sein.
Dann muss die oben angegebene Operation auch tatsdchlich eine Halbgruppenoperation
sein, d. h. es muss ((¢,p)- (f,t))-(g,7) = (¢,p)- ((f,t)*(g,7)) gelten, und schlieflich muss
die Operation auch noch treu sein. Nachrechnen der Bedingungen zeigt jedoch, dass sie
tatsdchlich erfiillt sind. Ebenfalls durch Nachrechnen zeigt sich, dass das Kranzprodukt
! assoziativ ist. Ebenfalls leicht lésst sich zeigen, dass < und Kranzprodukt miteinander
vertriglich sind, in dem Sinne, dass aus (Q,S) < (Q',S’) und (P,T) < (P',T") schon
(Q,8) (P, T) < (Q,S) (P, T) folgt (siche dazu auch [2, S.29]).

Anschaulich héngt beim Kranzprodukt das Verhalten der Operation in der linken vom
Zustand in der rechten Komponente ab, nicht jedoch umgekehrt. Diese Abhéngigkeits-
struktur wird auch als rickkopplungsfrei bezeichnet. Natiirlich ist es auch moglich das
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1 Grundlagen

Verhalten in der linken Komponente unabhéngig von dem in der rechten zu gestalten, die
Funktionen sind dann einfach konstant. Dieser Spezialfall des Kranzprodukts beschreibt
das direkte Produkt x der beiden Transformationshalbgruppen.

1.2.3 Hilfsmittel

Beim Zerlegen und Zusammensetzen von Transformationshalbgruppen wird es im Fol-
genden bequemer sein, wenn bereits einige Sdtze und Lemmata dariiber, wie dies von-
statten gehen kann, bekannt sind. Diese Sdtze und Lemmata sollen hier aufgefithrt und
bewiesen werden.

Das erste Lemma behandelt die iiberdeckenden Elemente einer Rechtsnull.

Lemma 5. Seien S und T zwei Halbgruppen und es gelte (S*,S) < (T',T) diber die
Uberlagerung ¢ : T — S'. Sei fernera € S eine Rechtsnull und & € T ein diberdeckendes
Element von a.

Dann ist jede Potenz von a ebenfalls ein tiberdeckendes Element von a, insbesondere gibt
es dabei eine Potenz k, so dass a* idempotent ist.

Beweis. Sei a € T ein beliebiges iiberdeckendes Element von a. Es gilt fiir alle ¢t € T,
bei denen ¢ definiert ist, und fiir alle £ > 2:

p(t-a") =pt-a" ) a=a=p)a

Damit ist gezeigt, dass alle Potenzen von a ebenfalls iiberdeckende Elemente von a sind.
Sei nun w > 1 die kleinste Potenz, so dass a* idempotent ist (vgl. Korollar1). Dann
ist kK = w die gesuchte Potenz. O

Man beachte, dass aus der Aussage des Lemmas direkt folgt, dass fiir eine Rechtsnull
ein idempotentes tiberdeckendes Element gewéhlt werden kann (sofern tiberhaupt ein
iiberdeckendes Element existiert).

Das zweite Lemma verkniipft eine Halbgruppe mit dem Monoid, das aus ihr durch
Adjunktion eines neutralen Elements hervorgeht:

Lemma 6. Fir eine Halbgruppe S gilt:
S < st

Beweis. Fir den Fall, dass S bereits ein Monoid ist, ist nichts zu zeigen. Sei also S =
S\ {1}. Definiere ¢ : S* —, S! iiber s + s. Offensichtlich ist ¢ damit surjektiv. Sei
nun s € St und t € S, dann gilt (s - t) = @(st) = st = s-t. Also ist t iiberdeckendes
Element fiir sich selbst. O]

Zwei Resultate, die fiir die Zerlegung von Halbgruppen sehr wichtig sind, weil sie einen
Zusammenhang zwischen Transformationshalbgruppen und den zugehorigen Halbgrup-
pen aufzeigen, sind die folgenden:

Lemma 7. Seien (Q,S) und (P,T) Transformationshalbgruppen. Dann gilt:
(@Q,S)<(P,T) = S<T
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1.3 Einige Halbgruppen

Beweis. (Vgl. [2, S.13)]) O

Lemma 8. Sei (Q,S) eine Transformationshalbgruppe, fir die es ein qo € Q mit qo-S =
Q gibt. Dann gilt:
(@,9) <S8

Beweis. (Vgl. [2, S.25]) O

Das néchste Lemma sagt aus, dass tiberdeckende Elemente zu verschiedenen Elementen
ebenfalls verschieden sind:

Lemma 9. Es gelte fiir zwei Transformationshalbgruppen (Q,S) < (P, T). Seien s und
t zwei unterschiedliche Elemente aus S. Sei ferner § € T ein tberdeckendes Element fiir
s undt €T ein solches fiirt.

Dann gilt: § # t

Beweis. Sei ¢ : P —, @ die zugehorige Uberlagerung. Da s # ¢ ist, gibt es ein Element
g € @, sodass g-s # q-tist. Sei p ein Urbild von ¢ unter ¢ (dieses existiert, da
o surjektiv ist), d.h. es gilt p(p) = ¢ und @(p) ist insbesondere definiert. Dann ist

pp-8) =) s=q-s#q-t=p(p) t=p(p-i) und somit 3 # i, O

1.3 Einige Halbgruppen

Finige besondere Halbgruppen und Monoide werden spéter eine wichtige Rolle spielen,
deswegen sollen sie in diesem Abschnitt vorgestellt und genauer untersucht werden.

1.3.1 U,

U; ist das Monoid bestehend aus einer Null und einem neutralen Element. U; ist damit
sowohl durch folgende Multiplikationstafel als auch als Transitionsmonoid des folgenden
Transformationsmonoids (das auch den Rechts-Cayley-Graphen von U; darstellt) gege-

ben:
1 Lo

0

O | %
O ==
o OO

Anschaulich realisiert U; eine Operation, die nicht riickgéingig gemacht werden kann:
Nach dem Auftreten der 0, gibt es keine Moglichkeit mehr (wieder) in den linke Zustand
zu gelangen. Es ist daher nicht verwunderlich, dass U; genau alle Monoide M teilt, die
keine Gruppe sind:

Satz 2. Sei M ein Monoid, dann gilt:

Uy <= M < M 1ist keine Gruppe

15



1 Grundlagen

Beweis. Zunichst zur Hinrichtung: Sie ¢ : M —, U; eine Uberlagerung, sei ferner
m1 € ¢~ (11,) ein Urbild von 1, und 0 € M ein iiberdeckendes Element von 0 € Uj.
Dann gilt p(m; - 0F) = p(my - 0F71) - 0 = 0 fiir alle k¥ > 1. Angenommen M ist eine
Gruppe, dann gibt es ein k > 1 mit 0¥ = 1), (die Ordnung von 0), d.h. es gilt

p(my - 0%) = p(mi - 1y) = p(m1) = 1y,

was einen Widerspruch darstellt.

Nun zur Riickrichtung: Da M keine Gruppe ist, gibt es ein Element my € M,
das kein Links-Inverses besitzt. Definiere ¢ : M —, Uy iiber 17 — 1y, und m — 0
fiir M > m # 1,;. Offensichtlich ist ¢ dann surjektiv, aulerdem ist ¢ auf ganz M
definiert. Um zu zeigen, dass ¢ eine Uberlagerung ist, dass also (U1, U7) <o (M, M) gilt,
bleibt nur noch zu zeigen, dass jedes Element in U; eine Uberdeckung besitzt: Es ist
o(m) - 1y, = o(m) = ¢(m - 1) und damit 1, eine Uberdeckung von 1y,. Auerdem
ist m - mg # 1y fur alle m € M (sonst wire m Links-Inverses von mg). Damit ist
o(m - mg) = 0= p(m) -0 fiir alle m und mg also Uberdeckung von 0. O

1.3.2 U,

U, ist das Monoid zur Rechtsnull-Halbgruppe mit zwei Elementen oder auch ein zwei-
elementiger FlipFlop (mit neutralem Element). Die Multiplikationstafel und 7-Klassen-
Darstellung von Uj lautet wie folgt:

Auflerdem ist Us auch das Transitionsmonoid des folgenden Transformationsmonoids,
das ab jetzt als ({a,b}, Us) bezeichnet wird:

Sowohl in der Multiplikationstafel als auch im Transformationsmonoid erkennt man
leicht, dass in Uy sowohl a als auch b idempotent sind (d. h. es gilt a®> = a und b* = b).
Tatséchlich ist Us Divisor genau jener Monoide, die in der selben R-Klasse zwei idem-
potente Element besitzen:

Satz 3. Sei M ein Monoid, dann gilt:
Uy <M< 3e,feE(M):e# fundeR f

Beweis. Zunéchst zur Hinrichtung: Sei ¢ : M — U; eine AUberlagerung. Sei ferner
a € M ein idempotentes iiberdeckendes Element fiir a und b ein solches fiir b (diese
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1.3 Einige Halbgruppen

existieren nach Lemma5). Dann ist ab ein iiberdeckendes Element fiir b, denn es gilt fiir
alle m € M, bei denen ¢ definiert ist:

p(m-ab) = p(m-a)-b=b=p(m)-b

Sei w > 1 die kleinste Potenz, so dass V= (d@)“’ idempotent ist (vgl. Korollar 1). Nach
Lemma5 ist ' wieder iiberdeckendes Element von b. Definiere a’ := b'a. Analog zur
Rechnung oben, ist @’ iiberdeckendes Element von a und damit verschieden zu v'. Es gilt
nun:

- WA,
e 2=V und
e &' =Va.

AuBlerdem gilt

e &2 =Vaba="a(ab)¥a =V (ab)¥a =bba="a=a und
o &'V =Vab =baab)® =V (ab)¥ =V =V, da b und & beide idempotent sind.
Damit erfiillen e := &’ und f := ¥ alle Forderungen.
Nun zur Riickrichtung: Weil e R f gilt, gibt es z und y € M mit ex = f und fy = e,
dann gilt

ef =ef?=celex)f =exf=f*=fund
fe=fe® = f(fyle= fye=e* =e.

Definiere dann ¢ : M —,, Us tiber 137 — €, e — a und f — b (sonst undefiniert), womit
o surjektiv ist. Beziiglich ¢ ist 1j; =: € ein {iberdeckendes Element von ¢, e =: @ eines
von a und f =: b eines von b, dies zeigen die folgenden beiden Tabellen. In der linken
ist jeweils der Wert fir p(m - @) eingetragen und in der rechten der Wert fir ¢(m) - u,
wobei m € {17, e, f} (dies sind alle Stellen, an denen ¢ definiert ist) und u € Us. Da die
Werte iibereinstimmen, ist die Bedingung fiir ein tiberdeckenden Element jeweils erfiillt.

Y 1ar f “le a b
1 | € b 1y | e a b
el a b ela a b
fl o b flb a b

1.3.3 B,

B, ist als Transitionshalbgruppe der folgenden Transformationshalbgruppe gegeben®:

®Bo! kann auch als syntaktisches Monoid der Sprache zum reguldren Ausdruck (ab)* gesehen werden.
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a
o

Diese Transformationshalbgruppe wird von nun an mit (@3, B2) bezeichnet.
Die Multiplikationstafel und J-Klassen-Darstellung von By (bzw. B 1) sieht dann wie
folgt aus (0 kann hierbei z. B. auch als aa oder bb geschrieben werden):

x| 1 a b ab ba 0 *1
111 a b ab ba O |
a | a 0 ab 0 a O “ab| a
blb ba 0 b 0 O
ab|ab a 0 ab 0 O b |*ba
ba |[ba 0 b 0 ba 0 ‘
00 O 0 0 0 0 *0)

Ebenso wie bei Us ist die Struktur der nicht-trivialen [J-Klasse von By charakteristisch
dafiir, ob Bs Divisor einer Halbgruppe ist oder nicht.

Satz. Sei S eine Halbgruppe, dann gilt:

By <S<=de,feE(S):eT f,eR fe L f und
weder [e]n N [f], noch [e], N [flg ist reguldr

Beweis. Zunichst zur Hinrichtung: Hier soll eine stirkere Aussage gezeigt werden:
Es gelte (P, B2) < (Q,S) fiir beliebige (nicht-leere) Mengen P und Q. Die eigentliche
Aussage folgt dann fiir P := B! und Q := S*. Sei nun ¢ : Q —p P eine Uberlagerung,
a € S ein uberdeckendes Element fiir a € By und b € S ein solches fiir b € Bs. Sei w
so, dass s¥ idempotent fiir alle Element s € S (vgl. Korollar 1). Sei ¢ € @ beliebig, aber
so, dass ¢(q) definiert ist. Definiere ¥’ := b(ab)*~1, dann ist ¥’ ebenfalls iiberdeckendes
Element fiir b € By, denn es gilt ¢(q- V) = ¢(q - b(ab)*~1) = ¢(q - b(ab)*~2) - ab =
s = (g b) - (ab)*1 = p(q) - b(ab)* ™ = @(q) - bab)* 2 = -+ = p(q) - b. AuBerdem
ist ab’ = ab(ab)*~! = (ab)* idempotent. Definiere weiter a’' := ab'a und b” := b'a'b'.
Folgende Rechnung zeigt, dass @ ein iiberdeckendes Element fiir a und b ein solches fiir
b ist:

p(q-d) = p(q-ab'a) = p(q) - aba = ¢(q) - a
0(q- ") = plq- Va't') = p(q) - bab = ¢(q) - b
Auflerdem sind @b und 5”@’ idempotent:
't = (ab'a)(V'a't') = ab'ab (ab'a)b’ = (ab)* = ab’

Ve = (Va't)a =V (aba)l (aba) = bab'a=ba
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1.3 Einige Halbgruppen

(Die letzte Zeile zeigt insbesondere auch (lA)i @')2 = b'a’.) AuBerdem gelten die Beziehungen
a Ra'b, b RV, a LV'a und b’ L a'b’, und damit insbesondere a'b” J b"a':
@'v"a = (ab')(ab'a) = aba=a  =a' (b"ad)

([;//&/)l;// _ (l;/d/)(i)/&/

Damit gilt:
v e @] [P =[], wa e [ o [av] = [V]
R L R L H

AuBerdem ist weder [d'],, noch [3“ }H reguldr, denn angenommen [d'],, wére regulér (die

Argumentation fiir [IA)”L{ verlduft analog), dann ist [@'],, nach Lemma2 eine Gruppe.

Sei k := ord &’ die Ordnung von @’ in dieser Gruppe. Es gilt also a’**!1 = & in S, in By

gilt jedoch a1 = aa* = 0. Da a # 0 € B, ist, gibt es p € P, so dass p- 0 # p - a ist. Sei
¢p ein Urbild von p unter ¢, damit ist insbesondere ¢(g,) definiert. Es ergibt sich dann
ein Widerspruch:

olgp) a=p-a#p-0=p(g)- 0=p(g)- a"*!
= ¢l a)a’ = = p(gp - ™)
=(gp-a') = (qp) - a

Damit gilt auch @'b” # & und somit a'd” £ & £ b'd, ebenso wie b"a’ H @ bzw.
V'a' R a' R a'b'. Die Aussage ist also fiir e := a'b” und f := b"a’ erfiillt.

Nun zur Riickrichtung: Zur besseren Ubersicht sollen zunichst die folgenden Be-
zeichnungen gelten:

H, = [ely Hy, = [fly

Offensichtlich handelt es sich dabei jeweils genau um H-Klassen, die aufgrund der Vor-
aussetzungen auch paarweise verschieden sind. Auflerdem bezeichne J die J-Klasse von
e und f. Definiere nun die offensichtlich surjektive (partielle) Funktion

Q: Sl —p Bgl
( 1321 82151
a s € Hy
S s b SGHB
ab s€Hy
ba SEHb}z
L 0 StsSt cC J,

die offensichtlich auch wohldefiniert ist.
Aufgrund der Voraussetzungen in Kombination mit Satz1 ldsst sich nun eine Mul-
tiplikationstafel aufstellen, die angibt wo sich ein Element befindet, dass sich aus der
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1 Grundlagen

Verkniipfung zweier Element aus den hier relevanten H-Klassen ergibt. In der Tabelle
ist dabei die H-Klasse dieses Elements oder C J, falls das Element in einer zu J (echt)
kleineren [J-Klasse liegt, eingetragen.

Ha H(S Hab Hl{a
Hy | ¢J H, <CJ H;
Hy | H, <J H; &J
H,| Hs <J H, <J
H, |<J H; &J H

Seien nun & € H, b € H;, ab € H, und ba € Hy, beliebig gewihlt. Sei auBerdem 0 :=
b?, womit S10S! C J und damit fiir s € S* auch S's0S! C J bzw. §10sS* C J. Durch
Vergleich (und Nachrechnen) der folgenden beiden Tabellen sieht man ein, dass es sich
dabei jeweils um tiberdeckende Element fiir die Element aus By handelt. In der linken Ta-
belle findet sich der Wert von ¢(s-#) und in der rechten der von ¢(s)-t. Man beachte, dass
alle Méglichkeiten fiir s € S1, so dass ¢(s) definiert ist, und alle Elemente ¢ € By beachtet

=la b oab b 0 Zla b oab ba o0

s=1lg1 | a b ab ba 0 s=1lga | a b ab ba O

werden. seH; | 0 ab 0 a O seH; | 0 ab 0 a O
s€Hy;|ba 0O b 0 O s€Hy|ba 0O b 0 O

s€Hy | a 0 ab 0 0 s€Hy | a 0 ab 0 O

seH;, |0 b 0 ba O se€H, |0 b 0 ba O

Damit ist ¢ eine Uberlagerung. O

1.3.4 B,

B,, erweitert Bs um weitere Erzeugende. B, ist dabei die Transitionshalbgruppe der
folgenden Transformationshalbgruppe® (@11, Bn) (die unbeschrifteten Kanten stellen
dabei Uberginge fiir alle Elemente aus a1, as, ..., a, dar, fiir die noch keine kollidierend
beschriftete Kante existiert):

@Dal,ag,...an

B, ldsst sich fiir beliebiges n > 2 aus n vielen By zusammen setzen:

6B,' kann auch als syntaktisches Monoid der Sprache zum reguliren Ausdruck (aiaz...a,)* gesehen
werden.
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1.3 Einige Halbgruppen

Satz 4.
(Qnt1, Bn) < (Q3, Ba) X (Q3, B2) x -+ x (Q3, Ba)
n mal
und
(Qnt1, Bn)' < (Q3,B2)" x (Q3,B2)" x -+ x (Q3, Ba)!
n‘nrwl

Beweis. Zunichst seien die disjunkten Kopien von (Q3, B2) nummeriert als (Q%, BY) mit
1 < k < n. Definiere dann ¢ : [[}_; Q% —p Qn1 iiber

i Fi:(bj=2und Vj#i:b;j=1)
(bl,bQ,...,bn)'—){ 0 Ji:b;=0

womit ¢ offensichtlich surjektiv ist. Um einzusehen, dass ¢ eine Uberlagerung ist, ver-
bleibt noch zu zeigen, dass jedes Element a; mit 1 < j < n ein iiberdeckendes Element
@; = (d@;',d;?, ..., d;") hat. Definiere dazu d;* als:
a j=k—1 modn (a;isteingehende Kante bei k)
djk =4 b j=k (a;ist ausgehende Kante bei k)
ab sonst (a; fithrt zu 0)

Sei nun ¢(by, ba, ..., b,) definiert und es gelte:
@((bl,bz,,bn) dj) :‘P(bl djl7b2 dj277bnd]n) = (10( /17 ,2’7b',n)
1. Fall 3i: (b; =2 und Vj # i :b; = 1) baw. (b1, ba,...,b,) = i: Nach Konstruktion
von (Qn+1, Byr) gilt nun

i+ 1)modn j =1
80(51,527---7571)'%—{8 ) gonst

wobei (i + 1) modn den kleinsten echt positiven Représentanten der Restklasse bezeich-
net. Sei zundchst j = 4, dann ist

N
(Lj =

djz—&—lmodn —a
djk = gb fir alle anderen 1 < k <n

und somit
by =b;-dj'=2-b=1

! — b ~i+lmodn __ _
bit1modn = bi+1modn * d; =1l-a=2

b%:bk-djkzl'abzlfﬁralleanderenlgkgn.

Nach Definition ist dann @(b},b5,...,b0) = i+ 1modn. Ist j # 4, so gilt dji # b und
V. =b;-d;' =2-d;' =0 und damit auch @(b),b),...,b,) =0

2. Fall 3i : b; = 0 bzw. ¢(b1,be,...,b,) = 0: Dann ist ¢(b1,b2,...,by) -a; =0-a; =0
und b; - d;* = 0 d;* = 0. Damit ist auch (b}, b},...,b,) = 0.

Die zweite Aussage des Satzes ergibt sich, da (1,1,...,1) ein iiberdeckendes Element
von 1 ist. O

21



1 Grundlagen

1.3.5 A,

A, ist die Halbgruppe bestehend aus n Linksnullen. Es folgt die Multiplikationstafel von
A, und die graphische Darstellung von (A,', A,):

T
L L @QT,?,...,%
«| 1 2 S 2
< < < <
1 1 1 1
—
g9 9 )=
e 5 o :
@:)T,?,. =

At lasst sich folgendermafien zerlegen:

Satz 5.
Ap < At <UL UL Uy,
—_——

n mal

wobei Uy < Ayt gilt.

Beweis. U; < Ay,' gilt nach Satz2 und A, < A,' nach Lemma 6. Fiir den letzten Teil
definiere ¢ : []}_, U1 — A, iiber

( ) 21 U =u2 =...uy, = 1y,
UL, Uy -+ 5 U —" . .
b " i i=min{k:u; =0}, falls I <k <n:up=0
. e L . A e LN
womit ¢ surjektiv ist. Sei j € A,,. Definiere dann j =(j , 7 ,..., 7 ) mit
e
j : H U1—>U1fiir1§l§n
k=l+1
1 ul+1:ul+2:...un:1undl7éj
(w1, w2, - un) = 9 0wy = =...up=1und [ =j
1 di<i<n:u;=0
und é = (¢!,€2,... &) mit

n
el H U = U firl<l<n
k=Il+1

(ul+17ul+27 s 7un) = L

Offensichtlich ist ¢ dann ein tiberdeckendes Element von ¢ € A,,'. Um einzusehen, dass

~

& —
j tiberdeckendes Element von j ist, sei p(ui,ug,...,u,) definiert und
~ ~ 1 ~ 2 ~mn
(ur,ugy oo sup) - J = (ur- j ,ug- J oeeoyun- g )= (uf,u, ... ,ul).
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1.3 Einige Halbgruppen

L.Fall uy = ug = ...uy, = 1y, bzw. (ui,ug,...,u,) = e Dann ist
(\_l
/ .
ul =ur-j (ul+17ul+27"' 7un)
~ 1 .
e C(11=1 14
_]-J (Ul+1,Ul+2,...,un)—{1‘0:0 l:]
— — -
und damit (u),ub,...,ul) =7 =€ j =@(ur,ug,...,up) - j

%
2.Fall 31 < k < n:wup =0 bzw. p(ui,uz,...,u,) = i, wob

Dann gilt

o

w; = Ui § (Wit1, Wity .05 Un)
~ 1
=0- Vi (ui+1,ui+2,...,un):0
und fir { < i:
: &t
U =up-J (ul+17ul+27”'7un)
=1-1=1.

Als ist auch ¢ = min{k : uj = 0} und damit

Ayl
o(uy,uhy, .. ul) =i = o(ur,ug, ..., uy) -

Damit hat jedes Element aus A,' ein iiberdeckendes Element.

ei i = min{k : u; = 0}:

\rS
7 -
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2 Zerlegung in R-Klassen

Dieses Kapitel beschreibt eine Moglichkeit der Zerlegung eines Transformationsmonoids
in seine starken Zusammenhangskomponenten. Zunéchst werden dabei die Halbgruppen
untersucht, bei denen die Zusammenhangskomponenten trivial sind, anschlielend wird
der Ansatz auch auf den nicht-trivialen Fall verallgemeinert. Schliellich wird ein Spe-
zialfall untersucht, in dem die starken Zusammenhangskomponenten ihrerseits weiter
zerlegt werden konnen.

Der Name dieses Kapitels wird dabei dadurch motiviert, dass in einer Transformations-
halbgruppe der Form (S!,S) die starken Zusammenhangskomponenten eng verbunden
mit den R-Klassen sind.

2.1 Zerlegung in U,

Welche Halbgruppen teilen ein Kranzprodukt aus mehreren U;-Kopien? Die Antwort auf
diese Frage liefert der folgende Satz nach der zugehorigen Definition:

Definition (R-trivial). Eine Halbgruppe S heifst R-trivial, falls fir alle s,t € S gilt:
sRt = s=t

Satz 6 (Stifflers Theorem). S ist R-trivial <= S < U1 Uy -1 Up
Beweis. Siehe [7]. O

Stifflers Theorem klassifiziert die angesprochenen Halbgruppen. Man beachte, dass R-
triviale Halbgruppen stets gruppenfrei sind. Es gilt daher nach Satz 2 fiir alle R-trivialen
Monoide M (aufler fiir das triviale Monoid selbst) auch Uy < M. Im Weiteren wird die
(einfachere) Hinrichtung von Stifflers Theorem bewiesen werden. Dieses Vorgehen soll
dann spéter verallgemeinert werden.

Dazu ist zunéchst ein weiterer Begriff notwendig:

Definition (Extensiv!). Eine Transformationshalbgruppe (Q,S) heifit extensiv, wenn
es eine Halbordnung® < auf Q gibt, so dass fiir alle ¢ € Q und alle s € S gilt: q- s < q.

Extensive Transformationshalbgruppen besitzen damit betrachtet als gerichteter Graph
eine topologische Sortierung, da sie keine Zyklen enthalten koénnen, die nicht schon
Schlingen sind.

Zwischen extensiven Transformationshalbgruppen und R-trivialen Halbgruppen be-
steht folgender Zusammenhang:

Der Gebrauch des Begriffs extensiv folgt [5].
2Eine Halbordnung ist eine transitive, reflexive und antisymmetrische binére Relation.
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2 Zerlegung in R-Klassen

Lemma. Sei S eine R-triviale Halbgruppe. Dann ist (S, S) estensiv.
Sei andererseits (Q, S) eine extensive Transformationshalbgruppe. Dann ist S R-trivial.

Beweis. Sei zunichst S R-trivial. Dann ist auch S' R-trivial, denn angenommen es gibt
5 € S mit s R 1g1. Dann gibt es auch z € S mit sz = 1. Ist 2 = 1, so gilt s = 1 und
damit 1 € S. Ist = # 1, so ist S 3 sz = 1. In beiden Fillen gilt dann S = S*, womit S
nicht R-trivial wire. Ein Element s € S' kann also mit genau einer R-Klasse und damit
mit dem Rechtsideal S identifiziert werden. Die gesuchte Halbordnung vermittelt dann
die Inklusionsbeziehung dieser Rechtsideale.

Sei nun fiir den anderen Teil (Q, S) eine extensive Transformationshalbgruppe®. An-
genommen S wére nicht R-trivial. Dann gibt es zwei unterschiedliche Element s,t € S
und z,y € S, so dass st = ¢t und ty = s gilt. Sei nun ¢ € @ beliebig. Es gilt
qg-s=q-ty=q-sxy < q-sxr=¢q-t < q-sund damit aufgrund der Antisymme-
trie ¢ - s = ¢ - t. Weil die Operation von S treu sein muss, gilt dann s = ¢, woraus such
ein Widerspruch ergibt. O

Extensive Transformationshalbgruppen sind Divisor eines Kranzprodukts aus disjunk-
ten Kopien von Uy:

Satz 7. Sei (Q,S) eine extensive Transformationshalbgruppe und n :=|Q|. Dann gilt:
(Q,9) <UL UL - Uy
—_—

n mal
Beweis. Ein Element (uj,ug,...,u,) € szl U1 heile wohlgeformt, falls es 1 < ig < n
gibt, so dass u; = ug = -+ = w;, = 1 und w41 = Ujp42 = -+ = up = 0 gilt. i heille

dann aktiv. Setzte nun < auf @) beliebig zu einer Totalordnung fort und nummeriere @)
als Q@ = {q1,92,...,qn} 50, dass ¢; < q¢; = i < j gilt. AuBerdem seien <,>,... auf
Q die sinngeméBen Ubertragen von <. Damit ldsst sich jetzt ¢ : [[}_; U1 —p Q einfach
definieren. Es sei ¢(uy,ug, ..., un) = gi,, falls (ui,u, ..., u,) wohlgeformt und ip dabei
aktiv ist. ¢ ist damit surjektiv und es bleibt nur noch zu zeigen, dass jedes Element

s € S ein iiberdeckendes Element § = (81,52, ...,3") besitzt. Definiere dieses als
n
i [ it
k=i+1
(1 wip1=uip2=-=up,=0und ¢;-s=g¢;
0 uip1 =ujp2=-=u,=0und ¢; - s < g
1 Hioi Ui+l = Uj42 = * - = Uy :1,
Ujg4+1 = Ujg42 = = = Up = 0 und
(Wit 1, Uig2s .-, Up) = Tig * 5 = i
0 dip: wip1 = Uiy =+ =uy, =1,
Ujg+1 = Ujg42 = -+ = Uy = 0 und
Qio * S < q;
*  sonst

3 Vergleiche fiir diese Richtung auch [5]

26



2.2 Zerlegung in starke Zusammenhangskomponenten

Das konkrete Verhalten im sonst-Fall ist unerheblich. Sei nun ¢(uy,us, ..., u,) = ¢;, und
io 8 = qj, fir s € S. Man beachte, dass jy < ig gilt. Die Werte von 5 (Ui 1, Uir2, ooy Up)
mit ¢ > ig sind unerheblich, da hier ohnehin bereits u; = 0 gilt. Fiir die anderen M&g-
lichkeiten gilt:

§i(ui+1, Uit2, - - - Un)
2 =1y =Jo 1
I 72 <i9g=70 1
-8
o Jo<i=1 0
Vo oJo <t <ig 0
<R 1<i<jo 1
Fir (u),ub,...,ul) = (u1,ue,...,uy,) - § ergibt sich:
o i>i] 0 0
I i=ig=jo| 1 1
R i< 10 = J0 1 1
1>1| 0 O
=] . . .
S o gjo<i=1i| 1 O
vV . . .
o Jo<i<i |1 O
To1<i<jo| 1 1
Damit ist (uf,u), ..., u],) wohlgeformt und jy dabei aktiv, also ist ¢((u1,uz, ..., u,)-$§)

ol

¢jo und $ ein tiberdeckendes Element fiir s.

Damit ist auch der Beweis fiir die Hinrichtung von Satz 6 erbracht: Ist S R-trivial, so
ist (S1,5) extensiv und es gilt (S, S) < Uy 1Uy -+ L Uy.

2.2 Zerlegung in starke Zusammenhangskomponenten

2.2.1 Die starken Zusammenhangskomponenten

Im Fall einer extensiven Transformationshalbgruppe sind die starken Zusammenhangs-
komponenten (der dann als Graph betrachteten Transformationshalbgruppe) einzelne
Knoten. Die Zerlegung soll nun auf starke Zusammenhangskomponenten, die aus mehr
als einem Knoten bestehen, erweitert werden. Dabei muss beachtet werden, dass die
Ubergangskanten eines festen Halbgruppenelements, die von einem Knoten innerhalb
einer starken Zusammenhangskomponente ausgehen, zu einem anderen Knoten in der
Komponente aber insbesondere auch aus der Komponente heraus fithren kénnen. Deswe-
gen wird fiir die starken Zusammenhangskomponenten eine dhnlich Operation wie das
Einfligen eines Fehlerzustandes in einem endlichen Automaten ausgefiihrt.

Betrachte (@, S) als Graph, die starken Zusammenhangskomponenten dieses Graphen
seien Q1,Q2,...,Qk. S operiert nun auf allen QY := Q;U{0}, in dem Sinne, dass fiir
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2 Zerlegung in R-Klassen

q€Q;

0 sonst

q's_{ q-s q-s€Q;

und 0-s = 0 fiir alle s € S gilt. Diese Operation ist allerdings nicht mehr notwendigerweise
treu. Um die Treue wiederherzustellen, wird zunéchst die Relation A definiert: Zwei
Halbgruppenelemente s und ¢ stehen dabei in Relation, falls ihre Operation auf QZQ
gleich ist. Leicht priift man nach, dass es sich dabei um eine Kongruenz handelt. Damit
ist die Menge S; = S/A der Aquivalenzklassen unter dieser Relation eine Halbgruppe.
Auflerdem tibertrdgt sich die Operation von S auf Q? in eine treue Operation von 5;

auf QY. Damit ist (QY,S;) =: REQ’S) eine Transformationshalbgruppe. Sofern aus dem
Zusammenhang klar ist, welche Transformationshalbgruppe (@, S) gemeint ist, wird im
Folgenden auch einfach R; geschrieben.

Schlieflich soll die Nummerierung dieser Transformationshalbgruppen bzw. der starken

Zusammenhangskomponenten immer so gewahlt sein, dass
{q-S:QEQi,SES}:Qi'SgQ]"S — ZS]

gilt (topologische Sortierung auf den starken Zusammenhangskomponenten). Es gilt
dann eine dhnliche Aussage, wie fiir extensive Transformationshalbgruppen: Sei ¢ € Q;
und ¢- s € Q; (fiir beliebiges s € S), dann gilt Q; C Q;-Sund Q;-S C Q;-S? = {q-st :
q € Qi,s,t €S} CQ,;-S. Entsprechend der Nummerierung ist dann j < i.

Fiir die verallgemeinerte Zerlegung muss an den starken Zusammenhangskomponen-
ten eine weitere Modifikation vorgenommen werden. Dazu muss zunéchst ein beliebiger,
aber fester Représentant ¢; € @Q); gewdhlt werden. Es wird spéter notig sein, von die-
sem Repréasentanten in R; explizit in den Zustand 0 umschalten zu kénnen. Fiir starke
Zusammenhangskomponenten, aus denen mindestens eine Kante herausfiihrt, ist dies
bereits moglich. Alle anderen miissen um diese Moglichkeit ergénzt werden. Definiere:

G . Si JqeQi,s€S:q-s¢Q;
Pl SN sonst,

Im zweiten Fall wird die Operation von S; auf Q? um g - 0 = 0 ergénzt. Da bisher
die 0 in R; nicht erreichbar war, ist die so erginzte Operation von S; auf Q? treu
und R; := ( 9,5}) ist eine Transformationshalbgruppe. Im ersten Fall gibt es bereits
Elemente ¢ € Q; und s € S, so dass ¢ - [s] = 0 ist. AuBerdem gibt es ein Element ¢ € S;
mit ¢; -t = ¢ (da es zwischen zwei Knoten in einer starken Zusammenhangskomponente
immer einen Pfad gibt). Das Element ts € S; = ,SNYZ iiberfiithrt also §¢; nach 0, es soll daher

als 0 B bezeichnet werden. Im zweiten Fall soll 0 B einfach die Null in SiN bezeichnen.

2.2.2 Die Zerlegung
Mit der eingefiihrten Notation ist es nun moglich die Zerlegung formal durchzufiihren:

Satz 8. Sei (Q,S) eine Transformationshalbgruppe und r die Anzahl der starken Zu-
sammenhangskomponenten Q; von (Q,S). Dann gilt:

(Q.9) < B 1R 1R
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2.2 Zerlegung in starke Zusammenhangskomponenten

Beweis. Sei T}, das Transitionsmonoid von }ikl (damit ist T}, = gkl = S, falls (@Q,9)
ein Transformationsmonoid ist, und T} = gkl, falls (@, S) kein Transformationsmonoid
ist). Seien g € Q (fiir alle 1 < k < r) wieder die Représentanten der starken Zu-
sammenhangskomponenten. Dies liefert fiir jedes ¢ € Qf ein Element tx(q) € T} mit
g - tr(q) = q, diese Elemente werden spéter benotigt.

Ein Element (gx, gk+1,---,¢) € [\ QY heiBe wohlgeformt, falls es ein k < ig < r
gibt mit:

R q¢0+1:qio+2:'“:q7':0
e gi, #0 (dann ist ¢;, € Q; C Q)
e qi=¢; # 0 fur alle k < i < ig

io heiBt dann aktiv. Damit sei ¢ : []\_; QY —, Q definiert iiber ¢ = (q1,q2, . .., qr) = iy,
falls ¢ wohlgeformt und iy aktiv ist. ¢ ist offensichtlich surjektiv. Zu einem Element

s € S definiere 5 = (5, 8%,...,8") iiber

T
& I @) = T

i=k+1
(] Qt1 = Gry2 =" =¢qr =0

17, q wohlgeformt, iy aktiv und
Gip -5 € Qj mit j >k

tr(qi, - s) q wohlgeformt, ig aktiv und

= s sy —
q = (qk+1, Gr+2 qr) gio -5 € Q

U q wohlgeformt, iy aktiv und
gip -5 € Qj mit j <k

* sonst

Das Verhalten im sonst-Fall ist unerheblich.

Sie nun q == (q1, g2, - - -, ¢r) € [[}— QY wohlgeformt und sei iy dabei aktiv. Es gilt also
©0(q) = giy =1 p € Q4. Sei s € S ein beliebiges Element und sei p-s = p’ € Qj,. Sei
ferner

q-§:(q1.§1,q2.§2,_”7qr.§r>

= (¢, s q.) = ¢

Um ¢ ausrechnen zu konnen miissen zunéchst die Werte von § ausgerechnet werden,
diese Werte finden sich in der folgenden Tabelle. Ein * fungiert hier als Platzhalter, der
konkrete Wert ist dann nicht wichtig.
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2 Zerlegung in R-Klassen

3" (qrs1, G2y - -5 )

o k>iy=jo *
I k=1i9=Jjo [S]
£ k< i() = j() lTk

k> 19> jo *
.2 k=19 > Jjo [8]
Voo Jo< k<1 OR'k
R k= Jjo < 19 ti(Qig - S)

k< Jjo < g 1Tk

Damit lassen sich die Werte von ¢’ jetzt ausrechnen:

Qk q,

2 k>i0:j0 0 0

I k=id0=Jo | q4ip =P p-lsl=p-s=p

Rk <1y = Jjo G Gc - 11, = Gk
k>i0>j0 0 0

e k=i0>Jo | q,=p p-[s]=0

Vo ogo <k <ig qk qvk'OPZk:O

S k= jo <o Gk G - th(Qio - ) = ig -5 =1’
k < jo <o q Gk - 17, = Gk

¢ ist also wohlgeformt und jo dabei aktiv, auBerdem gilt ¢j, = p’ und daher ¢(q - 3) =
e(d)=p =p-s=vlg)-s.

O

2.2.3 Eigenschaften der starken Zusammenhangskomponenten

Dieser Unterabschnitt beleuchtet enige Eigenschaften der starken Zusammenhangskom-
ponenten genauer.

Zunéchst ist es nahezu trivial, dass die starken Zusammenhangskomponenten Diviso-
ren der Transformationshalbgruppe sind:

Lemma 10.

Ri = (Q?S)

Beweis. Definiere

(P:Q_ﬁ:Q?

q— ¢ 4€Q; N
0 ¢geQ;mitj<i.

¢ ist surjektiv. Auflerdem ist s € S ein iiberdeckenden Element fiir [s] € S;: Sei zunéchst
q € Q; und auch ¢-s € Q;, dann gilt: p(q-s) =q-s=q-[s] = ¢(q) - [s]. Ist ¢ € Q;, aber
q-s ¢ Q;, dann ist entsprechend der getroffenen Nummerierung ¢-s € Q; fiir j < ¢. Also
gilt: (g -s) =0 = p(q) - [s]. Ist schlieBlich ¢ € @; mit j < ¢, dann ist entsprechend der
Nummerierung auch ¢ - s € Q; fir ein j' < i. Es gilt daher: p(q) - [s] =0=p(q-s). O
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2.2 Zerlegung in starke Zusammenhangskomponenten

Auflerdem sind die starken Zusammenhangskomponenten von Transformationsmono-
iden wieder Transformationsmonoide:

Lemma 11. Sei (Q, M) ein Transformationsmonoid, dann ist jedes R; und jedes R; ein
Transformationsmonoid.

Beweis. Zunéchst ist klar, dass S; ein Monoid mit [15/] als neutralem Element ist. Aufler-
dem gilt: q-[1p] = q- 1y = g fir alle ¢ € Q;, d. h. [1/] operiert tatséchlich als Identitét
auf );, und entsprechend der Definition auch 0 [1/] = 0. Dass R; ein Transformations-
monoid ist, iibertragt sich nach Konstruktion direkt auch auf R;. O

Zwischen R; und R; gilt der folgende Zusammenhang:

Lemma 12.
R; < Rz < R; xU;

Beweis. Falls S; = S; ist, ist ]%Z; = R; und beide Aussagen sind trivial. Sei also S; = Sl-N .
Definiere fur den rechten Teil R; < R; x Uy:

¢ QY x Uy —, QY
q
@ {

u=1
sonst

@ ist surjektiv und ferner hat jedes Element s € SZ‘-N ein iiberdeckendes Element. Fiir
s € S ist dies (s,1) und fiir s = 0 € SV ist es (t,0), wobei t € S; beliebig gewiihlt
werden kann. Denn es ist fiir s # 0 und ¢ € Q;:

o(g,1)-s=q-s5=w((q,1)-(s,1)) ¢(q,0) -5 =0=((¢g,0) - (s,1))
¢(q,1)-0=0=p((q,1) - (,0)) ©(q,0)-0=0=¢p((q,0) - (£,0))

Es bleibt noch R; < R; zu zeigen. Verwende dazu die Identitéit auf Q? als Uberlagerung.
Jedes Element aus 5; ist dann aufgefasst als Element aus SZ-N iiberdeckendes Element
flr sich selbst. O

Betrachtet man Transformationshalbgruppen der Form (S*, S) fiir eine Halbgruppe S,
so sind zwei Elemente s,t € S aus der selben starken Zusammenhangskomponente auch
R-aquivalent, schliefllich gibt es einen Pfad von s nach t (dieser sei mit = beschriftet)
und einen Pfad von ¢t nach s (dieser sei mit y beschriftet). Fiir die Beschriftungen gilt
dann s-x =t und t -y = s. Damit gilt s R t. Umgekehrt definieren die vermittelnden
Element zwischen zwei R-dquivalenten Elementen s,t € S in (S',5) auch eine Kante,
s und t liegen also in der selben starken Zusammenhangskomponente. Satz 8 liefert also
im Wesentlichen eine Zerlegung von Halbgruppen in ihre R-Klassen.
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2 Zerlegung in R-Klassen

2.3 Zerlegung der starken Zusammenhangskomponenten

In diesem Abschnitt geht es nun darum, die starken Zusammenhangskomponenten R;
selbst weiter zu zerlegen. Dazu sollen zunéchst die Halbgruppenelement aus .S; auf zwei
Mengen verteilt werden:

Sy i={s€S;:3qeQ;:q-s€Q;}

S ={s€S;:3q€Q;:q-s€Q;}
In der ersten Menge S;” sind alle Elemente, die eine Kante erzeugen, die innerhalb von
Q; verlduft (also deren Anfangs- und Endpunkt in @; liegt). In der zweiten Menge S;”
sind alle Element, die eine Kante erzeugen, die in ); beginnt aber nicht in @); endet. Im

allgemeinen Fall sind die beiden Mengen nicht disjunkt, ist dies aber der Fall, so lasst
sich von R; die 0 abtrennen:

Lemma 13. Ist S’ NS;7 =10, so gilt:
(Qi, S7) < Ri < Ry < Uy x (@i, 57)  falls S # 0 (2.1)
R; = R; < Uy x (Q;,1) falls S5 =) (2.2)
1 bezeichnet hier das triviale Monoid und (Q;, 1) das zugehérige Transformationsmonoid.

Beweis. Fur S = () gilt S; = S; nach Definition von S;. Fiir Sy # 0 gilt Ry < R; nach
Lemma 12 und (Q;, S77) < R; gilt mittels der Identitat auf @; betrachtet als (surjektive)
partielle Funktion Q? —p Q; als Uberlagerung. Elemente aus S C S; sind dabei iiber-
lagernde Element fiir sich selbst, denn fiir s € S;” gilt s ¢ S;” und daher ¢ - s € Q; fiir
alle g € Q;.

Fiir den hinteren Teil definiere:

U1 % Qi —p QY

q u=1
(u,q) H{ 0 sonst

 ist offensichtlich surjektiv. Sei s € S;, definiere dann als iiberdeckendes Element

~_ .| @,5) seSY
UlXSZ‘ 98—{(0’1:) SgSZCV’

wobei t € S} beliebig bzw. t = 1 ist. Ist s € S;”, so gilt, wie bereits erwdhnt, ¢ -s € Q;
fir alle ¢ € @;. Damit gilt:

o(l,q)-s=q-s=9(1,q-5) =w((1,9) - (1,s))
©(0,9) - s=0-5=0=¢(0,9-5) = ¢((0,q) - (1,5))

Ist s ¢ ST, so gilt ¢ - s & Q; fiir alle ¢ € Q;. Damit ist ¢ - s = 0 und

(1,q) - s=q-s=0=p(0,q-t) = p((1,9) - (0,%))
¢(0,q) s =0-5=0=(0,q-t) =¢((0,9) - (0,1)).
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2.3 Zerlegung der starken Zusammenhangskomponenten

Ist S; = SN (dies ist der Fall, falls S;” = (}), so definiere 0 := (0,¢) als iiberdeckendes
Element fiir 0 € SV. Es gilt

d

Interessant sind mit diesen Erkenntnissen jene Transformationsmonoide (@, M), in
denen S7 und S;” fiir alle starken Zusammenhangskomponenten disjunkt sind:

Satz 9. Sei (Q, M) ein Transformationsmonoid, fir das S;>N.S;” =0 fir alle starken
Zusammenhangskomponenten 1 < i < r gilt. Dann gilt

(@, M) < (Ur x (Q1,57)) 1 (U1 x (@2,55)) -+ - 1 (Ur X (Qr, 5)7))
und (Qi, S7) < (Q, M) fir alle 1 <i <r.

Beweis. Nach Lemma 11 sind alle R; und nach Konstruktion damit auch alle R, Trans-
formationsmonoide, es gilt also ];?Z-l = R; fiir alle 1 <4 < r. Mit Satz8 gilt dann:

(Q,M) < Ri1Ry1---1 R,

Nach Lemmal3 ist B; < U x (Q4,S;). Man beachte dazu, dass 1 € S;” und damit
S 0 fur alle 1 <4 < r gilt.

Ebenfalls nach Lemma 13 gilt (Q;,S;”) < R; und nach Lemma 10 schliefllich auch
(QinS7) = (Q. M), 0

Fiir extensive Transformationsmonoide sind die Mengen stets disjunkt (entweder bil-
det ein Element eine Schleife an einem Knoten, oder eben nicht). Auflerdem ist dort
(Qi,S) = ({q},1). Satz 7 ergibt sich damit in einem gewissen Sinne als Spezialfall des
vorherigen Satzes.

Fiir welche Transformationsmonoide sind die Mengen nun jeweils disjunkt? Der néchste
Unterabschnitt betrachtet als wichtiges Beispiel hierfiir eine besondere Art von Halb-
gruppen bzw. Monoiden.

2.3.1 Halbgruppen mit R = H

FEine Halbgruppe S erfiillt die Bedingung R = ‘H genau dann, wenn jede R-Klasse bereits
eine H-Klasse ist, oder anders ausgedriickt, wenn

SRt = sHt

fir alle s,t € S gilt. Die Bedingung wird beispielsweise von R-trivialen oder von kom-
mutativen Halbgruppen erfiillt.

In Halbgruppen, die R = H erfiillen, ergibt sich mit Hilfe von Lemma 1 eine interes-
sante Aussage: Sei S eine solche Halbgruppe. Betrachte die Transformationshalbgruppe
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2 Zerlegung in R-Klassen

(S, S) und sei darin [s] € S, d.h. es gibt ¢ € Q; C S* mit ¢- s =: ¢ € Q;. Damit gilt
qR ¢ in S'. Weil fiir S R = H gilt, gilt dies auch fiir S* (wie man sich leicht iiberlegt).
Also gilt auch ¢ £ ¢’. Nach Lemma 1 ist die Rechtstranslation mit s eine R-Klassen
erhaltende Bijektion von [¢], nach [¢']z = [¢]¢, in diesem Fall also eine Permutation auf
[qln = Q;. Es gilt damit p- s € Q; fiir alle Elemente p € @;. Damit ist s ¢ S;” und die
Mengen S;~ und S;” somit disjunkt. Durch Iteration ergibt sich fiir jedes [s] € S}~ eine
inverse Permutation und damit ein inverses Element. Ist ST nicht leer, so ist S} also
eine Gruppe und (Q;, S;") eine Transformationgruppe.

Mit Satz 9 ldsst sich jedes Monoid M, das R = H erfiillt, in U; und (Transformations-
)Gruppen zerlegen. Ist M dabei selbst keine Gruppe, so ist nach Satz2 U; Divisor von
M. Die einzelnen Bausteine im Kranzprodukt sind dann alle ihrerseits Divisoren von M

Allerdings lassen sich auch Monoide in U; und Gruppen zerlegen, so dass diese jeweils
Divisor des Monoids sind, fiir die die Bedingung R = H nicht erfiillt ist. Ein Beispiel
hierfiir ist das folgende Transformationsmonoid, dessen entsprechende Zerlegung sich
nach Satz 9 ergibt. Die J-Klassen-Darstellung zeigt, dass die R = H-Eigenschaft nicht
erfillt ist.

*1

b

*aa,aaa| v_| *bb, bbb

L
a b N
b Jb al a S o
a b ba ab | abb

\ ’
\ ’

aba

*bab
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3 Holonomie-Zerlegung

3.1 Eine kurze Einfiihrung

Die Holonomie-Zerlegung erlaubt es allgemeine Transformationshalbgruppen in Holono-
mie-Transformationshalbgruppen zu zerlegen. Eine detaillierte Beschreibung (mit for-
malem Beweis) dieser Zerlegung ist sehr aufwéindig, daher findet sich hier nur eine kurze
Einfithrung in die wichtigsten Begriffe. Die Details und Beweise finden sich in [2] oder
in der hier verwendeten Anschauung in [6]; &hnliche Ansétze finden sich auch in [1].

Bei der Holonomie-Zerlegung wird es nétig sein, Transformationshalbgruppen um Kon-
stanten zu erweitern. Diese Operation kann auch auf Objekten der Form (Q, () durch-
gefiihrt werden. Sie erhalten daher einen besonderen Namen.

Definition (Verallgemeinerte Transformationshalbgruppen). Jede Transformationshalb-
gruppe (Q,S) ist eine verallgemeinerte Transformationshalbgruppe.

Auferdem ist (Q,0) fiir eine nicht-leere Menge Q ebenfalls eine verallgemeinerte Trans-
formationshalbgruppe.

Die Definition von verallgemeinerten Transformationsmonoiden und -gruppen erfolgt
analog.

Definition. Sei (Q, S) eine Transformationshalbgruppe oder sei Q) eine nicht-leere Men-
ge und S = 0. (Q,S) bezeichnet dann die Transformationshalbgruppe, die aus (Q,S)
durch Erweiterung um Konstanten hervorgeht, d. h. S wird zundichst zu S’ so erweitert,
dass sich fiir jedes q € Q ein ¢ € S’ findet, fir das p-q = q fir alle p € Q gilt. Ist
ein entsprechendes Element nicht in S wvorhanden, so wird in S’ ein neues Element
aufgenommen. Die Verkniipfung in S’ ist dann durch

S*grti=s8%gtl S*g q:=q

q*g' S q *g

o]

Il
R
)
il

fiir alle s,t € S und q,p € Q mit ¢,p € S gegeben.

Man iiberpriift leicht, dass (@, S) wohldefiniert ist und dass die Verkniipfungsregeln
auf dann gelten, wenn ¢ oder p bereits in S vorhanden war. Eine genauere Betrachtung
der Konstanten findet sich in einem spéteren Abschnitt.

In Zentrum der Holonomie-Zerlegung (insbesondere in der Anschauung nach [6]) einer
Transformationshalbgruppe (@, S) steht ein Graph, dessen Knoten

e alle Mengen der Form Q - s fiir s € S,

o die Menge @ selbst und
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3 Holonomie-Zerlegung

e alle Elemente aus Q)

sind. Diese Menge der Knoten sei V. Um Fallunterscheidungen zu vermeiden wird ein
einzelnes Element auch als ein-elementige (Teil-)Menge gesehen. Der Graph verfiigt tiber
zwel Arten von Kanten. Zunéchst iiber die Inklusionskanten I: Hier gibt es eine Kante
von einer Menge X zu einer Menge X', wenn X C X’ ist und es keine Menge Y als
Knoten im Graph gibt, so dass X C Y C X’ gilt. Mit anderen Worten, die reflexi-
ven und transitiven Kanten werden aus der Inklusionsbeziehung herausgenommen. Die
Inklusionskanten konnen offensichtlich keine Zyklen bilden. Die anderen Kanten sind
Aktionskanten A. Eine Menge X hat eine mit s € S beschriftete Kante zur Menge X - s
(fiir alle s € 5).

Sei zu einem Knoten X des Graphen Gx := {s € S : X - s = X} die Menge der
Halbgruppenelemente, die beziiglich der Aktionskanten eine Schleife an X bilden. Die
Operation dieses Elements entspricht einer Permutation auf X, daher besitzt Gx Grup-
penstruktur (sofern G'x nicht leer ist, was insbesondere bei Transformationsmonoiden
nicht méglich ist, da 1 € Gx). Zu einem Vater-Knoten! X bezeichne Px die Menge der
direkten Nachfolger von X beziglich der Inklusionskanten. Da g € Gx eine Permutati-
on auf X definiert, definiert g auch eine Permutation auf Px. Fiir einen Vater-Knoten
X ist Hx := (Px,Gx) daher eine verallgemeinerte Transformationsgruppe. Px heifit
Pflasterung von X und die Elemente aus Px Ziegelsteine. Gx heifit Holonomie-Gruppe,
sofern Gx # 0 ist, und es gilt Gx < S.

Bilden einige Aktionskanten (mit moglicherweise unterschiedlichen Beschriftungen)
einen Zyklus, so sind alle Mengen, die darin vorkommen gleich grof3, und die Operation
der Beschriftung einer Kanten bildet eine Bijektion von der Ursprungsmenge (also dem
Knoten, bei dem die Kante beginnt) in die Zielmenge (also dem Knoten, bei dem die
Kante endet). Aulerdem finden sich aufgrund der Assoziativitdt bzw. Homomorphie-
Eigenschaft der Halbgruppen-Operation zwischen zwei Mengen X und X’ des Zyklus
Elemente s,s’ € S, so dass X' = X - s und X = X’ - ist. Durch Iteration findet
sich sogar ein k > 0, so dass die Operation von s'(ss')¥s auf X’ die Identitit darstellt.
Definieren dann s~ := §'(ss')", damit ist die Operation von s~s auf X’ die Identitét.
Es ldsst sich zeigen, dass Hx und Hy isomorph zueinander sind (sofern X und X’
Vater-Knoten des Graphen auf einem Zyklus sind), in dem Sinne dass Py und Py tiber
s und s~ in Bijektion stehen und dass entweder Gx = Gx/ = () oder Hy < Hyxs und
Hx: < Hx gilt.

Aus jeder starken Zusammenhangskomponente des Graphen beziiglich der Aktions-
kanten, die aus Vater-Knoten besteht, wird nun ein Reprasentant X; gewahlt. Fiir einen
Vater-Knoten X bezeichne i(X) den Index des Repréasentanten der starken Zusammen-
hangskomponente von X (es ist also X € X;(x)). Mit #;(X) € S soll (fiir alle X # X; in
der Komponente von X;) ein beliebiges, aber festes Element bezeichnet werden, fiir das
X t;(X) = X gilt. Fir X; selbst sei t;(X;) := 1g1 =: ¢;(X;)”. Man beachte, dass zwar
nicht notwendigerweise ¢;(X;) € S aber immer ¢;(X;)s, st;(X;), t:(X;) s, st;(X;)~ € S
fir alle s € S gilt. Die Représentanten konnen (ohne Liicken) derart von 1 bis r num-

! Gemeint ist dabei ein Knoten, der mindestens eine ausgehende Inklusionskante besitzt.
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3.1 FEine kurze Einfiihrung

merieren werden, dass
YCX = i(Y)<i(X) und Fs€S:Y =X -5 = i(Y) <i(X)

gilt. Daraus ergibt sich Q = X,.
Die Holonomie-Zerlegung von (Q, S) ergibt dann

(Q,8) < HitHs!--- ! H,und G; < S fiiralle 1 <i <,

wobei H; := Hx, =: (P;, G;) ist. Um die eigentliche Uberlagerung definieren zu kénnen,
definiere zunéchst rekursiv

T:Oﬁﬂ-—)‘/

k=1i=k
b, — b,

bk : tk:(T) i(T(bk‘-i-la bk‘+27 sy b?")) = ka
(bks brs1, -+, 0p) 7= T(bg41, brt2, .-, 0r)
T(bk‘-i-l) bk+27 ceey b?“) i(T(bk-f—la bk+27 sy bT)) 7é k

Anschaulich verfolgt 7 einen Pfad von Inklusionskanten: Am Anfang wird das durch b,
bestimmte Kind ausgewahlt. Danach lasst sich rekursiv priifen, welcher Knoten bisher
ausgewahlt war. Relevant ist dann das durch b; gegebene Kind des Repréisentanten
der starken Zusammenhangskomponente X, dieses bisher ausgewéhlten Knotens. Dieses
muss moglicherweise noch vom Repréasentanten in den eigentlichen Knoten umgerechnet
werden. Es zeigt sich, dass 7(b1,bs,...,b,) € @ gilt! Die gesuchte Uberlagerung ¢ ist
dann 7 eingeschrankt auf [[;_; P, — Q.

Um die iiberdeckenden Elemente beschreiben zu koénnen, ist es zuerst sinnvoll von
jedem Vater-Knoten X einen Weg iiber die Inklusionskanten zu jedem seiner Nachfahren
Y (also nicht nur den direkten Nachfahren) festzulegen. Dieser Pfad soll mit p* =Y
bezeichnet werden. Formal soll pX =Y als Sequenz von Knoten betrachtet werden. Der
erste dieser Knoten pé( =Y ist X und der letzte plX Y ist Y. Dieser Weg kann zunéchst
beliebig gewahlt werden, er sollte jedoch eine Konsistenzbedingung erfiillen: Liegt X’
auf dem Weg von X nach Y, so soll pX/%Y ein Endstiick von pX =Y sein.

Bezeichne H; =: (P;, G;). Ein iiberdeckendes Element fiir s € S ist 5§ = (8%,52,...,8")
mit

i H P, — Gy

i=k+1
ti(v)sti(v-s)” wv:i=7(b),i(v) =i(v-s) =k
Xovsy (X))~ vi=7(b),v-s C X mit
b= (bs1, bsos -, by Pt Al
(D15 bkt2s - o5 bp) i(X) = k

* sonst

Im sonst-Fall ist das Verhalten unerheblich, es ist aber sinnvoll dann auf 1¢, abzubilden,
falls dies moglich ist (was insbesondere fiir Transformationsmonoide immer der Fall ist!).
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3 Holonomie-Zerlegung

3.2 Konstanten

Von einer Transformationsgruppe (@, G) lassen sich die Konstanten wieder abtrennen.
Es gilt:

Lemma 14. Sei (Q,G) eine Transformationsgruppe. Dann gilt:

(@.0) < (@,0) 1(G,G)
Beweis. (Vgl. [6, S.6]) O

Die Konstanten lassen sich schliefllich durch Us realisieren.

Lemma 15.

(Q7®)1 = ({avb}aUQ) X ({aab}aUQ) X X ({CL, b}7U2)

[log, |Q|] mal

Beweis. Betrachte eine Element aus {a,b}[°&2|Ql1 als Binérzahl. Dies sind
ollog, QT > Q)

viele. Assoziiere jedes Element ¢ € () mit einer solchen Binérzahl ¢,. ¢; bezeichne dann
das Element aus ¢, das mit i assoziiert ist (falls ein solches existiert). ¢ : {a, b}[1821QI1 —
Q mit ¢ — g, falls g; definiert ist, ist dann surjektiv. Auerdem ist i, ein iiberdeckendes
Element fiir g. Ein tiberdeckendes Element fir 1 ist offensichtlich (1,1,...,1). O

Damit liefert die Holonomie-Zerlegung einen Beweis fiir das Krohn-Rhodes-Theorem,
eines der wichtigsten Resultate der Theorie endlicher Halbgruppen (vgl. auch [4] und [2,
S.39]):

Satz (Krohn-Rhodes). Sei (Q,S) eine Transformationshalbgruppe. Dann gilt fir ein l:
(Q,5) < (Q1,51) 1 (Q2,52) L+ 1(Q1, 5),

wobei fir alle 1 <1i <[ entweder

o Q; = 5; =G fir eine nicht-triviale einfache Gruppe G oder

o (Ql, Sz) = ({CL, b}, U2) gilt.
Im ersten Fall gilt auflerdem G < S.

Der Beweis dieses Theorems iiber die Holonomie-Zerlegung verlduft dann im Wesent-
lichen auf folgende Art und Weise: Die Transformationshalbgruppe (@, S) ist Divisor
von Hy ! Ho!--- 1 H,. Von den einzelnen H; lisst sich nach Lemma 14 der Gruppenan-
teil (sofern iiberhaupt vorhanden) von den Konstanten trennen. Die Konstanten lassen
sich dann nach Lemma 15 weiter zerlegen. Anschlieflen miissen die Gruppenanteilen nur
noch sukzessive in ihre (nicht-trivialen) Normalteiler zerlegt werden (siehe dafiir z. B. [2,
S. 40]).

Uber Elemente der Form G lidsst sich in einer Transformationshalbgruppe (Q,S) be-
liebig oft zwischen den Elementen aus @ wechseln. Oft ist eine unbegrenzte Anzahl an
Wechseln allerdings gar nicht notig.
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3.2 Konstanten

Definition. Sei Q) eine nicht-leere Menge. Q hat dann diber §*p := p Halbgruppenstruk-
tur. Definiere die Transformationshalbgruppe®

@.0) :=(Q x{0,1,2,...,n},Q)

tber die treue Halbgruppenoperation (¢,p € @, i € {0,1,2,...,n})

(p, 1) i>0,p=gq
(1) - p:=1¢ (p,i—1) i>0,p#q
(¢,0) i=0.

Sei (Q, Q) eine Transformationsgruppe mit |Q| > 1, so hat GUQ Halbgruppenstruktur
iber (g.h € G, ¢,p € Q)

gxh:=gx*xgh
qxg:=q-g

Q@
* %
ST
o
K Q

Definiere die Transformationshalbgruppe
@Q.G)=(Qx{0,1,2,...,n},GUQ)

iber die treue Halbgruppenoperation (q,p € Q, g € G, i€ {0,1,2,...,n})

(p,4) i>0,p=gq
(1) - p=1¢ (pi—1) i>0,p#q
(¢,0) 1=0

(1) -9:=(q-9:7)
Sei ({q}, G) eine Transformationsgruppe, definiere ({7(]}?,?) = ({q} x{0,1,2,...,n},G)
iber die treue Halbgruppenoperation gegeben durch (q,i)- g := (q-g,1). Setzte q:= g fir
g € G beliebig.

In diesen Transformationshalbgruppen kann mittels Konstanten n-mal in einen be-
stimmten Zustand gewechselt werden. Eine erneute Konstantenanwendung ist anschlieend
ohne Wirkung. Wird dabei die Konstante g auf den Zustand (g, i) angewendet, so ver-
ringert sich der Zahler i nicht!

Auch hier lassen sich die Konstanten abseparieren:

Lemma 16. Sei (Q,G) eine Transformationsgruppe. Dann gilt:

1

(@'G) < (@.0) 1(G,q)

2An dieser Stelle ist es angebracht einen Dank an die Betreiber und Mitglieder von http://tex.
stackexchange.com/ auszusprechen, insbesondere an die, die auf meine Frage beziiglich der Darstel-

lung von @T,IVT) geantwortet haben.
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3 Holonomie-Zerlegung

Beweis. Definiere ¢ : (Q x {0,1,2,...,n}) x G — Q x{0,1,2,...,n} uber ((q,7),9) —
(q-g,i). @ ist surjektiv (withle g = 1). Fiir b € G ist h := (1,h) (wobei 1 die konstante
Funktion ist, die alle Werte in G auf 1 abbildet) ein iiberdeckendes Element, denn es gilt
(fir i € {0,1,2,...,n}):

©(((g,1),9) - h) = ©(((q,4), 9) - (1,h))
((g,7),9h) = q - gh
((Qa i)ag) “h

¥
¥

Fiir p € Q definiere p = (ﬁQ, 1¢) als tiberdeckendes Element von p, dabei sei ﬁQ G — Q!
definiert tiber g — p - g~ 1. Es gilt tatsachlich (fir i € {1,2,...,n}):

p-g tgi—1)=(pi—1)
qg,Z)ﬁ:sD((q,Z),g)ﬁ

und

. n—1
Ahnlich wie bei ,normalen* Konstanten, ldsst sich (Q,0) weiter aufspalten:

Lemma 17.
—n—1

(@Q.0) < Aol 1A -1 A

n+1 mal

%
Beweis. Sei Q ={q1,q2,-..,qmn}. Identifiziere ¢; € Q mit i € A|Q‘1. Definiere dann

o: A" —=» @x{0,1,2,...,n}
=0
(ag,a1,...,an) — (a;,1) falls ay # € fiir alle £ > 7 und
ar = € fur alle k < ¢ gilt.
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3.3 Spezialfille der Holonomie-Zerlegung

Die Surjektivitét von ¢ ist offensichtlich. Als iiberdeckendes Element von ¢; € @ definiere
2. (A0 A 2n b‘g’“—(_' dfiwr0<i
qJ‘—(Qjana'--7Qj)W0 €l ¢; = J und Iur <i1<n

n
5. 1 1
¢ [I 40" = 40

k=i+1
Ayn
J  Giy1 # ¢j und
(ait1,ait2,. .., an) — Ait1s A2y - -5 A F €
€ sonst
ist. Sei nun ¢(ag,ay,...,a,) = (g, 1) fir ¢y € Q. Dann ist

ap = € fur k < 1,

o
a; =qy = j #eund
aj # € fiur k > 1.

Fiir i > 0 und Q > ¢q; # g gilt

ak-qﬁ;-“:ak-e:ak:efiirk<i—1

o«
G-y '=ai1-j =] =qjFe

ak-qq;:ak#efﬁrkZi

und daher ¢(ag,ai,...,a,) - G = (g5,i — 1) = ¢((ag,a1,...,a,) - ¢;). Fir i > 0 und

ak-qdj?:ak-e:ak:efﬁrk<i—l
5—1
ai—1-4; = 0Qi-1"€=0-1 =€

ak-qdj“:ak%efﬁrk:Zi

und daher ¢(ag, a1, .. .,an) ¢ = (g;,1) = ¢((ag, a1, ..., an)-q;). Fiir i = 0 gilt schlieBlich
ay, # € fir alle 0 < k < n und damit fir ¢; € Q:

(p(qj/,al,...,an) % = (q]/,O) % - (q]HO) :@((q]'valvaan) q])

3.3 Spezialfille der Holonomie-Zerlegung

Der letzte Abschnitt hat Konstanten eingefiihrt, die nur endlich oft einen Zustands-
wechsel erlauben. Es stellt sich nun die Frage nach dem Nutzer solch eingeschrénkter
Konstanten. In diesem Abschnitt werden daher Spezialfille untersucht, in denen diese
Konstanten fiir die Holonomie-Zerlegung ausreichend sind.
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3 Holonomie-Zerlegung

3.3.1 Forderungen an (Q, M)

Es werden nun keine Transformationshalbgruppen mehr, sondern nur noch Transfor-
mationsmonoide (@, M) betrachtet. AuBlerdem wird eine weitere Forderung an (Q, M)
gestellt: Die Pfade entlang der Inklusionskanten im Graph der Holonomie-Zerlegung von
(Q, M) sollen sich in eine Menge von Sorten K := {K;, K»,..., Ky} einordnen lassen.
Fiir die Sorten soll eine Sortierung existieren und allein anhand der Sorte eines Pfades
b e [[;_, P; soll es fiir ein Element m € M méglich sein zu bestimmen, ob m ein sorten-
erhaltendes oder ein sortenwechselndes Element ist. Fiir ein sortenwechselndes Element
m soll gelten, dass b - m ein Pfad einer echt kleineren Sorte ist als b. Diese Sorte darf
nur von m, nicht aber von b abhéngen; sie heifit Nachfolgesorte der Sorte von b unter m.
Da die neue Sorte echt kleiner ist, ist die Anzahl der moglichen Sortenwechsel fiir einen
Pfad b durch eine Konstante ¢, beschrankt. Fiir ein sortenerhaltendes Element m soll
gelten, dass es auf jedem Pfad der Sorte einen Knoten X mit X -m = X gibt. SchliefSlich
soll fiir jeden Pfad b die Sorte nach Anwendung von 7 und anschliefender Anwendung
von n mit der Sorte nach Anwendung von min tibereinstimmen (m,n € M seien dabei
beliebig).

Damit operiert M auf der Menge der Sorten: K - m sei die Nachfolgesorte von K
unter m. Wie in Unterabschnitt 2.2.1 beschrieben, ldsst sich mithilfe dieser Operation
ein (treues) Transformationsmonoid (K, M’) bilden.

Spéter werden einige Transformationsmonoide untersucht, die diese Forderungen er-
filllen. Davor soll aber die Frage, welche Konsequenz diese (zunéchst recht willkiirlich
erscheinenden) Forderungen haben, geklart wurden.

Sei b ein Pfad zu ¢ := 7(b) auf dem sich ein Knoten X mit X -m = X fiir ein Element
m € M befindet (ohne Einschriankung sei X der beziiglich Inklusion gréfite solche Knoten
auf b). Es ist nun moglich ohne Verwendung von Konstanten diesen Pfad in einen zum
Knoten ¢ - m zu iiberfithren. Dazu wird der Pfad in zwei Teile geteilt: Der erste geht
von ) bis X und der zweite von X bis ¢. Der erste Pfadteil soll unverdndert bleiben,
dazu wird auf den Reprasentanten X; der dazu gehorigen Knoten stets 1, angewendet.
Ist X kein Vater-Knoten, so ist X = {¢} = X - m = {g - m} und der entstehende Pfad
korrekt. Ist X ein Vater-Knoten, so wende bei X;(x) wie iiblich #; x(X)mt; x)(X)~ an.
Dies {iberfiihrt den nédchsten Knoten Y auf dem Pfad in den Knoten Y - m. Ist Y kein
Vater-Knoten, so ist die Aussage gezeigt. Ist Y ein Vater-Knoten, so ist auch Y - m ein
Vater-Knoten und Y besitzt den selben Représentanten Xy wie Y -m. Die Anwendung
von t;y)(Y)mt;yy (Y - m)~ iiberfithrt den auf dem Pfad néchsten Knoten Z in Z - m.
Fir Z und Z - m kann Induktion angewendet werden.

Diese Uberlegung motiviert die Zerlegung

(Q, M) < HytHy1--- Ho 2 (K, M),
wobei ¢ das Maximum aller ¢, fir alle moglichen Pfade b ist. Sei P¢ := P; x {0,1,...,c}.

Lifte 7 zu einer Funktion
' T
U H Pf—V,

k=1i=k
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3.3 Spezialfille der Holonomie-Zerlegung

wobei die Zihler-Werte einfach ignoriert werden sollen. Definiere als Uberlagerung

T

W (HPf) x {K1, Ky, ..., K} =, Q
i=1

mit ((by,i1,b2,192,...,br,0,), K) =: (b, K) — 7(b), falls b ein Pfad der Sorte K ist und

ij > ¢ fiir alle 1 < j < r gilt. Man beachte, dass 1 surjektiv ist, da jeder Pfad zu

einer Sorte gehort und die Zéhler gro3 genug gewéhlt werden kénnen. Definiere m :=

(ml,m? ... m", [m]) als iiberlagerndes Element fiir m € M iiber:

.
m' | T Py | x {K1,Ka,..., K} — G UP,

j=i+1
ti(v)sti(v-s)” v:i=7(b),i(v) =i(v-s) =k
PV (X))~ vi=1(b),v s € X mit
(b, K) — i(X) =k und m ist auf K
sortenwechselnd
1 sonst

Fiir sortenerhaltende Elemente m verhélt sich 1 wie in der Uberlegung oben beschrie-
ben. Die Zéhler werden also nicht verédndert. Fiir sortenwechselnde Elemente verhélt sich
m wie in der Holonomie-Zerlegung. Hier werden die Zéhler zwar moglicherweise verrin-
gert, sie waren aber vorher alle gréfler gleich ¢,. Damit kénnen also nach Definition von
¢p noch alle weiteren moglichen Sortenwechsel ausgefithrt werden. Der neue Pfad wird
also von 1 weiter abgebildet, weswegen die Eigenschaften eines iiberdeckenden Elements
tatséchlich erfiillt sind.

Man beachte abschlieend noch, das die durchgefithrten Modifikationen auf die Grup-
pen G; keinen Einfluss haben. Es gilt also weiterhin G; < M fiir alle 1 <14 < r. Es gilt
damit folgender Satz (der Ahnlichkeiten zum Krohn-Rhodes-Theorem besitzt):

Satz 10. Sei (Q, M) ein Transformationsmonoid, das die eingangs gegebenen Forde-
rungen erfillt. Dann gilt fir ein [:

(Q M) <CrnCa...C
wobet fir alle 1 < i <[ entweder
e C; = (G,Q) fir eine nicht-triviale einfache Gruppe G oder
o C; = Uy gilt.
Im ersten Full gilt auflerdem G < M. Ist M keine Gruppe, so gilt auch Uy < M.

Beweis. Es gilt - o

(Q,M) < HiVHy - H, 2 (K, M)
und G; < M. Nach Lemma 16 lassen sich die Gruppenanteile der E’; abseparieren. Die-
se konnen dann wie beim Krohn-Rhodes-Theorem weiter in einfache Gruppen zerlegt
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3 Holonomie-Zerlegung

werden (siehe dafiir wieder [2, S.40]). Die Konstantenanteile lassen sich nach Lemma 17
in A1 zerlegen. A,! kann seinerseits wiederum in Uj zerlegt werden (siehe Satz5). Da
(K, M’) nach den Forderungen extensiv ist, ldsst es sich nach Satz7 ebenfalls in U;
zerlegen. SchlieBllich gilt noch Uy < M, falls M keine Gruppe ist, nach Satz 2. 0

3.3.2 Monoide mit R =H

Dieser Unterabschnitt wird zeigen, dass fiir jedes Monoid M, fir das R = H gilt, das
Transformationsmonoid (M, M) die Forderungen aus dem vorherigen Unterabschnitt
erfiillt. Wéahle dazu als Menge der Pfadsorten die Menge der £-Klassen von M. Die
Sorte eines Pfades b ist dann die £-Klasse von 7(b). Seien m und n zwei Element aus der
selben £-Klasse. Dann gilt Mm = Mn und fiir jedes Element a € M auch Mma = Mna
und damit ma L na. Die Nachfolgesorte unter einem Element a kann also lediglich
durch Kenntnis der Ursprungssorte bestimmt werden. Ist a sortenerhaltend fiir eine £-
Klasse L, so gilt flir n € L: n £ na bazw. M -n = Mn = Mna = M -n - a. Der
Knoten M - n findet sich dabei auf jedem Pfad b zu n, denn angenommen b verlduft
nicht iiber M - n. Sei dann M - m # M - n der direkte Vorfahr von n auf b. Dann ist
nach Konstruktion des Graphen n € M - m und es gibt z € M mit n = zm. Daher ist
M-n=M-zm M- -m.DaneM-nC M-m gilt, gibt es keine Inklusionskante von
M - m zu n, was einen Widerspruch darstellt. Ist a andererseits sortenwechselnd auf L,
so kann die urspriingliche Sorte durch Rechtsoperation nie wieder erreicht werden. Um
dies einzusehen sei b ein Pfad zu einem beliebigen Element m aus L. Dann liegt ma in
einer anderen £-Klasse, da a auf L sortenwechselnd ist. Angenommen durch Anwendung
der Elemente ci,ca, ..., cs lasst sich ein Pfad ' zu ma tiberfithren in einen Pfad b” zu
einem Knoten macics...cs =: mac mit m £ mac. Es gilt dann Mm = Mmac und die
Operation von ac bildet eine Permutation auf Mm. Dann gibt es ein k (die Ordnung der
Permutation), so dass die Operation von (ac)* die Identitit auf Mm ist. Es gilt dann
ma - c(ac)* L =m und m-a=ma
und damit m R ma. Also gilt auch m £ ma, was einen Widerspruch bedeutet. Es lisst
sich also eine Sortierung der £-Klassen finden, so dass ein Sortenwechsel nur in eine echt
kleinere Klasse moglich ist.
Satz 10 bestédtigt damit weitgehend das Ergebnis aus Unterabschnitt 2.3.1.
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4 Zerlegung O-einfacher Halbgruppen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Zerlegung 0-einfacher Halbgruppen. Ziel ist es
dabei fiir das Monoid S! zu einer 0-einfachen Halbgruppe S zu zeigen, dass es Divisor
eines Kranzprodukts aus Halbgruppen ist, die ihrerseits Divisoren von S' sind. Nach
Lemma6 gilt dann zudem S < S!. 0-einfache Halbgruppen sind deshalb interessant,
weil sie als Bausteine allgemeiner Halbgruppen betrachtet werden kénnen.

Definition (0-einfache Halbgruppe). Eine Halbgruppe S heifit O-einfach, wenn sie ein
Null-Element 0 € S enthdlt und {0} und S\ {0} ihre beiden einzigen J-Klassen sind.

Daneben gibt es auch einfache Halbgruppen, diese besitzen nur eine [J-Klasse. Jede
einfache Halbgruppe lédsst sich durch Adjunktion einer Null in eine 0-einfache Halbgruppe
iiberfithren. Leicht Gberlegt man sich, dass die urspriingliche Halbgruppe dann Divisor
der Halbgruppe mit Null ist.

Es werden nun die moéglichen Félle eine 0-einfachen Halbgruppe einzeln untersucht.
Man verifiziere, dass es sich dabei tatsdchlich um alle Moglichkeiten handelt.

4.1 Nicht-regulare 7-Klasse

Sei S eine 0-einfache Halbgruppe und die J-Klasse S\ {0} nicht regulir!. Dann enthélt
S\ {0} nur ein Element a. Denn fiir zwei verschiedene Element Elemente a und b aus
S\ {0}, gilt nach Satz1 ab = 0. AuBerdem gibt es fiir sie z,y € S' mit a = zby und es
gilt z,y # 0 (sonst wire a = 0). Der Fall x = y = 1 ist ausgeschlossen, sei also x # 1
(der Fall y # 1 verlauft analog). Damit gilt = J b (es gibt keine andere [J-Klasse fiir )
und dann zb = 0 und xby = 0 = a. Also gilt a J b.

Es ist also S = {0,a} und es gilt st = 0 fiir alle s,¢ € S. Damit gilt

St < Uy

iiber die Uberlagerung ¢ : Uy x Uy — S! mit (0,0) — 0, (1,0) — a und (1,1) ~ 1.
Ein iiberdeckendes Element fiir 0 ist (0,0), eines fiir 1 ist (1,1) (0 bzw. 1 in der ersten
Komponente bezeichne dabei die entsprechende konstante Funktion) und eines fiir a ist
a = (a',0), wobei a' : Uy — Uy iiber 0 = 0 und 1 + 1 definiert ist. Das es sich dabei
tatsédchlich um iiberdeckende Elemente handelt, ergibt sich durch einfach Rechnung.

1Zu beachten ist, dass dieser Fall in der Definition einer O-einfachen Halbgruppe nach [3] ausgeschlossen
ist
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4 Zerlegung 0-einfacher Halbgruppen

4.2 7J-Klasse ist Gruppe

Sei S eine 0O-einfache Halbgruppe und S\ {0} eine Gruppe G, so gilt

Sl=8<GxU;

iiber die Uberlagerung ¢ : G x Uy — S mit (g,0) — 0 und (g, 1) — g. Ein iiberdeckendes
Element fiir 0 ist dabei (1,0) und eines fir g € G ist (g, 1).

4.3 Zwei ldempotente

Ist S eine 0-einfache Halbgruppe, die zwei idempotente Elemente in der selben R-Klasse
besitzt, so gilt nach Satz3 Us < S!. Zerlege S' dann beliebig nach dem Krohn-Rhodes-
Theorem.

4.4 Regulare J-Klasse, maximal ein ldempotentes, gruppenfrei

Sei S eine 0-einfache, gruppenfreie Halbgruppe, in der jede [J-Klasse regulir ist und jede
R-Klasse maximal ein idempotentes Element besitzt. Damit besitzt jede R-Klasse genau
ein Idempotentes (vgl. Lemma4), auflerdem besitzt auch jede £-Klasse mindestens ein
Idempotentes. Mit Ly fiir 0 < A <[ sollen die £-Klassen von S bezeichnet werden, Ly sei
dabei die £-Klasse von 0. R; bezeichne dann die R-Klassen, wobei 0 < ¢ < r und Ry die
R-Klasse von 0 ist, und H; » bezeichne schliellich die H-Klasse R; N L) (sofern dies nicht
leer ist). Es gelte auflerdem r > 2, ansonsten ist S \ {0} eine Gruppe. Fiir [ = 1 hat S
die Struktur von A,Q. Man iiberlegt sich dabei leicht, dass AQ <Ui xA, <UUL-- 0,
und U; < S* gilt. Sei im Folgenden also [ > 2.

Da S gruppenfrei ist, enthilt jede H-Klasse genau ein Element. Wéhle fiir die Ele-
mente folgende Bezeichnungen: Zunéchst bezeichne eg\]) das j-te Idempotente in Ly. Die
bisher freie Nummerierung der R- und £-Klassen soll nun entsprechend der folgenden
J-Klassen-Darstellung von S eingeschrinkt werden. Die erste Zeile soll Ry beschreiben,
die zweite Ro und so weiter. Analog soll die erste Spalte Ly beschreiben, die zweite Lo

und so weiter.
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4.4 Regulire J-Klasse, maximal ein Idempotentes, gruppenfrei

IRONRO)

IRCINE)

*egnl) Sg’nl)
INONIRO)

*0

Das Element in der selben R-Klasse wir eg\j), aber in der ndchsten £-Klasse sei sf\j) (in

der Darstellung bereits verzeichnet). Nach Satz1 ist eg\j)s(j ) = sg\j). Nach Lemmal ist
die Rechtstranslation mit s&] ) demnach eine R-Klassen erhaltende bijektive Abbildung
von Ly nach Lyi1 (ggf. modulo 1). Zur Vereinfachung der Schreibweisen im folgenden
soll eine Vereinbarung gelten: Ist A # 0, so soll A4+ 1 und A — 1 auf den Bereich von 1 bis
[ normiert werden; insbesondere soll 1 — 1 =1 # 0 gelten! Analoges soll auch fiir i # 0

gelten. Ebenfalls nach Satz 1 gilt sg\j)sf\%/) # 0 genau dann, wenn X' = A+ 1 (mod 1) ist.

Damit erzeugen alle sg\j) zusammen ganz S.
Es gilt nun:

Lemma.
St < (Qiy1, B 1 A

Beweis. Die (surjektive!) Uberlagerung ist
2 Ql—l—l X Arl —p Sl
(A\e)— 1, falls A =1

(A,TM{S A=0

A 7é 0,s € Hi,)\
Offensichtlich ist (1,€) ein iiberdeckendes Element fiir 1 (wobei 1 die konstante Funk-
tion von A,! zu 1 € B;! ist). Ein iiberdeckendes Element fiir sg\J) ist §g\j) = (33,7),

wobei R; die R-Klasse von sg\j) sei und §7 (natiirlich weiterhin fiir verschieden A und j

unterschiedlich und) gegeben ist durch
§B : Arl — Bll
E—> a102...a)_1

Ay
1 = ay.
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4 Zerlegung 0-einfacher Halbgruppen

Damit ist
~(7 < .
(1,6 57) =0 1) = s = (1) -5,
SR — — .
P((0. %) - 57) = (0, k) = 0= (0, k) - 55,
PN F) - 3D) = oA+ 1K) = (A, k) - s und
F S ’ % % ..
o1, ) -35") = 00, %) = 0= o, k) - 5 fir 7 X

Schliefflich gilt auch noch:

Lemma.

(Qs,B2)' < S!

(1)

Beweis. Definiere ¢ : S' —, Q3 iiber e := e]’ + 1, 5 := sgl) — 2 und 0 — 0. Ein

iiberdeckendes Element fiir a ist s, eines fiir b ist sgl)sgl) e sl(l)

Rechnung zeigt. O

, wie sich durch einfache

Damit gilt zusammengefasst;:

Satz.
St < Byla Byl B U U - U

wobei By' < SY und Uy < St gilt.

Beweis. BEsgilt S' < (Q41, B1)"1 AL, Nach Satz 4 gilt (Qi41, B))* < (Q3, B2)"(Q3, Ba) 12
---2(Q3, B2)! und nach Lemma 8 gilt (Q3, B2)! < Byl = Byl AL < U U - -2 Uy gilt
nach Satz 5. Bo! < S! gilt nach vorigem Lemma zusammen mit Lemma 7 und U; < S*
gilt nach Satz 3. O

4.5 Nicht-gruppenfreie Erweiterung

Sei S wie im letzten Abschnitt, jedoch nicht gruppenfrei. Seien H und H' zwei (mogli-
cherweise gleiche) H-Klassen aus S. Alle Produkte der Form st mit s € H und ¢t € H’
befindet sich nach Satz1 in der selben H-Klasse; daher bildet die Menge der H-Klassen
von S eine Halbgruppe S" = {[s]y : s € S}, die zudem die im letzten Abschnitt gefor-
derten Bedingungen erfiillt.

Seien die L£-Klassen von S analog wie im letzten Abschnitt als L1, Lo, ..., L; und
Ly = {0} nummeriert, auch die Nummerierung und Benennung der R-Klassen R; von
S und der H-Klassen H; y soll (analog) itbernommen werden. Nach Satz 1 gilt entweder
Hi,)\Hj,,u = H()’() oder Hiy/\vaﬂ = Hi,,u in S’ fiir alle 1 < Z,j <r und 1 < )\,M < l.

Nach Voraussetzung befindet sich in jeder R-Klasse R; genau eine regulire H-Klasse,
dabei sei A\g (i) die Nummer der £-Klasse, in der diese liegt.
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4.5 Nicht-gruppenfreie Erweiterung

Nach Lemma 3 sind alle (nicht-trivialen) reguldren H-Klassen in S isomorph zur selben
Gruppe G. t; : G — H)(;),; bezeichne den Isomorphismus von G in die regulére H-
Klasse in R; (fiir 1 <1 < 7). ¢;(1) ist damit das Idempotente in R; und nach [3, S. 51]
ist ¢;(1)s = s fiir alle s € R;.

Es gilt nun:

Lemma.

st g8

Beweis. Fixiere fiir alle 1 < A <[ ein beliebiges Element sy, dass Ly durch Rechtstrans-
lation R-Klassen-erhaltend in Ly ; tiberfiihrt. Solche Elemente existieren nach Lemma 1.
Die Rechtstranslation mit

§)\ = SASAH1 - S1S1S52 - SN —1

ist dann eine R-Klassen-erhaltende Permutation auf Ly. Es findet sich ein k) > 1, so
dass 51)? die Identitat auf Ly und damit auch auf allen H; y (mit 1 <14 < r) ist. Definiere
nun:

SASAHL « -+ SAg(i)—1 A < Ag(i)
ISZ’-\_> = Q0 SASAEL---SIS182- - Sag(i)—1 A > Ag(i)
1 A= Mg(7)

oy — .

A ) SAa)SAa(i)+1 - - SIS152 - R - Ve1())
i ~ky—1 .
SAa(D)SAg(i)+1 - - - SA=1S) A > A\g(1)

Offensichtlich ist jetzt ¢} 7¢;7* = §§*. Definiere:

p:Gx 9" =, 8!
(L) —1
(9, Hi\) = ti(g)t7 M fir 1 <i <1 <A<
(g9, Ho,0) — 0.
o ist surjektiv und es gilt (g, H; ») € H; x.

Ein iiberdeckendes Element fiir 11 ist (1,1g1) (wobei 1 in der ersten Komponente die
konstante Funktion von $'* nach 1¢ bezeichne), ein iiberdeckendes Element fiir s € S
ist 3 = (59, [s]y) mit

.8 - a
L o7 Hei(1)st] ) fitr s € Hyy mit 1 <i<r, 1 <A<
1 1 fiir s € Hoy
Hypo—1
Hix o7 (1)t sth ™) fiie s € Hjy, mit Hy \Hj = Hy o # Hoo
H; y — 1 fir H; \[s]y = Hoy
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4 Zerlegung 0-einfacher Halbgruppen
Es gilt nun fir H;,>s#0,1<i<r, 1 <AL

@((1,1)-0) = ¢((1,1) - (1, Hop)) = ¢(1, Hop)
=0=1¢(1,1)-0

©((g, Hop) - 0) = ¢((g. Hop) - (1, Hop)) = ¢((g. Ho)
=0=(g,Hop) 0

©((g9,H; \) - 0) = ¢((g, H; \) - (1, Hoo) = ¢((g, Ho,)
=0=1(g,H;») 0

P((1,1)-8) = @((1,1) - (o (15(Dsth ™), [s]n))

= o(u; M (e (D)sth ™), Hj )
=1 (1)sth 717" = 15(1)s
=s=¢(1,1) s

©((g,Hop) - 8) = ¢((g, Hoo) - (1, [s]3)) = (g, Ho,0)
=0= (g, Hop) - s

Ist zudem H; »[s]y = Ho,, so gilt:

o((g, Hipn)-38) = ¢

Ist andererseits H; [s|y = H;, # Hoyp, so gilt:

(9: Hin) - (i (D)t sty ), [s])
g7 (Dt st Hiy)

(ge; (st 7))t
(gDt st H

(9)t7 s = (g, Hi ) - s

©((g, Hipn)-8) = ¢

I
&
A~ o~~~

Andererseits gilt auch:

Lemma 18.
st < st

Beweis. Wihle als Uberlagerung ¢ : St — & "mit 1+ 1unds— [s]3. Ein iiberdecken-
des Element fiir 1¢1 ist 1g1 und eines fiir H; ) ist s € H; ), wie man leicht einsieht. [

Zusammen ergibt dies:
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4.6 Ubertragung auf komplexere Halbgruppen

Satz.
St < GUIBy' 1Byt - 1B iU U - U

wobei G < S, Byl < S und Uy < S gilt, oder
St <G U UL -1y,
wobei G < S* und Uy < ST gilt

Beweis. Es gilt St < G15"". Entsprechend dem letzten Abschnitt lisst sich S”' entweder
in BolyBolv-- - 1 Ba' {UL 1 UL L -+ - UG zerlegen und es gilt B! < St und Uy < S oder
es gilt S < U iU -0y und Uy < S™'. Da 8" < S! gilt, gilt also ggf. auch By! < S!
und U; < S'. G < S! gilt durch Wahl eines Isomorphismus von einer beliebigen (nicht-
trivialen) H-Klasse nach G als Uberlagerung. Die iiberdeckenden Element finden sich
durch die inverse Abbildung zu diesem Isomorphismus. O

Abschlieflend sei noch angemerkt, dass sich G natiirlich auch weiter in einfache Grup-
pen zerlegen lasst, genau wie beim Krohn-Rhodes-Theorem.

4.6 Ubertragung auf komplexere Halbgruppen

Es ist moglich O-einfache Halbgruppen in Uy, By!, Us und Gruppen zu zerlegen. Leider
ist es nicht moglich dieses Ergebnis direkt auf komplexere Halbgruppen zu iibertragen,
indem man die einzelnen 7-Klassen der Halbgruppe als 0-einfache Halbgruppe auffasst
und diese zerlegt. Das Problem, das sich bei diesem Ansatz ergibt, ist, dass die Operation
der groferen [J-Klassen auf den kleineren mitberiicksichtigt werden muss. Betrachte als
Beispiel dazu folgende Transformationshalbgruppe (@, S) und die [7-Klassen-Darstellung
von S. Der Ubersichtlichkeit halber setzte dabei d := aacc, e := bbaa und f := ccbb.

*abc| a | ab

be [*becal b

c | ca |*cab

“C |
b *defl d | de
¢ ef fefd e
Q f | fd [ fde

*0

Die untere der beiden nicht-trivialen J-Klassen J, und die 0 bilden eine O-einfache
Halbgruppe, die Divisor von (Q4, B3)* ) A3l ist. Zieht man die obere J-Klasse J, jedoch
mit in Betracht, ist unklar wie beispielsweise das Verhalten von a auf J, umgesetzt
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4 Zerlegung 0-einfacher Halbgruppen

werden kann. Denn die Rechtstranslation mit a bildet [def], auf [d], und [d]z auf [de],
ab, wahrend alle Element aus [de] auf 0 abgebildet werden. Im Gegensatz dazu tiberfiihrt
in (Q11,B;)! jedes a; genau einen Zustand in einen anderen von 0 verschiedenen.

Moglicherweise kann (@, S) aber auf eine ganz andere Weise in ein Kranzprodukt aus
By! und U; zerlegt werden. Ist dies jedoch nicht moglich, so liefert (Q, S) einen Hinweis
darauf, welche weiteren Bausteine zur Zerlegung allgemeiner Halbgruppen in der Form,
dass jeder verwendete Baustein in der Halbgruppe selbst enthalten ist, nétig sind.
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5 Zusammenfassung

Nach der grundlegenden Einfithrung in die Theorie endlicher Halbgruppen und Trans-
formationshalbgruppen stellte das erste Kapitel insbesondere die Halbgruppen U;, Us,
By und B, vor. Dabei ergab sich, dass Uy < M fiir genau die Monoide M gilt, die keine
Gruppe sind. Fiir U, ergab sich ein dhnliches Kriterium: Demnach ist Us genau dann
Divisor eines Monoids M, wenn M eine R-Klasse mit zwei unterschiedlichen Idempo-
tenten besitzt. Weiter wurde gezeigt, dass sich anhand eines bestimmten Musters in der
J-Klassen-Darstellung einer Halbgruppe bestimmen lasst, ob By Divisor der Halbgrup-
pe ist. Fir B,, wurde gezeigt, dass es Divisor eines direkten Produkts aus n vielen Bs
ist.

Am Anfang des zweiten Kapitels stand die Zerlegung von Transformationshalbgrup-
pen, deren starke Zusammenhangskomponenten trivial sind. Diese extensiven Transfor-
mationshalbgruppen (@, S) lieen sich dabei als (Q,S) < Uy QU v ---2U; zerlegen. Da
fiir R-triviale Halbgruppen S die Transformationshalbgruppe (S1, S) extensiv ist, liefert
diese Zerlegung einen Beweis fiir die einfache Richtung von Stifflers Theorem. Der Ansatz
lie sich anschlieffend auf Transformationshalbgruppen (@, S) mit nicht-trivialen starken
Zusammenhangskomponenten erweitern. Dazu wurden Transformationshalbgruppen R;
definiert, die im Wesentlichen die Operation von S auf der i-ten starken Zusammen-
hangskomponente widerspiegeln. Die Zerlegung ergab sich dann als:

(Q,S)-<R112}§212"'2R~r1

Fiir den Fall, dass S auf jeder starken Zusammenhangskomponente derart in zwei dis-
junkte Teilmenge zerfillt, dass die Elemente der einen Menge eine Permutation auf
der starken Zusammenhanskomponente vermitteln und die Elemente der anderen Men-
ge von jedem Knoten aus die starke Zusammenhangskomponente verlassen, liefl sich
zeigen, dass die R; ihrerseits Divisor eines direkten Produkts von U; und einer Transfor-
mationsgruppe sind. Zusammen ergab dies einen der zentralen Sitze dieser Arbeit: Ein
Transformationsmonoid (Q, M), fir das M wie eben beschrieben auf den starken Zusam-
menhangskomponenten zerfillt, ist Divisor eines Kranzprodukts aus U; und Transfor-
mationsgruppen, die ihrerseits Divisor von M sind. Zum Abschluss des Kapitels wurde
schlieBlich gezeigt, dass hierunter insbesondere die Transformationsmonoide (M, M) fiir
Monoide M, in denen fiir die Greenschen Relationen R = H gilt, fallen. Dies liefert
eine analoge Aussage zur einfachen Richtung von Stifflers Theorem fiir diese Monoide.
Allerdings wurde durch ein Gegenbeispiel gezeigt, dass die entsprechende Riickrichtung
nicht gilt, d. h. dass es Monoide gibt, die Divisor eine Kranzprodukts aus Transformati-
onsgruppen und Uj sind, aber fir die nicht R = H gilt.

Das dritte Kapitel bestétigte schliefllich den zentralen Satz aus dem vorherigen Kapitel
durch Betrachtung der Holonomie-Zerlegung einer Transformationshalbgruppe (@, S),
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5 Zusammenfassung

die zunéchst kurz vorgestellt wurde. Anschliefend wurde auf Transformationshalbgrup-
pen, die um Konstanten ergdnzt wurden, eingegangen. Dies erlaubte einzusehen, warum
die Holonomie-Zerlegung einen Beweis fiir das Krohn-Rhodes-Theorem liefert. Neben
den normalen Transformationshalbgruppen mit Konstanten wurde ein neuer Gedanke
eingefithrt: Transformationsgruppen, die um solche Konstanten erweitert werden, dass
durch diese nur endlich viele Zustandswechsel moglich sind. Wahrend sich die norma-
len Konstanten durch ein direktes Produkt aus mehreren Us umsetzen lieen, wurde
gezeigt, dass fiir die eingeschriankten Konstanten bereits U; ausreicht. Es wurde disku-
tiert, dass fir Transformationsmonoide (Q, M), die bestimmte Forderungen erfiillen, die
Holonomie-Zerlegung mit diesen Konstanten auskommt. Konkret wurde gezeigt, dass

(Q,M) < HytHy1--- 2 Hy 0 (K, M),

gilt, wobei H; die normale i-te Holonomie-Transformationshalbgruppe erweitert um Kon-
stanten, die ¢ viele Zustandswechsel ermoglichen, ist und (K, M) ein Transformations-
monoid von Pfadsorten zu Pfaden im Graph der Holonomie-Zerlegung darstellt. Es wurde
auch diskutiert, wie sich die Komponenten des Kranzprodukts weiter in einfache Grup-
pen und U; zerlegen lassen, was eine Variation des Krohn-Rhodes-Theorems lieferte.
Abschlieflend wurde gezeigt, dass die Transformationsmonoide (M, M) zu Monoiden M,
die R = H erfiillen, allen Forderungen gerecht werden; dies lieferte die Bestétigung fiir
das Ergebnis aus dem zweiten Kapitel.

Das vierte Kapitel beschéftigte sich schliefilich mit der Zerlegung 0O-einfacher Halbgrup-
pen. Dort gelang es zu zeigen, dass jede beliebige 0-einfache Halbgruppe Divisor eines
Kranzprodukts aus U;, Bs', Us und Gruppen ist, so dass die auftretenden Kranzprodukt-
Faktoren selbst Divisoren (des Monoids zu) der 0-einfachen Halbgruppe sind. Zum Ab-
schluss wurde diskutiert, welche Probleme sich bei der Ubertragung dieses in gewissem
Sinne J-Klassen-lokalen Ansatzes auf komplexere Halbgruppen ergeben. Dies ermog-
lichte auch einen Ausblick darauf zu geben, ob die Bausteine Uy, Bo!, Uy und Gruppen
ausreichend sind, damit jede Halbgruppe S Divisor eines Kranzprodukts aus ihnen ist, so
dass die auftretenden Faktoren schon in .S vorkommen, oder welche Bausteine potentiell
ergénzt werden miissen.
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