Lokale Eigenschaften von
Teilchenbahnen in chaotischen
Stromungen

Dissertation

zur
Erlangung des Doktorgrades
der Naturwissenschaften
(Dr. rer. nat.)

dem Fachbereich Physik
der Philipps-Universitit Marburg
vorgelegt von

Wolfgang Braun
aus
Marburg

Marburg, 2005



Vom Fachbereich Physik der Philipps-Universitdt Marburg
als Dissertation angenommen am 17.08.2005
Erstgutachter: Prof. Dr. Bruno Eckhardt

Zweitgutachter: Prof. Dr. Holger Neumann

Tag der miindlichen Priifung: 23.08.2005



Inhaltsverzeichnis

11



Inhaltsverzeichnis

........... 65
B_Zi_Rgnglmjmlng der Revnoldszahl . . . . . .. ... ... ... 68
irbel- ifen-Wechselwirkune . . . . . .. ... ... .. 73

SStromung L. . L L L e e 114
51 SVIMEIen . « « « v o v e e e 114
IAS2. Fixpunktd . . . . . ... 115

lLiteraturverzeichnis 117

iv



Abbildungsverzeichnis

[L2. Konformationen von Polvmeren . . . . . . . v oo oo 13
[L.3. Von der Polymerkette zur Hantel . . . . . . . . o o oo oo 14
[L4. Histogramm eines Zeitverlaufd . . . . .. .. ... .......... 29

Stromung L. L L L 34
m_Lage der Fixpunkte und heteroklinen Orbitd . . . . . . . . . ... .. 36

hﬁJmejhmg der Kurzzeitlyapunovexponentenl . . . . . . . . ... ... 38




Abbildungsverzeichnis

B.lJZaﬁanzm_dﬂ_Abﬂemhungvom newtonschen Spannun A

vi



Tabellenverzeichnis

1.1. Spezialfille der Losungen fiir R(t), 10wA) Y 18
[L2. DatenzuPolymeren . . . . . . . . o oo 24

B.3._Konstruktion der Polymermoden aus den Geschwindigkeitsmoden] .. 67
B.4 Kopplung Polymeramplituded . . . ... ... ... ... .. .. .. 67

vii



Tabellenverzeichnis

viii



Bezeichnungen

VektorgroBen

Ortsvektoren
Geschwindigkeit des Fluids
Vortizitit

Federkraft

Polymerlidnge
Flachenelement
Normaleneinheitsvektor

Swvwmme £ "

Skalare GroBen

Lo charakteristische Ldnge

Up charakteristische Geschwindigkeit
Xx,Yy,z kartesische Koordinaten
Komponenten des Vektors u

Zeit

Zeitintervall

Varianz

Rohrdurchmesser

£

T ga — -~

Lyapunovexponent
hs Kurzzeit-Lyapunovexponent iiber Zeitintervall T
Hioc Lokaler Lyapunovexponent

Druck

Dichte

Anzahldichte

Boltzmannkonstante

(zusammen mit Boltzmannkonstante k:) Temperatur
Widerstandsbeiwert

- 4 & 3 ° T



Tabellenverzeichnis

Materialeigenschaften

(erste) dynamische Viskositiit n=pv

zweite dynamische Viskositit, Dehnungsviskositit
Reibungskoeffizient F = (i = 6rmdr
kinematische Viskositit v=n/p
Federkonstante

Elastizitatsmodul

H Relaxationszeit der Feder

O N33

>

TensorgréBen

Dreidimensionaler Einheitstensor, Kroneckersymbol
ImpulsfluBtensor bzw. (totaler) Spannungstensor
(totaler) Spannungstensor des Losungsmittels (solvent)
(totaler) Spannungstensor des Polymeranteils

2]

TS

Federanteil von 71,

S

Perlenanteil von 7,
Scherspannungstensor
Scherspannungstensor des Losungsmittels
Scherspannungstensor des Polymeranteils
Konformationstensor

Verzerrung

Scherratentensor

v

o]

LD DDA D DD DO

Dimensionslose GroBen

Re Reynoldszahl
De Deborahzahl
We Weissenbergzahl

Operatoren
{.) Erwartungswert bzw. Mittelwert
G partielle Zeitableitung
GH partielle Ableitung nach der i-ten Komponente
\Y Nabla-Operator
A Laplace-Operator
II-1l2 Euklidische Norm
() Transponierte Matrix



1. Grundlagen

1.1. Einleitung

Stromungen von Fliissigkeiten und Gasen — zusammenfassend als Fluide, flieBende
oder flieBfihige Stoffe, bezeichnet — sind ein alltdgliches Phinomen: Wind weht tiber
Land und Meer, Wasser stromt in Fliissen, Seen und Meeren. Lebewesen atmen Luft,
und Blut zirkuliert in ihren Blutgefiden. Der Mensch sorgt mit komplexen Anlagen
und Rohrsystemen fiir eine ausreichende Versorgung mit Trinkwasser und fiir die Ent-
sorgung des Abwassers. Er fiihrt Erdol aus den Tiefen zu Tage und bringt es iiber
weite Strecken an Orte, wo es zu Hilfsmitteln des tdglichen Lebens verarbeitet wird.
Ein groBer Teil davon wird schlieBlich unter hohem Druck in die Brennkammern der
Motoren verspriiht, um die enthaltene Energie freizugeben.

Das Verhalten von Stromungen kann bei einfachen Fluiden durch die Navier-Stokes-
Gleichung beschrieben werden. Diese Gleichung, wenn auch seit vielen Jahrzehnten
bekannt, entzieht sich bisher einer allgemeinen analytischen Losung. Fiir viele spezi-
elle Probleme und Randbedingungen sind Losungen angegeben worden, aber in den
meisten Fillen bleibt nur eine ndherungsweise, numerische Berechnung, die durch die
fortschreitende Entwicklung der elektronischen Rechner mit immer groBerer Prizision
durchgefiihrt werden kann.

Die Navier-Stokes-Gleichung beschreibt die Entwicklung des Geschwindigkeitsfel-
des u(r;t) einer Stromung. Dieses Geschwindigkeitsfeld kann man als dynamisches
System ansehen, das die Bewegung von Teilchen beschreibt,

r(t) =u(r;t). (1.1)

Die Losungen r(rp;t) mit r(ro;0) = ry sind die Trajektorien, die Bahnen von ein-
zelnen Teilchen, von Volumenelementen des Fluids oder von in der Stromung (ideal)
mitbewegten Teilchen.

In das Fluid eingebrachte Teilchen konnen auch innere Freiheitsgrade besitzen,
die durch die Eigenschaften des umgebenden Geschwindigkeitsfelds angeregt werden
konnen. Diese Teilchen konnen ihrerseits die Eigenschaften des Fluids beeinflussen
und auf das Geschwindigkeitsfeld zuriickwirken. Die Art und Stirke dieser Riickwir-
kung kann dabei stark vom Zustand der Teilchen abhédngen.

In der vorliegenden Arbeit sollen im wesentlichen drei Aspekte dieser Wechselwir-
kung zwischen Geschwindigkeitsfeld und mitbewegten Teilchen untersucht werden.
Dabei wird im folgenden meist von Polymeren gesprochen, hier vor allem im Sinne
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von Teilchen, die in einer Stromung gestreckt werden und sich wie eine elastische
Feder wieder zusammenziehen konnen. Diese elastischen Teilchen in einer viskosen
Fliissigkeit bilden zusammen ein sogenanntes viskoelastisches Fluid.

Die Aspekte sind im einzelnen

e Arbeiten von Balkovsky et al. [2, 3] beschreiben eine Beziehung zwischen lo-
kalen Streckungseigenschaften einer Stromung und den daraus resultierenden
Verteilungen von Polymerlidngen in dieser Stromung. Diese Beziehung soll am
Beispiel einer stationdren Stromung nédher untersucht werden.

e Sogenannte elastische Instabilitidten in Stromungen, Instabilititen, die auf die
Elastizitit von Fluidteilchen zuriickgefiihrt werden, konnen in Systemen mit
gekriimmten Stromlinien auftreten [54]]. Statistische Eigenschaften der Kriim-
mung von Trajektorien sollen in dieser Arbeit untersucht werden.

e Auch die Ubergiinge zwischen laminarem und turbulentem Zustand werden
durch zugesetzte Polymere beeinfluit. Die Auswirkungen der Polymere sollen
am Beispiel einer ebenen Scherstromung untersucht werden.

In der vorliegenden Arbeit werden einfache, niedrigdimensionale Modelle fiir Stro-
mungen verwendet. Diese Modelle konnen nicht alle Details der Stromung abbil-
den, sondern sollen einige wichtige Eigenschaften modellieren. Gegeniiber den vollen
numerischen Simulationen haben diese Modelle aber den Vorteil, daf} sie nur einen
Bruchteil der Rechenzeit benotigen, und so die Moglichkeit bieten, Rechnungen fiir
einen groen Parameterbereich in iiberschaubarer Zeit durchzufiihren.

Im nidchsten Abschnitt werden in knapper Form Grundlagen zur Navier-Stokes-
Gleichung dargestellt. Im Abschnitt [[3] folgt eine Beschreibung von einigen Phéno-
menen, die in Polymerlosungen auftreten und deutliche Abweichungen vom ,,norma-
len* Verhalten sogenannter newtonscher Fluide zeigen. Dem Einflul von Polymeren
wird durch einen zusitzlichen Term in der Navier-Stokes-Gleichung, den Polymer-
spannungstensor, Rechnung getragen. Die Erweiterung der Navier-Stokes-Gleichung
um den Polymerspannungstensor und dessen Berechnung bildet den Rest dieses Ab-
schnittes. Abschnitt [[4] zeigt die Verbindungen zwischen den aus der nichtlinearen
Dynamik bekannten Lyapunovexponenten und den Verteilungen von Polymerldngen
in chaotischen und turbulenten Stromungen auf. Die Beschreibung von Kriimmung
und Torsion als lokale Eigenschaften der Trajektorien und deren Berechnung in Ab-
schnitt[[3] bilden den Abschluf dieses einleitenden Kapitels.

Im Kapitel 2l werden die Konzepte auf eine stationidre Stromung, eine modifizierte
ABC-Stromung, angewandt. Die Eigenschaften dieses dynamischen Systems werden
zundchst dargestellt. Dann stehen die Beziehungen zwischen Lyapunovexponenten
und Polymerlingenverteilungen im Mittelpunkt. Es zeigt sich, dal auch lokalisier-
te Objekte — hier speziell Fixpunkte sowie periodische und heterokline Orbits — die
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Eigenschaften der Lingenverteilungen signifikant beeinflussen. Am Ende dieses Ka-
pitels werden die Verteilungen der Kriimmung von Trajektorien in dieser Stromung
diskutiert.

Kapitel Blbeschreibt ein niedrigdimensionales Modell einer ebenen Scherstromung,
das hier zu einer viskoelastischen Stromung erweitert wird. In den einzelnen Abschnit-
ten dieses Kapitels werden dann die Auswirkungen der neu hinzugefiigten Polymere
auf die fiir den Turbulenziibergang wichtige nichtnormale Verstiarkung, auf die Stabi-
litdt des laminaren Profils sowie auf die Lebensdauern der turbulenten Zustéinde unter-
sucht. Auch wird hier noch einmal auf die Beziehung zwischen Lyapunovexponenten
und Polymerlidngenverteilungen und die Verteilungen der Kriimmung von Trajektorien
in dieser Stromung eingegangen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind im Kapitel @lnoch einmal zusammenfassend dar-
gestellt.

1.2. Grundlagen der Navier-Stokes-Gleichung

Als Gleichung, die das Verhalten eines stromenden Fluids beschreibt, ist die sogenann-
te Navier-Stokes-Gleichung allgemein anerkannt [S0]. In diesem Abschnitt werden die
wesentlichen Schritte zu ihrer Herleitung dargestellt (vgl. [43] [7, 5, [114 [15]).

1.2.1. Erhaltung der Masse

Die Zeitableitung einer Funktion f(r, t) abhéngig von Ort r und Zeit t an einem festen
Ort ist
df

dt

of

= (1.2)

r=const.

Bewegt sich der Beobachtungsort r mit der Geschwindigkeit u, so ergibt sich die Be-
ziehung
df

dt

:§+u~Vf. (1.3)
pu Ot

Diese Ableitung wird als substantielle Ableitung bezeichnet.
Die Masse an Fluid der Dichte p, die ein festes, ruhendes Volumen V durch die
Oberfliache verlif3t, ist

J pu-nda. (1.4)
oV

Die Masseninderung 14t sich schreiben als

0 0
—— | pdV =— | —=pdV. 1.5
ath Jatp (1.5)
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Das ergibt unter Anwendung des Gauf3schen Integralsatzes

0
—J pdV:—J pu~nda:—J div (pu)dV, (1.6)
ot Jv R\Y% %
also
a0 .
a—i—dlv(pu) dv =0. (1.7)

Da diese Gleichung fiir beliebige Volumina gelten muf3, muf der Integrand verschwin-
den, und wir erhalten die Kontinuitédtsgleichung

d d
a—i+div(pu):a—f+pdivu+ugradp:o. (1.8)

1.2.2. Zweites Newtonsches Axiom

Das zweite Newtonsche Axiom besagt, da3 Kraft Impulsidnderung ist. Wenn keine
duBeren Krifte wirken, ist die Kraft auf ein Fluidmassenelement dm durch den Druck
gegeben:

op op op

5F) = —==5 =—— =—— :
1= o5V BRa= gV SR = eV, (1.9)

also

d
a(ému(r,t)) = -6VVp. (1.10)

Wegen der Kontinuititsgleichung bleibt die Masse des betrachteten Volumenelements
konstant. So ergibt sich nach Division durch die Masse die Eulergleichung

ou 1
— +u-Vu=—-Vp. (1.11)
ot p

Fiir den Impuls eines Volumens gilt
0¢(pui) = uidep + pOiuy (1.12)

Mit Euler- und Kontinuititsgleichung ergibt sichfl

Oe(pui) = —UiOkpuyx — Pudily — 4P (1.13a)
= —0x [dup + pujuy] (1.13b)
= —akmk (113C)

Bei der Komponentenschreibweise von Vektoren und Tensoren gilt die Einsteinkonvention, d. h.
iiber gleiche Indizes wird summiert. Die Summenkonvention gilt nicht bei den oberen Indices (V)
in Kapitel
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mit dem ImpulsfluBtensor 7ty = dup + puilLk.

Zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung hat man vier Gleichungen fiir fiinf Unbe-
kannte (u, p und p). Fiir die Beziehung zwischen Druck und Dichte muf eine thermo-
dynamische Zustandsgleichung herangezogen werden.

Eine starke Vereinfachung des Problems erzielt man durch die Annahme von Inkom-
pressibilitdt V -u = 0. In der Kontinuitétsgleichung bewirkt sie das Verschwinden der
substantiellen Ableitung der Dichte, das heiflt, die Dichte eines Fluidelements bleibt
konstant.

1.2.3. Energie

Die kinetische Energie in einem Volumen () mit festen oder periodischen Randbedin-
gungen und homogener Dichteverteilung ist

1 2 1 2
— = — ) 1.14
| (Gou2) ar=Solul3 (1.14)
Fiir ein inkompressibles Fluid ist die Anderung der kinetischen Energie
d /1 2 oau
— (= = C— 1.1
” <2pHqu) pLu T (1.15a)
1
= —pJ u- [u-Vu—F—Vp} dr (1.15b)
Q p
1
= —J V-u (p—|u|2+p) dr (1.15¢)
o 2
1
- (§p|u|2—|—p)u-nda (1.15d)
20

Mit festen oder periodischen Randbedingungen verschwindet das Oberfldchenintegral,
somit bleibt die kinetische Energie erhalten.
Mit einer zusitzlichen dueren Korperkraft f(x, t), gilt fiir die Energiednderung

d (1 2\ _
o (szUHz) _Lu-fdr. (1.16)

Wenn das Kraftfeld konservativ ist, f = —V ¢, verschwindet die geleistete Arbeit. Das
Potential kann mit dem Druck zusammengefalit werden.

1.2.4. Viskositat, Navier-Stokes Gleichung

In viskosen Fluiden geht der Stromung Energie durch innere Reibung verloren und
wird in Wirme umgesetzt. Dieser Energieverlust kann durch einen zusitzlichen Term
im Impulsflutensor beschrieben werden:

Tk = POik + PUUK + Tik - (L.17)
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7 ist der viskose Spannungstensor. Der Spannungstensor beschreibt den Teil des
Impulsflusses, der nicht durch Mitbewegung geschieht.

Innere Reibung tritt auf, wenn benachbarte Fluidschichten sich mit unterschied-
licher Geschwindigkeit bewegen. © mufl also aus rdumlichen Ableitungen des Ge-
schwindigkeitsfeldes bestehen. In gleichformiger Bewegung u = const. muf3 T ebenso
verschwinden wie in gleichmifBiger Rotation. In gleichmifBiger Rotation verschwin-
den die symmetrisierten Geschwindigkeitsgradienten

Giu]- + ajui, (118)

also darf der viskose Spannungstensor nur diese symmetrischen Kombinationen ent-
halten. Die allgemeinste Form mit ersten Ableitungen ist dann

2
Tik = 1 <6kui + aiuk — géikaju]'> — ﬁéikaju]' (119)

mit den beiden dynamischen Viskositédten 1 und f]. Damit erhalten wir

2
P (0w + widiuy) = —0:p + Ok [ﬂ (akui + O0quy — _6ikajuj):| + 9; (fio5uy) .

3
(1.20)
Unter der Annahme konstanter Viskositiaten erhilt man die Navier-Stokes Gleichun-
gen

o]
p (Oeui + widiui) = —0ip +Ndcwti + (A + gn)aikuk- (1.21)
Eine wesentliche Vereinfachung erhélt man, wenn man Divergenzfreiheit annimmt
1
du+u-Vu = —BVp +vV2u (1.22a)
V-u = 0. (1.22b)

v ist hier die kinematische Viskositit. Sie geht aus der dynamischen Viskositit durch
Division durch die Dichte hervor: v = n/p. Die zweite dynamische Viskositit fj
verschwindet fiir ideale, einatomige Gase, und fiir inkompressible Stromungen ver-
schwindet der Term, der T enthilt. 1] wird im folgenden nicht mehr auftreten. Eventu-
elle duBere Kriifte f konnen auf der rechten Seite von (L22a) addiert werden.

Durch Ubergang zu dimensionslosen GroBen

tug r u P 1 v fl,
t,:—) r,:—’ u,:—’ /:—) _— =, f,:—— 1.23
lo lo Up P pu(z) Re loUo P u(z) ( )
erhélt man die dimensionslose Navier-Stokes Gleichung
1
atu+u~Vu:—Vp+R—Au+f. (1.24)
e
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Die dabei eingefiihrte dimensionslose Reynoldszahl Re ist ein MaB fiir die Dampfung
der Bewegung. Mit der Navier-Stokes-Gleichung lassen sich Stromungen von Fliissig-
keiten mit kleinen Molekiilgewichten und Gasen beschreiben, sofern die Geschwin-
digkeiten klein gegeniiber der Schallgeschwindigkeit sind. Eine Gleichung, die wie
(LI9) dem Spannungstensor einen Ausdruck zuweist, nennt man konstitutive Glei-
chung. (LT9) mit konstanten Viskosititen ist die konstitutive Gleichung fiir ein new-
tonsches Fluid. Das wesentliche am newtonschen Fluid ist, dal im inkompressiblen
Fall eine lineare Beziehung zwischen dem viskosen Spannungstensor und dem Scher-
ratentensor besteht.

1.2.5. Voll entwickelte Turbulenz

Die sehr komplexe Stromungsform bei hohen Reynoldszahlen wird voll entwickel-
te Turbulenz genannt [43] [15, 21]]. Typisch ist hier eine extrem irreguldre zeitliche
Entwicklung der Geschwindigkeit an jedem Punkt. Ahnlich irregulir sind auch die
Variationen der Geschwindigkeit zwischen unterschiedlichen Orten. Die iiber die Zeit
gemittelte Geschwindigkeit u dndert sich aber glatt mit dem Beobachtungsort. Man
zerlegt die aktuelle Geschwindigkeit v in die mittlere Geschwindigkeit und Fluktuati-
onvVv’

V=v—-u. (1.25)

Den fluktuierenden Teil kann man als Uberlagerung unterschiedlich groBer Wirbel
ansehen. Mit steigender Reynoldszahl entstehen zunichst die groBen Wirbel, deren
Ausdehnung von der Grolenordnung des Stromungsgebietes ist. Dann folgen kleine-
re Wirbel. In der voll entwickelten Turbulenz sind Wirbel jeder Grofle zwischen der
kleinsten vorhandenen Grofle und den Abmessungen des Stromungsgebietes vorhan-
den.

Die obere Grenze der Wirbelausdehnung nennt man auch die fundamentale oder
externe Grofenordnung 1. Die Geschwindigkeit der grofiten Wirbel ist von der Gro-
Benordnung der Variation der mittleren Geschwindigkeit iiber die Lange 1, Au. Die
Frequenzen sind vergleichbar mit u/1.

Die kleineren Wirbel wirken wie eine kleinskalige Variation der groBen Wirbel.
Sie haben kleinere Amplituden, und in ihnen ist nur ein kleiner Teil der gesamten
kinetischen Energie enthalten.

Fiir die verschiedenen Grofenordnungen kann man jeweils eine lokale Reynolds-
zahl Re, definieren:

Rey = —. (1.26)

Grofle Wirbel haben gro3e lokale Reynoldszahlen und erfahren damit effektiv nur eine
schwache viskose Dampfung, wihrend kleine Wirbel mit kleinen lokalen Reynolds-
zahlen stirker gedampft werden. Auf groBBen Skalen gibt es also keine nennenswerte
Energiedissipation. Bei kleinen Skalen, wenn Re, von der Ordnung 1 ist, wirkt sich
die Viskositit stark aus. Diese Wirbel sind von der Gréenordnung Ay. Der Transport
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der Energie von den groBen zu den kleinen Skalen geschieht iiber die Nichtlineari-
tit der Navier-Stokes-Gleichung, (u - V)u. Anhand der Reynoldszahl kann man die
Grenzen von viskos dominiertem und nichtlinear dominiertem Bereich abschétzen.
Das Verhalten der Stromung auf den gro3en Skalen hingt zwar kaum von der Visko-
sitdt ab. Die Dissipation wird aber dadurch bestimmt, wieviel Energie von den groflen
Skalen geliefert wird. Aus den groBskaligen Groen p, | und Au kann man auf nur
eine Weise eine GroBe mit der Dimension der Energiedissipation pro Zeit und Masse
[e] = L?/T3 bekommen:
(Au)?
T

Diese GroBe bestimmt die GroBenordnung der Energiedissipation in der turbulenten
Strébmung.
Die Variation des Druckes ist von der Gréenordnung

€ (1.27)

Ap x p(Au)?. (1.28)

Lokale Figenschaften auf den Skalen 1 > A > A, konnen nur von p und € be-
stimmt sein. Die turbulente Geschwindigkeitsvariation iiber eine Distanz A ist damit
(Kolmogorov, Obukhov [40, 511])

Uy o (eN)1/3. (1.29)

Dabei wird angenommen, daf} die Variation der mittleren Geschwindigkeit iiber die
Distanz A vernachléssigbar klein gegen u, ist. Die Variation der Geschwindigkeit an
einem festen Ort in einem Zeitintervall T (klein gegeniiber T = 1/u) kann man mit
der gleichen Annahme als

w, = (etu)'/3 (1.30)

abschitzen. Ein Fluidelement legt in der Zeit T etwa einen Weg tu zuriick. Die Glei-
chung gibt also die Geschwindigkeitsvariation zwischen dem Fluidelement, das sich
zu einem Zeitpunkt t an einem Ort X befindet, und dem Fluidelement, das sich zum
Zeitpunkt t 4 T an diesem Ort befindet.

Die Variation der Geschwindigkeit eines Fluidelements auf seinem Weg, u; kann
nur von € und T abhingen, also

/

ul = (e1)"?. (1.31)

Fiir kleine 7 ist dies deutlich kleiner als w... Diese Abschétzung wurde auch bei (L.30)
benutzt.
Mit (L27) erhélt man

uy < Au(A/1)13 (1.32a)
w, o Au(t/T)"3 (1.32b)
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Zeitliche und rdaumliche Variationen skalieren also gleich. Die lokale Reynoldszahl

wird damit 43
AuNY/3 A

Bei der WirbelgroBe Ao, bei der Re,, von der Groflenordnung 1 ist, wird die kinetische
Energie in Wirme umgesetzt. Es gilt

l

)\OO(@.

(1.34)

Ao ist die einzige GroBe mit der Dimension einer Linge, die aus € und v gebildet

werden kann
V3 1/4
Ao X (?) ) (1.35)

Der Bereich der Wirbelgroen von der Ordnung 1 ist der Energiebereich, der Dis-
sipationsbereich ist der Bereich mit Wirbelgrolen von etwa A,. Bei geniigend hohen
Reynoldszahlen gibt es dazwischen den sogenannten Inertialbereich.

Das Energiespektrum im Spektralraum hat im Inertialbereich die Form (Kolmo-
gorov-Obukhov [40), 51]])

E(k) = e?/3k /3, (1.36)
Der Energietransport in diesem Inertialbereich wird durch
[Vul3
€= v<L732> (1.37)

beschrieben.
Eine andere kleine Léngenskala, die Taylorldnge ist durch die mittlere quadratische
Breite des Energiespektrums definiert

2o (Va3 dlel)y
T iy ()

In Skalen groBer als diese Linge ist ein signifikanter Anteil kinetischer Energie ent-
halten. [43] [15, 21]]

(1.38)

1.3. Viskoelastische Stromungen

Der Begriff viskoelastisch ist zusammengesetzt aus viskos und elastisch. Die Begriffe
werden hier anhand der Hooke- und Newton-Korper kurz dargestellt [33]].

Wir stellen uns zwei parallele Platten in einem Abstand h mit einem Material da-
zwischen vor. Auf die obere der Platten wirke eine Kraft F parallel zu den Platten. Die
untere Platte bleibe in ihrer Position. Das Material zwischen den Platten rutsche nicht
an den Platten.
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Hooke-Korper

Die obere Platte wird durch die Kraft um eine Strecke x bewegt, und das Material
zwischen den Platten wird deformiert. Der Grad der Scherung (degree of shear), die

Verzerrung (strain), ist
_oxdx
Yoo dy
Die fiir eine Verzerrung benotigte Kraft ist proportional zur Fldche. Die Scherspan-
nung (shear stress) ist

(1.39)

T:K' (1.40)

Wenn die Verzerrung bei konstanter Scherspannung sofort konstant wird, spricht man
bei dem Material zwischen den Platten von einem elastischen Festkorper, einem Hooke-
Korper. Wird 9 erst asymptotisch fiir groe Zeiten konstant spricht man von einem
viskoelastischen Festkorper. Das Hooke’sche Gesetz fiir Festkorper lautet (verallge-
meinert auf tensorielle Grof3en)

£ =GY (1.41)

mit dem Elastizititsmodul G.

Newton-Korper

Befindet sich zwischen den Platten eine Fliissigkeit, wird die Scherverzerrung nicht
konstant. Vielmehr wird die Verzerrungsrate

x dx
V=9 = dy (1.42)
konstant. In der reinen Scherstromung verschieben sich die Fliissigkeitsschichten oh-
ne Dehnung gegeneinander. Wenn fiir konstante Scherspannung y sofort konstant wird
nennt man es ein rein viskoses Fluid oder einen Newton-Kérper. Wird sie erst asym-
ptotisch fiir gro3e Zeiten konstant, so spricht man von einem viskoelastischen Fluid.
Fiir newtonsche Fluide gilt

P=nYy (1.43)

mit der dynamischen Scherviskositit 1.

Nicht-newtonsche Fluide wie zum Beispiel verdiinnte Polymerlosungen zeigen zum
Teil deutlich unterschiedliches Verhalten. Wesentlich ist hierbei, dafl die Viskositit
nicht konstant ist, sondern von der Scherung abhéngig sein kann.

1.3.1. Auswirkungen von Polymeren auf Stromungen

Polymermolekiile konnen durch Geschwindigkeitsgradienten in der Stromung aus ih-
rer Gleichgewichtskonformation gebracht werden. Dabei nehmen sie Energie auf, die
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1.3. Viskoelastische Stromungen

sie wieder an die Stromung abgeben konnen. Das kann auf sehr unterschiedlichen
Zeitskalen passieren, wodurch interessante Effekte auftreten konnen, die sich deutlich
vom Verhalten ,,normaler*, newtonscher Fliissigkeiten unterscheiden.

Scherverdiinnung und -verdickung

Die Navier-Stokes-Gleichung beschreibt das Verhalten von sogenannten viskosen Flui-
den, von Fluiden, die innere Reibung zeigen. Der viskose Spannungstensor, der die-
se Reibung beschreibt, ist proportional zur Scherrate. Die Proportionalitdtskonstante
ist die Viskositit. Bei newtonschen Fluiden ist diese Viskositit unabhingig von der
Scherrate. Bei Polymerldsungen ist das in vielen Fillen nicht mehr der Fall. Die Vis-
kositdt nimmt mit der Scherrate zu (Scherverdickung, Dilatanz) oder, was viel hidufiger
der Fall ist, ab (Scherverdiinnung, Pseudoplastizitit). Die Viskositét kann sich dabei
um einen Faktor von bis zu 103 oder 10* dndern [5]].

Daneben gibt es noch andere Effekte wie das Emporkriechen von Fluid an einem
rotierenden Stab [24]] oder die deutliche Verbreiterung eines aus einem diinnen Rohr
austretenden Strahls, die durch zusitzliche, durch die Polymere hervorgerufene Span-
nungen erkldrt werden konnen. Dabei stellt man sich vor, dal die Polymermolekiile
wie Gummibénder entlang der Stromungslinien wirken [[76]].

Ein weiterer Effekt ist die Wirbelunterdriickung [25]]. Wenn Fliissigkeit aus einem
groBen Behilter durch eine kleine Offnung ausflieBt (z.B. Badewanne), bildet sich oft
ein Wirbelfaden, in dem Luft vom Ausflu bis zur Fliissigkeitsoberflache flieB3t. Zu-
gabe von geringen Mengen an bestimmten Polymeren (Polyethylenoxid (PEO), Po-
lyacrylamid (PAM)) fithrt zum Verschwinden des Wirbelfadens und zu einer deutlich
groeren AusfluBgeschwindigkeit. Dabei stellt man sich vor, dal die Polymermole-
kiile, die sich in einer Grenzschicht am Behilterboden auf die Offnung zubewegen,
nahezu vollstindig gestreckt werden und dann in der Nihe der Offnung eine zusitzli-
che Spannung entlang der Stromungslinien bewirken. Die Polymere, die eine effektive
Wirbelunterdriickung bewirken, eignen sich auch gut zur turbulenten Widerstandsre-
duktion, die im nichsten Abschnitt ndher beschrieben wird.

Turbulente Widerstandsreduktion

Der Stromungswiderstand W ist die Kraft, die ein Korper mit der Flidche S einer Stro-
mung entgegenbringt. p ist dabei die Dichte des Fluids, u ist die Geschwindigkeits-
differenz zwischen dem Korper und der Stromung und f der Widerstandsbeiwert (oft
auch als cy/-Wert bezeichnet).

W = %pusz ) (1.44)

11



1. Grundlagen

Abbildung 1.1: Demonstration der turbulenten Widerstandsreduktion. Durch zwei
baugleiche Schlduche wird Wasser (rechts) und Wasser mit Polymer-
zusatz (links) verspritzt. Aufgrund des reduzierten Stromungswider-
stands des Wassers mit Polymerzusatz ist die Reichweite deutlich gro-
Ber.

Bei einer Stromung durch ein Rohr mit dem Durchmesser D kompensiert der Stro-
mungswiderstand im Gleichgewicht gerade die antreibende Kraft, also
DZ

W= (PO—PL)TW (1.45)

mit der Druckdifferenz (po — py) tiber die Linge des Rohres L. Als Geschwindig-
keitsdifferenz nehmen wir die mittlere Stromungsgeschwindigkeit (u). Die entgegen-
stehende Fldche ist die Wand des Rohres mit der Fliche S = DnL. Damit ergibt sich
als Wert fiir den Widerstandsbeiwert

1 /DY po—pL
f=— (—) . (1.46)
4\L) lpu)’

Der Widerstandsbeiwert ist abhéingig von der Reynoldszahl, die hier mit der dynami-
schen Viskositét 1 definiert ist als

Re =D (u) p/n. (1.47)

In laminarer Stromung ist f(Re) = 16/Re nahezu unabhéngig von der zugesetzten
Polymerkonzentration. Im newtonschen turbulenten Fall ist f nahezu konstant. Prandtl
gibt hier als Abhingigkeit [59]

1
=20l (Re\/?) ~08 (1.48)

an. Bei zunehmender Polymerkonzentration im turbulenten Fall fillt der Widerstand

deutlich ab. [[72], 74, 5, 33 67.

12
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wr

Abbildung 1.2: Einige Beispiele fiir transiente Konformationen von Polymeren nach
[64]. a) halbe Hantel, b) gefaltet, c) Hantel, d) geknotet.

1.3.2. Polymere

Polymere sind grofe Molekiile, die aus kleineren Einheiten (Monomeren) zusammen-
gesetzt sind. Das konnen immer gleiche Einheiten (Homopolymer) oder auch mehrere
unterschiedliche Einheiten (Copolymer) sein. Bei den sogenannten linearen Polyme-
ren sind im Gegensatz zu verzweigten Polymeren alle Einheiten in einer Kette ange-
ordnet. Die Verbindungen zwischen den einzelnen Monomeren sind meist beweglich,
so daB es sehr viele mogliche Gestalten eines einzelnen Polymers geben kann. Durch
thermische Bewegung wird sich die Konformation des Molekiils stindig dndern. Die-
se Vielzahl der moglichen Konformationen fiihrt bei langen Molekiilketten zu einer
entropischen Kraft, die das Polymer auf eine Kniuelstruktur zusammenzieht.

Die besonderen Fahigkeiten der Polymere, die umgebende Stomung zu beeinflus-
sen, konnen in vielen Féllen ihrer elastischen Verformbarkeit zugeschrieben werden.
Experimente [64]] zeigen eine grofle Vielfalt von transienten Polymerkonformationen
die an Hanteln oder halbe Hanteln erinnern, einen Knoten mit zwei losen Enden oder
eine gefaltete Struktur zeigen (s. Abb.[L2). Die verschiedenen Konformationen zei-
gen unterschiedliches Verhalten bei Streckung und Relaxation. So erreichen in stark
streckendem Fluf} die geknoteten Molekiile ihre maximale Lidnge am schnellsten, ge-
folgt von halben Hanteln und Hanteln. Die gefalteten wurden am langsamsten ge-
streckt.

Wir beschriinken uns hier auf das einfache Modell der elastischen Hantel (s. Abb.[L3).
Als Linge des Polymermolekiils nehmen wir den Abstand der Enden des Molekiils an

R=r.—r,. (1.49)

Das Polymer verhilt sich also wie eine elastische Hantel: zwei Perlen, die durch eine
Feder verbunden sind. Die Perlen stellt man sich bei flexiblen Polymeren als Kniu-

13



1. Grundlagen

Abbildung 1.3: Links: Schematische Darstellung einer Polymerkette mit den einzel-
nen Bausteinen und den bei fester Lange drehbaren Verbindungen. Als
Lénge wird der Abstand zwischen den beiden Endpunkten der Kette
angenommen. Rechts: Schematische Darstellung der elastischen Han-
tel. Zwei Perlen sind durch eine Feder verbunden. Als Polymerlinge
wird die Linge der Feder angenommen.

el aus etwa zehn bis zwanzig Monomeren voll. Die Verbindung zwischen den Per-
len ist eine lange Monomerkette. Die Verbindungen zwischen den einzelnen Mono-
meren konnen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit in unterschiedliche Richtungen
umklappen. Die wahrscheinlichste Liange der Feder ist dann die, fiir die es die mei-
sten Realisationen gibt. Das Polymer relaxiert auf diese Lange durch eine entropische
Kraft, die als harmonisch angenommen wird [56), 16} 53]]

F =HR. (1.50)
Die Federkonstante skaliert dabei nach dem Florygesetz
3kT
H=—- (1.51)
R
mit der Boltzmannkonstanten k, der Temperatur T und dem Flory-Radius
Rr =~ N"a. (1.52)

N ist dabei die Zahl der Monomere, a die Linge eines einzelnen Monomers und v der
Floryexponent. Im Dreidimensionalen gilt v = 3/5. Der Floryradius ist der Radius des
Polymerkniuels im Gleichgewichtszustand ohne duf3ere Krifte. Fiir ein ideales Knéduel
gilt v = 1/2, der Wert 3/5 beinhaltet die Korrektur zum Radius einer idealen Kette
bei der das Volumen der Monomere mit einbezogen ist. Wird die Kette zunehmend
gestreckt, so nimmt der Volumeneffekt ab, und ein Ubergang zum Exponenten der
idealen Kette v = 1/2 tritt auf. Die Federkonstante ist also genaugenommen abhingig
von der aktuellen Linge der Kette und die Kraft nicht harmonisch. Dieser Effekt wird
hier aber nicht beriicksichtigt.

ZPolymere mit steifen Verbindungen zwischen den Monomeren erscheinen erst auf groBeren Lin-
genskalen flexibel. Die Skala, die das beschreibt, ist die Persistenzlidnge, die Abfallkonstante der
Orientierungskorrelation.
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1.3. Viskoelastische Stromungen

1.3.3. Polymerspannungstensor

Die Polymere in einer Polymerlosung bewirken einen zusitzlichen Beitrag zum Span-
nungstensor, der als additiv angenommen wird [5]]

R = R+ R, (1.53a)
= PO+ R+ Ppd+ 72y (1.53b)
= po+14. (1.53¢)

P=Ps+Pp. T =T+ = NsY + %, Ns ist die Viskositit des Losungsmittels,
¥ = Vu + (Vu)' der Scherratentensor.

In dem Perlen-Feder-Modell triagt zum einen die Federkraft, zum anderen die Be-
wegung der Perlen zum Spannungstensor bei. Die Position der Perlen sei durch r,,
gegeben, die Linge der Feder ist dann R =r; —ry.

Die Federn von Polymeren, die eine mit dem Fluid bewegte Fliache S mit dem Nor-
malenvektor n durchdringen, iiben auf die Fliche eine Kraft aus. Die Kraft ist pro-
portional zur Anzahldichte der Polymere n. Die Polymere miissen die Flache durch-
dringen, das heift, sie miissen sich in einem Volumen (n - R)S befinden, wenn die
momentane Linge R betrdgt. Die Verteilung der Polymerlidngen und -orientierungen
R ist durch das WahrscheinlichkeitsmaB P(R) gegeben. Die Kraft auf die Fléiche ist
dann

J—n(n- R)FdP(R) =n-#,. (1.54)
Der Federanteil des Polymerspannungstensors ist damit
Al = —nJ RFdP(R) = —n (RF) . (1.55)

Mit dem Hookeschen Gesetz wird daraus bei einer Federkonstanten H
(f) _
ﬁp = —nH (RR) . (1.56)

Die Perlen tragen zum Spannungstensor bei, indem sie beim Durchgang durch eine
Flache ihren Impuls von der einen auf die andere Seite der Fldche transportieren. Eine
Perle mit der Geschwindigkeit I kann S in der Zeit At durchdringen, wenn sie sich
im Volumen At(r — u) - Sn befindet. Die Zahl der Perlen, die die mit der Stromung
bewegte Fliche S in der Zeit At durchdringen, ist damit

n((r—u)-Sn)At. (1.57)

Die Perlen haben eine Masse m und transportieren beim Durchgang durch die Flichen
einen Impuls
n((rf—u)-Sn)m(r—u)At. (1.58)
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1. Grundlagen

Jedes Molekiil hat zwei Perlen (v = 1, 2). Durch Mittelung iiber alle Polymerkonfor-
mationen (P(R)) ergibt sich der durchschnittliche Impulsflul pro Fliche und Zeitein-
heit

nn.J [Z m(f, —u)(f, —u)| dP(R) =n- A}, (1.59)

ﬁ](op) ist noch abhingig von der Geschwindigkeitsverteilung der Perlen. Unter der An-
nahme einer Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung
exp (— Bm(lﬁ — V)2 + %m(l"z — V)Z} /KT)

=l T2) = JZL T exp (— [Am(Er — v)2 + Im(E, — v)2] /KT) diydi (160

ergibt sich nach Integration iiber den Geschwindigkeitsraum fiir den Perlenanteil des
Spannungstensors
AP = 2nkTS. (1.61)

Der gesamte Polymerspannungstensor ist damit
ft, = Al + /P = —mH (RR) + 2nkT?. (1.62)

Die Gleichgewichtskonformation des Polymers folgt aus dem Gleichverteilungssatz

der statistischen Mechanik T
(RR),, = 5. (1.63)
Mit dem Ausdruck aus (L)) fiir die Federkonstante erhilt man als Gleichgewichts-

ldnge des Polymers wieder den Floryradius

[ _RZ_ .
|IRlleq = 4/Tr (RR),, = kTgTFTTré =Rr. (1.64)

Man erhilt 7,,, indem man den Gleichgewichtswert von 7, ﬁg L nkT/S, subtrahiert:
%, = ft, — ) = —nH (RR) + nkTS. (1.65)

Konformationstensor

Im obigen Ausdruck fiir den Polymerspannungstensor taucht der sogenannte Konfor-
mationstensor auf. Der Konformationstensor ¢ = (RR) ist der Erwartungswert des
dyadischen Produkts RR mit der Polymerlidnge R. Das dyadische Produkt ist symme-
trisch und enthélt auf der Hauptdiagonalen die Quadrate der Komponenten. Die Spur
gibt also das Quadrat der Polymerlinge an. Auf den anderen Positionen stehen die Pro-
dukte der einzelnen Komponenten. Bei der Produktbildung geht die Information iiber
das Vorzeichen des Vektors verloren, diese Information ist in diesem Zusammenhang
aber auch unerheblich. Der Vektor 146t sich aus drei Elementen des dyadischen Pro-
dukts, die mindestens zwei Nichtdiagonalelemente enthalten, bis auf das Vorzeichen
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rekonstruieren. Die Mittelung (.) zum Konformationstensor erfolgt iiber die thermi-
schen Fluktuationen. Auf der Hauptdiagonalen des Konformationatensors stehen also
die Erwartungswerte der Quadrate der Komponenten, die anderen Eintrdge enthalten
die Erwartungswerte der Produkte der Komponenten. Bei unkorrelierten Komponen-
ten sind das die Produkte der Erwartungswerte der Komponenten. Der Erwartungswert
der Linge ist die Wurzel der Spur

(IR]2) = Vire. (1.66)

1.3.4. Zeitliche Entwicklung des Polymerspannungstensors

Bringt man Polymermolekiile in eine Fliissigkeitsstromung, so werden die Elemente
eines Polymers von der Stromung mitgefiihrt, wobei im allgemeinen jedes Element ei-
ne unterschiedliche lokale Geschwindigkeit erfahrt, wihrend die Abstinde zwischen
benachbarten Monomeren im wesentlichen konstant bleiben. Geht man davon aus,
daf} die Ausdehnung des Molekiils klein gegeniiber den kleinsten Strukturen des Ge-
schwindigkeitsfeldes ist, so wird man das Geschwindigkeitsfeld linearisiert betrach-
ten,

u(r)) —u(r;) ~ (Vu(ry))' - (r;—ry) (1.67a)
wi(ry) —wi(r2) ~  (Oxui(ry)) (2 —Tix) - (1.67b)

Daraus ergibt sich im allgemeinen eine Verformung des Molekiils.

Die harmonische Kraft (L30) fiihrt zu einer Relaxation der Polymerlinge mit einer
gewissen Zeitkonstanten 27\HE Zusammen ergibt dies eine Bewegungsgleichung fiir
die Polymerlidnge

1T 4
R+ (u-V)R=((Vu)'——>)-R (1.68)
2y
Je nach dem, ob Streckung oder Relaxation iiberwiegen, strebt die Polymerliange ge-
gen unendlich oder null. Beide Fille sind unphysikalisch.

Eine Moglichkeit, um Abhilfe zu schaffen, ist die Einfiihrung eines Diffusionsterms

R+ (u-V)R= [ (Vu)' — LS R+ kV?R. (1.69)
2An

Dieses ist das sogenannte uniaxiale Modell, das hier aber nicht weiter verwendet wird.
Eine andere Moglichkeit, um stabile Losungen zu erhalten, ist die Addition von
weiem Rauschen dB(t)

dR = ((Vu)T ~ LS) -Rdt + odB(t). (1.70)
2An

3Der Faktor 2 wird in der Zeitkonstanten fiir die Polymerlinge eingefiihrt. Beim Ubergang zum Kon-
formationstensor (.79 verschwindet dieser Faktor und man erhilt als Relaxationszeit fiir den Kon-
formationstensor Ay.
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u o
0 const. 1o+ oB(t)

const. 20 0 roexp(u(t — to))

const. < 0 const. Toexp(u(t—ty)) + ﬁ] exp(p(t—t'))o&(t")dt’
flukt. 0 To exp(ﬁO u(t)dt’)

Tabelle 1.1: Spezialfille der Losungen fiir R(t), (LZ3).

Das verhindert, da die Léange bei stirkerer Relaxation gegen null strebt. Um eine
Losung fiir die Polymerlidnge R = ||R|| zu erhalten multiplizieren wir die Gleichung
mit R/R und setzen

k(t) = R(t)(Vu(t))R(t)/R*(t) und u(t) =«(t) —1/(2 ). (1.71)

Wir multiplizieren die Gleichung mit exp (— fg w(s) ds) :

t

exp {— Jt u(s)ds} dR(t) =exp [—J u(s)ds} (L(t)R(t)dt+ odB(t)) (1.72)

0 0

d <exp {— Jt u(s)ds} R(t)) = exp [— Jt u(s)ds} (dR(t) — u(t)R(t)dt)

0 0

— Jt u(s)ds} odB(t) (1.73)

= exp{
0

Nach Integration und partieller Integration

Jt exp [— Jt/ u(s)ds] odB(t')

0 0

exp {—J u(s)ds} R(t) — R(0)

0
t

n(t’) exp [— E u(s)ds] oB(t")dt’

— exp {— J u(s)ds} oB(t) +J

0 0

ergibt sich schlielich

t

n(t’) exp Ut u(s)ds} oB(t))dt’. (1.75)

t/

R(t) = R(0) exp U; u(s)ds} —I—GB(tH—L

In Tabelle [[LT] sind einige Spezialfille der Losungen von (L73) angegeben. Fiir
f(t) = u(t) — 1/A = 0 ergibt sich ein Wienerprozel mit Erwartungswert 1o und Va-
rianz o2. Falls o = 0 gilt, beschreibt die Losung einen exponentiellen Zerfall oder ex-
ponentielles Wachstum. Fiir {i < O ergibt sich ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozef3. Wenn
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die Verteilung der {i(t) dem zentralen Grenzwertsatz geniigt, ergibt sich mit 0 = 0 ein
lognormalverteiltes R, fiir o # 0 geniigt die Verteilung asymptotisch einem Potenzge-
setz.

Die Ito-Formel (LZ8)) [36, 23], 38l 52]] erlaubt die Transformation der stochastischen
Differentialgleichung (LZ0) zu einer Differentialgleichung fiir den Konformationsten-
sor, die dem Oldroyd-B-Modell entspricht.

Oldroyd-B Modell

Das Oldroyd-B Modell (auch upper convected Jeffrey’s model) beschreibt die zeitliche
Entwicklung des Konformationstensors bzw. des Polymerspannungstensors in einem
Geschwindigkeitsfeld. Wir gehen von der stochastischen Differentialgleichung

1
dRi = (akui)det — —Ridt + GdBi(t) (176)
2y

aus. Mit der Funktion Cj;(t, R) = R;R; 146t sich der Konformationstensor schreiben
als Erwartungswert
cij = (Cy(t, R)) = (Cy) . (1.77)

Nach der Ito-Formel gilt fiir das Differential

aZ
0RORy

0 1
dCy = 0,Cy(t, R)dt + <ﬁci)’(t» R)) dRy + 7 ( Cyl(t, R)) dRydR;.
Kk
(1.78)
Das Produkt dRydR; wird nach den Regeln dtdt = dtdB(t) = dBy(t)dt = O und

dBy(t)dB(t) = 0y dt ausgewertet. So ergibt sich

dCij = Ride + Rdei + dedR] (1793)
Ri
= Ri(ﬁkuj)det — R]dt + O'RidBj
2y
R:
+Rj (6kui)det — —]Ridt + GRdei
2y
+0?dB;dB; (1.79b)

1
= RiRk(akuj)dt + (akui)RkRjdt — }\—RlR]dt
H

+08;;dt + oRidB; + oR;dB; (1.79¢)

Die Erwartungswerte (dB;) verschwinden. Damit erhilt man als Bewegungsgleichung
fiir den Konformationstensor

1
6tcij + (ukak)cij = (akui)ckj + Cik(aku]') — }\—Cij + 02611' . (180)
H
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Mit o2 = 4kT/( erhilt man das gleiche Ergebnis wie es im folgenden aus einer bei
[S] angegebenen Bewegungsgleichung fiir Funktionen der Polymerlinge hergeleitet
wird. Diese Gleichung lautet fiir eine Funktion B(R) (ohne duBere Krifte, F ist die
Federkraft)

d 2kT 2
E(B> =(Vu)- <R-VB>—|—T<AB)—Z(F-VB> . (1.81)
Fiir den Konformationstensor ¢ = (RR) ergibt sich damit
d 4kT,~ 4
— (RR) — (Vu)" (RR) — (RR) (Vu) = —0 — — (RF) . (1.82)
dt C G
(RR) 1,

Der Ausdruck auf der linken Seite wird auch als obere konvektive Ableitung bezeich-

net. Diese Ableitung wird durch einen eingeklammerten unteren Index gekennzeich-

net. Mit hookescher Feder wird daraus
4

(RR) ;, = Z(kTS — H (RR)) (1.83)
Als Gleichgewichtskonformation findet man
N kT~
<RF)eq =kTb bzw. (RR)eq = Fé (1.84)
mit der Relaxationszeit .
A =—. 1.
H= 70 (1.85)

¢ ist hierbei der Reibungskoeffizient der Perlen in dem Losungsmittel. Polymerldngen
werden in Einheiten von /kT/H gemessen, Zeiten in Einheiten von ly/1uo. Aus der
Relaxationszeit wird dann die dimensionslose Deborahzahl

A
De = 1 (1.86)
Lo
Die konstitutive Gleichung des Oldroyd-B-Modells ist damit
nkT S
ik = ——(Cik— du) = ik — Oi 1.87
Tik 0 (Cik — dik) DeRe(Ck K) (1.87)
mit dem dimensionslosen Konzentrationsparameter
KTA
s =01 (1.88)
pv

Die Oldroyd-B-Gleichungen fiir den Konformationstensor und fiir den Polymer-
spannungstensor, die in den folgenden Kapiteln verwendet werden, lauten

0+ (u-V)e = (Vu)ie+¢(Vu) — Dle(é\— 3) (1.89)

. _ t S L
0¢Tp + (u- V)%, = (Vu) ‘Ep+‘fp(Vu)+DeRe(Vu+(Vu) ) De‘fp (1.90)
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1.3. Viskoelastische Stromungen

Deborahzahl und Weissenbergzahl

Die Deborahzahl ist das Verhiltnis einer charakteristischen Zeit des Polymers zu einer
charakteristischen Zeit der Stromung

De — Polymer (1.91)

tStrbmung

Als tpoymer Nimmt man oft die groBte auftretende Relaxationszeit der eingebrachten
Polymere. Fiir tgysmung €ignet sich oft die Zeiteinheit, die man auch in der Navier-
Stokes-Gleichung verwendet: 15/u,. Die ist auch in (L86) verwendet worden.

Neben der Deborahzahl findet man auch oft die dimensionslose Weissenbergzahl
We. Man definiert sie als Produkt einer charakteristischen Zeit des Polymer mit einer
charakteristischen Verformungsrate der Strémung

We = tPo]ymerK . (192)

Fiir k eignet sich zum Beispiel der grote Lyapunovexponent oder in Scherstromungen
die Scherrate y.

Deborahzahl und Weissenbergzahl werden oft als redundante Definition angesehen,
in vielen Fillen gibt es aber nicht nur eine Zeitskala, die man mit der Relaxationszeit
der Polymere vergleichen muf3. Dann sind unterschiedliche Namen sinnvoll. Wichtig
ist in jedem Fall, die genaue Definition der dimensionslosen GréBen zu beachten. De-
finiert man zum Beispiel We = A mit dem gréften Lyapunovexponenten (., so findet
man fiir den coil-stretch-Ubergang We i, = 1. Definiert man De wie in (C8@), so ist
De.; im allgemeinen nicht 1, sondern wo/(uly). Wenn man den Lyapunovexponen-
ten in Abhingigkeit von allen Parametern, die man an der Stroémung verdndern will,
kennt, ist die Verwendung von We = Ap sicher die sinnvollere Wahl. Bei numerischen
Berechnungen, zu denen man den Lyapunovexponenten vorher nicht kennt, wird man
auf die bekannten Zeitskalen zuriickgreifen.

Die dimensionslose Deborahzahl wurde von M. Reiner als das Verhiltnis der Rela-
xationszeit eines Fluids zur Beobachtungszeit eingefiihrt [58]. Er geht davon aus, daf3
— wie schon Heraklit zugeschrieben — alles flieBt (ndvta gel). Aber was ist mit den
Festkorpern? Nun, es kommt nur auf die Beobachtungszeit an. Seiner Meinung nach
sind Festkorper auch fliissig, wenn man nur lange genug beobachtet. Diese Einsicht
erkennt er auch bei der Prophetin Deborah, die zusammen mit Barak singt (Buch der
Richter):

Vulgata:

54Domine cum exires de Seir et transires per regiones Edom terra mota
est caelique ac nubes stillaverunt aquis.

>Montes fluxerunt a facie Domini et Sinai a facie Domini Dei Israhel.

King James [[79]:
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1. Grundlagen

5% LORD, when thou wentest out of Seir, when thou marchedst out of the
field of Edom, the earth trembled, and the heavens dropped, the clouds
also dropped water.

> The mountains melted from before the LORD, even that Sinai from
before the LORD God of Israel.

Reiner moniert, daf es in der ,,Authorized Version* (King James Version [[79])
,melted” und nicht ,,flowed* heifit. Er nimmt an, dal Deborah zwei Dinge weil3: alles
flieBt, also auch die Berge, und die Berge flieBen vor dem Herrn, nicht vor dem Men-
schen. tg, die Zeitskala,in der Gott existiert, ist gro3 gegeniiber der Zeitskala tg, in
der die Berge abgetragen werden. Die Deborahzahl De = tg/tg ist also sehr klein,
und die Berge zerflieBen newtonsch. Auf der Zeitskala des Menschen verhalten sich
die Berge wie Festkorper, De ist in diesem Fall sehr groB. ,,Fluxerunt* im 5. Vers in
der Vulgata konnte man tatsdchlich auch mit ,,zerflieBen* tibersetzen [34].

Bezieht man Vers 4 in die Betrachtung mit ein, so mufl man doch an dieser Ein-
sicht der Deborah zweifeln. Anscheinend hat sie hier doch nicht die Erosion iiber
Jahrtausende gemeint, sondern die Erschiitterungen durch das Erdbeben, wie auch die
Ubersetzungen ,wankten* der Einheitsiibersetzung, ,.,erbebten* der Elberfelder [57]
oder ,,quaked‘ der NIV [[12] nahelegen.

Einheitsiibersetzung [39]:

5%Herr, als du auszogst aus Seir, / als du vom Griinland Edoms heran-
schrittest, / da bebte die Erde, die Himmel ergossen sich, / ja, aus den
Wolken ergof sich das Wasser.

SDie Berge wankten vor dem Blick des Herrn, [das ist der Sinai] / vor dem
Blick des Herrn, des Gottes Israels.

New International Version [[12]:

5%0 Lord, when you went out from Seir, / when you marched from the
land of Edom, / the earth shook, the heavens poured, the clouds poured
down water,

>The mountains quaked before the Lord, the One of Sinai, / before the
Lord, the God of Israel (NIV).

Im hebriischen Text steht das Verb ,,nz1l*, das mit ,,rieseln, flieBen, iiberflieBen von*
ibersetzt wird. ,, Triefen* ist auch eine mogliche Ubersetzung von fluxerunt, was nun
gar nichts mit der Bewegung zu tun hat, sondern auf den starken Regenfall zuriickzu-
fiithren ist. Das legt auch eine Parallelstelle in den Psalmen nahe:

687 da bebte die Erde, da ergossen sich die Himmel vor Gott, / vor Gott,
dem Herrn vom Sinai, vor Israels Gott.

19 Gott, du lieBest Regen stromen in Fiille / und erquicktest dein ver-
schmachtendes Erbland.
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1.4. Lyapunovexponenten und Verteilungen von Polymerléingen

Die unrevidierte Lutherbibel von 1545 [[/8]] gibt tatsdchlich eine entsprechende
Ubersetzung.

4. HErr, da du von Seir auszogest und einhergingest vom Felde Edoms,
da erzitterte die Erde, der Himmel troff, und die Wolken troffen mit
Wasser.

5. Die Berge ergossen sich vor dem HErrn, der Sinai vor dem HErrn, dem
GOtt Israels.

Die gingige Interpretation dieser Textstelle ist allerdings die, die auch Reiner an-
nimmt. Dazu gibt es noch eine Stelle in den Psalmen, die das noch deutlicher zum
Ausdruck bringt:

97° Berge schmelzen wie Wachs vor dem Herrn, / vor dem Antlitz des
Herrschers aller Welt.

Hier ist das verwendete Verb im Hebréischen allerdings ,,mss‘: ,,zerschmelzen, zer-
flieBen®, im Lateinischen aber wieder ,,fluxerunt®. Das Wort ,,fluxerunt® wird also in
zwei Bedeutungen verwendet, die im Hebrdischen durch zwei Begriffe unterschieden
sind. Bei der Ubersetzung ins Englische, die Reiner benutzt, ist dieser Bedeutungs-
unterschied nicht aufgeldst. Das liegt wohl daran, daf} die King-James-Version nicht
immer konsequent auf den hebriischen Urtext zuriickgeht, sondern den Text der bis
dahin in den Kirchen gebréduchlichen ,,Bishops Bible* moglichst wenig verdndern soll-
te, soweit es die Wahrheit des Originals erlaubt [[73]].

Die Ubersetzungen, die ,.,erbeben* verwenden, stiitzen sich wohl auf die alte grie-
chische Ubersetzung, die Septuaginta [[77],

54 x0pte Ev T1] €€60w 00l Ex X Ev @ dnodpety ot EE dypou "Edwy
Y1) €oetotn xal 6 dupavog E€ectdin ol of vepéhar EoTdlay LW

> Bpn Eoahebdnoay Emo TpoooTou xVpou Tolto Liva dno TEoc®Tou
x0ptou Veold Topanh.

Hier erscheint das Wort écakebdnoay, von caeb (intr) schwanken.

1.4. Lyapunovexponenten und Verteilungen von
Polymerlangen

Der (grofite) Lyapunovexponent p zu einer Trajektorie X(t) eines dynamischen Sy-
stems ist definiert als |61, [1]]

.1 1ox(T)||
= lim =log ——. (1.93
b= e T8 ox(0)| )
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1. Grundlagen

Bezeichnung Referenz L. L, Rr T

A-DNA [64]] 22um 4.1s
A-DNA [64]] 22um 17.3s
A-DNA [63.9,55] 22um 53nm 6.3—19s
PAM (3] 77 um 0.5um 43ms

Tabelle 1.2: Daten zu einigen Polymeren. L.: Konturlinge, L,: Persistenzldnge, Ry:
Flory-Radius, T: Relaxationszeit.

Referenz Polymer De strain-rate n T

[64] A-DNA et =20 de/dt =0.5 43.3cP 4.1s

[64] A-DNA et =48 de/dt =2.8 182 cP 17.3s

[63]] ADNA Yy1=0-76 v=0—-4.0s" n=60;220cP 1=6.3;19s

Tabelle 1.3: Daten zu Experimenten.

Dabei ist 0X(t) der Abstandsvektor zu einer Trajektorie in der Nachbarschaft von x(t).
In einer Stromung entwickelt sich der Abstand zwischen zwei Trajektorien mit dem
anfinglichen Abstand sy = ||0x(0)|| im Mittel wie

s(t) = spexp ut, (1.94)
also wie die Losung eines linearen dynamischen Systems
$§ =us. (1.95)

Hierbei ist allerdings zu beachten, dal der Abstand zwischen den betrachteten Trajek-
torien immer sehr klein bleibt, das heifit, da} nichtlineare Beitrige vernachlédssigbar
bleiben. Unter dieser Voraussetzung kann man das Geschwindigkeitsfeld linearisiert
betrachten

d
aéx(t) = (Vu(t))ox(t) (1.96)
und sp = ||0x(0)|| = 1 wihlen. Bei der Berechnung des Lyapunovexponenten wird

man die Lange von 6X(t) zu geeigneten Zeiten (ty) wieder auf die Linge so zuriick-
setzen. Man berechnet also dX mit

%éi(t) — (Vu(t)sx(t) (1.97)

und dX(tyx) = so. Das Produkt der dazu zu verwendenden Normierungsfaktoren

~[limy g, - 8X(t) ]|

TR ] (2
ergibt dann die Gesamtstreckung
k
Iox(ti) | = [ - (1.99)
i=1
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Die Richtung der anfinglichen Storung spielt dabei praktisch (d.h. bei der numeri-
schen Berechnung) keine Rolle. Schon nach wenigen Zeiteinheiten zeigen anfangs
unterschiedlich orientierte Storungen in die gleiche Richtung. Das Ergebnis kann aber
sehr stark vom Startpunkt der Trajektorie abhiingen. Die Phasenrdume von dynami-
schen Systemen sind oft aus reguldren und chaotischen Bereichen zusammengesetzt.
In den reguldren Bereichen, in der Umgebung von stabilen periodischen Bahnen, ist
der grofite Lyapunovexponent null, wihrend in chaotischen Bereichen der grofite Lya-
punovexponent positiv ist. In zeitunabhéngigen Systemen sind diese unterschiedlichen
Bereiche invariante Mengen.

1.4.1. Kurzzeit-Lyapunovexponenten

Beim Kurzzeit-Lyapunovexponenten betrachtet man nicht den Grenzwert T — oo
sondern berechnet die mittlere Streckrate entlang eines Trajektorienabschnitts der Dau-
er T [26]22]

[5x(t + T)||
T 15x(t)]]

Aus einer Folge von aufeinanderfolgenden Kurzzeit-Lyapunovexponenten pr(k) mit
dquidistanten Zeitintervallen T 146t sich der Kurzzeit-Lyapunovexponent zum Inter-
vall n'T berechnen

oy — (1.100)

1 & [6x(KT)||
nT = — 1.101
it = 512wl ZT S ex((k— 1] (11012
Héx kT |y 1 (Isx(nT)]|
= —10 ——logi. (1.101b)
H [|ox( T nT |6x(0)]]

Der Mittelwert der Kurzzeit-Lyapunovexponenten fiihrt also auf den Lyapunovexpo-
nenten wie bei den Gesetzen der groen Zahlen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Bei geniigend grolem T kann man den Kurzzeitlyapunovexponenten als eine Summe
von unabhédngigen Zufallsvariablen auffassen. Ihre Verteilung néhert sich nach dem
zentralen Grenzwertsatz einer Normalverteilung [4]]

T Ty — )2
Pum 5% Aexpl %} (1.102)

mit der Varianz A/T. Mit zunehmendem T wird die Verteilung also immer schmaler.
Diese Verteilung wird auch oft in der Form

-
Pu A5~ AeXp[ TS(pur — )] (1.103)

mit der Entropiedichtefunktion S geschrieben. Von dieser Funktion S wird angenom-
men, daB sie ein quadratisches Minimum bei 0 hat: S(x) = x?/2A.
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1. Grundlagen

Der lokale Lyapunovexponent [[20] ist der Grenzwert des Kurzzeit-Lyapunovexponenten
firT — 0

] |ox(t+ T)|
oc(X(t)) = lim = log —————.
Dieser gibt die lokale Streckrate am Ort X(t) in der Richtung von 6x(t) an. t soll
dabei so groB sein, daf3 die Orientierung von 6x(0) keine Rolle mehr spielt. Der lokale
Lyapunovexponent 1a6t sich auch schreiben als

(1.104)

Hioe (X(1)) = e[ (x(1))(Vu(x(t)))ey(x(t)). (1.105)

Dieser entspricht dem «(t) in (LZT)). Die e, sind dabei die Einheitsvektoren in Rich-
tung von dX. Die Kurzzeit-Lyapunovexponenten konnen dann durch Integration iiber
W berechnet werden

] t+T
wr(x(t) = —J e (X(£1)) . (1.106)

t

1.4.2. Streckung von Polymeren

Aus der Form der Verteilung der Lyapunovexponenten (LI03]) mit quadratischem Mi-
nimum von S leitet Balkovsky ein asymptotisches Potenzgesetz P(R) oc R=* fiir die
Polymerlidnge R ab [2, 3]]. Fiir den Exponenten gilt

oc:S’<[3—<u—2]—7\)) (1.107)

mit dem Sattelpunktwert (3 und der Relaxationszeit der Polymere 2A. Dabei setzt er
voraus, daf} die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung aus der Gleichgewichts-
lage ist. Das ist dann der Fall, wenn die Polymere in der Kréuelstruktur vorliegen,
bzw. nur wenig gestreckt sind. Wenn die Relaxationsrate kleiner als der Lyapunovex-
ponent ist, ist das im allgemeinen nicht mehr der Fall. Die meisten Polymermolekiile
gehen dann in den gestreckten Zustand iiber, und die obige Gleichung fiihrt auf eine
Verteilung mit einem Exponenten groBer als —1, die dann aber nicht mehr normier-
bar ist. Dieser Ubergang vom Kniuelzustand zum gestreckten Zustand wird als coil-
stretch-Ubergang bezeichnet [[14]. Er wird als sehr wichtig im Zusammenhang mit der
turbulenten Widerstandsreduktion angesehen.

Wird die Polymerlédnge nach oben beschrinkt, ist die Normierbarkeit der Verteilung
kein Problem mehr. Das obige Potenzgesetz gilt dann weiterhin und es sind auch Ex-
ponenten groBer als —1 moglich. Fiir |u — 1/(2A)] < 1 findet man o’(1/(2\)) =
—2/A. Der Parameter A bestimmt also sowohl die Verteilungen der Kurzzeitlyapu-
novexponenten als auch die Exponenten der Polymerlidngenverteilungen.

Verteilungen, die einem Potenzgesetz folgen, sind schon seit langer Zeit aus den
verschiedensten Bereichen von Biologie, Linguistik und Okonomie bekannt. Sornette
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[66] und Takayasu [[/0] zeigen, dal die Verteilungen in Form eines Potenzgesetzes
allgemein bei multiplikativen Prozessen auftreten, die bei negativer Drift nach unten
beschrinkt sind. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir Prozesse mit positiver Drift und obe-
rer Schranke.

Ein multiplikativer Prozef} sei gegeben durch

W =wiw;y - -wy. (1.108)

Sornette und Cont geben zwei notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ein Po-
tenzgesetz P(W,) ~ W, () i der Verteilung W, [66].

e (logw;) <0
e W, darf nicht zu klein werden

Der Exponent 148t sich dann als Lésung von <w]‘"> = 1 bestimmen.
Die Streckung und Relaxation der Polymere kann als ein derartiger Proze3 angese-
hen werden. Die Entwicklung der Linge

t
1
Rith=exp (| mealt)dt) . () = ROV R/RE - 32 (1109
to

kann als Grenzwert einer Folge

GNT
> J uloc,?\(t/)dtl> = exp (Z mm> = [ Jexpmas),

R(t) :exp<
— JiT
(1.110)

GNT
My = J e (1)) dt! (1.111)
iT

dargestellt werden. Die Faktoren exp(m,;) entsprechen dann den Faktoren wj; in
(LI0Y). Die erste der obigen Bedingungen heifit dann
(may) <0, (1.112)

die zweite kann durch Addition einer positiven Zufallsvariablen oder durch geeignetes
Zuriicksetzen der Linge bei zu klein werdenden Werten gewihrleistet werden. Der
Exponent 1d6t sich dann als Losung der Gleichung

(exp(ma1)®) = (exp(amy;)) =1 (1.113)

bestimmen.
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1.4.3. Exponentielles Wachstum

Eine GroBe R, die der Differentialgleichung R = p(t)R geniigt, hat den zeitlichen
Verlauf R(t) = Rpexp fg w(t’)dt’. Fiir konstantes pu(t) = p zeigt die Trajektorie im
betrachteten Zeitfenster eine Verteilungsdichte P(R) oc 1/R.

PR o [sR—Roe it = 3 [uRoe| " =

(1.114)
uR
pt=log R/Rg

Dies kann fiir nicht konstante 1(t) verallgemeinert werden:

r t
P(R) o« |d (R— Roexpj u(t’)dt’) dt (1.115a)

to

[ o(t — ti)
= >

) t;)Roexp [ u(t/)dt/
s g kR [H(ERoEXP [ p(t)dt

_ S(t—ty)
= > wr &

b
{t] [{} w(t/)dt/'=log R/Ro }

1 1
- (1.115b)
Rl 2 [ (ti)]
[l 14 ult)dt/=log R/Ry)

Gleichung (LII3D) fiir linear wachsendes p(t) = pot ausgewertet ergibt eine Ver-
teilung Py, (R) o< 1/(Ry/2unologR) (s. Abb.[L4). Fiir exponentiell fallendes pu(t) =
toe ™ erhdlt man eine Verteilung Pey, o< 1/(RAlog(R/Ro) — (to)l).

Im Fall der ABC-Stomung, die wir in Kapitel 2l diskutieren werden, ergeben sich
in Histogrammen der momentanen Polymerldngen entlang von Trajektorien unter be-
stimmten Umstidnden ebenfalls Verteilungen proportional zu 1/R wie in (LTI4). Diese
treten auf, wenn die Streckung durch die Stromung die Relaxation tiberwiegt, p(t) —
1/(2A) im Mittel also positiv ist. Die Histogramme werden dazu aus den momentanen
Polymerlidngen entlang einer Trajektorie zu dquidstanten Zeitpunkten erstellt.

1.5. Geometrische Eigenschaften der Trajektorien

In einem dynamischen System ist die Geschwindigkeit als Funktion von Ort und Zeit
gegeben als

u=u(x,t) (1.116)
Daraus lassen sich die Beschleunigung und die zweite Ableitung der Geschwindigkeit
berechnen

a = ou+u-Vu (1.117a)
i = d@i+u-Vu (1.117b)
o2u+ (o) -Vu+2u-9,Vu+u-V(u-Vu) (1.117¢)

28



1.5. Geometrische Eigenschaften der Trajektorien
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Abbildung 1.4: Zeitliche Entwicklung der Polymerldnge (unten links) bei linear an-
steigendem p (oben links) und Histogramm (rechts) des Zeitverlaufs

nach (CLII3h).

In jedem Punkt kann man nun das sogenannte begleitende Dreibein aus Tangential-
vektor, Hauptnormalenvektor und Binormalenvektor berechnen [28]]. Der Tangential-
vektor ist definiert als

~dr _u

t=—=—. 1.118
ds |u ( )

Der Hauptnormalenvektor steht senkrecht auf dem Tangentialvektor und zeigt in Rich-
tung der Normalbeschleunigung. Er ergibt sich aus der Beschleunigung

1dr 1dt
n— _

- - __= 1.119
kds?2 «kds ( )

mit der Kriimmung

K =

Vu-u—(t-u)? (1.120)
u-u

Der Binormalenvektor steht senkrecht auf Tangential- und Hauptnormalenvektor:

b=txn. (1.121)
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Die zeitliche Entwicklung dieser drei Basisvektoren wird durch die Frénetschen For-
meln

ﬁ = Kn, (1.122a)
ds
dn

— = 1h—«t, (1.122b)
ds

d—b = —1Tn (1.122¢)
ds
beschrieben. Dabei ist T die Torsion

u-(uxi)
= 1.123
K (u-u)3k2 ( )

Aus der Kriimmung und der Torsion lassen sich jeweils der Kriimmungs- und der
Torsionsradius bestimmen:

p=1/k o=1/t. (1.124)
Die Spirale
R cos wt —y
r(t) = | Rsinwt ux,y)=w| x (1.125)
pwt 8

kann als Normalform einer Kurve mit konstanter Kriimmung und Torsion angesehen
werden. Fir Kriimmung, Torsion und Bahngeschwindigkeit findet man

K R T b u = wy/R%+ p2. (1.126)

T R2+p2 T R2+p2

Zu beliebigen Trajektoriensegmenten wird in einem Punkt X, das begleitende Dreibein
sowie Kriimmung und Torsion bestimmt. Der Radius, Axial- und Winkelgeschwindig-
keit sind dann

R— % B — w=v2(2+2)  1.127)

K2 + T2 K2 + T2
Der Kriimmungsmittelpunkt ist
m =X, — Rn. (1.128)
Der Normalenvektor bewegt sich in die Richtung

i = th — kt (1.129)
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Die Achse der Spirale steht senkrecht auf n und n

s:NlSnxn (1.130)

mit geeignetem Normierungsfaktor Ng. Die Spirale ist dann
r(t) =m-+ R(n x ssin(t) —ncos(t)) + pwts. (1.131)

Beliebige Trajektorien kann man nun mit den so erhaltenen Spiralen vergleichen.

Wir betrachten die linearisierte Geschwindigkeit u im Punkt X + dx. Die setzt sich
aus einer Translation up(X) und einem Vektor L - dX mit der Jacobimatrix L = 9;u;
zusammen. Die Jacobimatrix ist zerlegt in den symmetrischen Anteil S = %( L+L")
und den antisymmetrischen Anteil A = %(L -0

S] Sz 53 0 A1 AZ
S=|(S2 S4 Ss A=|-A; 0 Aj; (1.132)
33 S5 36 —Az —A3 0
u(x 4 dx) = uo(x) + (S + A)dx (1.133)

Das Koordinatensystem sei so gewihlt, daB ug(X) = |up(x)|e;. Dann gilt fiir Kriim-
mung und Torsion der Trajektorie, die durch X lduft

« \/(SZ—A1)2+ (S3—A,)?

1.134
T (1.134)

_ _ 2 _ _ 2
T — ﬁ+g5 <2(3272A1) _ 1) +M\/1 _ (5272’4‘)(56_54) (1.135)
K K K
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2. ABC-Stromung

2.1. Grundlagen

Die klassische ABC-Stromung [[17] wurde von Arnold als stationdre Losung der Eu-
lergleichung eingefiihrt. Childress verwendete den Spezialfall A = B = C = 1 als
Modell fiir den kinematischen Dynamoeffekt. Wir verwenden eine modifizierte Versi-
on dieser Stromung

A .
u = ——rote,(sin7rx cosmy)
s
B .
+—rot ey(sin 7wx cos z)
s

C
—|—%r0t e, (cosmy + sin7z) (2.1a)

(A sin7ty + B sin 7tz) sin7tx
= A cos ty cos Ttx + C cos 7tz (2.1b)
B cos iz cos tx + C sinmry

mit konstanten Amplituden A, B und C. Als reines Wirbelfeld ist die Stromung diver-
genzfrei.

2.1.1. Symmetrien

Die Gleichungen sind periodisch in x, y und z mit Periodenldnge 2. Die x-Kompo-
nente der Geschwindigkeit verschwindet bei ganzzahligen x, ebenso die x-Ableitung
der anderen Geschwindigkeitskomponenten

Ux| cq = Oxly rn = O U, e = 0. (2.2)

Diese Ebenen sind also invariante Mengen, die Trajektorien konnen diese Ebenen
nicht durchdringen. Die Gleichungen sind invariant unter den Transformationen

SO0 X' =x y=1+y z/=1+z t'=—t (2.3)
S9: X' =14+x y =y z/=1—z t'=—t
S x¥=—x y'=1+y 2/=1+z t'=-t.
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Abbildung 2.1: Trajektorien in der ABC-Stromung. In der Farbe ist die Kriimmung
der Trajektorien, Kk, codiert. Die Linge der Trajektorienstiicke betrégt
t=08.A=B=1,C=0.3.

Die Quadrate dieser Transformationen sind jeweils die Identitit. Sie erzeugen eine
Symmetriegruppe mit den Elementen

I[: Identitét 2.4)
S9S9: X' =1+x y'=1+y z/=—z t' =t
S989: xX'=—x y' =y z/=z t'=t
S9S9: X' =1—-x y'=1+y z/=—2z t'=t
$98989: x'=1T—-x y' =y z/'=1—2z t'=—t.
Die Transformationen
Pi: Al=—A Yy =—y z/=1-2 (2.5)

P,: B=-B y=1—-y z/=1+42
P;: C=-C y=y z2/=1-—2z.

dndern jeweils das Vorzeichen genau eines Parameters. So kann man sich auf positive
Parameterwerte und den Bereich (x,y, z) € [0, 1] x [0, 2] x [0, 2] beschrinken.

2.1.2. Ein integrabler Fall

Fiir C = 0 ist das System separabel. Wenn A und B beide nicht verschwinden, ist

A
x = M (2.6)

anf (3 19)
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2.1. Grundlagen

eine Konstante der Bewegung, und man kann y als Funktion von z ausdriicken

2 ATIZ TC 1
y(z) = - arctan (octanB 5 + Z) 3 2.7)

Fiir das Differential von x ergibt sich schlielich

Assinmty(z) + Bsinmz
dz

cottxdx =
B cos iz

(2.8)

2.1.3. Fixpunkte

Falls fiir die (positiven) Parameter die Ungleichung

o2 /5 A 4
< i 2 1 = — — 2.
C_B\/z—i—oc 4oc 1 mit x B>\/; (2.9)

gilt, hat das System mindestens einen Fixpunkt im Inneren der Periodizitdtsbox. Bei

2 /5
< - 2 — A
C_B\/2 o 4oc 1 (2.10)

sind es sogar zwei. Sei y = C/A. Die Fixpunkte liegen bei

1 /5
Y+ = ;[COti1 (%:‘: 10(2—1> y (2113)

z, = Esin’1(—ocsinnyi), (2.11b)
1
Xy = %cos’1(ytanﬂzi) (2.11¢)

1 cos ' [ —y o sin 7ty 4
= —cos | — .
m V11— o?sin’ my

Zu diesen Fixpunkten kommen bei C # 0 und « < 1/(1 — (B/C)?) noch Fixpunkte
in den invarianten Ebenen mit ganzzahligen x. Diese liegen bei

1 _,BA

Yy = ;[ tan ? (2123)
1 A 1

z = —cos ' Fo——m——ou. (2.12b)
us C

Das negative Vorzeichen gilt bei geraden x, das positive bei ungeraden.

35



2. ABC-Stromung

Abbildung 2.2: Lage der Fixpunkte und heteroklinen Orbits der ABC-Stromung mit
C = 0 und A = B. Die Fixpunkte sind rot eingezeichnet, die he-
teroklinen Orbits blau. Die Pfeile zeigen die stabilen und instabilen
Richtungen an.

Da die Divergenz der Stromung verschwindet, verschwindet auch die Summe der
Eigenwerte der Linearisierung um die Fixpunkte. Die Fixpunkte sind also alle Sattel-
punkte. Die Eigenwerte der Fixpunkte in den invarianten Ebenen sind

A1 = =Lm(Asinmty + Bsin7z) (2.13a)
A AT . .
Az = ) i (ABm2sinmty + C2m2cosmry) sinz.  (2.13b)

Das positive Vorzeichen bei A; gilt in den Ebenen mit geradem x, das negative bei
ungeradem x. Der Eigenvektor zu A; steht senkrecht auf der Ebene.
Fiir C — 0 wandern die Fixpunkte nach

13
Z; S 2.14

Fiir A = B sind die Fixpunkte mit y = z FuBBpunkte von heteroklinen Orbits, die
entlang der Geraden

{(X)y)z)

1 1

{(XJJ»Z)U:E»Z:z} (2153.)
3 3

{(X»U»Z)U:?Z:z} (215b)
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2.2. Verteilung von Lyapunovexponenten und Polymerlidngen

jeweils benachbarte Ebenen verbinden. Ebenfalls fiir A = B sind alle Punkte auf den

Geraden
{(x,y,Z)yzé,Z=%} (2.16a)
3 1
{(XJJ»Z)U:E»ZZE} (216b)

Fixpunkte. Der Eigenwert mit dem Eigenvektor in x-Richtung verschwindet, die an-
deren Eigenwerte dieser Fixpunkte sind

A= tAmcosmx. (2.17)

Die Eigenvektoren hierzu zeigen in y- bzw. z-Richtung. Abb.[2.2 zeigt die Lage dieser
Objekte im Stromungsgebiet.

Die hier verwendete Stromung ist der Spezialfall mit n = 0 einer groleren Klas-
se von Stromungen, die in Anhang angegeben ist. Im folgenden wird noch der
Fall mit n = 2 betrachtet, der die gleichen Symmetrieeigenschaften hat. Auch in die-
ser Stromung existieren bei A = B und C = 0 die heteroklinen Orbits und die aus
Fixpunkten bestehenden Geraden. Dabei verschwindet allerdings u in den Ebenen
{x € Z)} wegen eines zusitzlichen Faktors sin”7tx in allen Geschwindigkeitskompo-
nenten.

2.2. Verteilung von Lyapunovexponenten und
Polymerlangen

Fiir Ensembles von Trajektorien wurden die Kurzzeitlyapunovexponenten .y fiir ver-
schiedene Mittelungsintervalle T berechnet. Die in Abb.[2.3]dargestellten empirischen
Verteilungsfunktionen zeigen die Mittelung sowohl tiber das Ensemble als auch iiber
die Zeit, also iiber mehrere aufeinanderfolgende Intervalle der Dauer T. Die Verteilun-
gen zeigen jeweils ein Maximum in der Nihe des groBiten Lyapunovexponenten. Die
Breite dieses Maximums nimmt mit der Linge des Mittelungsintervalls T ab. Bei eini-
gen Parameterwerten tritt neben diesem Hauptmaximum noch ein weiteres Maximum
bei 0 auf. Das ist auf die Bewegung der Trajektorien in und in der Nihe der Inseln mit
stabilen periodischen Bahnen zuriickzufiihren.

Die Breite des Hauptmaximums wurde als Varianz o einer Normalverteilung be-
stimmt. Abhingig vom Mittelungsintervall T verhilt sie sich wie o%(T) = A/T (vgl.
[L4.T). Der Parameter A wurde so fiir verschiedene Parameterwerte der Stromung be-
stimmt.

In dieser Stromung wurde auch das Verhalten von Polymeren untersucht. Die Rela-
xationszeit der Polymerlidnge sei 2\, die Deborahzahl habe den gleichen Zahlenwert
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2. ABC-Stromung

67 ]
T=1
4T c=o03 N
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Abbildung 2.3: Verteilung der Kurzzeitlyapunovexponenten fiir unterschiedliche Mit-
telungsintervalle T. Je ldnger das Intervall, desto schmaler wird die
Verteilung. Die Verteilung konzentriert sich um den groBten Lya-
punovexponenten, allerdings bleibt bei einigen Parameterwerten und
endlichen Zeitintervallen ein Nebenmaximum bei O bestehen. Dieses
rithrt von Trajektorien her, die sich lange Zeit im Bereich der Inseln
mit reguldrer Bewegung aufhalten. A = B = 1, C = 0.3 bei den
oberen vier Teilbildern, C = 0.6 bei den unteren.
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2.2. Verteilung von Lyapunovexponenten und Polymerlidngen

0.0 I I
aus Momenten o
aus Verteilungen —e—

—0.5

-1.0

—(1+ «)

—1.5

—2.0

—2.5 :
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

1/(2De)

Abbildung 2.4: Vergleich der aus (Z.19) bestimmten Verteilungsexponenten ((J) mit
den in den Verteilungen beobachteten Exponenten (4). Die strich-
punktierte Linie zeigt eine nach (ZZ1]) angepaBte Gerade (der Sicht-
barkeit wegen um 0.5 nach unten versetzt). A = B = 1.0, C = 0.3,
5<T<L20.

wie die halbe Relaxationszeit der Polymerlﬁngeﬁ,
De = Ay. (2.18)

In den gleichen Einheiten werden auch die Lyapunovexponenten gemessen.

Bei nach oben und unten beschrinkter Polymerlinge ergibt sich aus dem Zusam-
menwirken von Streckung und Relaxation eine Langenverteilung, die in einem gewis-
sen Bereich einem Potenzgesetz geniigt. Der Exponent dieser Verteilung, geschrieben
als —(1 + o), 14Bt sich aus den Momenten der Verteilung der Lyapunovexponenten

bestimmen,
(exp ( (mpe))) =1. (2.19)

Die mp, sind dabei wie in (LTTI)) als Streckfaktor eines Polymers entlang eines Tra-
jektorienstiicks der Dauer T definiert,

t+T 1
Mpe = J <R(VU)TR/R2 — —) dt’. (2.20)
¢ 2De

Die so bestimmten Exponenten sind in Abb.[Z4] zusammen mit den direkt aus den
Verteilungen bestimmten Exponenten dargestellt.

!Zum Faktor 2 vgl. FuBnote Bl auf Seite [7
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2. ABC-Stromung

Der Parameter A aus den Verteilungen der Lyapunovexponenten taucht auch im
Exponenten der Verteilung der Polymerlingen P(R) oc R™'=* auf. Hier besteht ein
linearer Zusammenhang zwischen & im Exponenten der Verteilung und der Differenz
von Relaxationsrate und Lyapunovexponent, wenn die Differenz klein ist,

2 1

Der Exponent der Verteilung erreicht den kritischen Wert —1, wenn die Relaxations-
zeit gleich dem inversen Lyapunovexponenten ist. Das kann man in Abb.2.7 fiir die
in der Liange sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkten Polymere gut er-
kennen. Die kritische Deborahzahl zum coil-stretch-Ubergang fillt hier wie erwartet
mit dem Lyapunovexponenten zusammen. In Abb.23 ist die Linge nach oben nicht
beschrinkt, sie wird aber bei Erreichen des Wertes 100 wieder auf den Wert 1 zuriick-
gesetzt, so dal} eine Verteilung im FlieBgleichgewicht entsteht. In diesem Fall erreicht
der Exponent der Verteilung nicht den Wert —1, sondern bleibt auch fiir gro3e Rela-
xationszeiten deutlich unterhalb dieses Wertes (Abb.[2.3). Bei einer deutlich hoheren
oberen Grenze néhert sich der Exponent fiir @ < 1/(2De) allerdings dem Wert —1 an.
Hier wichst die Polymerlidnge im Mittel exponentiell an und erzeugt eine Verteilung,
die fiir groBe R proportional zu 1/R ist (vgl. Abschnitt [L473]).

Aus der Steigung der Kurven in Abb.Z7] unten kann der Parameter A bestimmt
werden. In Abb.2.§] sind die fiir verschiedene Werte des Parameters C auf diesen bei-
den Wegen bestimmten Werte fiir A dargestellt. Die Werte aus den Polymerléngen-
verteilungen liegen meist etwa 10 — 20% unter den Werten aus den Verteilungen der
Lyapunovexponenten.

2.3. Kritische Deborahzahl

Die oben beschriebenen Untersuchungen zeigen gute Ubereinstimmung mit den Vor-
hersagen von Balkovsky, die kritische Deborahzahl zum coil-stretch-Ubergang ist der
Kehrwert des Lyapunovexponenten. Die Berechnungen hierzu wurden im Lagrange-
bild durchgefiihrt, also entlang Trajektorien in der Stromung. Berechnungen mit einem
Pseudospektralcode [42]] an festen Gitterpunkten im Eulerbild zeigen aber in bestimm-
ten Bereichen ein deutlich anderes Verhalten. Oberhalb einer gewissen Deborahzahl,
die deutlich unterhalb des inversen Lyapunovexponenten liegt, wichst die Polymer-
lange in bestimmten Bereichen der Stromung sehr stark an.

Die ABC-Stromung hat bei geeigneten Werten fiir A, B und C Fixpunkte in den in-
varianten Ebenen mit ganzzahliger Koordinate x (vgl.Z1.3). Die Fixpunkte sind Sat-
telpunkte mit positiven und negativen Eigenwerten der Linearisierung. Die Eigenwerte
abhingig von B und C bei konstantem A = 1 sind in Abb.[Z.9] dargestellt. Berechnun-
gen im Eulerbild zeigen kritische Deborahzahlen, die dem groften Eigenwert dieser
Fixpunkte entsprechen. Tatsdchlich treten auch die grofiten Polymerldngen lokalisiert
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Abbildung 2.5:
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1/(2De)

Oben: Verteilung der Polymerldnge bei unterschiedlichen Relaxati-
onszeiten. Die Polymerlinge ist nicht nach oben beschriinkt, doch Po-
lymere, deren Linge den Wert 100 iiberschreiten, werden auf Linge
1 zuriickgesetzt. So ergibt sich eine Verteilung im FlieBgleichgewicht.
Die Verteilungen folgen in weiten Bereichen einem Potenzgesetz. Das
gestrichelte Trapez markiert den Bereich, iiber den die Exponenten be-
stimmt wurden. Der obere Schenkel féllt mit dem Exponenten —1 ab.
Unten: Exponenten der Lingenverteilungen. Die Exponenten bleiben
immer unterhalb von —1. Die vertikalen Linien zeigen jeweils den
groBten Lyapunovexponenten der Stromung bei diesen Parameterwer-
ten. A=B=1.
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10°
102

~ 10

_1 .O Piezs rv-\gfr\ —
—1.2

—14 |

—(1+ «)

—1.6 |t

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
1/(2De)

Abbildung 2.6: Wie Abb.[Z3 die Linge wird aber erst bei Erreichen des Wertes 10°
auf 1 zuriickgesetzt. Bei © < 1/(2De) wichst die Linge im Mittel
exponentiell an und es bildet sich fiir gro3e R eine Verteilung propor-
tional zu 1/R heraus (s. [[43). Die vertikalen Linien zeigen jeweils
den groBten Lyapunovexponenten der Stromung bei diesen Parame-
terwerten.
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Abbildung 2.7: Oben: Verteilungen der Liangen eines Ensembles von 1000 Polymeren
in der ABC-Stromung mit A = B = 1 und C = 0.8 bei einer Relaxationszeit De = 8.
Dargestellt sind die Verteilungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Die Polymerlin-
ge ist nach oben durch eine feste Grenze bei R = 100 beschrinkt, unterhalb dieser
Grenze konnen die Polymere frei gestreckt werden. Die Verteilungen folgen in weiten
Bereichen einem Potenzgesetz. Der Exponent der Verteilung wurde durch Anpassung
in dem markierten Bereich unter Einbeziehung der Verteilungen zu allen dargestellten
Zeiten bestimmt.

Unten: Exponenten der Lingenverteilungen bei unterschiedlichen Parametern C und
Relaxationszeiten. Die vertikalen Linien zeigen jeweils den groBten Lyapunovexpo-
nenten der Stromung bei diesen Parameterwerten. Bei diesen Werten erreichen die
Exponenten jeweils den kritischen Wert —1.
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Abbildung 2.8: Vergleich der Verteilungsparameter A zum einen erhalten aus den Ver-
teilungen der Kurzzeitlyapunovexponenten (4), zum anderen aus den
Verteilungen der Polymerlidngen (LJ).

Abbildung 2.9: Eigenwerte der Fixpunkte der ABC-Stromung in den Fldachen mit
ganzzahligem x. Der Parameter A hat den Wert 1.
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Abbildung 2.10: tr€ in der Umgebung eines Fixpunktes in der invarianten Ebene {x =
0LbLA=B=1,C=0.8,De=0.22,t=10.

in der Nihe dieser Fixpunkte auf. Je ndher die Teilchen dem Fixpunkt kommen, de-
sto langer sind sie den Stromungs- und Streckungsverhiltnissen der Umgebung die-
ses Fixpunktes ausgesetzt und desto weniger spielt die Vergangenheit der Teilchen
eine Rolle. Die Stabilititseigenschaften der Fixpunkte kontrollieren hier also lokal
die Streckung der Polymere. Grundsitzlich konnte nun jede invariante Menge, neben
Fixpunkten also auch periodische Bahnen, bei geeignet grofem Eigenwert der Linea-
risierung das Stabilitdtsverhalten der Strémung bestimmen, da auch hier Trajektorien
beliebig lange in der unmittelbaren Umgebung dieser Gebilde bleiben konnen. Die
kritische Deborahzahl aus dem Lyapunovexponenten muf} fiir jede invariante Menge
einzeln berechnet werden, und die kleinste dabei auftretende kritische Deborahzahl
bestimmt dann die kritische Deborahzahl des gesamten Systems.

Bei den Parameterwerten A = 1, B = 0.4, C = 0.6 existiert kein Fixpunkt in den
Oberflichen (s. Abb.Z9). Die Berechnungen mit dem Spektralcode zeigen eine kriti-
sche Deborahzahl von etwa 0.32 (Abb.ZIT)). Hier treten die groBten Polymerlingen
ebenfalls bei den Fldachen mit ganzzahligen x auf. In diesem Fall gibt es einen periodi-
schen Orbit (die Enden des Periodizititsbereichs werden identifiziert), der innerhalb
der Ebene stabil ist, der aber eine instabile Richtung hat, die aus der Ebene hinaus-
zeigt (Abb.2.12). Der Lyapunovexponent auf diesem Orbit betriigt ca. 2.74, was ei-
ner kritischen Deborahzahl von 0.182 (bzw. 0.365) entspricht. Bei Berechnungen der
Polymerentwicklung entlang der Trajektorien findet man auch gerade diese kritische
Deborahzahl, der Spektralcode zeigt einen etwas niedrigeren Wert. Bei geeigneter An-
derung der Parameter entsteht auf diesem Orbit der Fixpunkt, der dann die Stabilitit
bestimmt.
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Exponent von max tr ¢(t)
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Abbildung 2.11: Exponenten der Zeitentwicklung des groten Wertes von tr ¢ abhin-
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gig von der Deborahzahl. Die Rechnungen wurden fiir zwei Gitter-
auflosungen (32 x 64 x 64 und 32 x 128 x 128) durchgefiihrt. Die
vertikale Linie zeigt den Lyapunovexponenten des periodischen Or-
bits, u = 2.74, an. ABC-Stromung mitn = 0, A = 1, B = 0.4,
C=0.6.
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O RN —

Lagrange

Euler

2.0

Abbildung 2.12: Periodischer Orbit in der Ebene x =0bei A =1, B =0.4, C =0.6.
In der unteren Ebene ist tr¢, berechnet mit dem Pseudospektralcode,
dargestellt. Die dariiberliegende Kurve zeigt den Verlauf des Orbits
als Trajektorie, die Farbe zeigt dabei den lokalen Lyapunovexponen-
ten an. Die Daten wurden jeweils auf die Farbskala [1, 10] abgebildet.
Die senkrechten Linien dienen der besseren rdaumlichen Zuordnung
und zeigen den Verlauf der Trajektorie zu dquidistanten Zeitpunkten.
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1/De

: Exponenten der Zeitentwicklung von tr € fiir unterschiedliche Werte
von C und der kiinstlichen Diffusivitit k am Punkt (0.304,0.5,0.5),
dem Fixpunkt mit dem grofiten positiven Eigenwert L,,x = 3.63 bei
C = 0 (vertikale Linie). Der Exponent hebt sich auch fiir C > 0 bei
De ~ 1/pmax von null ab, obwohl dann an dieser Stelle kein Fixpunkt
mehr existiert. ABC-Stromung mitn =2, A =B =1.



Exponent von max tr ¢(t)

2.3. Kiritische Deborahzahl
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Abbildung 2.14: Exponenten der Zeitentwicklung des grofiten Wertes von tr € fiir un-

terschiedliche Werte von C und der kiinstlichen Diffusivitit k. Die
Exponenten sind fiir C < 0.3 nahezu unabhingig von C. Die kri-
tische Deborahzahl ist auch fiir C > 0 der Kehrwert des grofiten
Eigenwertes des Fixpunktes bei (0.304,0.5,0.5) mit C = 0, obwohl
der bei C > 0 kein Fixpunkt mehr ist. ABC-Stromung mit n = 2,
A=B=1.
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2. ABC-Stromung

Fiir das in Anhang[A 3l beschriebene System mit n = 2 verschwindet u in den Ebe-
nen mit ganzzahligem X, es gibt also nicht mehr die ausgezeichneten Fixpunkte oder
periodischen Orbits wie im obigen Fall. Bei den Parametern A = B = 1, C = 0.5 liegt
die bei Berechnungen im Eulerbild bestimmte kritische Deborahzahl wie bei niedrige-
ren Werten fiir C bei etwa 0.28 (s. Abb.2.I4)). Das entspricht auch hier dem Kehrwert
des groBten Eigenwertes eines Fixpunktes. Diese Fixpunkte liegen fir A = B bei
(y,z) = (1/2,3/2) und beliebigem x. Die Eigenwerte sind 1 = 37tA cos 7tx sin 7tx,
das Maximum liegt bei x = (tan~" v/2) /7 ~ 0.304 mit dem Wert 3.63A. Die Jacobi-
matrix ist bei diesen Punkten

00 0
Vu(x,1/2,3/2) =10 n 0 |. (2.22)
0 0 —m

Die Oldroyd-B-Gleichungen geben dann fiir die Diagonalelemente des Konformati-
onstensors

1 1
. = (2n— — — 2.2
€22 < n De) €2+ 5o (2.23a)
1 1

Als Losung findet man

De 1 De

sz(t) = (CZZ(O) + m) exXp |:<2T] — D—e) t:| — m (2243.)
De 1 De

CBB(t) — (033(0) — m) exXp |:— (21’] + D—e) t:| + m(zzﬁ‘b)

cqp relaxiert von seinem Anfangswert auf seinen Gleichgewichtswert 1. Falls 2n —
1/De > 0, wichst ¢, asymptotisch exponentiell an, und es stellt sich kein Gleichge-
wicht ein. Im anderen Fall, 2n — 1/De < 0, strebt die Spur von € gegen den Gleich-

gewichtswert
2

ele) — - =

trc? =1 (ZnDe)?—1° (2.25)
Auch die Berechnungen mit einem Pseudospektralcode [42, [19] zeigen dieses Ver-
halten (Abb.2.T3). Unterhalb einer gewissen Deborahzahl lduft die Polymerlidnge an
dem entsprechenden Punkt in eine Sittigung, oberhalb dieser Deborahzahl findet man
asymptotisch einen exponentiellen Anstieg]. Unterhalb dieser Deborahzahl treten in
bestimmten Bereichen auch sehr grof3e Polymerldangen auf, die aber fiir grof3ere Zeiten
nicht exponentiell anwachsen. In diesen Bereichen wird die Entwicklung durch einen

heteroklinen Orbit bestimmt.

Die Deborahzahl, bei der der Ubergang stattfindet, liegt allerdings bei dem Wert 1/1. Der ominose
Faktor 2 hat schon gelegentlich fiir Verwirrung gesorgt, vgl. FuBnote Bl auf Seite 71
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Abbildung 2.15: tr € berechnet mit dem Pseudospektralcode fiir De = 0.2 (oben) und
De = 0.3 (unten). Im oberen Bild treten die gro3ten Polymerldngen
im Bereich des heteroklinen Orbits bei (y = 1.5,z = 1.5) auf, im
unteren dominieren die Fixpunkte bei (y = 0.5,z =15).A =B =
1, C = 0, kiinstliche Diffusivitit k = 0.001, t = 5.
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2. ABC-Stromung

Dieser heterokline Orbit liegt im Fall C = 0 zwischen zwei Fixpunkten in den
Flachen mit x = O und x = 1 bei y = z = 1/2. Entlang dieses Orbits verschwinden
u, und u, und es gilt u, = (A+B) sin® 7tx und 9,1, = 371 (A+B) cos 7x sin? 7tx. Die
Entwicklung der Polymerlinge entlang dieses heteroklinen Orbits kann man direkt
berechnen. Die lokale Streckrate in x-Richtung an einem Ort X, fiihrt auf einem Weg
Ax liber eine Zeit At zu einer Streckung um den Faktor

So = exXp(At0xUy ) lx—x, - (2.26)
Fiir die Zeitspanne gilt At ~ Ax/0xUy|x—x,, aus dem Streckfaktor wird also
So A exp(Ax(0XUy) /Uy )|x—x, = XP(AX0x 108 Uy )|x—x, - (2.27)

Die Streckung auf dem Weg von x( nach x; kann man als Produkt schreiben und den
Grenziibergang Ax — 0 durchfiihren

(x1—x0)/Dx
Rx)) = Ro J] exp(dxdilogudlengriax  (2.282)
i=0
= Roexp (Z Axd logux|x_xo+mx> (2.28b)
X1
—Iaxs0 Roexp (J axloguxdx) (2.28¢)
X0
R
— 0O w.(x1). (2.28d)
ux(XO)

Falls die Streckung noch mit einer Relaxation konkurriert, wird aus (Z.20)

1
So = exp (At <6XuX — ﬂ))

was zu einem zusitzlichen Faktor

1T [ dx
- 2.
exp( 2De LO ux(x)> (2.30)
in @2.28d) fiihrt.

Bei der betrachteten ABC-Stromung ohne Relaxation erreichen die Polymere bei
x = 0.5 ihre maximale Léinge bevor sie durch die Stromung wieder zusammen-
gedriickt werden. Bei Rp = 1 und Start bei xq ist die maximale Linge R, =
1/sin®txo ~ 1/(7x0)3. Je kleiner x, ist, desto grofer wird die maximale Linge.
Da lim,_,ou, = 0, ist die maximale Lange nicht beschrinkt.

Anders ist es im Fall mit Relaxation. Fiir sehr kleine x nimmt die Polymerldnge
zunichst stark ab. Die Relaxationszeit bestimmt, ab welchem Wert fiir x die Polymer-
linge wieder ansteigt. Dieser Wert gibt einen optimalen Startpunkt X, an, von dem
aus im Verlauf die grofite Polymerlidnge erreicht wird. 0,u,(Xop) = 1/(2De).

, (2.29)

X=X0
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2.3. Kiritische Deborahzahl
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Abbildung 2.16: Entwicklung der Polymerlidnge ohne Relaxation auf dem heterokli-
nen Orbit mity =z =1/2.
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Abbildung 2.17: Entwicklung der Polymerlinge mit Relaxation auf dem heteroklinen
Orbitmity =z =1/2.
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2. ABC-Stromung
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Abbildung 2.18: Entwicklung der Polymerlinge auf dem heteroklinen Orbit mity =
z = 1/2. Die Linge relaxiert auf eine endliche Linge.

Beriicksichtigt man, dal die Polymerldnge nicht gegen null sondern gegen eine
endliche Linge strebt, so wird die bei x = 0.5 beobachtete Polymerldnge nach einiger
Zeit konstant werden, da die Polymere, die weit unterhalb x starten, alle in etwa mit
der gleichen Linge dort ankommen.

Auf dem heteroklinen Orbit ist die Jacobimatrix des Geschwindigkeitsfelds diago-
nal. Deshalb lassen sich auch die Entwicklungen von Komponenten der Polymerori-
entierung in y- und z-Richtung einfach berechnen. Die dazu benétigten Ableitungen
sind

A
ayuy = —maxux (23 13.)
B
O,u, = ————0xlUy, 2.31b
. A+B 2310

also proportional zu 0,1, so daB in (Z28a) nur ein Faktor —A /(A+B) bzw. —B/(A+
B) im Exponenten hinzukommt. In (2228d) erscheint dieser Faktor als Exponent zu den
u,. Die aus der Hinzunahme dieser Richtungen resultierenden Anderungen sind auf
dem heteroklinen Orbit marginal.

Im integrablen Fall C=0 sind die meisten Trajektorien periodische Orbits. Die Po-
lymere auf Trajektorien, die dem heteroklinen Orbit nahe kommen, zeigen qualitativ
das gleiche Verhalten wie die Polymere auf dem heteroklinen Orbit selbst, allerdings
nimmt die maximal erreichte Linge mit zunehmendem Abstand vom heteroklinen Or-
bit ab. Wenn die Trajektorien der Wand x = 1 nahekommen, laufen sie an der Wand
entlang, um dann entlang des heteroklinen Orbits bei (3/2,3/2) wieder zur gegen-
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2.4. Geometrische Eigenschaften der Trajektorien

tiberliegenden Wand und zum Ausgangspunkt zuriickzukehren. Auf dem heteroklinen
Orbit war nur die Ausdehnung des Polymers in x-Richtung von Bedeutung, in dem
Bereich nahe den Winden macht sich auch die Ausdehnung in die anderen Richtun-
gen bemerkbar.

Bei sehr groBen Relaxationszeiten nimmt die Polymerlidnge in jedem Umlauf zu.
Je niher die Trajektorie dem heteroklinen Orbit kommt, desto groBer ist der Zuwachs
pro Umlauf. Wihrend eines Umlaufs kann die Linge um bis zu vier Gré3enordnungen
variieren.

Bei sehr kleinen Relaxationszeiten ist die Linge auf dem Weg an der Wand entlang
gleich der Gleichgewichtslidnge. Entlang des heteroklinen Orbits nimmt sie zunéchst
stark zu und féllt dann sogar unter die Gleichgewichtsldnge ab. Dieses Verhalten &n-
dert sich auch quantitativ kaum mit dem Abstand vom heteroklinen Orbit.

Die groflen Variationen in der Polymerldnge in der Umgebung des heteroklinen Or-
bits konnten als Instabilitidt fehlgedeutet werden. Bedenkt man aber, daf} tatsdchliche
Polymere nicht beliebig in die Linge gezogen werden konnen, so besteht faktisch kein
Unterschied zu einer wirklichen Instabilitét.

2.4. Geometrische Eigenschaften der Trajektorien

Die Abbildungen und zeigen Histogramme der Kriitmmung und der Torsion
von Trajektorien in der ABC-Stromung mit n = 0 bzw. n = 2. Beide Histogramme
der Kriimmung zeigen ein deutliches Maximum bei k in der Grolenordnung 1. Das
Maximum fiir n = 0 liegt etwas hoher. Die am hiufigsten auftretenden Kriimmungs-
radien sind also zwischen 0.3 und 1 bei n = 0 und zwischen 0.5 und 2 bei n = 2. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir groere Kriimmungen fillt in beiden Féllen stark ab.

Die Verteilung der Torsion zeigt fiir kleine T eine nahezu konstante Wahrschein-
lichkeit, die dann ab einem Wert, der in etwa dem Maximum des Histogramms der
Kriimmung entspricht, schnell abfillt.

Abb.Z 2Tl zeigt die gemeinsame Verteilung von Kriimmung und lokalem Lyapunov-
exponenten. Die seltenen grolen Kriimmungen treten nur mit Lyapunovexponenten
mit Betrag kleiner als 4 auf. Am hiufigsten sind Kriimmungen um 1 bei Lyapunovex-
ponenten nahe Null.
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2. ABC-Stromung
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Abbildung 2.19: Kriimmung (oben) und Torsion (unten) der Trajektorien in der ABC-
Stromung mit n = 0. Die Daten wurden entlang Trajektorienstiicken
gewonnen, die jeweils auf Gitterpunkten starten, Die Maschenweite
des Gitters ist 0.02. A =B = 1.

56



2.4. Geometrische Eigenschaften der Trajektorien
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Abbildung 2.20: Kriimmung (oben) und Torsion (unten) der Trajektorien in der ABC-
Stromung mit n = 2. Die Daten wurden entlang Trajektorienstiicken
gewonnen, die jeweils auf Gitterpunkten starten, Die Maschenweite
des Gitters ist 0.02. A =B = 1.
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2. ABC-Stromung
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Abbildung 2.21: Gemeinsame Verteilung von Kriimmung und lokalen Lyapunovex-
ponenten.
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3. Niedrigdimensionales Modell
einer Scherstromung

Wir betrachten eine Stromung in einem Volumen () = 27td x d x 7td mit periodi-
schen Randbedingungen in x- und z-Richtung (stromabwirts und Spannweite) und
frei gleitendem Fluid an den Begrenzungen in Scherrichtung (y):

uy|y:i1 - O) ayux|y:i] - ayuz|y:i1 =0. (31)

Werden Lingen in Einheiten von d/2 gemessen, so lassen sich die raumlichen Ab-

héngigkeiten durch periodische Funktionen mit den Wellenzahlen « = 1/2, 3 =

/2 bzw. Yy = 1 in x-, y- bzw. z-Richtung darstellen. Die Stromung wird durch eine

Volumenkraft

V2p?
Re

angetrieben. Unter dieser Kraft bildet sich ein laminares Profil

Fly) = sin(By)ex (3.2)

V2sin(By)
ul = 0 (3.3)

d/2
Ly=d

Lz=nd

z Lx=2nd

Abbildung 3.1: Geometrie und laminares Profil der betrachteten Scherstromung. Die
rot eingezeichneten GroBen, die halbe Hohe d des Volumens in Scher-
richtung und die Geschwindigkeit des laminaren Profils bei y = d/4,
Uy, werden fiir die Ableitung der dimensionslosen Gleichungen ver-
wendet.
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3. Niedrigdimensionales Modell einer Scherstromung

aus. Mit Uy = u'" (y = d/4) verwenden wir als Reynoldszahl

Uod
Re = ——.
© 2v

(3.4)
Die Reynoldszahl erscheint schon in der Definition der Kraft, um unabhéngig von der
Reynoldszahl immer das gleiche laminare Profil zu erhalten.

Das Geschwindigkeitsfeld wird aus dem laminaren Profil und acht weiteren Moden
zusammengesetzt [47, 46, 48]]. Die Modifikation des mittleren Profils

V25sin(3By)
u? = 0 (3.5)
0

mit der Wellenzahl 33 beschreibt in niedrigster Ordnung die Anderung des mittleren
Profils durch die Fluktuationen der turbulenten Stromung. z-Abhéngigkeiten der Stro-
mungsgeschwindigkeit in x-Richtung entstehen aus der Advektion des Grundprofils
durch Wirbel in Stromungsrichtung

0
u(g):; 2y cos(Py)cosyz | . (3.6)

VY4 B2 2B sin(By) sinyz

Diese z-Abhiéngigkeiten erscheinen als periodische Streifen (engl.: ,,streaks*)

% cos?(Py) cosyz
u? = 0 : (3.7)
0

Die y-Abhingigkeit erscheint hier in der Form cos? By = (1 + cos2py)/2. Hier
sind also zwei Fouriermoden zusammengefalit worden. Die Advektion der Streifen
mit der Wellenzahl 23 durch die Wirbel in Stromungsrichtung mit Wellenzahl 3 fiihrt
auf die obige Modifikation des mittleren Profils mit der Summe dieser Wellenzahlen
als Wellenzahl der y-Abhingigkeit. Als Instabilitét dieser Streifen erscheint in diesem
Modell eine Stromungsmode in Spannweitenrichtung

0
u® = 0 , (3.8)
% cos?(PBy) cos orx

die, advektiert durch die Streifen sowie durch Advektion der Streifen

(ug - Vju, ~ ug (x-Komponente) (3.9a)
(uz-Vijuy ~ ug (z-Komponente) , (3.9b)
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auf einen Wirbel in Scherrichtung fiihrt:

R e T
3ar+v2) \ sin(ax) cos?(By) cos(yz)

Die Advektion dieser beiden Moden durch das laminare Profil fithrt auf

0
u® = 0 (3.11)
2sin(pBy) sin ax
e (e0x) sin(By) sin(vz2)
v sin(ax) sin(y) sin(yz
(7) — i 0 (3.12)

Vel +y? o cos(ax) sin(y) cos(yz)

und schlieBlich eine dreidimensionale Mode, die aus der Advektion von U, mit Us (x-
Komponente) und der Advektion von u3 mit Uy (y- und z-Komponenten) hervorgeht

) 2B« sin(ox) sin(By) sin(yz)
u® = = —— > = 2(? 4+ v?) cos(x) cos(By) sin(yz)
V(e +y2) (o +v2 + B2 —2B7y cos(ox) sin(By) cos(yz)

(3.13)
Neben den genannten Zusammenhingen zwischen den Moden gibt es auch noch an-
dere. Auch fiihren die Kopplungen zwischen den Moden auf Moden hoherer Ordnung,
die hier nicht beriicksichtigt wurden. Tabelle BTl gibt einen Uberblick iiber die vorhan-
denen Kopplungen.

Dieses Modell enthilt einen sogenannten selbsterhaltenden Zyklus (,,self-sustaining
cycle): Die Stromabwirtswirbel regen Streifen an. Die Instabilititen dieser Streifen
werden bei ihrem Zerfall wieder zu Stromabwirtswirbeln ,,recycled [[75, 47l]. Ein
derartiger Zyklus wurde auch von Brosa und GroSmann [§]] fiir die Rohrstromung
vorgeschlagen.

Die Moden sind divergenzfrei und orthonormal in dem Sinn, daf3

27/« /203 27t/y
J de dyJ dzuMa™ — <2—”) <5) (2—”) 8 - (3.14)
0 —7t/2B 0 x B Y

Mit diesen Moden wird das Geschwindigkeitsfeld geschrieben als

u=) au. (3.15)

9
=1

v

Die zeitliche Entwicklung der Amplituden a) erhilt man durch eine Galérkinprojek-
tion. Dazu wird der obige Ansatz in die Navier-Stokes-Gleichung eingesetzt, mit u(*
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3. Niedrigdimensionales Modell einer Scherstromung

Njl1 2 3 4 5 6 7 89
1|- - - 5 4 7 6 % —
21— - - 6 18 4 5 5 -
301219 - 78 6 5 4 4 2
41- 6 78 - - 2 3 3 -
5/- 78 6 - - 3 22 -
6_*5*3***_
7_ 43****_
8 |6 4 3 * 19 * % 6
9 |- - - 5 4 7 6 * -

Tabelle 3.1: Kopplungen im 9-Moden-Modell durch den Advektionsterm (u¥.Vv)u®
(nach [47]). Kopplungen, die durch ein — bezeichnet sind, verschwin-
den exakt. Die Ziffern bezeichnen die beriicksichtigten Kopplungen:
(u® . V)u" trigt zur Mode u'™ bei, wenn in der Tabelle an der ent-
sprechenden Stelle die Ziffer k steht. Alle anderen Kopplungen werden
nicht beriicksichtigt.

multipliziert und {iber das Volumen integriert. Man erhilt einen Satz von gewohnli-
chen Differentialgleichungen fiir die Amplituden [47/].

1
ou = —(u~V)u—Vp+—Au+F (3.16a)

1
— 0™ = Y NWaMal® — e ka4 f (3.16b)

Die N%) entsprechen den Eintrdgen in Tab.B1l Die KfL sind die Wellenzahlen der
einzelnen Moden. Falls in jeder Richtung nur eine Wellenzahl auftritt, sind es auch
die Eigenwerte des Laplace-Operators (vgl. Tab.3.2).

3.1. Wirbel-Streifen-Wechselwirkung

Bei der Advektion des Grundprofils u" durch die stromabwirtsgerichteten Wirbel
u® werden Streifen angeregt. Die Dynamik im Unterraum von Wirbel und Streifen
wird durch

a2\ —Kz/Re V3/(2)Byal _ (2 S (P 54
ad) = —«3/Re a(3) Lo —a)la®) G1D

beschrieben. Die Eigenvektoren dieser Matrix sind
1 S
= (O) und W= ("21_7‘3) . (3.18)
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3.1. Wirbel-Streifen-Wechselwirkung

O 0 1N N K WD =

Tabelle 3.2: Wellenzahlen der Geschwindigkeitsmoden

W= —O
coutiowL
D
|

R
[

Abbildung 3.2: Zeitlicher Verlauf der Amplitude des Streifens a? bei Anregung des
Wirbels mit a®'(0) = 1 abhiingig von y bei Re = 20 im linearen

System @G.I7).
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3. Niedrigdimensionales Modell einer Scherstromung
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Abbildung 3.3: Zeitliches Maximum der Streifenamplitude bei Anregung des Wirbels
abhédngig von y. Das Maximum dieser Kurve zeigt die optimale Wel-
lenzahl v, ~ 1.1670 fiir die Wirbel-Streifen-Wechselwirkung. Die
Lage des Maximums dieser Kurve ist ist unabhédngig von Re.
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Abbildung 3.4: Abhingigkeit des Maximums der Streifenamplitude von der Wellen-
zahl v und der Anfangsamplitude a'®’(0) im vollen System. In der
Darstellung wurden die Amplituden auf a®(0) = 0.1 normiert. Die
vertikale Linie zeigt v, aus dem linearen System an. Re = 100.
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3.2. Erweiterung zur viskoelastischen Scherstromung

Ein Anfangswert in Richtung von s zerfillt mit der Zeitkonstanten A,, wihrend ein
Anfangswert in Richtung w mit A3 zerfillt. Hier ist A; > A3, und die Streifen zer-
fallen schneller als die Wirbel. Die beiden Eigenvektoren sind nicht orthogonal, so
dafl wegen der unterschiedlichen Zeitkonstanten die Energie im Verlauf grof3er als die
Energie des Anfangszustands werden kann (sogenannte nichtnormale Verstirkung)
[60]. Als Losungen der Gleichungen findet man

(2)(¢ Azt S A3t _ oAt
(A () o

A und B sind dabei die Amplituden von Streifen bzw. Wirbel bei t = 0.

Die nichtnormale Verstirkung ist ein wesentliches Phinomen beim Ubergang von
laminarem Fluf3 zur Turbulenz [6}, 31]]. Trotz der linearen Stabilitit des laminaren Zu-
stands, die eigentlich einen exponentiellen Zerfall von Stérungen erwarten 1aft, kon-
nen kleine Storungen anwachsen. Dieses Anwachsen kann so stark werden, daf die
Nichtlinearitédt der Navier-Stokes-Gleichung nicht mehr vernachlédssigbar ist — die an-
dere wichtige Zutat zum Turbulenziibergang.

Die Energieiibertragung zwischen Wirbel und Streifen hingt geometrisch nur von
der Grofle der Querschnittsfliche in Scher- und Spannweitenrichtung, also von der
Wellenzahl 'y ab. Die optimale Wellenzahl vy ist das 7y, bei dem das zeitliche Ma-
ximum der Streifenkomponente im zweiten Term der Losung am grofiten wird. Das
zeitliche Maximum liegt bei

log Az —log A,
tmax = NN, (3.20)
Abb.B 2 zeigt den Zeitverlauf der Streifenamplitude a'?) abhiingig von y. In Abb.BJ]
sind die zeitlichen Maxima von a(? abhingig von  fiir verschiedene Reynoldszahlen
dargestellt. Die optimale Wellenzahl ist unabhéngig von Re und betrigt v, ~ 1.1670.
Der Wert des Maximums ist proportional zu Re und zu a?(0).

In Abb.B4 ist die groBte Streifenamplitude, die im Verlauf im vollen System er-
reicht wird, dargestellt. a'’) und a'”) sind dabei nicht mehr konstant gehalten. Bei
t = 0 sind alle Amplituden bis auf a'® auf ihrem Gleichgewichtswert. Bei kleinen
Anfangsamplituden a'®(0) entspricht der Verlauf dem in Abb.33] dargestellten, bei
groeren Anfangsamplituden weicht der Verlauf immer mehr ab.

3.2. Erweiterung zur viskoelastischen
Scherstromung

Zusitzlich zum newtonschen Spannungstensor wird nun ein Polymerspannungsten-
sor in die Navier-Stokes-Gleichung eingefiigt. Polymerspannungstensor steht zu dem

65



3. Niedrigdimensionales Modell einer Scherstromung

Konformationstensor in der Beziehung (vgl. (L&7))

S

P = _—(cy— O4). 21
T DeRe(C] %) (3.21)
Die Deborahzahl sei hier mit der Relaxationszeit der Polymere Ay definiert durch
UoAny
De = . 3.22

Der Konformationstensor soll wie das Geschwindigkeitsfeld in Moden entwickelt
werden. Die zeitliche Entwicklung des Konformationstensors wird hier durch das
Oldroyd-B-Modell beschrieben (vgl. (L89)

1
6tci,~ = —ukakcij + cikaku,- + ijakui — D—e(Cij — 611') . (323)

Als Mode 0. Ordnung nehmen wir die Gleichgewichtslage ;;. Setzt man diese fiir € in
die rechte Seite der Oldroyd-B-Gleichung ein, so tritt der Term (9;u; + 0;u;) auf, der
einen Satz von Polymermoden passend zu den Geschwindigkeitsmoden nahelegt. Zu
jeder Geschwindigkeitsmode u™) konstruieren wir also eine Gradientenmode GS’) =

(aiu]?”) + aju?)) und schreiben den Konformationstensor als

9
¢=8+> ¢™MG™M. (3.24)
v=1
Der Polymerspannungstensor hat dann die Form

9

S A
/P — MG 2
DeRe Z 977G (3.25)

v=1

Wie bei den Amplituden der Geschwindigkeitsmoden erhilt man die zeitliche Ent-
wicklung durch eine Galérkinprojektion — hier durch Einsetzen in die Oldroyd-B-
Gleichung. Die zeitliche Entwicklung der Amplituden dieser Moden ist von der Form

1 s K
v _ g VM qWqe -~ 2, 2 v (V)
0.a = fY+ ép Nva*a ReK“’a DeRe\/fg (3.26a)
1
oY = \/EKVa(“’)——Deg(“’)—l—E Ama(”)g(p). (3.26b)
Hp

Die k™ und die N m sind die gleichen wie in (B.16H). Die Am sind die Kopplungen
durch die Advektionsterme in der Oldroyd-B-Gleichung

A _ ]

(1) ( (1) =~ (p) (P)a . (W~
wp @ JQ dx(—(uk” ak)Gi;)) + (akui” )GkF]) + Gﬂg akuju))Gij ) _ (3.27)
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3.2. Erweiterung zur viskoelastischen Scherstromung

Geschwindigkeitsfeld Polymerfeld
9 9
u=Y a™u® R=Y gME™
v=1 v=1
a®) ]
v _ ) (v)yi
G N (Vu™ + (Vu)T)
V/2sin(my/2)
u = 0 0 cos (rty/2) 0
0 GM = | cos (my/2) 0 0
0 0 0
8n? A 8m?
Jyu(”)|2dx _ S J,Gm,zdx _ S
xy xy

Tabelle 3.3: Konstruktion der Polymermoden aus den Geschwindigkeitsmoden.

w1l 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 5 4 7 6 6

2 19 6 78 4 5 5

312 19 78 6 5 4 4 2
415 6 178 2 3 3 5
5 14 78 6 32 2 4
6 |7 4 5 2 3 1,9 7
716 5 4 3 2 6
8 |6 5 4 3 2 19 6
9 2 5 4 7 6 6

Tabelle 3.4: Kopplungen der Form A}y a™g(®). Die Amplitude g'? triigt zusammen
mit a® zu g™ bei. p ist die Zeile, u die Spalte, die Eintriige geben v an.
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3. Niedrigdimensionales Modell einer Scherstromung

Die Indexkombinationen, bei denen Agp) nicht verschwindet, sind in Tab.3.4] angege-
ben.

Die ,,Gleichgewichtsmode* 6;; wurde nicht mit einer Amplitude versehen. Diese
Amplitude wiirde mit der Zeitkonstanten De gegen 1 streben. Da die Geschwindig-
keitsmoden divergenzfrei sind, tritt auch keine Wechselwirkung mit den Geschwin-
digkeitsmoden auf.

Bei der Beschrinkung auf diese Moden werden natiirlich eine Reihe von Kopp-
lungen nicht beriicksichtigt. Als einen Satz von neun weiteren Moden kann man die
Moden

Cy = w0 Gy + Gyl o) + G ol (3.28)

ansetzen. Fiir ein kleines Untersystem wurde das auch durchgefiihrt. Bei den ,,einfa-
chen® Moden u'", u?, u® und u'” erhilt man exakte Ergebnisse, wenn nur eine
dieser Geschwindigkeitsmoden angeregt wird. Werden mehrere Moden angeregt, sind
noch weitere Moden zur exakten Beschreibung notwendig. Die Moden C SV) liefern in-
nerhalb des Modensatzes keinen direkten Beitrag zur Navier-Stokes-Gleichung. Des-
halb wurde hier auf diese Moden verzichtet, zumal sie nicht orthogonal sind und so
das System sehr komplex machen wiirden.

Da die Divergenz der Geschwindigkeitsmoden verschwindet, verschwindet auch die
Spur der Gradientenmoden. Aus diesen Moden 146t sich also nicht auf die Linge der
Polymere zuriickschliefen.

3.2.1. Renormierung der Reynoldszahl

Die Riickwirkung der Gradientenmoden G™ auf die Stromung ergibt in der Navier-
Stokes-Gleichung einen Term der Art ajju@, der mit der newtonschen Reibung zu-
sammengefallt werden kann. Der gesamte Spannungstensor fiithrt auf den Dissipati-
onsterm

1 s 1
= (aMAU™ £ 2™ g G(v)) = —— («a S K ™) 329
Re(a T ped A Re +D\/_ (3:299)
1
= —== (@™ +sg™)yu®  (3.29b)
mit ™ = k2a®™ und §©) = «,/(v2De)g". Das fiihrt zu einer neuen Gleichge-
wichtsamplitude des laminaren Grundprofils
1
ag = 1 — (3.30)

Um Ergebnisse bei unterschiedlichen s miteinander vergleichen zu konnen, wird die
Reynoldszahl im viskosen Spannungstensor so renormiert, daf sich fiir alle s jeweils
das gleiche laminare Grundprofil

al)=1 mit g{{)=v2kDe (3.31)

€q
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Abbildung 3.5: Mittelwerte der Abweichungen vom newtonschen Spannungstensor

(§ — a) abhingig von dem Konzentrationsparameter s. Re = 400,
De = 1.2.

als Gleichgewichtslage ergibt. Die Navier-Stokes-Gleichung lautet dann
1—
B+ (u-V)u=—Vp+ ——Au+V-£+F. (3.32)

Bei dieser Renormierung bleibt der Energieeintrag durch die Kraft €;, = (u - F) und
die Gesamtdissipation im laminaren Profil unabhéngig von s. Lediglich die Auftei-
lung zwischen viskoser und polymerischer Dissipation wird durch den Parameter s
verdndert. Der Spannungstensor wird dann zu

1 ~ (v ~ (v
—R—e(u —s)a™ +sg™). (3.33)

Das kann man umschreiben zu
1
—— (@™ +s(g™—a"™y). (3.34)

Der Unterschied der Dissipation zwischen dem newtonschen und dem viskoelasti-
schen Fall ist also durch den Term

—a™) (3.35)

gegeben. Bei kleiner Deborahzahl bleibt auch diese Differenz klein, da ) der Ge-
schwindigkeitsamplitude @) nahezu ohne Verzogerung folgt. In diesem Fall verhilt
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Abbildung 3.6:
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T
10 12 14 16 18

Mittelwerte der Abweichungen vom newtonschen Spannungstensor
(§"™) — @) abhingig von der Deborahzahl. Nur die Moden v = 1
und v = 9 zeigen deutlich einen steigenden Trend. Diese beiden Mo-
den zeigen auch deutlich asymmetrische Verteilungen (unten), wih-
rend die Verteilungen zu den anderen v fast symmetrisch um O sind.
Re =400, s =0.4.
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Abbildung 3.7: Varianzen der Abweichungen vom newtonschen Spannungstensor

(™) — @) abhingig von der Deborahzahl. Alle Varianzen nehmen
mit der Deborahzahl zu. Re =400, s = 0.4.

sich das Fluid wie das newtonsche Fluid. Bei groBerer Deborahzahl wird die Polymer-
amplitude triger, die Differenzen werden grofer (s. Abb.B.3H3.7). Dann sind deutliche
Anderungen gegeniiber dem newtonschen Fall zu erwarten.

Eine andere Moglichkeit, um eine von s unabhingige Gleichgewichtslage des lami-
naren Grundprofils zu erhalten, ist eine Renormierung der Kraft. Mit diesem Ziel wur-
de schon die Reynoldszahl in die Kraft aufgenommen. Wenn man die Kraft zusétzlich
noch mit (1 + s) multipliziert, erhilt man auch wieder (B.31)) als Gleichgewichtslage,

2
Fly) = \/IES (14 s)sin(By)ey. (3.36)

Auf diese Weise wird die zusitzliche Energiedissipation der Polymere durch eine stir-
kere Kraft kompensiert.
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Abbildung 3.8: alay (v) beim Start vom laminaren Profil mit Stromabwartswirbel

(2)
max

a

a®(0) = 0.01. Re = 100 und s = 0.5 sind jeweils konstant, De
wird variiert. Das Maximum verschiebt sich bei steigendem De leicht
zu hoheren Wellenzahlen. Der senkrechte Pfeil zeigt die optimale Wel-
lenzahl im newtonschen Fall.
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Abbildung 3.9: ar(nz;fx (v) beim Start vom laminaren Profil mit Stromabwirtswirbel
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a®(0) = 0.01. Re = 100 und De = 1.0 sind konstant, s wird va-
riiert. 'y oy steigt leicht an bei steigendem s. Der senkrechte Pfeil zeigt
die optimale Wellenzahl im newtonschen Fall.
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Abbildung 3.10: aliy (v)-100/Re beim Start vom laminaren Profil mit Stromabwérts-
wirbel a®(0) = 0.01. De und s sind konstant, Re wird variiert. Die
optimale Wellenzahl dndert sich nicht mit Re.

3.2.2. Wirbel-Streifen-Wechselwirkung

Wie in B.1] tritt auch im viskoelastischen Fall eine Anregung der Streifen durch die
Stromabwirtswirbel auf. Die Dynamik im Unterraum wird hier durch

52 3/2
1(2) V3p? 1 2 By(B24+3v*) (1 (2)
oo | = VZe  —1/De 2gctel \E%a( | o5
a 0 0 (1—s)|<§ s K3 a
9‘(3) " Re _DeReﬁ 9(3)
0 0 V2K3 —1/De
(3.37)
beschrieben. Die Eigenwerte dieser Matrix sind
N _(1—s)DeK§—|—Rei (1 —s)Dek3+ Re 2_ K3 (3.380)
b2 2DeRe 2DeRe DeRe
(1 —s)Dek?+ Re (1—s)Dek2+Re\” K3
A = — + — 3.38b
34 2DeRe 2DeRe DeRe ( )

Yopt Verschiebt sich ein wenig zu groBeren Wellenzahlen bei Erhéhung von De bzw. s.
Bei Anderung der Reynoldszahl bleibt 7y, konstant. Insgesamt sind die Veréinderun-
gen der optimalen Wellenzahl kleiner als 10%. Anders als bei Sureshkumar et. al [69],
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Abbildung 3.11: Maximale Streifenamplitude beim Start vom laminaren Profil mit ei-
ner Anfangsstorung in g®). Bei hohen Deborahzahlen erscheint noch
ein weiteres Maximum bei groeren Wellenzahlen. Der Pfeil zeigt
die optimale Wellenzahl im newtonschen Fall. Re = 100, s = 0.5,
g®(0)=0.1.

die in direkter numerischer Simulation einer turbulenten Kanalstromung eine Verbrei-
terung der Strukturen in Spannweitenrichtung beobachtet haben, erweisen sich hier
schmalere Strukturen als optimal.

Startet man mit einer Stérung nur in der Polymeramplitude g'®) # gg), so hiingt die
optimale Wellenzahl deutlich von De ab (Abb.B.TT)). Fiir kleine De hat sie einen Wert
von ca. 1.69 und nimmt mit steigender Deborahzahl ab. Fiir groe Deborahzahlen tritt
noch ein weiteres Maximum bei hoheren Wellenzahlen auf, das bei De ~ 30 grofer
als das erste Maximum bei kleineren Wellenzahlen wird.

Beim Start von g¥)(0) = v/2k3De a®(0), dem Gleichgewichtswert von g® zu
a®(0), ergeben sich nur geringfiigige Verinderungen gegeniiber dem Fall g3)(0) =
0.

3.3. Geometrische Eigenschaften der Trajektorien

In der viskoelastischen Taylor-Couette-Stromung konnen elastische, also nur durch
die zugesetzten Polymere erzeugte Instabilititen auftreten [49, 44, 54, 62]. Fluktua-
tionen der Geschwindigkeit konnen dabei Polymere in einer Weise auslenken, daf3
sie Ringspannungen erzeugen, die die urspriingliche Geschwindigkeitsfluktuation ver-
starken. Fiir diese Art von Instabilitdten ist die Kriimmung der Stromlinien des la-
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Abbildung 3.12: Kriimmung im laminaren Grundprofil mit einer kleinen Komponente
des Stromabwirtswirbels u'®).

minaren Grundprofils ein wesentliches Kriterium. Hier soll nun die Kriimmung der
Trajektorien in dem Modell der Scherstromung untersucht werden.
Das Geschwindigkeitsfeld im 9-Moden-Modell ist gegeben durchll

u(t) = a™(tpu™. (3.39)

Die Zeitableitungen sind
u = aVu¥+a¥aWu™ . v (3.40a)
i = da™a™ 4 aMaWu™ .y (3.40b)

+2aMamWg™ . yu
+a(V)a(ula(p]u(V) . V(u(”) . v“(p))

Die AbbildungenB.I2bisB. 14l zeigen die Kriimmung der Trajektorien im laminaren
Grundprofil mit jeweils einer kleinen Komponente der anderen Geschwindigkeitsmo-
den. Bei den Moden u®, u” und u®® treten um y = 0 groBe Kriimmungen auf. In
diesem Bereich ist der Beitrag des laminaren Profils klein und iiberlagert nicht die
grofle Kriimmung, die in diesen Moden enthalten ist.

Abbildung zeigt Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Kriimmung im turbulen-
ten Zustand und wihrend des Zerfalls zum laminaren Profil. Im turbulenten Zustand

"Hier gelte die Summenkonvention fiir die oberen Indizes der Moden und Amplituden.
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Abbildung 3.13: Kriimmung im laminaren Grundprofil mit einer kleinen Komponente
von u¥ (oben) bzw. u'® (unten).
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Abbildung 3.14: Kriimmung im laminaren Grundprofil mit einer kleinen Komponente
von u® (oben) bzw. u'”) unten.
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Abbildung 3.15: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kriimmung « in der Scherstro-
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mung. Die Histogramme sind aus den Daten auf einem Gitter von
100 x 98 x 49 Punkten gewonnen worden. Bei t = 0 befindet sich
das System im turbulenten Zustand. Die Verteilung hat ein Maxi-
mum bei etwa 0.1. In der Zerfallsphase wird die Verteilung breiter,
und das Maximum bewegt sich zu kleineren Kriimmungen hin. Ober-
halb des Maximums fillt die Kriimmung mit einem Exponenten von
etwa —1.4 ab. Bei t = 4100 ist der turbulente Zustand fast vollstdn-
dig zerfallen, um y = 0 bleibt aber noch eine Restbewegung mit sehr
groflen Kriimmungen bestehen. Re =400, De =1, s = 0.1.
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Abbildung 3.16: Zeitverlauf der Verteilungen der Kriimmung in der Scherstromung.

hat die Verteilung ein Maximum bei etwa 0.1. Das Maximum und die Verteilung ver-
dndert sich im Verlauf etwas, je nachdem, welche Strukturen im turbulenten Zustand
gerade dominieren (s. auch Abb.B.16).

Im ungestorten laminaren Profil sind alle Stromlinien parallel zur x-Achse, und die
Kriimmung verschwindet iiberall (in der Ebene y = 0 verschwindet die Geschwindig-
keit, dort ist die Kriimmung nicht definiert).

Beim Zerfall des turbulenten Zustandes wird die Verteilung der Kriimmung immer
breiter und spaltet sich — wegen der endlichen Auflosung des Gitters — in zwei Teile.
Der Teil bei sehr kleinen Kriimmungen entspricht den fast verschwindenden Kriim-
mungen des nur leicht gestorten laminaren Profils. Der Teil bei sehr groBBen Kriim-
mungen gehort zu den noch vorhandenen Stérungen des laminaren Profils, die um
y = 0 eine zwar sehr langsame, aber dennoch nicht verschwindende Bewegung be-
wirken (vgl. Abb. bis B.14).

Die Uberlegungen in Abschnitt[[2Z3] zeigen, daf in der voll entwickelten Turbulenz
die Energiedissipation im wesentlichen in den kleinskaligen Wirbeln passiert, wih-
rend groBe Wirbel kaum viskose Ddmpfung erfahren. Die Stromlinien kleiner Wir-
bel zeigen grofle Kriimmungen, also konnte man einen Zusammenhang zwischen der
Kriimmung der Trajektorien und der lokalen Energiedissipationsrate erwarten.

Abb.BT7 zeigt gemeinsame Verteilungen von Kriimmung der Trajektorien und lo-
kaler Energiedissipationsrate

1
€loc = E'V Z(aiu]' + ajui)z (341)

L]

im turbulenten Zustand zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Die Verteilungen zeigen
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Abbildung 3.17: Gemeinsame Verteilungen der Kriimmung der Trajektorien und der
lokalen Energiedissipationsrate im turbulenten Zustand zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten (Ausschnitt). Re = 400, De = 1.5, s =
0.3.

zwar einige gemeinsame Eigenschaften (Konzentration um €j,. ~ 0.2 und k ~ 0.2,
groBere €, treten meist mit k < 1 auf), unterscheiden sich aber im einzelnen doch
betrdchtlich. Ein einfacher oder gar linearer Zusammenhang 146t sich so nicht erken-
nen.

3.3.1. Krimmung und Energiedissipation beim
Stromabwartswirbel

Die gleichmifig rotierende Bewegung ist reibungsfrei. Deshalb darf der viskose Span-
nungstensor nur aus symmetrischen Kombinationen der Ableitungen bestehen. Wenn
der Kriimmungsradius in Richtung des Normalenvektors linear mit der Steigung —1
abnimmt, und gleichzeitig die Winkelgeschwindigkeit konstant ist, liegt lokal die gleich-
mifige Rotation vor, und es tritt in der Ebene keine Energiedissipation auf.

Bei Wirbeln wie dem Stromabwirtswirbel (vgl. (3.6))

0
u(s):; 2y cos(By)cosyz | . (3.42)

VY2 + B\ 26 sin(By) sinyz

liegt bei gleichen Wellenzahlen 3 = 7y in der Umgebung der Wirbelmittelpunkte die-
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€loc

Abbildung 3.18: Lokale Energiedissipationsrate €., (oben) und (ku)?(n-Vp+1) (un-
ten) fiir den Stromabwiirtswirbel (3.42) des 9-Moden-Modells. Auf
den Diagonalen stimmen beide gut iiberein. Hier ist die lokale Win-
kelgeschwindigkeit ku konstant.
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ser Fall der gleichméBigen Rotation vor. Die lokale Energiedissipation
€loc = 8v[32a(3)2 sin® By cos” Bz (3.43)

verschwindet in der Umgebung der Wirbelmittelpunkte. Auf den Diagonalen von den
Wirbelmittelpunkten zu den Ecken des Periodizitétsbereichs ist die lokale Winkelge-
schwindigkeit ku konstant, der Kriimmungsradius nimmt aber nicht linear zu wie es
bei einer gleichmiBigen Rotation der Fall wiire. Die Anderung des Kriimmungsradius
in Richtung des Normalenvektors zeigt auf diesen Diagonalen den gleichen Verlauf
wie die Energiedissipation. Abb3I8 zeigt hier eine gute Ubereinstimmung zwischen

(kw)?(n-Vp + 1) = u?(—n - Vk + «?) (3.44)

und €. AuBerhalb der Diagonalen nimmt u?(k?—n- V) deutlich schneller ab als die
Energiedissipation und erreicht sogar negative Werte, die in Abb. B I8 nicht dargestellt
sind. Am groBten ist die Energiedissipation da, wo kleine Radien mit in Richtung des
Normalenvektors abnehmendem Radius zusammenkommen.

3.4. Linearisierung um die Gleichgewichtslage

Als stationdre Losung findet man das laminare Profil mit der zugehorigen Polymer-
konformation (B31)). Nur die Amplituden des laminaren Profils und der zugehorigen
Polymermode sind von Null verschieden. Die linearisierte Dynamik um diesen Zu-
stand wird im folgenden Abschnitt analysiert.

Als Gleichgewichtskonformation der Polymere im stationdren laminaren Profil fin-
det man durch Einsetzen in die Oldroyd-B-Gleichungen

1 + De?7t? cos? Ty De 5 cos Ty 0
Coq = De%2 cos Jy 1 0] . (3.45)
0 0 1
Die Nichtdiagonalelemente sind hier gerade jene, die sich auch aus (B31)) ergeben.
Die Bewegungsgleichungen der Amplituden der Geschwindigkeits- und der Gradi-
entenmoden werden um die Gleichgewichtslage

V= 1, aP=..=d"=0 (3.462)
gV = 2k De, g?=...=¢"=0

linearisiert. Die Matrix zerfillt in fiinf Teile — jeweils mit den zugehdrigen Polymer-
modenf] (vgl. Tab.B.3). Das laminare Profil {1}, die Modifikation des laminaren Profils
{91, Streifen und Stromabwirtswirbel {2, 3}, die Stromungen in Spannweitenrichtung
{4,5} und schlieBlich der Wirbel in Scherrichtung mit seinem advektierten Bild und
der dreidimensionalen Mode {6, 7, 8}.

ZMit {v1,...,vi} werden hier die von uv1), Gvi ), uve), Gv) aufgespannten Unterrdume
bezeichnet.
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i\i|1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 |}
2 H L
3 |
4 B L
5 L 1
6 B L L
7 L 1
8 |
9 |
Tabelle 3.5: Struktur der Jacobimatrix ;b ())1m laminaren Profil. Die Tabelle zeigt
9al) dal
jeweils Eintrige der Form (ggi}; gg ;) "W’ bezeichnet eine voll be-
dalt ag't)

setzte Untermatrix, 'L’ bezeichnet eine Untermatrix, in der das Element
oben rechts verschwindet.

3.4.1. Lineare Stabilitatsanalyse des stationaren Zustands

Tollmien [[71]] zeigte, dal das laminare Profil im newtonschen Fall (s = 0) fiir alle Re
linear stabil ist. Fiir s > 0 ist das im allgemeinen nicht mehr der Fall. Bei den beiden
zweidimensionalen Unterrdumen {1} und {9} mit den Jacobimatrizen

galt)  galt (1fs)|<i2 s Ki
a0 g™ | _ [T — -
29 agt) | T \/—Re De Rf V2 (3.47)
3 agl ki e

ergeben sich die Eigenwerte

Ma=—

_ 2 — 5)De k7 f K
(1 s)DeKl—I—Rei\/(U 5)D6K1+Re) _DKl (3.48)

2DeRe 2DeRe eRe

Die Faktoren «; sind in Tab.3.2] angegeben. Dieselben Eigenwerte treten auch im Un-
terraum {2, 3} von Streifen und stromabwirtsgerichtetem Wirbel auf. Fiir s = 0 ver-
einfachen sich die Eigenwerte zu —k?/Re und —1/De.

Der erste Term in (B.48]) ist immer negativ. Ein positiver Eigenwert konnte auftreten,
wenn der zweite Term unter der Wurzel negativ wird, der Wurzelterm also insgesamt
groBer als der Term vor der Wurzel. Bei positiven De und Re tritt dieser Fall aber nicht
auf. Im Unterraum {1, 2, 3, 9} ist das laminare Profil also immer stabil.

Die Diskriminante in (34S)),

D_ (1 —s)Dek? + Re 2_ kP (1—s)|<iz+ 1 2_ K2
N 2DeRe DeRe 2Re 2De DeRe

, (3.49)
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ist negativ, falls

Re < De < Re (3.50)
KZ(1 4+ s+ 2/s) KZ2(14s—24/s) '

In diesem Bereich sind die Eigenwerte der Matrix komplex. Beim Zerfall dieser Mo-
den sieht man also geddmpfte Oszillationen der Amplituden. Die Kreisfrequenz dieser
Oszillation ist der Imaginérteil des Eigenwerts. In einer Periode nimmt die Amplitude
um den Faktor exp(27tRA/JA) ab. Der groBte Imaginirteil tritt bei De = Re/(xZ(1+
s)) auf. Dort nimmt die Amplitude in einer Periode um den Faktor exp(27t/+/s) = 535
ab. Die Oszillationen sind also nur bei sehr genauem Hinsehen erkennbar.

Lineare Instabilitat des laminaren Profils

Im Unterraum {4,5} wird ein passiver Polymeranteil (s = 0) unabhingig von der
Reynoldszahl bei De > De, instabil. Es gilt

0a¥
DC():( g

1

d¢ (5) 2 1
9 ) = (Al%-AR) Tr259. @5
eq

" 9gH

g™ |,

Diese Stabilititsgrenze ergibt sich aus den Beitriigen der Advektion von G durch

u zu G® (s. 3260) und @.27)) bzw. aus der Advektion von G zu G@. Der

Antrieb durch die Advektion iiberwiegt hier die Relaxation der Polymeramplituden.
Bei der etwas hoheren

_1
De; = (A5 A7) 7 ~ 356 (3.52)

geschieht entsprechendes zwischen den Polymermoden zum Wirbel in Scherrichtung
und seinem advektierten Bild im Unterraum {6, 7, 8}. Bei den Eigenvektoren sind im
Fall s = 0 nur die Polymerkomponenten von Null verschieden, d.h. es wachsen nur
die Polymeramplituden an, nur der Polymeranteil wird instabil.

Fiir s > 0 verschieben sich diese Stabilitdtsgrenzen. Sie hidngen dann auch von der
Reynoldszahl ab und tiberschneiden sich gelegentlich, so daf} die Instabilitit nicht im-
mer zuerst im Unterraum {4, 5} auftritt (Abb.B.20). Die Eigenwerte lassen sich hier
numerisch bestimmen. Abb.[3.19 zeigt die Deborahzahlen, bei denen der groBte Real-
teil der Eigenwerte verschwindet. Oberhalb dieser Deborahzahl ist das laminare Pro-
fil linear instabil. Bei hohen Reynoldszahlen dndert sich De.; nur wenig mit s. Die
Eigenvektoren zu den kritischen Eigenwerten liegen dabei im Unterraum {4, 5} und
haben auch von Null verschiedene Geschwindigkeitskomponenten. Hier ist also auch
das Geschwindigkeitsfeld von der Instabilitit betroffen.

Bei niedrigen Reynoldszahlen hiangt De_; stark von s und Re ab. Es gibt dabei einen
Bereich von s in dem das laminare Profil fiir praktisch alle De stabil ist. Um s = 0.4
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Abbildung 3.19: Nulldurchgang des groBten Eigenwerts der Linearisierung des 9-
Moden-Modells mit Polymer um das laminare Profil bei verschie-
denen Werten fiir s. Oberhalb der Kurven ist das laminare Profil in-
stabil. Fiir Re > 100 steigt De.; monoton mit s an. Fiir kleine Re
steigt De.;; zundchst mit s stark an (oberes Bild). Bei s = 0.4 und
Re < 2 ist das laminare Profil und der Polymeranteil immer stabil.
Bei hoheren s fillt De; fiir kleine Re wieder ab (unteres Bild). Bei
dem stérker gedruckten Teil der Kurve fiir s = 0.4 tritt die Instabili-
tit zuerst im Unterraum {6, 7, 8} auf, ansonsten zuerst in {4, 5} (vgl.
Abb.B20). Bei den beiden Asten der Kurven s = 0.3 bzw. s = 0.35
unterhalb von Re = 5 sind die Eigenwerte komplex, wie auch die
Teile oberhalb Re ~ 30 bei s > 0.5.
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Abbildung 3.20: Grenze der linearen Stabilitdt des laminaren Profils. Die durchge-
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zogene Linie zeigt den Nulldurchgang des grofiten Eigenwerts der
Jacobimatrix des Systems bei s = 0.45. Die Symbole zeigen die
Stabilitdtsgrenze des vollen Systems bei einer Anfangsstérung des
laminaren Profils im Unterraum {4, 5} (Kreise) bzw. {6, 7, 8} (Kreu-
ze). Die Rauten zeigen die Stabilitdtsgrenze bei einer voll turbulenten
Storung. Oberhalb von Re = 3 tritt eine Instabilitit zuerst im Unter-
raum {4, 5} auf, unterhalb zuerst in {6, 7, 8}.



3.4. Linearisierung um die Gleichgewichtslage

kann die Instabilitdt in beiden Unterrdumen zuerst auftreten, meist tritt sie aber im
Unterraum {4, 5} bei niedrigeren De auf.

Das volle System zeigt die gleichen Stabilititsgrenzen bei Storungen des lamina-
ren Profils wie die Linearisierung (Abb.[3.20). Die Stabilitit hiingt allerdings von der
Richtung der Stérung ab.

Der Polymeranteil bewirkt also bei gentigend hoher Deborahzahl eine lineare Insta-
bilitdt des laminaren Profils. Fiir s = 0 ist nur der passive Polymeranteil davon be-
troffen, die Geschwindigkeitskomponenten sind weiterhin stabil. Bei s > 0 wachsen
mit den Amplituden des Polymeranteils auch Amplituden des Geschwindigkeitsfelds
stark an.

An dieser Stelle ist allerdings zu betonen, daf3 diese Instabilitit auf die Wahl der
Moden zuriickzufiihren ist. Die Moden G und G'® haben jeweils die Form

o o0 GY
M=o o Gy (3.53)
(v) (v)
Gi3 Gy O

mitv € {4,5}, Gg) = G%) und Gg) = Gg). Wegen
J(azuﬁ”c;g‘;))@g?dx £0 (3.54)

liefert a" zusammen mit g'* einen Beitrag zu g'®. Umgekehrt facht a!") mit g®
die Amplitude g'¥ an, was letztlich zu der Instabilitit fiihrt. Der Antrieb geht jeweils
von den 3-2-Komponenten aus und wirkt auf die 3—1—K0mp0nenten.ﬁ Ohne die starre
Kopplung zwischen diesen Komponenten innerhalb der Moden wiirde diese Instabi-
litdt nicht auftreten. Der intermittente Zyklus, der im nichsten Abschnitt beschrieben
wird, ist wesentlich auf diese Instabilitit zuriickzufiihren. In direkten numerischen
Simulationen wird sie nicht auftreten, und somit wird auch dieser Zyklus nicht zu be-
obachten sein. Allerdings gibt es Geometrien mit gekriimmten Stromlinien, in denen
elastische Instabilititen des laminaren Profils auftreten [49, 44, 145,162, 29, 30]]. In die-
sen Geometrien konnte auch ein intermittenter Zyklus wie der nun beschriebene zu
beobachten sein.

3.4.2. Dreiphasiger Zyklus

Das instabile laminare Profil kann fiir De > Deg kein Attraktor mehr sein. Die tur-
bulenten Zustinde konnen nicht mehr auf das laminare Profil zerfallen. Was ist nun
das Langzeitverhalten des Systems? Abb.B. 21l zeigt eine Zeitreihe von a’) und |a¥)].

3Legt man die untere konvektierte Ableitung des Oldroyd-A-Modells zugrunde, so ergibt sich eben-
falls eine Instabilitit. Dabei geht der Antrieb von den 3-1-Komponenten aus und wirkt auf die

3-2-Komponenten: [(9;u!"'G{V)G ) dx # 0.
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Abbildung 3.21: Zeitreihe der Amplitude des Grundprofils und der Strémung in
Spannweitenrichtung. Man erkennt drei Phasen: 1. turbulenter Zu-
stand, 2. Zerfall des turbulenten Zustandes, 3. exponentielles An-
wachsen von a®, das schlieBlich zur Wiederherstellung des turbu-
lenten Zustandes fiihrt. Re = 200, De = 2.65, s = 0.1.

Man erkennt deutlich exponentielle Anstiege von |a¥), einer der Amplituden im Un-
terraum {4, 5}, in dem die Instabilitit des laminaren Profils auftritt. Vor diesem expo-
nentiellen Anstieg erkennt man einen im Mittel ebenfalls exponentiellen Abfall der
Amplitude, allerdings mit deutlichen Fluktuationen. Zwischen dem Anstieg und er-
neutem Abfall liegen unterschiedlich lange turbulente Phasen. Das System bewegt
sich also zwischen dem turbulenten Zustand und dem laminaren Profil hin und her.
Beide Zustinde haben die Eigenschaften eines Sattels: Sie haben ein gewisses Ein-
zugsgebiet, aus dem sich die Trajektorien auf den Sattel zubewegen, und sie haben
mindestens eine instabile Richtung, entlang derer sich die Trajektorien entfernen.

Bei der Anniherung an das laminare Profil zeigen die Trajektorien recht starke Fluk-
tuationen. Hier wirken sich zum einen komplexe Eigenwerte der Linearisierung des
Flusses um das laminare Profil aus, zum anderen sind auch nichtlineare Anteile des
Geschwindigkeitsfeldes von Bedeutung.

Die Phase in der sich die Trajektorie vom laminaren Profil entfernt ist durch das
lineare Verhalten dominiert. Die Trajektorie entfernt sich exponentiell, wobei der Ex-
ponent durch den groBten Eigenwert der Linearisierung bestimmt ist (Abb. B.22)). Auf-
fallig ist die groBe Reichweite des linearen Verhaltens beim Verlassen des laminaren
Profils in Richtung des Unterraumes {4, 5} (Abb.B.22 und B 23l oben). Die Komponen-
ten in diesem Unterraum wachsen um 3 Gréenordnungen exponentiell an, ohne daf3
ein merklicher Einflul von Nichtlinearitdten auftritt. Dieses Wachstum bricht erst ab,
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Abbildung 3.22: Energie in Unterrdumen {4, 5} (oben) bzw. {2, 3} und {6, 7, 8} (unten)
zusammen mit dem groBten Eigenwert der vollstindigen Jacobima-
trix und einer Komponente des zugehorigen Eigenvektors aus dem je-
weiligen Unterraum. Wihrend des exponentiellen Anstiegs von E4 5,
gibt es einen nahezu konstanten positiven Eigenwert Ay 5, mit dem
Aty s ~ exp2A5At gilt. Nur die Komponenten im Unterraum
{4,5} des zugehorigen Eigenvektors sind wesentlich von Null ver-
schieden. Bei t 2 5700 iibernimmt ein anderer positiver Eigenwert
die fithrende Rolle, dessen Eigenvektor stirker in {6, 7, 8} orientiert
ist. Ay 5y bleibt zunichst weiter etwa konstant.
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3. Niedrigdimensionales Modell einer Scherstromung

Abbildung 3.23: Das obere Bild zeigt die Energie im Unterraum {4, 5} zusammen mit
dem Anteil der Linearisierung an der Gesamtschwindigkeit. Wih-
rend des exponentiellen Anstiegs von E 5y ist die Bewegung in die-
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3.5. Lebensdauer von finiten turbulenten Stérungen

wenn die nichtlinearen Einfiisse aus diesem Unterraum auf die anderen Komponenten
diese zu extrem schnellem Wachstum anregen (Abb.[B.23] unten).

Zwischen diesem Entfernen vom laminaren Profil und einer erneuten Anniherung
liegen unterschiedlich lange turbulente Phasen. Das System befindet sich also in ei-
nem dreiphasigen Intermittenzzyklus aus turbulenten Phasen, dem Zerfall der turbu-
lenten Zustinde mit anschlieBendem exponentiellen Anwachsen von a®), das schlieB-
lich wieder in den turbulenten Zustand zuriickfiihrt.

Das Verhalten im turbulenten Zustand selbst ist wesentlich komplexer als das Ver-
halten in der Umgebung des laminaren Profils. Dieser Zustand hat Eigenschaften eines
Sattels — viele stabile Richtungen, d.h. Trajektorien aus einem groen Einzugsbereich
bewegen sich auf diesen Zustand zu, aber auch instabile Richtungen, denn die Tra-
jektorien bleiben nicht fiir alle Zeiten in diesem Zustand. Ebenso zeigt der Zustand
typische Eigenschaften chaotischer Bewegung — starke Abhingigkeit des Verhaltens
von den Anfangsbedingungen, positive Lyapunovexponenten. Fiir ein solches Gebilde
wird hiufig der Begriff des chaotischen Sattels verwendet. Die typischen Eigenschaf-
ten eines chaotischen Sattels sind positive Lyapunovexponenten und exponentialver-
teilte Lebensdauern dieser Zustinde [27]].

Die Lebensdauerverteilungen dieser Zustinde werden im nichsten Abschnitt ge-
nauer untersucht, insbesondere im Hinblick auf die Auswirkungen des Polymeran-
teils. Dazu sind zunichst eher die unterkritischen Deborahzahlen interessant. Fiihrt
der Polymeranteil zu einer Laminarisierung der Stromung oder macht er sie eher tur-
bulenter?

3.5. Lebensdauer von finiten turbulenten
Storungen

Die lineare Stabilititsanalyse des letzten Abschnittes gibt Auskunft iiber das Verhal-
ten des Systems in der Nihe des laminaren Grundprofils, d.h. tiber die Entwicklung
infinitesimaler bzw. sehr kleiner Storungen. In diesem Abschnitt geht es nun um das
Verhalten von Storungen endlicher Groe, genauer gesagt, von Storungen, die so grof3
sind, daf} die Nichtlinearititen nicht mehr vernachléssigbar sind.

Die Frage hierbei ist, ob die sich aus solchen Storungen entwickelnden turbulenten
Zustinde stabil sind, oder ob sie auf den laminaren Zustand zerfallen. Im letzteren Fall
hieBe das, da} der laminare Zustand ein globaler Attraktor ist.

Als Indikator fiir die Stabilitét des turbulenten Zustands benutzen wir die Lebens-
dauern von endlichen Anfangsstorungen. Wir nehmen als Lebensdauer eines Zustan-
des die Zeit an, bis die Energie des Zustands

E=Y [(@™—al)?+s(g™ — )] (3.55)

9
v=1
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3. Niedrigdimensionales Modell einer Scherstromung

unter eine gewisse Schwelle (etwa 107°) fillt. Es zeigt sich, daB die Energie nach Un-
terschreiten dieser Schwelle nicht mehr nennenswert anwichst, wenn die Deborahzahl
unterhalb der kritischen Deborahzahl zur linearen Instabilitit liegt.

Im newtonschen Fall haben Moehlis et. al [47] exponentielle Lebensdauervertei-
lungen gefunden, allerdings treten bei hoheren Reynoldszahlen und kleinerem Stro-
mungsgebiet deutliche Abweichungen vom exponentiellen Verhalten auf. Diese Ab-
weichungen werden auf einen stabilen Attraktor im turbulenten Zustand zuriickge-
fiihrt.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird die Exponentialverteilung als die einzige
Verteilung beschrieben, die ,,geddchtnislos* ist: Die Wahrscheinlichkeit, da} ein Zu-
stand ab einem gewissen Zeitpunkt t; noch eine Spanne lebt, ist unabhéingig davon,
wie lange der Zustand schon existiert, P(T > t; 4+ t|T > t;) = P(T > t). Mit der
Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (es gelte t; > 0, t > 0)

PUT>t +t}n{T>1t})  P(T>t+1)

P(T>t14+tT>1t) = = =P(T>t
(T>t+tT>1) PT> 1) PT> 1) (T>1)
(3.56)
folgt, daB P(T > t) exponentialverteilt ist
P(T > t) = exp(—At) (3.57)

mit dem Erwartungswert E(T) = 1/A. Ubertragen auf den vorliegenden Fall heiBt
das, daB3 der turbulente Zustand nicht altert. Egal wie lange der Zustand lebt, kann er
immer mit der gleichen Wahrscheinlichkeit im néchsten Moment zerfallen.

Exponentielle Lebensdauern werden als typische Eigenschaft der Dynamik in der
Umgebung eines chaotischen Sattels beschrieben [27, 37/]]. Der turbulente Zustand
wird hier als chaotischer Sattel verstanden. Ein groBer Teil der moglichen Anfangsbe-
dingungen fiihrt in diesen Zustand, aber der turbulente Zustand hat auch einen Aus-
gang zum laminaren Zustand. Die Vorstellung ist, daf es im turbulenten Zustand viele
instabile periodische Bahnen gibt, zwischen denen sich der Zustandsvektor bewegt.
Wenige der periodischen Bahnen haben auch eine instabile Mannigfaltigkeit, die aus
dem turbulenten Zustand herausfiihrt. Bei niedrigen Reynoldszahlen gibt es noch we-
nige periodische Zustdnde, und es wird nicht lange dauern, bis der Ausgang zum la-
minaren Zustand gefunden ist. Bei steigender Reynoldszahl nimmt die Zahl der in-
stabilen Bahnen stark zu, wihrend die moglichen Ausgédnge nicht wesentlich grofer
werden. So nimmt auch die Verweildauer im turbulenten Zustand stark zu.

3.5.1. Lebensdauern von eindimensionalen Stérungen

Storungen des laminaren Profils in nur einer der Amplituden breiten sich zum Teil auf
die anderen Amplituden aus. Tab.[3.6) zeigt die unter diesen Voraussetzungen vorhan-
denen Kopplungen.
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3.5. Lebensdauer von finiten turbulenten Stérungen

|1 2 3 45 6 7 8 9
1 |+ + +
2 + +

3 +

4 + +

5 + +

6 + + +
7 + + +
8 +
9 + + +

Tabelle 3.6: Ausbreitung von Storungen des laminaren Flusses. Eine Stoérung in a
oder g'V breitet sich in die mit + markierten Komponenten a und g
aus.

Die Lebensdauern von Storungen der GroBe z in den Amplituden a'', a?) oder a'”’
sind von der Form a log bz. Hier sehen wir einen einfachen exponentiellen Zerfall der
Storungen ohne Wechselwirkung mit anderen Moden.

Storungen in a®, a®, a'® oder a”) zeigen bei s = 0 das gleiche Verhalten. Fiir

s > 0 aber treten in der Abhéngigkeit der Lebensdauer von der Grofe der Storung
Stufen auf. Diese rithren von Oszillationen in der Energie her, da das Unterschreiten
der Schwelle in diesem Fall auch von der Phase der Oszillation abhéngt.

Stérungen in a'® und in a'® wechselwirken stark mit anderen Amplituden. Das

spiegelt sich auch in den Lebensdauern dieser Storungen wider. Die Stérungen in
a® zeigen fiir kleine Amplituden logarithmische Abhiingigkeit der Lebensdauern
von der Amplitude. Bei Stérungsamplituden von einigen 1072 zeigt sich eine deut-
liche Erhohung gegeniiber diesem logarithmischen Anstieg. Oberhalb von etwa 0.2
zeigt sich wieder ein logarithmischer Anstieg, der etwas flacher ist als der bei kleinen
Storungsamplituden. Bei genauerem Ansehen der Zeitverldufe zeigt sich, dafl die Ge-
samtenergie im Moment des Unterschreitens der Zerfallsgrenze bei kleinen Stérungen
von a'? dominiert wird, bei groBen Storungen aber von a''). Die Beule in der Kurve
markiert den Ubergangsbereich, die unterschiedlichen Steigungen kommen von den
unterschiedlichen Zerfallsraten von a") und a(?). Bei hoheren s wird der Zerfallszeit-
punkt von den Polymeramplituden g'") und g'?) bestimmt, das qualitative Verhalten
bleibt jedoch das gleiche.

Die Storungen in a(® zeigen fiir kleine Storungen stufiges Verhalten, dhnlich dem

von a® bis a”). In der Tat sind hier die Zerfallszeitpunkte durch den Verlauf von a”)
und auch bei kleinen s schon von g7 bestimmt. Dann folgt ein steiler Anstieg, der
schlieBlich auf ein flaches Plateau miindet (Abb.3.24). In diesem Bereich bestimmt
a'V den Zerfallszeitpunkt. Der Anstieg und das Plateau riihren von der Wechselwir-
kung mit a'® her.
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Abbildung 3.24: Lebensdauer von eindimensionalen Stérungen des laminaren Profils

abhingig von der Grofe der Storung. Dargestellt sind nur die Storun-
gen in a® und a®. Storungen in den anderen Amplituden zerfallen
exponentiell, ggf. mit Oszillationen in der Energie, und zeigen dabei
regelmifBige Abhingigkeiten von der GroBe der Stérung. Die Stufen
rithren von Oszillationen in der Amplitude her, bei denen der Zer-
fallszeitpunkt auch von der Phase der abhingt. Re = 100, s = 0.1.

N1 2 3 4567 8 9
1

2 E I S 3
3 E I S 3
4 koo ok E I S 3
5 kook ko ok ok
6 kook

7 kook

8 koo ok

9

Tabelle 3.7: Eine Stérung mit Komponenten in a¥ und a¥ breitet sich fiir die mit
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* markierten Kombinationen in alle Komponenten aus. Die Kopplungen
sind unabhéngig von der Reynoldszahl. Die Tabelle gibt an, welche Mo-
den man gleichzeitig anregen kann, um zu einem voll turbulenten Zustand
zu gelangen.
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Abbildung 3.25: Lebensdauer von zweidimensionalen Storungen des laminaren Pro-
fils. Kleine Storungen zerfallen ziemlich schnell (violetter Bereich).
GroBere Storamplituden fithren in turbulente Zustinde, und die Le-
bensdauern steigen drastisch an. Die Lebensdauern der turbulenten
Zustinde sind stark abhingig von der GroBe und Orientierung der

Storung.
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Abbildung 3.26: Verteilungen der Lebensdauern von finiten turbulenten Storungen des
laminaren Profils bei Re = 400, De = 1.0. Die Lebensdauern sind
exponentialverteilt. Fiir kleine Deborahzahl hingen die Zerfallsraten
nur wenig von s ab. Fiir grolere De steigt die mittlere Lebensdauer
an und die s-Abhéngigkeit wird stéirker, allerdings nicht monoton.
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3. Niedrigdimensionales Modell einer Scherstromung

3.5.2. Lebensdauer von turbulenten Zustanden

Bringt man eine endliche Stérung in mindestens zwei der Unterrdume {2, 3}, {4, 5} und
{6,7, 8}, so breitet sich die Storung auf alle Amplituden des Modells aus (Tab.3.7).
Uberschreitet die Amplitude der Storung eine gewisse Schwelle (abhingig von den
angeregten Moden), erreicht das System den turbulenten Zustand, einen Zustand, der
nicht mehr annidhernd monoton zerfillt, sondern iiber ldngere Zeit erhalten bleibt. Die
Anregungsschwellen reichen von kleiner als 0.01 bei a(® bis zur GroBenordnung von
einigen 0.1 (Abb.B.Z3). Die Lebensdauern der so erzeugten Zustinde zeigen keine
glatte Abhiingigkeit von den Anfangsamplituden, sondern kleine Anderungen in der
Anfangsstorung wirken sich stark auf die Lebensdauer aus. Die Lebensdauern von
Ensembles von Anfangsbedingungen sind dabei zum groften Teil exponentialverteilt
(Abb.B26).

Die mittleren Zerfallsraten von turbulenten Zustinden wurden abhiingig von den
Parametern Re, De und s bestimmt (Abb.3.27, B29). Die Zerfallsraten fallen
mit steigender Reynoldszahl etwa um einen Faktor 4 pro 100 ab (also oc e Re/72:13),
Man erkennt bei kleiner Deborahzahl jeweils eine typische Zerfallsrate, die etwa der
Zerfallsrate im newtonschen Fall entspricht. Bei steigender Deborahzahl fallen die
Zerfallsraten plotzlich stark ab. Dieser Abfall geschieht aber abhédngig von s bei un-
terschiedlichen Deborahzahlen. Hier zeigt sich ein Ubergang von einem Bereich new-
tonschen Verhaltens zu einem Bereich, in dem das Verhalten von den Polymeren domi-
niert ist. Die Grenzen zwischen diesen Bereichen sind in Abb.B.30in der De-s-Ebene
dargestellt. Unterhalb der Grenzen finden wir Zerfallsraten wie im newtonschen Fluid,
oberhalb sind die Zerfallsraten vom Polymeranteil beeinflult. Die Polymere bewirken
also bei kleiner Deborahzahl kaum eine Verdnderung bzw. (bei Re = 200) eine leichte
Verldngerung der Lebensdauern der turbulenten Zustinde. Bei steigender Deborahzahl
bewirken die Polymere, daf} die turbulenten Zustinde ldnger existieren.

Durch die Renormierung der Reynoldszahl wird die Reynoldszahl mit s erhéht. Den
Unterschied zwischen newtonschem und viskoelastischem Spannungstensor machen
die Differenzen s(§") — a"™’) in @&33) aus. Bei kleiner Deborahzahl sind diese Diffe-
renzen gering. Mit steigender Deborahzahl folgt § mit groBBerer Trigheit der Amplitu-
de d. Die Differenzen werden grofer und bekommen stirkeren Einfluf} (s. Abb.B.A3l-
B7). Dann fiihrt die praktisch erhohte Reynoldszahl zu niedrigeren Zerfallsraten.

Was passiert nun bei der kritischen Deborahzahl zur linearen Instabilitit? Oberhalb
dieser kritischen Deborahzahl fallen alle Zerfallsraten auf null ab, da kein Zustand
mehr endgiiltig zerfillt. Die Grenze im Phasendiagramm miif3te also fiir alle s unter-
halb dieser kritischen Deborahzahl liegen, s.; (De) also spitestens bei der kritischen
Deborahzahl auf null abfallen.

Abb.B.2T] zeigt den Zeitverlauf zweier Amplituden fiir eine iiberkritische Deborah-
zahl. Die Gesamtenergie macht nicht den Eindruck, als wiirde sie irgendwann end-
giiltig gegen null streben. Man erkennt aber deutlich, daf3 unterschiedlich lange tur-
bulente Phasen (a!") liegt dabei unterhalb von 0.5) von Phasen unterbrochen sind, in
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Abbildung 3.27: Zerfallsraten 3 der exponentiellen Lebensdauerverteilungen fiir

Re = 200. P(T > t) ox exp —f3t.
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Abbildung 3.28: Zerfallsraten (3 der exponentiellen Lebensdauerverteilungen fiir
Re = 300. P(T > t) o exp —pt. Die Werte fiir De > 2.5 im unteren
Bild sind mit einer hoheren Energieschwelle (1073) fiir den Zerfall
des turbulenten Zustands bestimmt worden.
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Abbildung 3.29: Zerfallsraten 3 der exponentiellen Lebensdauerverteilungen fiir
Re =400. P(T > t) o< exp —ft.
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Abbildung 3.30: Grenzen zwischen newtonschem und viskoelastischem Verhalten in
den Lebensdauerverteilungen. Die Punkte sind die Schnittpunkte der
Steigungskurven aus Abb.B.27 - mit einer mittleren Steigung.

denen der turbulente Zustand zunichst zerfillt, dann aber nach einem exponentiellen
Anstieg von a'¥ ein neuer turbulenter Zustand erzeugt wird. Im Verlauf dieses Zyklus
fallt die Gesamtenergie zwar nicht unter die angesetzte Schwelle fiir den Zerfall, aber
es ist nicht der turbulente Zustand, der beliebig lange lebt, sondern der Zyklus. Die
turbulenten Phasen haben nur endliche Lebensdauern wie bei kleineren Deborahzah-
len.

In der Tat zeigen die Lebensdauern beziiglich einer hoheren Schwelle (1073 — bei
unterkritischen Deborahzahlen zerfallen die Storungen, die diese Schwelle erreichen,
bei iiberkritischen setzt der exponentielle Anstieg der Amplituden in {4, 5} erst deut-
lich nach Unterschreiten dieser Schwelle ein) eine stetige Fortsetzung des Verhaltens
ein wenig iiber die kritische Deborahzahl hinaus (Werte fiir De > 2.5 in Abb.3.28).
Die mittleren Lebensdauern stimmen bei unterkritischen Deborahzahlen fiir beide
Schwellen iiberein.

Auch bei iiberkritischer Deborahzahl (De = 2.65) beginnen die mittleren Lebens-
dauern fiir kleine s im newtonschen Bereich, und der Ubergang vom newtonschen

zum polymerdominierten Verhalten bleibt bei der hoheren Schwelle ebenfalls zwi-
schen 0.11 < s < 0.14.

Die Anderung der Lebensdauer der turbulenten Zustinde mit steigender Deborah-
zahl stehen also nicht in direktem Zusammenhang mit der linearen Instabilitit des
laminaren Profils.
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Abbildung 3.31: Zerfallsraten 3 der exponentiellen Lebensdauerverteilungen fiir
Re = 400. Mit F o« (1 + s)/Re. P(T > t) o« exp—ft. Die Zer-
fallsraten nehmen fiir kleine De mit steigendem s zu. Sie sind dabei
unabhiéngig von De. Ab einer gewissen von s abhingigen Deborah-
zahl fillt die Zerfallsrate ab.
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Abbildung 3.32: Verteilung der Kurzzeit-Lyapunovexponenten bei Re = 400. Aus den
Daten ergibt sich der Verteilungsparameter A ~ 0.064.

Lebensdauern bei Renormierung der Kraft

Am Ende von Abschnitt 3.2, Tl wurde neben der Renormierung der Reynoldszahl auch
eine Renormierung der antreibenden Kraft vorgeschlagen (3.36),

Fly) =

\/262(1 + s)sin(Py)ey. (3.58)
Re

Die mit dieser renormierten Kraft bestimmten Zerfallsraten sind in Abb.[B31] darge-
stellt. Fiir De < 1.2 und s < 0.6 steigt die Zerfallsrate etwa exponentiell mit s an.
Fiir kleine De setzt sich das noch bis zu hoheren s fort. In diesem Bereich ist die
Zerfallsrate nahezu unabhingig von De, oberhalb von De > 1.3 beginnt die Zer-
fallsrate angefangen von den grofleren s her abzufallen. Anders als bei Renormierung
der Reynoldszahl nehmen die mittleren Lebensdauern der turbulenten Zustinde bei
kleinen Deborahzahlen mit der Konzentration exponentiell ab. Mit steigender Debo-
rahzahl bewirken die Polymere bei konstanter Konzentration aber auch hier eine Ver-
langerung der Lebensdauern. Mit steigendem s nimmt die mittlere Lebensdauer aber
in den meisten Féllen weiterhin zu.
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Abbildung 3.33:
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Verteilung der Polymerlinge im Modell zur Scherstromung ohne
Polymermoden. Es wurden 1000 Polymermolekiile passiv in der
Stromung advektiert. Die Linge wurde von oben und von unten
beschrinkt. Die Lingenverteilungen folgen weitgehend einem Po-
tenzgesetz. Im markierten Bereich wurde die eingezeichnete Gera-
de angepal3t. Die so ermittelten Exponenten der Verteilungen sind in
Abb.B.34] dargestellt. Re = 400, De = 30.
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Abbildung 3.34: Exponenten der Polymerldngenverteilungen im Modell zur Scher-
stromung ohne Beteiligung der Polymermoden. Die Exponenten
wurden wie in Abb.B.33 bei verschiedenen Relaxationszeiten der
Molekiile und zu mehreren Zeitpunkten bestimmt. Aus der Steigung
der eingezeichneten Ausgleichsgeraden ergibt sich der Verteilungs-
parameter A ~ 0.053. Re =400,De =1,s = 0.

104



3.6. Polymerlingenverteilungen und Lyapunovexponenten

3.6. Polymerlangenverteilungen und
Lyapunovexponenten

Die Abbildungen B 32lund B34 zeigen Hiufigkeitsverteilungen der Kurzzeitlyapunov-
exponenten bzw. die Steigungen der Polymerldngenverteilungen im Modell der Scher-
stromung. Dazu wurde die Entwicklung der Polymerldnge bzw. eines Linienelements
entlang Ensembles von Trajektorien im turbulenten Geschwindigkeitsfeld berechnet.
Die Kurzzeitlyapunovexponenten zeigen wie im Fall der ABC-Stromung annihernd
Normalverteilungen, ggf. iiberlagert von einem zusitzlichen Anteil bei Null. Die Brei-
te der Verteilungen nimmt etwa wie A/T mit der Lénge des Mittelungsintervalls T ab.
Fiir die gro3ten Lyapunovexponenten findet man bei Re = 400, 1 < De < 2.5 und
0 < s < 0.5 Werte zwischen 0.043 und 0.048. Fiir die Breite der Verteilung findet
man A = 0.064. Die Verteilungen der Polymerldngen folgen in weiten Teilen einem
Potenzgesetz (s. AbbB.33). Der Exponent nimmt proportional zur inversen Relaxati-
onszeit A der Molekiile ab und erreicht den kritischen Wert —1 bei 1/(2A) = . Dieser
kritische Wert markiert den coil-stretch-Ubergang. Er liegt deutlich iiber der kritischen
Deborahzahl, die in (B.37]) als lineare Stabilitdtsgrenze des laminaren Grundprofils ge-
funden wurde. Dies ist neben der Entwicklung der Zerfallsraten der turbulenten Zu-
stande in der Nihe dieser kritischen Deborahzahl ein weiterer Hinweis darauf, daf
die Instabilitit des laminaren Grundprofils die Stabilitdtseigenschaften des turbulen-
ten Zustands nicht unmittelbar beeinfluft.

Die Polymere wirken sich stark auf das laminare Grundprofil aus, sie knnen eine
lineare Instabilitit des Grundprofils bewirken. Im turbulenten Zustand konnen sie die
mittleren Lebensdauern deutlich verldngern, auf die lokalen Streckraten nehmen sie
aber kaum Einfluf3.
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4. Zusammenfassung und
Ausblick

Balkovsky et al. [2] stellen einen Zusammenhang zwischen der Verteilung von Kurz-
zeit-Lyapunovexponenten einer Stromung und der Lingenverteilung von in der Stro-
mung passiv mitbewegten Polymermolekiilen her.

e Die Verteilung der Kurzzeit-Lyapunovexponenten néhert sich bei geniigend gro-
Ben Mittelungsintervallen einer Normalverteilung an. Die Varianz ist umgekehrt
proportional zum Mittelungsintervall.

e Die Verteilung der Polymerlinge R folgt einem Pareto-Gesetz: P(R) oc R=(1*%),

e Der Exponent « ist proportional zur Differenz zwischen Lyapunovexponent und
der Relaxationszeit (die dimensionslose Relaxationszeit wird als Deborahzahl
bezeichnet).

e Die Proportionalititskonstante 146t sich aus der Varianz der Lyapunovexponen-
ten bestimmen.

Aus diesem Zusammenhang ergibt sich auch ein Ausdruck fiir die kritische Deborah-
zahl zum sogenannten coil-stretch-Ubergang in der Lingenverteilung der Polymere.

Die Anwendbarkeit dieser Beziehungen wurde in zwei Stromungsformen unter-
sucht, zum einen in einem einfachen stationédren Flul mit chaotischen Trajektorien,
einer modifizierten ABC-Stromung (Kapitel B)), zum anderen in einem niedrigdimen-
sionalen Modell fiir eine Scherstromung [47] (Kapitel Bl). Die Polymere wurden in
beiden Fillen wie auch bei Balkovsky durch elastische Hanteln dargestellt. Die Ent-
wicklung der Liange wurde entlang Ensembles von Trajektorien berechnet.

In beiden Fillen wurde eine gute Ubereinstimmung mit den Vorhersagen von Bal-
kovsky gefunden (Abschnitt 2.2)). Das Verhalten des Exponenten « in Abhingigkeit
von der Relaxationszeit konnte bestétigt werden. Allerdings zeigt sich in der ABC-
Stromung eine Abweichung zwischen der Proportionalitdtskonstanten und der Varianz
der Lyapunovexponenten.

Die Vorhersagen von Balkovsky beziehen sich auf den Bereich, in dem die Relaxati-
on der Polymere durch das Hookesche Gesetz beschrieben ist. Dariiber hinausgehend
wurde hier auch die Verteilung der Polymerldngen mit einer oberen Schranke unter-
sucht. Es zeigt sich, dal der lineare Zusammenhang zwischen Relaxationszeit und
dem Exponenten « auch iiber den coil-stretch-Ubergang hinaus giiltig bleibt.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Ein anderes Bild zeigt sich bei der Berechnung der Léange an festen Gitterpunkten
der stationdren ABC-Stromung (Abschnitt 23)). Hier liegt die kritische Deborahzahl
deutlich niedriger als sie sich aus dem Lyapunovexponenten ergeben wiirde. Die ex-
trem groBen Polymerldngen treten dabei lokalisiert auf, zum einen in der Umgebung
von Fixpunkten, zum anderen in der Umgebung von periodischen und von heterokli-
nen Orbits. Die groten Eigenwerte der Linearisierungen um die Fixpunkte und die
periodischen Orbits bestimmen in diesem Fall die kritische Deborahzahl. Die hetero-
klinen Orbits fithren bei endlicher Deborahzahl nicht zu einer wirklichen Instabilitiit,
bei entsprechend hohen Deborahzahlen konnen aber beliebige maximale Lingen er-
reicht werden. Die starke Streckung in der Umgebung der Fixpunkte und heteroklinen
Orbits bleibt auch dann erhalten, wenn die Objekte wegen veridnderter Parameter nicht
mehr existieren.

Die Verteilungen von Kriimmung und Torsion der Trajektorien in der ABC-Stromung
wurde in Abschnitt 2.4 untersucht.

Die nichtnormale Verstiarkung spielt eine wichtige Rolle beim Turbulenziibergang.
Dabei kann die Energie eines Zustands, obwohl er aus zwei zerfallenden Moden zu-
sammengesetzt ist, im Zeitverlauf zundchst anwachsen. In ebenen Scherstromungen
ist die Wechselwirkung zwischen Wirbeln und Streifen in Strémungsrichtung ein Bei-
spiel, bei dem diese nichtnormale Verstdarkung auftritt. Moehlis et al. [47] haben ein
neundimensionales Modell einer ebenen Scherstromung angegeben, das insbesonde-
re diese Wirbel-Streifenwechselwirkung beinhaltet (Kapitel B)). Die maximale wih-
rend des Zerfalls auftretende Amplitude héngt von den Lingenverhiltnissen des Stro-
mungsgebietes ab. Die grote Verstirkung tritt bei der optimalen Wellenzahl, 7y oy, auf.

Beschinkt man die Dynamik auf den Unterraum der Wirbel und Streifen, so ist die
optimale Wellenzahl unabhingig von der Anfangsamplitude der Wirbel und unabhén-
gig von der Reynoldszahl. Die maximal erreichte Amplitude der Streifen ist propor-
tional zur Anfangsamplitude der Wirbel und zur Reynoldszahl. Im vollen System ist
die maximal erreichte Amplitude nicht mehr proportional zur Anfangsamplitude der
Wirbel. Wirbel und Streifen schwichen zusammen das laminare Profil und damit den
Vermittler der Wechselwirkung. Mit wachsender Anfangsamplitude der Wirbel nimmt
die optimale Wellenzahl ab (Abschnitt B.T).

Dieses Modell der Scherstromung wurde durch einen Satz von weiteren neun Mo-
den zu einem Modell fiir eine viskoelastische Scherstromung erweitert (Abschnitt 3.2).
Dazu wurde der Polymerspannungstensor in Moden entwickelt, die mit zugrundege-
legtem Oldroyd-B-Modell aus den Geschwindigkeitsmoden des Modells von Moehlis
hervorgehen.

Die Auswirkung dieses Polymeranteils auf die Wirbel-Streifen-Wechselwirkung
wurde untersucht (Abschnitt B2.2)). Es zeigt sich, daB sich die Wellenzahl der opti-
malen Verstirkung durch den Polymeranteil zu gré8eren Wellenzahlen hin verschiebt.
Die Verschiebung nimmt mit steigender Deborahzahl ab, mit steigender Konzentra-
tion nimmt sie zu. Die effektivste Verstarkung liegt also im viskoelastischen Fall bei
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schmaleren Strukturen vor.

Am Beispiel des Wirbels in Stromungsrichtung wurde in Abschnitt B3] eine Bezie-
hung zwischen der lokalen Energiedissipation und dem Verhalten der Kriimmung von
Trajektorien und der lokalen Winkelgeschwindigkeit hergestellt, die in einem Bereich
konstanter Winkelgeschwindigkeit eine gute Ubereinstimmung zeigt. Eine Verallge-
meinerung des Ausdrucks, ggf. unter Einbeziehung der Torsion, steht noch aus.

Eine lineare Stabilitdtsanalyse um das laminare Grundprofil zeigt, daf eine passive
Polymerkomponente oberhalb einer von der Reynoldszahl unabhéngigen Deborahzahl
instabil wird und die Amplituden des Polymerspannungstensors vom Grundzustand
abgestoRen werden (Abschnitt[3.4). Wirkt der Polymeranteil auf die Stromung zuriick,
verschiebt sich diese Stabilititsgrenze abhédngig von der Reynoldszahl, und die Insta-
bilitdat weitet sich auf das Geschwindigkeitsfeld aus. Im Zusammenhang mit dieser
Instabilitét tritt bei geeigneten Deborahzahlen ein intermittenter Zyklus auf, in dessen
Verlauf turbulente Zustinde zunéchst zerfallen, dann aber aufgrund der Instabilitit des
laminaren Grundprofils wieder angefacht werden (Abschnitt 3.4.7)).

Diese Instabilitit ist auf spezielle Kopplungen innerhalb der beteiligten Polymermo-
den zuriickzufiihren und wird in einer vollen numerischer Simulation in dieser Form
nicht auftreten, ebenso der auf diese Instabilitit zuriickzufiihrende intermittente Zy-
klus. In anderen Systemen, die tatsdchlich eine elastische Instabilitit des laminaren
Profils zeigen, konnte ein derartiger Zyklus aber durchaus auftreten. Dies konnte zum
Beispiel am Taylor-Couette-System oder an einer ebenen Couette-Stromung mit zu-
sitzlicher Corioliskraft untersucht werden.

Die Verteilungen der Lebensdauern der turbulenten Zustinde sind Exponentialver-
teilungen. Das ist ein Indiz dafiir, da} es sich bei dem turbulenten Zustand um einen
chaotischen Sattel handelt. Der Zustand hat ein groes Einzugsgebiet und wirkt zu-
nidchst wie ein chaotischer Attraktor. Allerdings hat er auch einen ,kleinen* Ausgang,
tiber den die Trajektorien auf das laminare Profil zuriickfallen kdnnen. Dieser Aus-
gang dulert sich in einer Zerfallswahrscheinlichkeit, die sich dann in der exponentiel-
len Verteilung der Lebensdauern zeigt.

Die Auswirkung des Polymeranteils auf die Lebensdauern der turbulenten Zustinde
wurde fiir Reynoldszahlen bis 400 und Deborahzahlen bis tiber die lineare Stabilitéts-
grenze hinaus untersucht (Abschnitt B.3)). Es zeigt sich fiir feste Reynoldszahlen eine
typische Lebensdauer fiir das newtonsche Fluid und eine fiir das von den Polymeren
dominierte Fluid. Die mittlere Lebensdauer mit Polymeren ist ldnger als ohne Polyme-
re. Den Ubergang zwischen diesen Lebensdauern findet man bei einer bestimmten von
der Konzentration der Polymere abhiingigen Deborahzahl. Mit Hilfe dieses Ubergangs
kann man in der Deborahzahl-Konzentrations-Ebene eine Grenze zwischen newton-
schem und polymerdominiertem Fluid bestimmen (Abb.3.30).

Fiir Deborahzahlen oberhalb der kritischen Deborahzahl zur linearen Instabilitit
konnte man erwarten, da3 die Lebensdauern der turbulenten Zustinde bei beliebig
kleinen Konzentrationen denen des polymerdominierten Fluids entsprechen. Das ist
aber nicht der Fall. Die Instabilitit des laminaren Profils fiihrt nicht zu einer plotz-
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4. Zusammenfassung und Ausblick

lichen Anderung der Lebensdauern im turbulenten Zustand. In diesem Sinne ist der
turbulente Zustand unabhéngig vom laminaren Zustand.

Fiir den turbulenten Zustand wurden auch die Verteilungen der Lyapunovexponen-
ten und der Lingen von advektierten Polymeren untersucht (Abschnitt B.6)). Wie bei
der ABC-Stromung sind die Lyapunovexponenten in etwa normalverteilt, und die Ver-
teilungen der Polymerlidngen zeigen in einem mittleren Lingenbereich algebraische
Verteilungen. Der Exponent der Polymerldngenverteilung iiberschreitet den Wert —1
im Mittel auch hier, wenn die Relaxationszeit der Polymere dem inversen Lyapunov-
exponenten entspricht. Allerdings sind hier die Unsicherheiten erheblich grofer.

Die kritische Relaxationszeit liegt deutlich iiber der Deborahzahl zur linearen Insta-
bilitdt des laminaren Profils. Auch hier ist also das Verhalten im turbulenten Zustand
unabhéngig von der Stabilitit des laminaren Zustandes.

Die Polymere zeigen in diesem System einen fundamentalen Einflul auf das lami-
nare Profil, indem sie eine Instabilitit bewirken konnen. Der Einflul auf die Dynamik
im turbulenten Zustand ist eher begrenzt, die lokalen Streckraten werden durch den
zusitzlichen Polymeranteil nur wenig verstirkt. Die mittleren Lebensdauern der tur-
bulenten Zustinde nehmen dabei aber deutlich zu.

110



A. Anhang

A.1. Koordinaten

Seien x1, X2, x3 kartesische Koordinaten. Ein neues Koordinatensystem am Ort r =
xi€; sei durch
q‘(x1,x2,x3) (A.1)

gegeben. Die kartesischen Koordinaten lassen sich aus den neuen Koordinaten berech-
nen

Xi(q1)q2)q3) y (Az)

die Transformation ist also invertierbar. Die Basis des kartesischen Koordinatensy-
stems sind die drei Einheitsvektoren e;. Der Ortsvektor r ist im kartesischen System

r=x(q',q%q’)e;. (A.3)
Die (ortsabhédngigen) Basisvektoren des neuen Systems sind
or an
= = —. A4
8= 3q ~ g (A4)

Die reziproken Basisvektoren sind gegeben durch

1_ g2 X 83

g =———— (A.5)
g1 - (82 % 83)
und die zyklischen Permutationen. Man kann sie auch durch
i i aq*
g =Vq' = eja— (A.6)
X
Es gelten die Orthonormalitédtsbeziehungen
gi-gi=5 und g-g=2d. (A.7)
Die anderen Produkte der Basisvektoren sind die metrischen Koeffizienten
g;=gg ud g'=g'-g (A.8)
fiir die gilt . .
gig" = &!. (A.9)
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Vektoren und Tensoren konnen sowohl in den Basisvektoren als auch in den rezipro-
ken Basisvektoren entwickelt werden. Man spricht dann von kontravarianten (Basis)
und kovarianten (reziproke Basis) Komponenten:

X = gpci mit kovarianten Komponenten (A.10a)

X = g%  mitkontravarianten Komponenten . (A.10b)

Kovariante und kontravariante Komponenten stehen in der Beziehung

Xi = ginj (All)
zueinander.
Die Zeilen der Matrix 3
Xi
§j = aq] (A.12)
enthalten also die Basisvektoren. bekommen. Sie sind die Spalten in
. oqt
by 29 (A.13)
an
bzw.
E¥A = 8. (A.14)

A.2. Konvektierte Koordinatensysteme

Die konvektierten Koordinatensysteme bewegen sich mit dem Fluid, das heif3t, ein be-
stimmtes Fluidelement hat im konvektierten System immer die gleichen Koordinaten
qi - qi(XhXZ)X%tO)t) ) (AIS)

nidmlich (z.B.) die kartesischen Koordinaten zum Zeitpunkt t,. Die konvektierten Ba-
sisvektoren sind die Zeilen des Tensors

aXi

Ay = . (A.16)
Die reziproken Basisvektoren sind die Spalten von
0q;i
Ey = . A.17
) an ( )
Ein benachbartes Fluidelement am Ort q 4 dq liegt zur Zeit t
dr-dr =gi(q,t) - g;(q,t)dq'dq’ = gy(q, t)dq'dq’ (A.18)
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A.3. Konvektive Ableitungen

von q entfernt. Die gi;(q, t) enthalten die gesamte Information iiber die Verformung
des Fluidelements q.
In der homogenen Scherstromung

vx?

u= 0 (A.19)
mit g;(0) = e; gilt g>(t) = e, + yte;, oder allgemeiner

Ous
“or

08;
ot

e %8
o ot

= (gi) = (g (A.20)

A.3. Konvektive Ableitungen
Die obere (kontravariante) konvektierte Ableitung ist definiert als (Vu = 0;u;)
2y, t) =38+ (u- V)2 — (Vu)' -2 -2 (Vu). (A.21)
Die untere (kovariante) konvektierte Ableitung ist
AV(r t) =048+ (u- V)& + (Vu) - £4+42- (Vu)'. (A.22)

Die Terme zusitzlich zur substantiellen Ableitung resultieren aus der Mitbewegung
der teilchenfesten Bezugssysteme. Im Fall der oberen konvektierten Ableitung wihlt
man die konvektierten Basisvektoren zur Beschreibung, im anderen Fall die rezipro-
ken Basisvektoren.

A.4. Eulerbild und Lagrangebild

Im Eulerbild berechnet man die Entwicklung einer Grofe an einem festen Ort im
Raum. Wenn die Geschwindigkeit nicht verschwindet, betrachtet man zu jedem Zeit-
punkt ein anderes Fluidelement. Im konvektierten Bezugssystem @ndern sich sowohl
die Koordinaten als auch die Basisvektoren.

Im Lagrangebild berechnet man die Entwicklung eines festen Fluidelements, das
sich bei nicht verschwindender Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt an einem an-
deren Ort befindet. Im konvektierten Bezugssystem betrachtet man einen Punkt mit
konstanten Koordinaten. Die Basisvektoren d@ndern sich mit der Zeit.
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A.5. Allgemeinere ABC-Stromung

Die in Kapitel 2l beschriebene Stromung ist der Spezialfall mit n = 0 der Klasse von
Stromungen

A .
u = ——rote,(sin™""7x cosmy)
s
B s+
+—rotey(sin™"’ 7tx cos 7iz)
s

C
—I—%rot e, (sin™ 7tx(cos 7ty + sin7z)) (A.23a)

(A sin7ty + B sin7tz) sin7tx
= sin"7x | (n+ 1)A cosmx cos Tty + C cos 7tz (A.23b)
(n+ 1)Bcos tx cos 7tz + C sin 7ty

mit konstanten Amplituden A, B und C. Die Stromung ist divergenzfrei. Fir n > 1
verschwindet u in den Ebenen mit ganzzahligem x

u 0. (A.24)

XEZ -

A.5.1. Symmetrien

Fiir geradzahlige n ergeben sich die in ZT.Tlangegebenen Symmetrietransformationen
Fiir ungerade n sind die Gleichungen invariant unter den Transformationen

Sl: x'=x y=1+y 2z =14z t' =-t (A.25)
S): x'=—x y =y z/=z t'=-—t

Sl: X'=14+x y =14y z/=—2z t'=—t ,
die die Symmetriegruppe mit den folgenden Transformationen erzeugen

I: Identitat (A.26)
SIS1: X'=—x Yy =14+y z/=1+z t'=t
SISt: x'=1+4+x y'=y z=1-2z t'=t
SISS: X' =1—-x y' =1+y z/=—2z t'=t
SiSiIS1: x'=1-x y'=y z/=1—-2z t'=—t

Die Parameter A, B und C wechseln mit den gleichen Transformationen wie in Z.1.T]
das Vorzeichen, so da3 man sich auch hier auf positive Parameter und den Bereich
(x,y,z) € [0,1] x [0, 2] x [0, 2] beschrdnken kann.
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A.5.2. Fixpunkte

Gegeniiber dem Fall n = 0 dndert sich nur die x-Koordinate der Fixpunkte. Falls fiir
die (positiven) Parameter die Ungleichung

o2 5 A 4
< B\ = + o/ =2 — i == - ,
C_B\/2 + 4oc 1 mit x B> 5 (A.27)

gilt, hat das System mindestens einen Fixpunkt im Inneren der Periodizitdtsbox. Bei

0:2 5
< — —a/-a?— A2
C B\/ o (04 1 (A.28)

sind es sogar zwei. Sei Y = C/A. Die Fixpunkte liegen bei

1 5
e = —cot' [ Z+4/202 1], (A.292)
T 2 4

1

zZy = %sin’l(—ocsinﬂtyi), (A.29b)
1

Xy = —cos1< k4 tannzi) (A.29¢)
T n+1

1 . Y a sin 7ty 4
= —cos | — .
L n+1.,/1—o2sin’my,

Im Fall C = 0 mit A = B sind die Geraden

1 3
{(X,U,Z)UZE,ZZE} (A3oa)
( ) 3] A.30b
X>y>zy_§>z_z ( )

ebenfalls Fixpunkte. Der Eigenwert mit dem Eigenvektor in x-Richtung ist null, die
anderen Eigenwerte dieser Fixpunkte sind

A =+(n+ T)Amcosmx sin™ 7x. (A.31)

Die Eigenvektoren hierzu zeigen in y- bzw. z-Richtung.

A.6. Darstellung des 9-Moden-Modells im
Programmcode

Die Zeitableitungen der Amplituden sind in den Dateien vsidA. cc und vsidG.cc im
C-Code implementiert. Dieser Code geht davon aus, daB3 A, G, dA und dG etc. Zeiger
auf Felder mit den entsprechenden Daten sind:
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A[1]..A[9]
G[1]..G[9]
X[0]..X[2]

cul0]..cul5]
cl[0]..cl[5]
tau[0]..tau[5]
dA[1]..dA[9]
dG[1]..dG[9]
ul0]. .ul2]
dcul0]. .dcul5]
dcl[0]..dcl[5]

dtaul0]..dtaul5]

Geschwindigkeitsamplituden

Polymeramplituden

Teilchenposition

Konformationstensor mit oberer konvektierter Ab-
leitung

Konformationstensor mit unterer konvektierter Ab-
leitung

Polymerspannungstensor mit oberer konvektierter
Ableitung

Zeitableitungen der Geschwindigkeitsamplituden
Zeitableitungen der Polymeramplituden
Geschwindigkeit an der Stelle X

Zeitableitung des Konformationstensors mit oberer
konvektierter Ableitung

Zeitableitung des Konformationstensors mit unterer
konvektierter Ableitung

Zeitableitung des Polymerspannungstensors mit
oberer konvektierter Ableitung

Der Parametervektor ist wie folgt aufgebaut.

plol..p[2]1 Wellenzahlen «, f3,y
p[3]1..p[5] Reynoldszahl, Deborahzahl und Konzentrationspa-

rameter

Mit Hilfe der Module vsiN. cc und vsilNR. cc konnen mehrere Trajektorien gleich-
zeitig berechnet werden. Dazu ist der ist der Parametervektor um ein Element fiir die

Trajektorienzahl N erweitert: p [6]=N.

Die Felder A und G sind jeweils von 1 bis 9 indiziert, um die gleichen Indizes wie
im Kapitel Bl beizubehalten. Man beachte also bei der Zuweisung im aufrufenden Pro-
gramm, daf} die Zeiger jeweils auf die Speicherstelle vor dem tatsdchlichen ersten

Element des Feldes zeigen miissen.

double x[18]; // x[0].. x[8]: Geschwindigkeitsamplituden,
// x[9]..x[18]: Polymeramplituden

double dx[18]; // Zeitableitung der Geschwindigkeits- und
// Polymeramplituden

double *A=x-1; // Alias fir Geschwindigkeitsamplituden etc.

double *dA=dx-1;
double *G=x+8;
double *dG=dx+8;

Diese Alias-Zeiger ermoglichen eine individuelle Zusammenstellung der Felder. So
konnen zum Beispiel neben den Amplituden auch Trajektorien und Polymerkonfor-
mationen entlang dieser Trajektorien berechnet werden, ohne da3 man von vornherein

in der Zuordnung der Daten innerhalb des Feldes festgelegt ist.
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