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KAPITEL 1

Ubersicht iiber die Arbeit

Die Theorie der Coalgebra ist eine allgemeine Theorie zustandsbasierter Syste-
me. Automaten, Transitionssysteme, Klassen in objektorientierten Programmier-
sprachen, topologische Riume und viele andere in der Informatik vorkommende
Systeme lassen sich mit coalgebraischen Mitteln einheitlich beschreiben und unter-
suchen. Jede Coalgebra hat einen Typ, gegeben durch einen Endofunktor F' der
Kategorie Set der Mengen. Die Fragestellung, die diese Arbeit untersucht, ist:

Welche Zusammenhinge gibt es zwischen den Eigenschaften
des Typfunktors F' und den Eigenschaften seiner Coalgebren?

Jan Rutten betrachtet in seiner grundlegenden Arbeit [Rut00b] nur Typfunktoren,
die schwache Pullbacks erhalten. Die gleiche Voraussetzung wird in vielen anderen
Artikeln gemacht, die sich mit Coalgebra beschiftigen. Allerdings bleibt dort un-
klar, ob diese Voraussetzung essentiell ist. Larry Moss schreibt in [Mos99] zum
Erhalten schwacher Pullbacks:

Although this property is the key to a number of results in the theory,
it is not so easy to motivate on the basis of first principles. That is, we
do not know an a priori reason why someone would want to consider
the property of preserving weak pullbacks except to say that it applies
widely and has many consequences.

Eine der wichtigsten Begriffe der Coalgebra ist der der Bisimulation. Die intendierte
Semantik ist: Eine Bisimulation setzt Zustinde in Relation, die durch Beobachtun-
gen nicht unterschieden werden kénnen. In Kapitel 4 werden wir sehen, dafl das
Erhalten von schwachen Pullbacks durch den Typfunktor F' dazu dquivalent ist, dafl
das Relationenprodukt von F-Bisimulationen immer eine F-Bisimiulation ist. All-
gemeiner werden wir in diesem Kapitel beweisen, dafl ein Typfunktor einen Limes
genau dann schwach erhilt, wenn bestimmte Relationen zwischen seinen Coalge-
bren (verallgemeinerte) Bisimulationen sind.

Unter den Coalgebren eines Funktors F' spielt die terminale Coalgebra eine
besondere Rolle. Sie enthilt - intuitiv gesprochen - jedes “Verhalten”, das ei-
ne Coalgebra vom Typ F' zeigen kann, genau einmal. Unter der Voraussetzung,
daf3 der Typfunktor F' beschrinkt ist, d.h., daf} die entsprechende Kategorie von
Coalgebren eine Menge von Generatoren besitzt, ist die Existenz einer terminalen
Coalgebra vom Typ F' sichergestellt. Kapitel 5 untersucht u.a., unter welchen Vor-
aussetzungen F' beschrinkt ist und wie sich die terminale Coalgebra konstruieren
und approximieren lit.

Zuvor wird in Kapitel 2 gezeigt, wie sich einige Typen von zustandsbasierten
Systemen als Coalgebren auffassen lassen, und in Kapitel 3 wird die Struktur-
theorie von Coalgebren soweit entwickelt, wie dies ohne Voraussetzungen an den
Typfunktor moglich ist.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind zu einen grofien Teil in [GS0la, GSO01d,
GS00, GS01c, GHSO01] erschienen.

Fir die verwendete Kategorientheorie sei auf die Lehrbiicher von Borceux
([Bor94al), von Herrlich und Strecker ([HS73]) sowie die Neubearbeitung dieses
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4 1. UBERSICHT UBER DIE ARBEIT

Buchs von den beiden Autoren und Addmek ([AHS90]), von Mac Lane ([Lan71])
sowie von Ehrig et al. ([ET72]) verwiesen. Die verwendete Mengenlehre spielt
in dieser Arbeit keine besondere Rolle, die Begrifflichkeit orientiert sich an der
Bernay-Morse’schen Mengenlehre (man vgl. z.B. das Lehrbuch der Modelltheorie
von Chang und Keisler: [CK73], Anhang A).



KAPITEL 2

Coalgebra, eine Theorie zustandsbasierter Systeme

Viele Objekte, die in der Informatik vorkommen, lassen sich als zustandsbasier-
te Systeme auffassen. Ein zustandsbasiertes System ist per Definition ein System,
das einen Input empfangen kann und in Abh#ngigkeit von diesem Input und sei-
nem inneren Zustand einen Output generiert und seinen inneren Zustand wechselt.
Ein Beobachter eines solchen Systems hat keinen Zugriff auf den inneren Zustand,
sondern er kann nur beobachten, wie das System auf Inputs reagiert.

Input Output

— Zustinde —

Coalgebren sind eine mathematische Formalisierung zustandsbasierter Systeme.
Die wachsende Popularitit der Theorie der Coalgebra in den letzten Jahren erklért
sich daraus, daf} sich viele Objekte, die in der Informatik auftreten, als Coalgebren
auffassen und einheitlich behandeln lassen. Dazu gehoren

viele Typen von Automaten,
nicht-deterministische Transitionssysteme,
topologische Riume,

Klassen in objektorientierten Sprachen.

Hat man bewiesen, daf} sich eine Klasse K von Objekten als Klasse von Coalge-
bren interpretieren ldft, kann man die mittlerweile weit ausgearbeitete Theorie der
Coalgebra verwenden, um diese Objekte zu untersuchen, und man erhélt niitzliche
abgeleitete Begriffe, z.B. den Begriff eines Homomorphismus zwischen Objekten
aus K, den Begriff der Unterstruktur eines Objekts aus K oder den der Bisimila-
ritit zweier Objekte aus K. Es zeigt sich auflerdem, dafl selbst bei Objekten, fiir
die schon weitreichende Resultate existieren, wie z.B. Automaten oder Transitions-
systeme, die Interpretation als Coalgebra fiir einige “klassische” Resultate elegante
Beweise liefert und Zusammenh#nge zwischen den einzelnen Theorien klarer macht.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, anhand konkreter Beispiele die Theorie, die
im Rest der Arbeit entwickelt wird, zu motivieren, und ihre Anwendbarkeit zu
demonstrieren. Es ist mathematisch unabhingig von den folgenden, d.h., die in den
folgenden Kapiteln entwickelte Theorie greift nicht auf Ergebnisse dieses Kapitels
zurtick.

Inhaltsangabe
1. Beispiele fiir zustandsbasierte Systeme 6
2. Zustandsbasierte Systeme als Coalgebren 9
3. Bisimulationen 14
4. Coerzeugung der gréfiten Bisimulation 16
5. Minimale Realisierungen 19
6. Terminale Coalgebren und coinduktive Definitionen 20
7. Typtransformationen 22
8. Literatur 23




6 2. COALGEBRA, EINE THEORIE ZUSTANDSBASIERTER SYSTEME

1. Beispiele fiir zustandsbasierte Systeme

Automaten und Transitionssysteme gehoren zu den wichtigsten Beispielen fiir
Coalgebren. In diesem Abschnitt fiihren wir diese Beispiele ein, im néchsten zeigen
wir, wie sie sich als Coalgebren modellieren lassen. Dort werden wir auch sehen,
dafl man topologische Rdume ebenfalls als Coalgebren auffassen kann.

Genauso wichtig wie Objekte (also Automaten oder Transitionssysteme) sind
Homomorphismen zwischen diesen Objekten, also strukturerhaltende Abbildungen.
Wir werden sehen, daf} in einigen Beispielen mehrere Homomorphismenbegriffe zur
Auswahl stehen.

1.1. Moore-Automaten. Ein Moore-Automat mit Eingabealphabet M und
Ausgabealphabet C' ist ein Tripel (4,04,04), bestehend aus

e ciner Zustandsmenge A,

e ciner Ausgabe-Abbildung o4 : A — C, wobei 04(a) = ¢ bedeutet: Wenn sich
der Automat im Zustand a befindet, gibt er das Zeichen ¢ aus;

e ciner Ubergangs-Abbildung 64 : A x M — A, wobei 64(a, m) = a' bedeutet:
Wenn sich der Automat im Zustand a befindet und das Eingabezeichen m
erhilt, bewegt er sich in den Zustand a'.

Fiir Automaten gibt es eine weit ausgearbeitete algebraische Theorie (s. z.B. Ei-
lenberg [Eil74]), aber es hat sich in den letzten Jahren herausgestellt, dafl auch
eine coalgebraische Automatentheorie erhellend ist (s. z.B. Jan Ruttens Artikel
[Rut98a, Rut00a]).

Moore-Automaten lassen sich gut graphisch darstellen. Das folgende Diagramm
zeigt einen Moore-Automaten mit vier Zustinden {a;, as, a3, as}, Eingabealphabet
M = {my,ms} und Ausgabealphabet C' = {c1,c2,c3}.

my
m1
m2
@ - @
m1 m2

Dabei bedeutet a = a’, daB8 §4(a,m) = a’ gilt. In den Kreisen sind die Zustinde
und die zugehorigen Ausgaben angegeben. Wenn wir die Zustandsmenge A explizit
angeben wollen, schreiben wir a 24 a'. Wir verzichten der Einfachheit halber
zunichst darauf, Start- oder Endzustinde zu spezifizieren.

Sind (A,04,04) und (B,op,dp) zwei Moore-Automaten iiber denselben
Eingabe- und Ausgabemengen M und C, so ist ein Homomorphismus zwischen
(A,04,04) und (B,op,dp) per Definition (s. z.B. Eilenberg [Eil74]) eine Abbil-
dung ¢ : A — B, die folgende Eigenschaften hat:

e Fiir jedes a € A gilt 04(a) = op(pa).

e Fiir jedes a € A und jedes m € M gilt p(da(a,m)) = dp(pa,m), d.h., fiir

alle a,a’ € A und jedes m € M gilt:

aBsd = paBp pd.
Homomorphismen sind also Abbildungen, die Zustandsiiberginge und Ausgaben
erhalten. Da es fiir jeden Zustand und jede Eingabe nur einen Nachfolgezustand
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gibt, reflektiert jeder Homomorphismus ¢ : (4,04,04) — (B,0B,0p) auch Zu-
standsiibergiinge, d.h.: Wenn o(a) 3 ¥ fiir ein a € A, ein m € M und ein b’ € B
gilt, dann gilt auch ¢(a') = b’ fiir das eindeutige Element a’ € A, das a =5 o erfiillt.

1.2. Mealy-Automaten. Ein Mealy-Automat mit Eingabealphabet M und
Ausgabealphabet C' unterscheidet sich von einem Moore-Automaten darin, daf§ die
Ausgabefunktion nicht nur vom Zustand abhiingt, sondern auch von der Eingabe.
Das heifit, ein Mealy-Automat ist ein Tripel (4,04 : AXM — C,64 : Ax M — A).

Auch Mealy-Automaten lassen sich gut visualisieren. Das folgende Diagramm
zeigt einen Mealy-Automaten mit vier Zusténden {ay, a2, as, a4}, Eingabealphabet
M = {my,ms} und Ausgabealphabet C' = {c;,¢2,c3}.

m1/03

ml/Cz

mz/Cg
m2/cl

Dabei bedeutet a ™4° a', daBl oa(a,m) = cund da(a,m) =a’ gilt.

Ein Homomorphismus zwischen zwei Mealy-Automaten (A,04,04) und
(B,op,0p) iber denselben Eingabe- und Ausgabemengen M und C ist eine Ab-
bildung ¢ : A — B, die fiir alle a,a’ € A, alle ¢ € C und alle m € M folgende
Bedingung erfiillt (s. z.B. [Eil74]):

a m—/)cA a' = pa m—/>cB wa'.
Homomorphismen sind also wie im Falle von Moore-Automaten Abbildungen, die
Zustandsiiberginge und Ausgaben erhalten. Wie bei Moore-Automaten folgt, dafl
jeder Homomorphismus Zustandsiibergénge reflektiert.

1.3. Automaten mit Start- und Endzustinden. Hiufig spezifiziert man
fiir einen Moore- oder Mealy-Automaten (A, 04,04) mit Eingabealphabet M und
Ausgabealphabet C' noch eine Menge I4 C A von Startzustiinden und eine Menge
T4 C A von Endzustinden. Ein Moore-Automat mit Start- und Endzustinden
wiire also ein 5-tupel A = (4,04,04,14,T4).

Ist B = (B,04,08,I5,TB) ein weiterer Moore-Automat mit Start- und End-
zustinden iiber denselben Eingabe- und Ausgabealphabeten, so wollen wir definie-
ren, wann eine Abbildung ¢ : A — B ein Homomorphismus zwischen A und B sein
soll. Zuné&chst verlangen wir, dafl ¢ ein Homomorphismus zwischen den zugrunde-
liegenden Moore-Automaten (A,04,04) und (B,0p,dp) ist. Weiterhin soll ¢ mit
Start- und Endzustinden “kompatibel” sein. Was soll das bedeuten? Zumindest
zwei Definitionen sind denkbar:

e Wir kénnten verlangen, dafl ¢ Start- und Endzusténde erhilt, d.h., dal ¢(a)
ein Startzustand (bzw. Endzustand) von B ist, wenn a ein Startzustand
(bzw. Endzustand) von A ist.

e Oder wir konnten zusétzlich verlangen, dafl ¢ Start- und Endzustéinde re-
flektiert, d.h., wir konnten fordern, dafl a € A genau dann ein Startzustand
(bzw. Endzustand) von A ist, wenn ¢(a) ein Startzustand (bzw. Endzu-
stand) von B ist.

Es ist auf den ersten Blick nicht klar, welche dieser Definitionen die “richtige” ist.
Wenn wir Automaten als Coalgebren modellieren, erhalten wir gleichzeitig einen
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Homomorphismusbegriff, und wir werden sehen, dafl er mit der zweiten Definition
iibereinstimmt. Allgemeiner liefert die Modellierung einer Klasse von Objekten als
Coalgebren immer einen Homomorphismusbegriff mit. Das kann man als Stérke
oder als Schwéche ansehen:

e Als Stéirke, weil man mit den so definierten Homomorphismen automatisch
eine weitreichende Theorie erhiilt;

e als Schwiche, weil man in manchen Beispielen - wie wir im Falle topologi-
scher Rdume sehen werden - vielleicht einen anderen Homomorphiebegriff
fiir angemessener hielte.

1.4. Transitionssysteme. Transitionssysteme waren eines der friihesten Bei-
spiele fiir Coalgebren (s. z.B. Ruttens Arbeiten [Rut95, Rut00b]). Ein Transiti-
onssystem iiber einer Zustandsmenge A ist lediglich eine Relation R4 C Ax A. Gilt
fiir zwei Elemente a,a’ € A, dafl (a,a’) € R4 ist, so schreibt man auch a —4 o’ und
sagt, dafl a' ein Nachfolger von a ist. Meistens werden wir den Index 4 weglassen
und nur a — a’ schreiben.

Auch Transitionssysteme werden hiufig graphisch dargestellt, wie schon die
Notation a — a' suggeriert. Das folgende Diagramm zeigt ein Transitionssystem
mit vier Zustinden ay,as,as,ay.

Was ist ein Homomorphismus von Transitionssystemen? Sind (A, R4) und
(B, Rp) zwei Transitionssysteme und ¢ : A — B eine Abbildung, so haben wir
mindestens zwei Moglichkeiten, zu definieren, wann wir ¢ als Homomorphismus
auffassen wollen:

e Wir konnten verlangen, dafl ¢ Transitionen erhilt, daf8 also aus a — ao
immer p(a) = p(a’) folgt.

e Oder wir kdnnten zusétzlich verlangen, dafl ¢ auch Transitionen reflektiert,
d.h., daf aus ¢(a) — b fir a € A und ' € B immer folgt, dafl ein o’ € A
existiert, das a — o' und @(a') = b’ erfiillt.

In der Theorie der Transitionssysteme (s. z.B. [BT00] von Blackburn et al.)
nennt man Abbildungen, die die erste Bedingung erfiillen, Homomorphismen, Ab-
bildungen, die auch die zweite Bedingung erfiillen, beschrdinkte Homomorphismen.
Wenn wir unten Transitionssysteme als Coalgebren modellieren, werden wir sehen,
dal Coalgebrenhomomorphismen den beschréinkten Homomorphismen entsprechen.
Daher reden wir ab jetzt nur noch von Homomorphismen und meinen damit be-
schrinkte Homomorphismen.

1.5. Transitionssysteme mit mehreren Relationen. Es ist ohne weiteres
moglich, auch Transitionssysteme mit mehreren Transitionsrelationen zu betrach-
ten. Dazu geben wir eine Indexmenge M vor und betrachten Mengen A mit Fa-
milien (R4 ,m)menm von Relationen auf A. Ist (B, (RB,m)mem) ein weiteres solches
Transitionssystem, dann ist ein Homomorphismus zwischen (A, (Ra,m)men) und
(B, (RB,m)mem) €eine Abbildung ¢ : A — B, die fiir jedes m € M ein Homomor-
phismus vom Transitionsystem (A, R4 ;) ins Transitionssystem (B, Rp ) ist.
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1.6. Kripke-Strukturen. Eine Kripke-Struktur (iber ®) ist ein Transitions-
system (A, Ra) zusammen mit einer Veluation prop, : A — P(P), wobel @ eine
Menge von atomaren Aussagen ist. Die Interpretation ist, daBl prop, jedem Ele-
ment a € A die Menge der atomaren Aussagen aus ® zuordnet, die in a gelten. Ist
(B,propg, Rp) eine weitere Kripke-Struktur, so ist ¢ : A — B ein Homomorphis-
mus von Kripke-Strukturen, wenn ¢ ein Homomorphismus der zugrundeliegenden
Transitionssysteme (A, R4) und (B, Rp) ist und propg(¢(a)) = prop4(a) fiir jedes
a € A gilt.

2. Zustandsbasierte Systeme als Coalgebren

Wir werden in diesem Abschnitt den Begriff des zustandbasierten Systems
durch den Begriff der Coalgebra formalisieren und zeigen, wie sich die im vori-
gen Abschnitt eingefiihrten Beispiele als Coalgebren auffassen lassen. Auflerdem
werden wir sehen, daf} sich auch topologische Rdume als Coalgebren modellieren
lassen.

2.1. Coalgebren. Eine Coalgebra ist durch drei Bestimmungsstiicke gegeben:

e cine Menge A, die Zustandsmenge;

e cine Abbildung ay : A — FA, die Coalgebrenstruktur oder Transitionsab-
bildung oder Strukturabbildung, die jedem Zustand a € A die Information
zuordnet, wie die Coalgebra “auf Eingaben reagiert”, wenn sie sich im Zu-
stand a befindet, wobei

e F : Set — Set ein Set-Endofunktor ist, der Typfunktor, der bestimmt,
welche Arten von Eingaben die Coalgebra annehmen und welche Ausgaben
sie produzieren kann.

A

FA

Wir bezeichnen das Paar (4, a4) immer mit A. Soll der Typ F der Coalgebra A
betont werden, so reden wir von einer F'-Coalgebra.

Um definieren zu kénnen, was ein Coalgebren-Homomorphismus ist, bendtigen
wir, dafl wir F' auch auf Abbildungen anwenden konnen. Sind A = (4,a4) und
B = (B,ap) zwei Coalgebren eines Funktors F, so nennen wir eine Abbildung
¢ : A — B zwischen den Zustandsmengen einen (F-Coalgebren)-Homomorphismus
zwischen A und B, wenn ¢ mit den Coalgebrenstrukturen vertréiglich ist, d.h., wenn
das Diagramm

A4A—2 - B

FAT>FB
@

kommutiert. Dal F' ein Funktor ist, impliziert sofort, daf3 die Identitéit auf jeder
Coalgebra ein Homomorphismus ist und dal die Komposition zweier Homomor-
phismen wieder ein Homomorphismus ist. Zum Beweis mufl man nur bemerken,
daf} das Diagramm

4y

FAmFA
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kommutiert, da F'(id4) = idp(4) gilt, und im Diagramm

pop

TN

A B c

@ ¥
DzA\L O(Bl lac
Fop Fy

FA——FB——F(C

\/

F(4op)

aus der Kommutativitit der beiden inneren Quadrate die Kommutativitit des ge-
samten Diagramms folgt, da F(¢ o ) = F () o F(yp) gilt. Folglich bilden die F-
Coalgebren zusammen mit den F-Homomorphismen eine Kategorie, die wir Setp
nennen.

Wir zeigen jetzt, wie sich die im letzten Abschnitt betrachteten Beispiele und
ihre Homomorphismen coalgebraisch modellieren lassen.

2.2. Moore-Automaten. Wir behaupten, dafl die Moore-Automaten mit
Eingabemenge M und Ausgabemenge C gerade die Coalgebren des Funktors

F:=Cx(—)M
sind. F' ist auf einer Menge A definiert als
FA:=C x AM,

wobei fiir zwei Mengen X und Y die Menge XY per Definition die Menge der
Funktionen von Y in X ist. Fiir eine Abbildung f : A — Bist Ff : C x AM —
C x BM definiert als die Abbildung, die jedem Paar (¢ € C,h : M — A) das Paar
(¢,foh: M — B) zuordnet, d.h.

Ff=ide xfM.

Man iiberpriift leicht, dafl das so definierte F' in der Tat ein Funktor ist.

Um Moore-Automaten als F-Coalgebren auffassen zu kénnen, nutzen wir aus,
daB es fiir je drei Mengen X,Y, Z eine Bijektion ZX*Y ~ (ZY)X gibt, gegeben
durch

(f:X XY 52) 0 (f' 1 X > 27, f'(@)(y) = f(2,1).
Weiterhin ist die Abbildung
XZxYZ2 5 (X xYV)V,(f:Z—=X,9:Z—=Y)= (f,9) = e.(fz,92)
bijektiv. Daraus folgt insbesondere fiir alle Mengen A, C' und M:
{(A,04,04) |04 :A—=C,04: AxM — A}

= (C4) x (A4xM)

~ C4 x (AM)A

~ (C x AM)A

= (FA* ={aa|as: A— FA}.

Also haben wir eine Bijektion zwischen den Moore-Automaten mit Grundmenge A
und den F-Coalgebren mit Grundmenge A.

Etwas préziser: Gehen wir von einem Moore-Automaten (4,04 : A — C,d4 :
Ax M — A) aus, so konnen wir zuniichst zu (4,04 : A — C,8y : A — AM)
iibergehen. Daraus erhalten wir eine F-Coalgebra (4, a4 : A — C x AM), indem
wir aa(a) := (0oa(a),d’y(a)) definieren. Ist umgekehrt eine F-Coalgebra (A4, a4)
gegeben, so ist a4 eine Abbildung in das Produkt C' x AM induziert also zwei
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Komponentenabbildung 04 : A — C und &'y : A - AM und damit einen Moore-
Automaten (A, 04,04). Diese beiden Uberginge sind offensichtlich invers zueinan-
der.

Sind (A, 04,94) und (B,o0p,0p) zwei Moore-Automaten iiber denselben
Eingabe- und Ausgabemengen M und C, A = (4,a4) und B = (B,ap) die
zugehorigen Coalgebren des Funktors F = C x (=)M, so ist ein Coalgebren-
Homomorphismus zwischen A und B eine Abbildung ¢ : A — B, fiir die das

Diagramm
A

C x AM

B

|os

C x BM

ide xf™

kommutiert. Per Definition gilt

e ay = (04,0) sowie

e ¢'y(a)(m) = d04(a,m) fir alle a € A und m € M,
und analoge Gleichungen gelten fiir ap. Damit ist die Kommutativitit dieses Dia-
gramms dquivalent zur Kommutativitit der beiden folgenden Diagramme:

A—2=B A B
x los und tﬂl \LJ;B
¢ AM —=BM
[

Die Kommutativitit des linken Diagramms bedeutet, dafl o4(a) = op(pa) fiir
alle a € A gilt, dal also B im Zustand ga die gleiche Ausgabe wie A4 im Zu-
stand a produziert. Die Kommutativitit des zweiten Diagramms bedeutet, daf
w(0a(a,m)) = dp(pa,m) fiir alle a € A und alle m € M gilt. Das ist dquivalent zu
folgender Bedingung:

Va,a' € AVm € M. (a Baad = paBp <pa') :

Das zeigt, daf eine Abbildung genau dann ein F-Coalgebren-Homomorphismus ist,
wenn sie ein Automaten-Homomorphismus ist.

2.3. Mealy-Automaten. Auch Mealy-Automaten mit Eingabemenge M
und Ausgabemenge C' lassen sich als Coalgebren eines Funktors F' auffassen. F'
ist auf einer Menge A definiert als

FA:=CMx AM,
auf einer Abbildung f: A — B als
Ff :=idew xfM.

Dann korrespondieren F-Coalgebren (A, a4) und Mealy-Automaten (A,04,04) bi-
jektiv iiber die Gleichung

asa = (Am.os(a,m), \m.04(a,m)).

Man rechnet wie im Fall von Moore-Automaten nach, dafl der coalgebraische Ho-
momorphismusbegriff mit dem in Abschnitt 1.2 definierten iibereinstimmt.
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2.4. Automaten mit Start- und Endzustinden. Sei (A4,04,04,14,T4)
ein Moore-Automat mit Eingabemenge M und Ausgabemenge C, fiir den zusétzlich
eine Menge I4 von Startzusténden und eine Menge T4 von Endzustinden definiert
ist. Die zusitzliche Information 148t sich coalgebraisch modellieren, indem man
diesen Automaten als Coalgebra des Funktors

F=0Cx(—)Mx2x2

betrachtet, wobei 2 = {0, 1} eine zweielementige Menge ist. Die zum Automaten
(A,04,04,14,T4) gehorende F-Coalgebrenstruktur a4 ist gegeben durch

a > (oa(a), \m.0a(a,m),ia(a),ta(a)),

wobei

ia(a) = 1 firaely tala) = 1 firaeTy
ATV firagnn N0 firad Ta,

definiert ist. Anders gesagt: i, ist die charakteristische Funktion von I, t4 die
charakteristische Funktion von T4. Wir nutzen also aus, dafl die Abbildung von
der Potenzmenge P(A) von A in die Menge 24, die jeder Teilmenge U von A die
charakteristische Funktion von U zuordnet, bijektiv ist.

Ist (B,oB,08,I5,TE) ein weiterer Moore-Automat mit Eingabemenge M und
Ausgabemenge C sowie Startzusténden Ip und Endzustédnden T'g, so ist eine Abbil-
dung ¢ : A = B ein F-Homomorphismus zwischen den zugehorigen F-Coalgebren,
wenn ¢ ein Homomorphismus zwischen den Moore-Automaten (A,04,d4) und
(B,o0p,0B) ist, der zuséitzlich Anfangs- und Endzusténde erhilt und reflektiert.

Mealy-Automaten mit Start- und Endzustéinden lassen sich auf analoge Weise
als Coalgebren des Funktors

F=CMx ()" x2x2
auffassen.
2.5. Transitionssysteme. Die Relationen R auf einer Menge A korrespon-

dieren bijektiv mit Abbildungen a4 von A in die Potenzmenge P(A) von A iiber
die Beziehung

a' € as(a) <= aRd'.

Damit 148t sich jedes Transitionssystem (A, Ry € A x A) als Coalgebra des Po-
tenzmengenfunktors P auffassen. P ordnet jeder Menge A die Potenzmenge P(A)
zu, jeder Abbildung f : A — B die Abbildung

P(f):P(A) =» P(B),U — flU] :=={fu|ueU}.

Sind (A, R4) und (B,Rp) zwei Transitionssysteme, A = (4,a4) und B =
(B,ap) die zugehorigen Coalgebren des Potenzmengenfunktors, so ist ein P-
Homomorphismus zwischen A und B eine Abbildung ¢ : A — B, die das Diagramm

A4A—7 . B

P(4) <= P(B),

kommutieren lif3t. Das bedeutet, daf fiir jedes a € A
plaala)] = ap(pa)
gilt. Auf beiden Seiten stehen Teilmengen von B. Die Inklusion

plaala)] € ap(pa)
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bedeutet
a—4a = pla) >p ().

Die umgekehrte Inklusion ist dazu dquivalent, daf fiir jedes b’ € B aus p(a) —p b’
folgt, daBl ein @’ € A mit a =4 a’ und p(a’) = V' existiert.

Das zeigt, dafl P-Coalgebren-Homomorphismen die beschrinkten Homomor-
phismen zwischen Transitionssystemen sind.

2.6. Transitionssysteme mit mehreren Relationen. Es ist ohne weiteres
moglich, auch Transitionssysteme mit mehreren Transitionsrelationen als Coalge-
bren aufzufassen. Haben wir auf einer Zustandsmenge A eine Familie (R,,)mem
von Transitionsrelationen, so konnen wir (A, (Rm)men) als Coalgebra des Funktors
P(—)M auffassen, indem wir fiir a € A und m € M

as(a)(m):={d' € A|aRa'}

setzen. Coalgebrenhomomorphismen zwischen Transitionssystemen mit mehreren
Relationen sind Abbildungen, die bzgl. jeder dieser Relationen beschrinkte Homo-
morphismen sind.

2.7. Kripke-Strukturen. Seien ® eine Menge von atomaren Aussagen,
(A, Ra,propy) eine Kripke-Struktur iiber ®. Dann ist (4, R,4) ein Transitions-
system, von dem wir schon wissen, wie wir es als Coalgebra (A, a4 p) des Potenz-
mengenfunktors P auffassen kénnen. Die Abbildung prop, : A — P(®) hat schon
die richtige Form: (A,prop,) ist eine Coalgebra des konstanten Funktors P(®).
Durch Kombination der Strukturabbildungen a4 p» und prop, erhalten wir eine
Coalgebra (A, a4 = (propy,aa,pr) : A = P(®) x P(A)) des Funktors P(®) x P.
Umgekehrt erhalten wir aus einer Coalgebra (4,a4 : A — P(®) x P(A)) durch
die Betrachtung der Komponentenabbildung von a4 eine Kripke-Struktur iiber ®.
Zusammenfassend gesagt: Kripke-Strukturen tiber ® entsprechen genau den Coal-
gebren des Funktors P(®) x P.

Ist (B, Rp,propg) eine weitere Kripke-Struktur iiber @, so ist ein Coalgebren-
Homomorphismus zwischen den zugehorigen P x P(®)-Coalgebren eine Abbildung
¢ : A — B, die ein P-Coalgebrenhomomorphismus zwischen den Transitionssyste-
men (A, Ra) und (B, Rp) ist und gleichzeitig fiir jeden Zustand a € A die Gleichung
prop4(a) = propg(p(a)) erfiillt.

Im néchsten Unterabschnitt betrachten wir ein neues Beispiel:

2.8. Topologische Riume. Etwas iiberraschend ist zunéchst, dafl sich auch
topologische Riume als Coalgebren auffassen lassen. Ist 7 eine Topologie auf ei-
ner Menge X, so konnen wir fiir jeden Punkt x € X den Umgebungsfilter von z
betrachten, also die Menge

T ={UCA|IV erzecV CU}
von Teilmengen von X. Die Topologie 7 ist durch die Familie (7;);cx eindeutig
bestimmt. Folglich kénnen wir den topologischen Raum (X, 7) als Coalgebra des
Filterfunktors F interpretieren, wie H. Peter Gumm in [GumO1b] nachgewiesen
hat: Fiir eine Menge A ist F(A) die Menge aller Filter auf A (einschliefflich des
trivialen Filters P(A)), fiir eine Abbildung f : A — B setzt man
(FH)w) =t {fIU]| U € u},

wobei die rechte Seite den von den f[U] erzeugten Filter meint. Definieren wir jetzt
fir allez € X

ax(z) =1, € F(X),

so ist (X, ax) eine Coalgebra des Filterfunktors.
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In den bisher betrachteten Beispielen erhielten wir immer eine genaue Entspre-
chung zwischen den betrachteten Objekten und den Coalgebren eines Funktors.
Dies ist in diesem Fall anders. Zwar ist die Topologie 7 auf X durch die Familie
(12)zex eindeutig bestimmt, wir kénnen also die topologischen Riume als Teilklas-
se der F-Coalgebren auffassen, aber sicherlich 148t sich nicht fiir jede Abbildung
ax : X = F(X) und jedes ¢ € X der Filter axz als Umgebungsfilter von = bzgl.
einer Topologie auf X auffassen. Es ist z.B. nicht gewihrleistet, dafl x € U fiir
jedes U € axx gilt.

Sind (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Riume, so ist eine Abbildung ¢ : X —
Y genau dann ein F-Homomorphismus zwischen den zugeordneten Coalgebren
(X, ax) und (Y, ay) des Filterfunktors F, wenn ¢ bzgl. der Topologien 7x und 7y
stetig und offen ist (s. [GumO1b] fiir einen Beweis dieser Tatsache).

Die coalgebraische Modellierung fiihrt in diesem Beispiel also auf einen - vom
Standpunkt der Topologie aus - ungewohnlichen Homomorphismus-Begriff. Von
diesem Standpunkt aus wiirde man eher die Kategorie der topologischen Réume
mit allen stetigen Abbildungen als Homomorphismen betrachten.

3. Bisimulationen

Einer der wichtigsten Begriffe in der Theorie der Coalgebra ist der Begriff der
Bisimulation, der aus der Theorie der Transitionssysteme stammt. Die intendierte
Semantik ist: Eine Bisimulation setzt Zusténde in Relation, die (durch Beobach-
tungen) ununterscheidbar sind.

3.1. Bisimulationen von Transitionssystemen. Sind (A4,R4), (B, Rp)
zwel Transitionssysteme, so ist eine Relation R C A x B eine Bisimulation (s.
z.B. [BT00]), wenn fiir alle (a,b) € R gilt:

e Fiir jeden Nachfolger a' von a gibt es einen Nachfolger b’ von b mit (a’,b") €

R.
e Fiir jeden Nachfolger b’ von b gibt es einen Nachfolger ¢’ von a mit (a’,b") €
R.
Dies kann man so visualisieren:
R
a — b
Y
R

Zwei Zustinde a € A und b € B heiflen bisimilar, wenn eine Bisimulation
zwischen (A, R4) und (B, Rp) existiert, bzgl. derer a und b in Relation stehen.
Sind (A, a4) und (B,ap) die zu (A, Ra) bzw. (A, Rp) gehoérenden P-Coalgebren,
so sieht man leicht, da R genau dann eine Bisimulation zwischen (A4, R4) und
(B, Rp) ist, wenn es auf R eine P-Coalgebrenstruktur ar : R — P(R) gibt, bzgl.
derer die mengentheoretischen Projektionen 74 : R - A und 7 : R — B beide
P-Homomorphismen zwischen (R,ar) und (4, a4) bzw. (B, ap) sind.

3.2. Bisimulationen von F-Coalgebren. Mit Hilfe dieser Umformulierung
148t sich der Begriff der Bisimulation fiir Coalgebren eines beliebigen Funktors F'
definieren. Sind A = (A,a4) und B = (B,ap) zwei F-Coalgebren, so ist eine
Relation R C A X B eine Bisimulation zwischen A und B, wenn es auf R eine
F-Coalgebrenstruktur ag : R — FR gibt, die folgendes Diagramm kommutativ
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erginzt:
A< Rp—" -B
|
OtAl aR | \LD&B
\
(4) 5 F(R) 5= F(B),

also 74 und 7p zu F-Homomorphismen macht. Man kann allgemein beweisen (s.
Kapitel 3), da$} fiir F-Coalgebren A, B gilt:

e Die leere Menge ist immer eine Bisimulation zwischen 4 und B.

e Beliebige Vereinigungen von Bisimulationen sind Bisimulationen. Insbeson-
dere gibt es eine grofite Bisimulation ~ 4 5 zwischen A und B.

e Eine Abbildung ¢ : A — B ist genau dann ein Homomorphismus, wenn der
Graph von ¢ eine Bisimulation zwischen 4 und B ist.

e Ist R eine Bisimulation auf A, d.h. zwischen A und A, die gleichzei-
tig eine Aquivalenzrelation ist, dann gibt es auf A/R eine eindeutige F-
Coalgebrenstruktur a4 /g, die die kanonische Projektion 7z : A — A/R zu
einem F-Homomorphismus macht.

A A/R
I
aa | XA/R
\
FA —> F(A/R)
TR

Wir sagen kurz: Jede Bisimulationsdquivalenz ist eine Kongruenz , d.h. der
Kern eines Homomorphismus. Die Coalgebra (A/R,a4/r) bezeichnen wir
mit A/R.
Fiir viele Funktoren F' gilt auflerdem, daf} die grofite Bisimulation ~ 4:=~ 4 4 auf
jeder F-Coalgebra A eine Aquivalenzrelation ist.

3.3. Bisimulationen von Moore-Automaten. Sind (4,04,04) und
(B,opB,0B) zwei Moore-Automaten iiber denselben Eingabe- und Ausgabemengen
M und C, A= (A,a4) und B = (B, ap) die zugehsrigen Coalgebren des Funktors
F = Cx(—)M, soist eine Relation R C A x B genau dann eine Bisimulation, wenn
eine Abbildung ag : R — C x RM existiert, die folgendes Diagramm kommutieren
laf3t:

A B
I
(oA,ci;l)\L QR \ \L(OB,L%S)

C x AM

C’xRM C x BM

ide ><7TA ide ><7TB
Das ist dquivalent dazu, daf$ zwei Abbildungen o : R — C, 6 : R - RM
existieren, die folgende Diagramme kommutieren lassen:

A B

A< R-".pB und A R B

\
\R / J’A\L & | lag
Y

AM <~ RM — >~ B
TA B

Man sieht damit leicht, dal R genau dann eine Bisimulation ist, wenn fiir alle
(a,b) € R gilt:

(1) 0a(a) = op(b);
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(2) fiir jedes m € M ist auch (64(a,m),dp(b,m)) € R.
Jetzt betrachten wir die grofite Bisimulation ~ 4 5 zwischen A und B. Dazu defi-
nieren wir die Funktion

0y tAXM*— A
induktiv durch
04 (a,e) = a,
54 (a,m - w) = 63(0a(a, m), w),

wobei M* die Menge der endlichen Worte {iber dem Alphabet M ist, e € M* das
leere Wort und m - w die Konkatenation des Zeichens m mit der Zeichenkette w.
0% (a,w) ist fiir ein Wort w = wy ---wy also der Zustand, in den der Automat
(A,04,04) libergeht, wenn er im Zustand a gestartet wird und nacheinander die
Eingabezeichen wy, ... ,w, erhilt. Analog definieren wir ¢%.

Die induktive Anwendung der Bedingungen (1) und (2) liefert dann, daf} fiir
jedes a € A und jedes b € B gilt:

a~apb < Ywe M 04(0%(a,w)) =op(d5(b,w)),

d.h., zwei Zusténde sind genau dann bisimilar, wenn sie bei gleichen Eingaben die
gleichen Ausgaben produzieren. Besonders interessant ist das, wenn man diese
Beobachtungen auf die grofite Bisimulation ~4:=~4 4 auf A anwendet. Denn
dann gilt fiir alle a1, as € A:

a1 ~4 Ay <= Yw € M*.04(0% (a1, w)) = 04(0% (a2, w))

- die grofite Bisimulation auf A ist also nichts anderes als die aus der Automa-
tentheorie bekannte Nerode-Kongruenz auf A (s. z.B. [HU94] von Hopcroft und
Ullman). Im néchsten Abschnitt werden wir ein allgemeines Verfahren kennenler-
nen, die grofite Bisimulation auf einer Coalgebra zu berechnen.

4. Coerzeugung der grofliten Bisimulation

In der Algebra werden Kongruenzen oft erzeugt: man geht von einer Menge von
Paaren aus und nimmt alle Paare hinzu, die man aufgrund bestimmter Kongruenz-
bedingungen hinzunehmen muf}. Die gréBte Bisimulation ~ 4 auf einer F-Coalgebra
A= (A,aa) (oder allgemeiner: die grofite Bisimulation zwischen zwei Coalgebren)
ist hingegen coerzeugt: Man geht von A x A aus und entfernt alle Paare, die man
entfernen muf.

4.1. F-Coalgebren. Betrachten wir noch einmal das definierende Diagramm
fiir eine Bisimulation auf einer F-Coalgebra A = (A, a4):

1 2

A R A
I
OtAl QR | laA
\
FA<g - FR—G - FA

R ist genau dann eine Bisimulation, wenn es fiir jedes (a1,a2) € R ein Element
w € FR gibt, das aga; = (Fm)w und agas = (Frg)w erfiillt. Diese Beobachtung
filhrt zu folgender Konstruktion von ~ 4 durch Ordinalzahleninduktion. Man setzt
Ry := A x A. Fiir jede Ordinalzahl A definiert man

Ryy1 :={(a1,a2) € Ry | Jw € F(R)).(Frm1)w = aa(a1) A (Fre)w = as(az)}
und fiir Limeszahlen A

R)\ = ﬂ RN.

k<A
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Dann bildet die Familie (Ry)xecord, wobei Ord die Klasse der Ordinalzahlen be-
zeichnet, eine absteigende Folge von Mengen, die gegen ~ 4 in folgendem Sinne
“konvergiert”:

e Fiir jede Ordinalzahl A gilt Ry D ~ 4.
e Es gibt eine Ordinalzahl Ay, so dafl R, = ~ 4 fiir jedes k > )y gilt.

Wir nennen Ry auch die Relation der A-Bisimilaritit auf A.

4.2. Moore-Automaten. Wir haben gesehen, daf§ die grofite Bisimulation
auf einem Moore-Automaten (A,04,04) gerade die Nerode-Kongruenz ist. Die
Relationen der A-Bisimilaritét auf (A,04,04) haben folgende Gestalt:

Ry:=Ax A,
Ryi1 :={(a1,a2) € Ry | 0a(a1) = oa(az) A¥m € M.(6(ar,m),d(az, m)) € Ry},

Ry = ﬂ R,, fiir Limeszahlen \.
K<A

Dieses Verfahren zur Konstruktion der Nerode-Kongruenz ist aus der algebraischen
Automatentheorie bekannt (s. z.B. [HU94]), ist aber keine algebraische Konstruk-
tion, sondern eine coalgebraische. Dies ist der erste Punkt, an dem ein niitzlicher
Begriff aus der Automatentheorie vom coalgebraischen Standpunkt aus natiirlich
ist, nicht aber vom algebraischen Standpunkt.

Man kann leicht beweisen, dafl die Approximationen der Nerode-Kongruenz in
w Schritten konvergiert, d.h., daf} sogar schon R,, die Nerode-Kongruenz auf A ist.
In Kapitel 5 werden wir genauer untersuchen, fiir welche Typen von Coalgebren
eine solche Aussage richtig ist. An der Formel fiir Ry4; sieht man recht gut, welche
intuitive Bedeutung es hat, wenn zwei Zustéinde a; und as die Eigenschaft haben,
n-bisimilar zu sein. Zwei Zustidnde sollen ja bisimilar sein, wenn sie sich nicht
durch Beobachtungen unterscheiden lassen. Bei einem Moore-Automaten kénnen
wir beobachten, welche Ausgaben er produziert, wenn er Eingabezeichen erhélt.
DaB (a1, az2) € R, gilt, bedeutet, daf sich a; und as bei Eingabe von weniger als n
Zeichen nicht unterscheiden lassen:

e Die Eingabe von weniger als 0 Zeichen ist nicht moglich, also 148t sich da-
durch auch nichts unterscheiden.

e Durch die Eingabe von weniger als einem Zeichen, also durch die Eingabe
von 0 Zeichen, kénnen wir nur die Zustinde a;,as unterscheiden, fiir die
oa(ar) # oa(az) gilt.

e Durch die Eingabe von hochstens n + 1 Zeichen konnen wir genau die
Zustidnde a1, as unterscheiden, fiir die ein m € M existiert, so dafl wir die
Zusténde §(ar, m) und (a2, m) durch Eingabe von héchstens n Zeichen un-
terscheiden kénnen.

e Zwei Zustinde sind genau dann ununterscheidbar, wenn sie fiir alle Eingaben
die gleiche Ausgabe liefern.

Fiir Mealy-Automaten und fiir Automaten mit Start- und Endzustéinden gelten
sehr analoge Aussagen.

4.3. Transitionssysteme. Ist A = (4, a4) eine P-Coalgebra, also ein Tran-
sitionssystem, so schreiben sich die Approximationen der gréfiten Bisimulation ~ 4
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auf A so:
Ry:= A x A,
Ryi1:={(a,a') € Ry | AU C R,.m[U] = asa,m2[U] = aaa'}.

Ry = ﬂ R,, fiir Limeszahlen
K<

Auch fiir Transitionssysteme 148t sich fiir ein n € N die Relation R, der n-
Bisimilaritéit gut interpretieren. Im Transitionssystem A kénnen wir beobachten,
ob wir vom aktuellen Zustand aus eine Transition machen koénnen oder nicht.

e 1-bisimilar sind genau die Zustéinde ai,as € A, fiir die gilt: a; hat genau
dann einen Nachfolger, wenn a, einen Nachfolger hat.

® a1, a» sind 2-bisimilar, wenn es fiir jeden Nachfolger a{ von a; einen Nachfol-
ger a’, von as gibt, so dafl a] und a), 1-bisimilar sind, und fiir jeden Nachfolger
al, von ay einen Nachfolger a] von ay, so dafl a}, und a} 1-bisimilar sind.

Im Unterschied zu Moore-Automaten ist die Relation R, der w-Bisimilaritit
i.a. eine echte Obermenge von ~ 4, also keine Bisimulation. Ein Beispiel hierfiir ist
folgendes Transitionssystem (A4, R4) (vgl. [BT00]):

a— 0yl —>0ay2 —> -

b
7 I\ 7N
a1,1 a21 a3,1 - bLl b2’1 b371 .
! |
a2 2 a3 2 b272 6372
3,3 6373

Von den Punkten a und b geht fiir jede natiirliche Zahl n € N ein Ast der Linge n
aus, vom Punkt a zusétzlich ein unendlich langer Ast. Die zugehorige P-Coalgebra
A= (A,aa) hat die Zustandsmenge
A={a,b} U{ai;,bij|i,j € Ni > j}U{an;|j €N},

und die Coalgebrenstruktur a4 ist definiert durch folgende Transitionen:

e a — a; fiir jedes ¢ € N und fiir ¢ = w.

e b— b; fiir jedesi € N.

® a;; — a; 41 fur alle 4,5 mit 7 +1 <.

L] bi,j — bi7j+1 fiir alle 1,7 mit j +1 <.
Dann ist leicht zu sehen, dafl (a,b) € R, fir jedes n € N gilt, dafl die Zustinde
a und b also w-bisimilar sind. Andererseits sind a und b nicht bisimilar: Wiren a
und b bisimilar, miifite es einen Nachfolger von b geben, der zu a,,,; bisimilar ist,
was offensichtlich nicht der Fall ist.

Es gibt allerdings eine wichtige Klasse von Transitionssystemen, fiir die w-

Bisimilaritéit und Bisimilaritéit tibereinstimmen: Es gilt immer R, =~ 4, wenn A4
bild-endlich ist, d.h., wenn jeder Zustand von A nur endlich viele Nachfolger hat.

4.4. Kripke-Strukturen und Modallogik. Wir betrachten jetzt Kripke-
Strukturen, also Coalgebren des Funktors P(®) x P(—), wobei ® eine gegebene
Menge von atomaren Aussagen ist. Wir zerlegen die Strukturabbildung a4 der
Kripke-Struktur A = (A, a4) in die beiden Komponenten prop, : A — P(®) und
succq : A = P(A).
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Man kann Eigenschaften von Kripke-Strukturen mit Hilfe von modallogischen
Formeln beschreiben (vgl. [BT00]). Eine Formel f der Sprache £(®) der Modallogik
iiber ® ist wie folgt definiert:

faTlplFATI-f]Of,
wobei p € ® ist. Als Schreibabkiirzung fiihrt man die anderen Booleschen Opera-
toren sowie O ;= =< ein.

Die Semantik dieser Formeln ist: Sind A = (A, propy,succs) eine Kripke-
Struktur, a € A ein Zustand, p € ® eine atomare Aussage, so definiert man induk-
tiv, wann eine Formel f im Punkt a gilt, wofiir wir A, a = § schreiben:

A,a |E T ist immer wahr;

A,alE=p: <= p € propy(a);

A,a ': f1 Af2 <= (./4,(1 |: f1 /\A,a |: f2);

Aja l=E—-f: <= AalET;

A,a = Of : <= Fd € succa(a).A,d' =, d.h., in a gilt Of, wenn f in einem
Nachfolger von a gilt.

Modallogische Formeln haben folgende wichtige Eigenschaften:

e Bisimilare Zustéinde erfiillen genau dieselben modallogischen Formeln, d.h.,
sie sind modal dquivalent.

e Ist A eine bild-endliche Kripke-Struktur, so sind zwei Zustéinde von A, die
modal dquivalent sind, auch bisimilar.

Dieser enge Zusammenhang zwischen Bisimilaritdt und Formelgiiltigkeit ist sehr
niitzlich, und viele Arbeiten in der Coalgebra beschiftigen sich damit, eine Mo-
dallogik fiir beliebige Typen von Coalgebren zu entwickeln, bzgl. derer Bisimilaritét
mit logischer Aquivalenz iibereinstimmt. Dies wird in Kapitel 5 genauer untersucht.

Auch die Relation der n-Bisimilaritét 148t sich durch die Giiltigkeit bestimmter
Formeln charakterisieren. Man kann jeder modallogischen Formel f induktiv einen
Grad degf ([B*OO]) zuordnen:

o deg(T) :=

o deg(p) :=

o deg(—f) = degf,

e deg(f A g) := max(deg f, deg g)
e deg(Of) := (degf) + 1.

Dann sind fiir n € N zwei Zustinde a1, as einer Kripke-Struktur A genau dann
n-bisimilar, sie die gleichen modallogischen Formeln vom Grad < n erfiillen, d.h.,
wenn fiir alle modallogischen Formeln f§ gilt:

deg(f) <n= (Ao Ef <= Aa ET).

Als Korollar erhilt man, daf§ fiir jedes n € N die Relation der n-Bisimilaritét
auf einer Kripke-Struktur eine Aquivalenzrelation ist und dafl zwei Zustéinde einer
Kripke-Struktur genau dann w-bisimilar sind, wenn sie modal dquivalent sind.

5. Minimale Realisierungen

Viele Typfunktoren F' haben die Eigenschaft, daf3 die Komposition von F-
Bisimulationen wieder eine F-Bisimulation ist (in Kapitel 4 werden wir sehen, dafl
diese Eigenschaft dazu dquivalent ist, dal F' schwache Pullbacks erhdlt). In diesem
Fall gilt fiir jede F-Coalgebra A:

(1) die groBte Bisimulation ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation;

(2) die Coalgebra A/ ~ 4 ist extensional, d.h, die grofite Bisimulation auf A/ ~ 4
ist die Diagonale Ay, = {([a] ~a,[a] ~4) | a € A}, wobei [a] ~4 die
Aquivalenzklasse von a bzgl. ~ 4 bezeichnet.

(3) Jeder Zustand a von A ist zum Zustand [a] ~4€ A/ ~ 4 bisimilar.
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Dann 18t sich A/ ~ 4 als minimale Realisierung von A auffassen, denn in A/ ~ 4
sind je zwei Zustinde von A, die bisimilar sind, zu einem Zustand verschmolzen
worden, und zu jedem Zustand a von A gibt es einen Zustand von A/ ~ 4, der
bisimilar zu a ist.

Fiir Moore-Automaten gelten die obigen Aussagen, und man erhélt eine aus
der Automatentheorie bekannte Konstruktion: Die minimale Realisierung eines
Automaten A = (A,04,04) ist gerade der Minimalautomat von 4, und man kann
diesen Minimalautomaten konstruieren, indem man A durch die Nerode-Kongruenz
auf A faktorisiert.

Auch fiir Mealy-Automaten, Transitionssysteme und topologische
Riume gelten die Aussagen (1)-(3).

Man kann die Eigenschaft, dafl eine Coalgebra extensional ist, in Form einer
Herleitungsregel ausdriicken:

T~y
xT=1y

Man nennt dies das Eztensionalititsprinzip oder Coinduktionsprinzip. Diese Regel

ermoglicht coinduktive Beweise: Um nachzuweisen, dafl zwei Elemente einer exten-

sionalen Coalgebra gleich sind, mufl man nur eine Bisimulation auf dieser Coalgebra
angeben, die diese beiden Elemente in Beziehung setzt.

6. Terminale Coalgebren und coinduktive Definitionen

Neben coinduktiven Beweisen sind auch coinduktive Definitionen moglich. Dies
wollen wir in diesem Abschnitt ausfiihren.

6.1. Terminale Coalgebren. Eine terminale F-Coalgebra ist ein termina-
les Objekt in der Kategorie Sety der F-Coalgebren, d.h., eine F-Coalgebra
T = (T,ar) ist terminal, wenn es fiir jede F-Coalgebra A genau einen F-
Homomorphismus !4 : A — T gibt.

A--">T
CYA\L laT
FA }‘(TA)} FT

Wir werden in Kapitel 3 einige Eigenschaften von terminalen Coalgebren kennen-
lernen und in Kapitel 5 ausfiihrlicher untersuchen, unter welchen Voraussetzungen
terminale Coalgebren existieren.

Wenn eine terminale F-Coalgebra T = (T, ar) existiert, kann man Mengenab-
bildungen A — T coinduktiv definieren, indem man A mit einer geeigneten F'-
Coalgebrenstruktur versieht und den davon induzierten Homomorphismus in die
terminale Coalgebra betrachtet.

6.2. Der terminale Automat. Uber jedem Eingabealphabet M und jedem
Ausgabealphabet C' existiert ein terminaler Automat 7: Die Grundmenge dieses
Automaten ist die Menge T := CM" | die Transitionsstruktur ist wie folgt gegeben:
Die Ausgabefunktion ist

or : CM" = C,0 - ple),
die Ubergangsfunktion ist
o : OM x M — CM" | 67(0,m)(w) := p(m - w).
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Es ist leicht zu sehen, daf3 der so definierte Automat in der Tat terminal ist: Ist
A ein Automat, so miissen wir einen eindeutigen Homomorphismus !4 : A — T
finden.

A-—-——-=-~- oM
(0A76:4)\L l(oTrdT)
Cx AM - — - —— = C x M

ldc X(!A)

Ist a € A, soist !4(a) die Abbildung M* — C, die jedem Wort w € M* die Ausgabe
zuordnet, die der Automat A erzeugt, wenn er im Zustand a gestartet wird und die
Eingabe w erhilt, d.h.

La(@)(w) = 04 (8% (a, w)).

Da8 es fiir jeden Automaten genau einen Homomorphismus nach 7 gibt, 148t sich
ausnutzen, um Abbildungen von einer Menge A nach T zu definieren, indem man
A mit einer geeigneten Automatenstruktur as versieht. Der daraus resultierende
Homomorphismus (A, aa) — T ist von aa coinduktiv definiert. Hiervon betrachten
wir jetzt eine Anwendung.

6.3. Operationen auf Strémen. Operationen auf unendlichen Strémen las-
sen sich gut coinduktiv definieren (das folgende Beispiel stammt aus [Rut00b], wo
sich etliche weitere finden): Ein Automat mit einer einelementigen Eingabemen-
ge und einer Ausgabemenge C' besteht aus einer Menge A zusammen mit einer
Ausgabefunktion 04 : A — C und einer Nachfolgerfunktion d4 : A — A. Der ter-
minale Automat ist dann gerade die Menge C* der unendlichen Stréme iiber C' mit
der Ausgabefunktion head : C¥ — C, (¢n)nen > co, und der Nachfolgerfunktion
tail : C“ — Cw; (Cn)neN = (CnJrl)nEN-

A-———-"=—-- > (v
(0A75A)l l(head,tail)
CxA-—-—--—->(CxC¥
ide X!'a

Wir wihlen als Beispiel A := C¥ x C* und wollen eine Funktion zip : A — C¥
definieren, die zwei Stréme mischt, d.h., es soll

Zip((cn)n€N7 (dn)nEN) = (607 dO; C1, d17 o )
gelten. Wir betrachten auf A folgende Automatenstruktur:
Ozip((cn)nENa (dn)nEN) = Co
5zip((cn)nEN: (dn)nen) = ((dn)nen, (Cnt1)nen)-

Sei dann zip : A — C¥ die von dieser Automatenstruktur coinduktiv definier-
te Abbildung. Dann leistet zip das Gewiinschte: Dafl zip : (A4, 0ip,0sip) —
(C¥, (head, tail)) ein Homomorphismus ist, besagt, daf folgende Diagramme kom-
mutieren:

zip

A——C¥ und A——C¥
"zipl head 6zipl ltail
C—C A——=C¥

ide zip
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Das erste Diagramm zeigt, dafl das erste Element der Folge zip((cy)nen, (dn)nen)
gleich ¢g ist. Das zweite Element dieses Folge ist head(tail(zip((¢cpn)nen, (dn)nen))),
durch Kombination beider Diagramme berechnen wir

head(tail(zip((cp)nen, (dn)nen)))
= head(zip(d.ip ((cn)nen, (dn)nen)))
= head(zip((dn)neN, (Cn+1)n€N)) = Ozip((dn)n€N7 (cn+1)n€N)
= dy usw.

Um Eigenschaften coinduktiv definierter Funktionen zu beweisen, sind hiufig coin-
duktive Beweise niitzlich, man vgl. [Rut00b] fiir Beispiele.

6.4. Terminale Transitionssysteme. Die Faktorisierung eines Transitions-
systems A nach der grofiten Bisimulation ~ 4 ist wie im Falle von Automaten
extensional, erlaubt also Beweise durch Coinduktion. Im Unterschied zu Auto-
maten ist es nicht moglich, ein terminales Transitionssystem zu konstruieren. Es
gibt allerdings ein Transitionssystem, das terminal in der Klasse der bild-endlichen
Transitionssysteme ist, so dal man fiir bild-endliche Transitionssysteme coinduktive
Definitionen durchfiithren kann. Die Beschreibung dieses terminalen bild-endlichen
Transitionssystems ist nicht so einfach wie im Falle des terminalen Automaten; wir
werden dies in Kapitel 5 niher untersuchen.

7. Typtransformationen

Héufig ist es moglich, aus einer Coalgebra eines Typs eine Coalgebra eines
anderen Typs zu konstruieren:
1. Jeder Moore-Automat 14t sich als Mealy-Automat auffassen: Ist
(4,04 Moore : A = C,04 : Ax M — A) ein Moore-Automat, so erhélt
man einen Mealy-Automaten (A4, 04 Mealy ° AXM —C,04: AxM — A)
tiber denselben (nicht-leeren) Ein- und Ausgabemengen M bzw. C, indem
man fir a € A und m € M

0A7Mealy(a7 m) = OA,Moore(a)
setzt.
2. Jeder Moore-Automat (A, 04,d4) mit Eingabemenge M und Ausgabemenge
C 1iBt sich als Coalgebra (A4, a4) des Funktors C' x P(—)M auffassen, indem
man fira € A

as(a) := (oa(c), A\m.{da(a,m)})

definiert.

3.Sindy:C — Dund § : N - M Abbildungen, so kann man aus einem
Moore-Automaten (A, 04 ¢, 04 ) mit Eingabemenge M und Ausgabemen-
ge C einen Moore-Automaten (A,04 p,04,n) mit Eingabemenge N und
Ausgabemenge D machen, indem man fiira € Aund n € N

0a,p(a) :=7(0a,c(a))
dan(a,n):=3da,m(a,0(n))

setzt.

Wir formalisieren solche Konstruktionen durch natiirliche Transformationen zwi-
schen den Typfunktoren . Genauer: Ist v : G > F eine natiirliche Transformationen
zwischen den Set-Endofunktoren G und F', so kénnen wir jede G-Coalgebra (A, a4)
auch als F-Coalgebra (A,v4 o aa) auffassen, und die Natiirlichkeitsvoraussetzung
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an v garantiert, dafl jeder G-Homomorphismus zwischen zwei G-Coalgebren auch
ein F-Homomorphismus der transformatierten Coalgebren ist:

A4A—2 - B

GA——GB

Gy
FA——FB
Fo

Die betrachteten Beispiele lassen sich durch folgende natiirliche Transformationen
wiedergewinnen:

1. Die Komponenten
vag: 0 x AM 5 CM x AM | (¢, f) = (Am.c, f)

definieren eine natiirliche Transformation C' x (=)™ % CM x (=)™, mit
deren Hilfe sich ein Moore-Automat als Mealy-Automat auffassen 148t.

2. Um einen Moore-Automaten mit Eingabemenge M und Ausgabemenge C als
Coalgebra des Funktors C'x P(—)M aufzufassen, mu man nur die natiirliche
Transformation v : C x (=)™ % C x P(=)M betrachten, die durch die
Komponenten

va:Cx AM 5 CxP(AM, (¢, f) = (c, \m.{fm})
gegeben ist.

3. Sindy:C — Dund #: N — M Abbildungen, so erhilt man eine natiirliche
Transformation

M

v:Cx (=)™ % Dx(-)V,
indem man
VA(Ca f) = (’)/C, f o 0)

definiert.
Besonders interessant sind natiirliche Transformationen v : G = F, deren Kom-
ponenten injektiv oder surjektiv sind. Sind alle v4 injektiv, so konnen wir die
G-Coalgebren als Teilklasse der F-Coalgebren auffassen. Sind alle v4 surjektiv,
so kénnen wir jede F-Coalgebra als Aquivalenzklasse von G-Coalgebren auffassen.

Wir werden in Kapitel 5 sehen, dal man unter gewissen Voraussetzungen an F' jede
F-Coalgebra als Aquivalenzklasse von Moore-Automaten auffassen kann.

8. Literatur

Eine Einfiihrung in die algebraische Automatentheorie findet man z.B. in
den Lehrbiichern [HU94] von Hopcroft und Ullman oder [Eil74] von Eilenberg,
wihrend Jan Rutten in [Rut98a, Rut00a] eine coalgebraische Automatentheorie
entwickelt. In [Rut95] untersucht Rutten Transitionssysteme mit coalgebraischen
Methoden. Seine grundlegende Arbeit [Rut00b] enthélt ebenfalls eine Reihe von
Beispielen. In [dVR99] betrachten de Vink und Rutten stochastische Transiti-
onssysteme als Coalgebren. Eine Einfilhrung in Coalgebren unter Betonung der
Zusammenhinge zu Programmiersprachen wird im Tutorial [JR97] von Jacobs
und Rutten gegeben, und in [Jac96] beschiftigt sich Jacobs mit der coalgebrai-
schen Modellierung von Klassen in objektorientierten Sprachen. H. Peter Gumm
untersucht in [GumO01b] die Coalgebren des Filterfunktors. Literaturhinweise zur
Theorie der Coalgebra werden in den nichsten Kapiteln gegeben.
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KAPITEL 3

Grundbegriffe der Coalgebra

Dieses Kapitel enthiilt grundlegende Aussagen iiber Coalgebren eines Set-
Endofunktors F. Hierbei liegt der Schwerpunkt auf Resultaten, die sich ohne
weitere Voraussetzungen an F' beweisen lassen, wihrend in den Kapiteln 4 und
5 genauer die Korrespondenz zwischen bestimmten Eigenschaften von F' - wie das
(schwache) Erhalten gewisser Limites oder Beschrianktheit - und der Struktur der
Kategorie der Coalgebren dieses Funktors untersucht wird.

Die Theorie der Coalgebra hat sich aus Ruttens Arbeit [Rut00b] entwickelt,
die als Technischer Bericht 1996 erschienen ist. In [Gum99] hat H. Peter Gumm
die Ergebnisse von [Rut00b] auf den Stand des Jahres 1999 gebracht; hierin ist
auch ein Teil der Ergebnisse aus [GS01b, GS00, GS01d] eingearbeitet. In diesem
Kapitel stelle ich die fiir diese Arbeit wichtigen Ergebnisse aus [Gum99, Rut00b]
(meist ohne Beweis) vor, aulerdem sind einige kleinere neue Resultate eingeflossen.

Inhaltsangabe
1. Die Kategorie Setr 25
2. Set-Endofunktoren 28
3. F-Homomorphismen 31
4. k-Simulationen 33
5. Untercoalgebren und Nachfolgermengen 35
6. Kongruenzen 36
7. Epis und monos in Setp 39
8. Einfache und extensionale Coalgebren 39
9. Terminale und cofreie Coalgebren 40
10. Natiirliche Transformationen 42
11. Bemerkungen und Literatur 43

1. Die Kategorie Setp

Sei F' : Set — Set ein Set-Endofunktor, der Typfunktor. Eine (F'-)Coalgebra
oder Coalgebra vom Typ F ist ein Paar A = (A4, a4), bestehend aus einer Menge
A € Set, der Zustands- oder Trigermenge, und einer Abbildung as : A — FA,
der Coalgebren- oder Transitionsstruktur oder Strukturabbildung. Sind A, B zwei
F-Coalgebren und ist ¢ : A — B eine Abbildung zwischen den Trigermengen, so
ist ¢ ein (F-Coalgebren)-Homomorphismus, wenn F(p) o aq = ap o ¢ gilt, also
das Diagramm

A4A—2 - B

FAWFB

kommutiert. Die F-Coalgebren und F-Homomorphismen bilden eine Kategorie
Setp. Der Vergififunktor U : Setyp — Set ordnet einer F-Coalgebra A ihre

25
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Trigermenge A zu, einem F-Homomorphismus ¢ : (4,a4) — (B,ap) die Ab-
bildung ¢ : A — B. Der Vergififunktor ist das Bindeglied zwischen den Kategorien
Set und Sety. Wir werden uns in dieser Arbeit an vielen Stellen mit der Frage
beschiftigen, welche Eigenschaften sich von Set auf Setp iibertragen. Die grund-
legende Aussage zu (Co-)Limites in Setp findet sich schon bei Lambek [Lam68|
und in allgemeinerer Form bei Barr [Bar93]:

Satz 3.1 ([Lam68, Bar93]). Der Vergififunktor U : Setr — Set erzeugt je-
den Colimes und erzeugt jeden Limes, den F erhdlt. Insbesondere ist Setp co-
vollstindig, und man erhilt den Colimes eines Diagramms ®© in Sety, indem man
den Colimes von UD in Set bildet und ihn mit einer (eindeutig bestimmten) F-
Coalgebrenstruktur versieht.

Die Notation UD ist dabei wie folgt zu verstehen: Ein Diagramm ® in Setp
ist ein Funktor von einer kleinen (Index-)Kategorie I nach Setp. UD ist dann die
Komposition des Vergiifunktors U : Sety — Set mit .

Ein Limes kann in Setp auch dann existieren, wenn F' Limites dieses Typs
nicht erhilt. Dies und die Konstruktion von Limites in Setr werden wir in den
folgenden Kapiteln ndher untersuchen.

KonNVENTION . Im folgenden seien F,G immer - wenn nicht anders
erwdhnt - Set- Endofunktoren. Coalgebren bezeichnen wir mit geschwun-
genen Buchstaben: A,B,C, und wenn nicht anders erwdhnt, handelt es
sich dabet immer um F-Coalgebren. Die zugehdrigen Trigermengen hei-
Ben dann A, B,C, die Coalgebren-Strukturen a,,ap,ac. Abbildungen
zwischen Mengen bezeichnen wir meist mit kleinen lateinischen Buch-
staben (f,g,h), (F)-Homomorphismen meist mit kleinen griechischen
Buchstaben (p,v). Mit U wird der Vergififunktor Setp — Set bezeichnet.
Ist A eine Teilmenge von B, so bezeichnet C§ die kanonische Einbettung.
In einem Diagramm bezeichnet — eine injektive, — eine surjektive Ab-
bildung. Fiir eine Abbildung f: A — B und Teilmengen U C A, V C B ist
flUl:={fu|uweU} CB das Bild von U unter f, f7[V]:={a€ A| fae V}
das Urbild von V unter f. Ist A eine Menge, so ist )4 : ) — A die leere
Abbildung mit Wertebereich A. Fiir eine Menge A istidy : A —> A die
Identitdtsabbildung auf A. Ist R C [[;.; A; eine I-stellige Relation, so
bezeichnen wir mit ©; oder Wﬁ die kanonische Projektion R — A;.

Man kann auch eine Kategorie Set! von F-Algebren betrachten. Eine F-
Algebra ist ein Paar A = (A, a4), bestehend aus einer Menge A € Set und einer
Abbildung a4 : FA — A. Sind A, B zwei F-Algebren und ist ¢ : A — B eine
Abbildung zwischen den Trigermengen, so heifit ¢ (F-Algebren)-Homomorphismus,
wenn ap o F(p) = ¢ o ay gilt. Dies verallgemeinert den Begriff der Algebra einer
Signatur aus der Universellen Algebra (s. z.B. [RT94] von Rutten und Turi).

Noch allgemeiner kann man fiir jeden Endofunktor F einer beliebigen Kategorie
C auf offensichtliche Weise die Kategorie Cr der F-Coalgebren iiber C und die
Kategorie CI" der F-Algebren iiber C definieren, und auch etliche Resultate der
folgenden Kapitel lassen sich auf Cp iibertragen (fiir Untersuchungen hierzu vgl.
man z.B. die Arbeiten [Kur98, Kur00, Kur01] von Alexander Kurz). Diese
Verallgemeinerung wird in dieser Arbeit nicht verfolgt, und zwar aus folgenden
Griinden:

e Die Struktur der Kategorie Set der Mengen ermoéglicht es an vielen Stellen,
recht abstrakte kategorientheoretische Uberlegungen durch einfache men-
gentheoretische Argumente zu ersetzen.

e Viele Ergebnisse sind wirklich von speziellen Eigenschaften der Kategorie
Set abhingig.
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e Fast alle bislang bekannten Anwendungen bewegen sich in der Kategorie der
Mengen.

e Schon fiir Coalgebren iiber Set gibt es eine grofle Zahl an ungelosten inter-
essanten Problemen.

Man sollte noch bemerken - und das wird sich an vielen Stellen zeigen -, daf} die
Theorie der Coalgebra nicht dual zur Theorie der Universellen Algebra ist. Zwar
sind etliche Resultate dual zueinander, und die Universelle Algebra ist eine wichti-
ge Inspirationsquelle fiir die Coalgebra, aber nichtsdestoweniger gibt es auch eine
Reihe von wesentlichen Unterschieden. Kategorientheoretisch lassen sich diese Un-
terschiede daraus erkldren (s. Moss und Danner [MD97]), dafl Coalgebren des
Funktors F' dual zu Algebren des dualen Funktors F°P : Set®” — Set®” sind, wobei
Set°? die zu Set duale Kategorie ist, nicht aber dual zu Algebren eines Funktors
Set — Set. Die Kategorie Set ist nicht selbst-dual, wie man z.B. an folgenden
Beispielen sieht:

e In Set sind nur monos mit nicht-leerem Definitionsbereich invertierbar, aber
nach dem Auswahlaxiom, das in dieser Arbeit vorausgesetzt wird, alle epis,
d.h., in Set” sind alle monos invertierbar.

e In Set gilt fiir alle Mengen A, B, C' die Gleichung A x (B+C) = A x B+
A x C, d.h., Produkte distribuieren iiber Summen, aber die duale Gleichung
A+ (BxC)=(A+ B) x (A+ C) ist fast nie erfiillt.

Nun einige Beispiele fiir Set-Funktoren und die zugehorigen Coalgebren:

Beispiel 3.2 (Polynomiale Funktoren, Automaten): Die Klasse der polynomialen Funkto-
ren ist die kleinste Klasse, die gegen Summen und Produkte abgeschlossen ist und folgende
Funktoren enthélt:

e den Identitdtsfunktors Z, der jeder Menge die Menge selbst und jeder Abbildung
die Abbildung selbst zuordnet;

e die konstanten Funktoren, d.h., jeden Funktor F', fiir den eine Menge C existiert
mit F(A) = C fiir alle Mengen A und F(f) = id¢ fiir jede Abbildung f.

e die darstellbaren Funktoren, d.h. Funktoren der Gestalt (—)* fiir eine Menge M.
Dabei ist AM = {h: M — A} fiir eine Menge A definiert, f* : AM — B ist fiir
eine Abbildung f : A — B gegeben durch h — foh.

Coalgebren polynomialer Funktoren gehéren zu den am besten untersuchten Coalgebren
(z.B. von Bart Jacobs in [Jac96] und Martin RoSiger in [R6800]), sie dienen u.a. zur
Modellierung von Automaten und von Programmen in objektorientierten Programmier-
sprachen. Eine wichtige Teilklasse der polynomialen Funktoren haben wir schon in Ka-
pitel 2 betrachtet, nimlich Funktoren der Gestalt C' x (—)*, deren Coalgebren Moore-
Automaten mit Eingabealphabet M und Ausgabealphabet C sind. Wir werden wie in
Kapitel 2 fiir C x (—=)™-Coalgebren (4,4 : A = C x AM) auch die Automatenschreib-
weise (A,04 : A = C,64 : A X M — A) verwenden. Da die in Kapitel 2 ebenfalls
betrachteten Mealy-Automaten in dieser Arbeit nicht weiter von Bedeutung sein werden,
reden wir nur noch von Automaten, wenn wir Moore-Automaten meinen.

Ein Homomorphismus zwischen den C x (—)™-Coalgebren A = (A,a4) und B =
(B,ap) ist eine Abbildung ¢ : A — B, die fiir alle a € A und jedes m € M

0a(a) = 05(pa) und p(64(a,m)) = 65 ((a), m)
erfiillt, wie schon in Kapitel 2 erlautert.

Beispiel 3.3: Eine reiche Quelle von Gegenbeispielen ist der Funktor (—)3, eingefiihrt von

Aczel und Mendler in [AMS89]. (—)3 ist auf einer Menge A definiert durch
A% = {(al,az,ag) [S AP | |{a1,a2,a3}| < 2},

d.h., A3 ist die Menge aller Tripel von Elementen aus A, von denen mindestens zwei
Komponenten gleich sind. Fiir eine Abbildung f : A — B ist f5 die Einschrinkung von
f2: A® = B3 (—)3} ist also ein Unterfunktor des Funktors (—)3.
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Beispiel 3.4 (Transitionssysteme): Wie in Kapitel 2 besprochen, kann man Transitions-
systeme als Coalgebren des Potenzmengenfunktors P auffassen, der jeder Menge A die
Potenzmenge P(A) zuordnet, jeder Abbildung f : A — B die Abbildung

P(f): P(A) = P(B), U~ flU]

Eine Abbildung ¢ : A — B ist genau dann ein Homomorphismus zwischen den P-
Coalgebren A, B, wenn fiir alle a € A gilt:

e a—aad = pla) os p(d);

e fiir alle b’ € B folgt aus p(a) —p b, daB ein a’ € A existiert mit a —4 a’ und

p(a') =¥

Hierbei haben wir die in Kapitel 2 eingefiihrte Pfeilnotation verwendet: a — 4 a =
a' € aa(a).
Beispiel 3.5 (Modifikationen des Potenzmengenfunktor): Es gibt viele interessante Modi-
fikationen des Potenzmengenfunktors. So kann man fiir eine Kardinalzahl £ den Funktor
P<r : Set — Set betrachten, definiert auf Mengen durch

Per(A):={U C A||U| < K},

auf Abbildungen f : A = B ist P« f die Einschrinkung von Pf. Der endliche Potenz-
mengenfunktor P<, wird hdufig auch mit Py bezeichnet. P.,-Coalgebren sind Transiti-
onssysteme, in denen jeder Zustand weniger als k Nachfolger hat. Allgemeiner werden wir
in Definition 5.2 fiir jeden Funktor solche “strikt x-beschrénkten Varianten” definieren.
Beispiel 3.6 (Filter-Funktor): Der Filterfunktor F : Set — Set ordnet jeder Menge A die
Menge F(A) aller Filter auf A zu (einschlieBlich des trivialen Filters P(A)). Fiir jede
Abbildung f : A — B und jeden Filter u auf A setzt man

(FHw) =t {fIU]|U € u},

wobei die rechte Seite den von den f[U] erzeugten Filter meint. Mit Hilfe des Filterfunktors
lassen sich z.B. topologische Rdaume coalgebraisch modellieren, wie wir in Kapitel 2 gesehen
haben. Fiir eine genauere Untersuchung des Filterfunktors vgl. man H. Peter Gumms
Artikel [GumO1b].

2. Set-Endofunktoren

Uber Set-Endofunktoren lassen sich viel genauere Aussagen machen als iiber
allgemeine Funktoren. In diesem Abschnitt stellen wir einige Eigenschaften von
Set-Endofunktoren dar, die im folgenden stillschweigend verwendet werden. In
diesem Abschnitt - wie auch in der sonstigen Arbeit - sei F' ein Set-Endofunktor.

Gilt FA = ( fiir eine Menge A # ), so ist F der leere Funktor, d.h., es gilt
FB = ) fiir jede Menge B. Zum Beweis mufl man nur bemerken, daf es eine
Abbildung f : B — A gibt, also F'f : FB — FA = ) eine Abbildung in die leere
Menge ist. Wir werden immer annehmen, daf3 F' nicht der leere Funktor ist.

Da in Set jede surjektive Abbildung nach dem Auswahlaxiom, das wir in
dieser Arbeit voraussetzen, eine Rechtsinverse hat, jede injektive Abbildung mit
nichtleerem Definitionsbereich eine Linksinverse, ist fiir jede surjektive Abbildung
f : A - B auch Ff surjektiv und fiir jede injektive Abbildung i : A — B mit
A # 0 auch Fi injektiv.

Sind U,V C A zwei Mengen, so nennt man den Pullback von gé mit gé den
Schnitt von U und V. Eine wichtige Eigenschaft von Set-Endofunktoren ist, daf3
sie endliche nicht-leere Schnitte erhalten, d.h., jeden Pullback von endlich vielen
injektiven Abbildungen (oder dquivalenterweise: von endlich vielen kanonischen
Injektionen), dessen Grundmenge nicht leer ist.
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LEMMA 3.7 (Manes [Man98]). Gegeben sei ein kommutatives Diagramm in
Set

A(—f>BL>A
T

g
fiir das gilt:

o fTof=id4 und g~ og =1idc;

e B # 0 (und damit sind auch alle anderen Mengen im Diagramm nicht leer).
Dann ist das linke Quadrat ein Pullback, und F erhdlt diesen Pullback.

BEWEIS. Sei (Q,q8 : @ — B,qc : @ — C) ein Konkurrent von (A4, f,h).
Eine Diagrammjagd zeigt, dal f~ ogp : Q — A ein vermittelnder Morphismus ist,
und da f injektiv ist, ist dieser vermittelnde Morphismus eindeutig. Dafl F' diesen
Pullback erhélt, folgt daraus, dafl auch F(f~)o Ff =idpa und F(g~)oFg = idpc
sowie F'B # () gilt, sich also der erste Teil des Lemmas auf das Bild des obigen
Diagramms unter F' anwenden 1i8t. |

Sind U,V C A Mengen mit UNV # (), so kdnnen wir das Lemma, auf das Diagramm

Con (COnv)~
UnvcE"™Y -y —=""Suynv
I PR
C 1%

v ct A (C#)~ ’

anwenden, wobei die gesuchten Linksinversen wie folgt gewihlt sind: Wir wihlen
ein beliebiges Element e € U NV und setzen

_ u wuelinv _ a a€eV
(Corv) " (u) = { (S~ (a) := {
e sonst e sonst.

Wir schliefen:
Satz 3.8 (Trnkova [Trn69]). F' erhdilt nicht-leere endliche Schnitte.

Nicht jeder Set-Endofunktor erhilt auch endliche Schnitte mit leerer Grund-
menge. Wir werden allerdings oft annehmen konnen, dafl F' diese Eigenschaften
hat, denn es gilt:

SaTz 3.9 ([Trn69]). Es gibt einen Funktor F", der alle endlichen Schnit-
te erhdlt und mit F auf allen nichtleeren Mengen und nichtleeren Abbildungen
tibereinstimmt. Insbesondere ist fiir jede Menge A die Abbildung F" (D) injektiv.

Genauer: Sei 1 : Set — Set der Unterfunktor des konstanten Funktors mit
Wert 1 = {x}, definiert durch 14 := 1 fir alle nichtleeren Mengen A und durch
1(0) := 0. Dann kann man F7 () als die Menge der natiirlichen Transformationen
von 1 in F definieren und F"(D4)(v) := va(x) fiir A # 0 setzen.

Sind F,G zwei Funktoren, die sich nur auf der leeren Menge und den leeren
Abbildungen unterscheiden, dann sind Sety und Set isomorph (d.h., es gibt einen
invertierbaren Funktor Setyp — Setq, s. [HS73]). Auf der leeren Menge gibt es
immer genau eine Coalgebrenstruktur, und jede leere Abbildung ist ein Homomor-
phismus. Daher werden wir uns selten darum kiimmern, wie der Typfunktor F
auf der leeren Menge und den leeren Abbildungen definiert ist. Im Lichte des eben
zitierten Satzes wird es meistens am bequemsten sein, anzunehmen, dafl F alle
endlichen Schnitte erhilt.
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KONVENTION . Ab jetzt werden wir in der gesamten Arbeit annehmen
- wenn nicht anders erwdhnt -, daf$ alle betrachteten Set-Endofunktoren
alle endlichen Schnitte erhalten und ungleich dem leeren Funktor sind.

Daf} F endliche Schnitte erhilt, ist dquivalent dazu, daf fiir alle Mengen A die
Abbildung F(04) injektiv ist und fiir alle U,V C A die Gleichung

F(Ciav)[F(UNV)] = F(C)[FUIN F(CY)[FV]
gilt. Es wire intuitiver, statt dieser Gleichung die Gleichung
FUNV)=FU)NFV)

zu haben. Dazu benttigt man, dal F' Inklusionen erhdlt bzw. standard ist, d.h.,
fiir jede Teilmenge U C A ist auch FU eine Teilmenge von F'A, und es gilt F(C{}
) =CE4. In [AKP72, AT90] wird von J. Addmek, V. Koubek und V. Pohlova
bzw. J. Addmek und V. Trnkova bewiesen, daf} jeder Set-Funktor bis auf die leere
Menge und die leeren Abbildungen natiirlich isomorph zu einem Funktor ist, der
standard ist. Daher kann man meist annehmen, daf3 F' standard ist.

Sind F, G zwei Funktoren, so heift F' Unterfunktor von G , wenn eine injektive
natiirliche Transformation v : F = G existiert, d.h., v ist eine natiirliche Trans-
formation, und fiir A # () ist die Komponente v4 : FA — G A injektiv. Wir werden
meist ignorieren, ob vy : F) — G0 ebenfalls injektiv ist, es wird in den meisten
Fillen nicht einmal wichtig sein, ob vy die Natiirlichkeitsbedingung erfiillt. Formal
konnte man das so ausdriicken, dafl wir uns nur fiir natiirliche Transformationen
Flget- > G\set+ interessieren, wobei Set” die volle Unterkategorie von Set ist, de-
ren Objekte die nichtleeren Mengen sind. Ist F' ein Unterfunktor von G mittels der
injektiven natiirlichen Transformation v : F % G, so konnen wir immer annehmen,
daf} folgendes gilt:

o FFA C GA fiir jede Menge A,
e v, ist die kanonische Einbettung C%4 und
e F'f ist fiir jede Abbildung f die Einschrinkung von G f.

Erfiillt F diese Voraussetzungen nicht, gehen wir von F' zum Funktor F' iiber,
der auf Mengen definiert ist als F'A := v4[FA] C GA, auf Abbildungen als Ein-
schrinkung von G. Dieses so definierte F ist natiirlich isomorph zu F. Um einen
Unterfunktor F' von G zu definieren, reicht es also aus, fiir jede Menge A die Menge
FA C GA so zu definieren, dal (Gf)[FA] C FB fiir jede Abbildung f: A — B
gilt.

Neben Unterfunktoren werden uns auch Quotienten von Funktoren interessie-
ren: Wir nennen einen Funktor G einen Quotienten eines Funktors F', wenn eine
surjektive natiirliche Transformation v : F' S G existiert, d.h., v ist natiirlich, und
fiir A # ) ist die Komponente v4 surjektiv. Wir schreiben dann auch v : F S G.

Fiir einen Funktor F' muf} nicht F'1 = 1 gelten, wir kénnen aber, V. Trnkova
folgend, F'in eine Summe von Unterfunktoren zerlegen, die diese Eigenschaft haben:

SaTz 3.10 (Komponenten-Zerlegung [Trn71a)). Ist e € F(1) gegeben, so er-
halten wir einen Unterfunktor F, von F, indem wir auf Mengen A

Fo(4) == F(la) [{e}]
setzen, wobei 14 : A — 1 die eindeutige Abbildung ist. Dann gilt F' = Zeep(l) F,

und F.(1) =1 fir jedes e € F(1). Wir nennen diese Zerlegung die Komponenten-
zerlegung von F'.

In Kapitel 4 benotigen wir Verallgemeinerungen von natiirlichen Transforma-
tionen, daher definieren wir:
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DEFINITION 3.11. Ist fiir jede Menge A eine Abbildung vy : FA — G A gege-
ben, so nennen wir v := (V4)acset €ine Transformation (zwischen F und @) und
schreiben v : FF — G. Ist f : A — B eine Abbildung, so heif}t v natirlich in f,
wenn das Diagramm

FA—2>GA

Ffl lcf

FBTB>GB

kommutiert. Ist dieses Diagramm sogar ein Pullback, so heifit v kartesisch in f .
Ist K eine Klasse von Abbildungen, so ist v eine K-natiirliche Transformation,
wenn v natiirlich in allen f € K ist, eine K-kartesische Transformation, wenn v
kartesisch in allen f € I ist.
Ist K die Klasse aller Abbildungen, so ist eine K-natiirliche Transformation
v schlicht eine natiirliche Transformation, und ist v zusétzlich kartesisch in jeder
Abbildung, so redet man von einer kartesischen Transformation.

Wir werden meistens ignorieren, ob auch vy die Natiirlichkeitsbedingung erfiillt.

SATz 3.12. Jede injektive natirliche Transformation v : F' > G ist in allen
nicht-leeren Injektionen kartesisch.

BEWEIS. Sei f : A < B eine nicht-leere Injektion, f~ : B — A eine Linksin-
verse. Dann miissen wir nur Lemma 3.7 auf das Diagramm

' F(f—™
At pp ) g

GA<T> GB—> GA
f G(f7)

anwenden. |
Satz 4.15 wird zeigen, daf} jede injektive natiirliche Transformation sogar in allen
Injektionen kartesisch ist. Es folgt, dafl Unterfunktoren schon durch ihre Werte
auf “groflen” Mengen eindeutig bestimmt sind. Besonders intuitiv 148t sich das fiir

einen Unterfunktor F' eines Funktors G formulieren, wenn G standard ist. Denn in
diesem Fall gilt

GU =FUNGA

fiir alle Mengen () # U C A, insbesondere folgt aus FA = GA fiir eine Menge A
schon, dal F' und G auch auf allen nichtleeren Teilmengen von A iibereinstimmen.

3. F-Homomorphismen

Viele wichtige Eigenschaften von Abbildungen lassen sich auch fir F-
Homomorphismen beweisen.

LeMMA 3.13 ([Rut00b)). Ein Homomorphismus ist genau dann ein Isomor-
phismus, wenn er bijektiv ist. Ist ¢ : A — C ein Homomorphismus, B eine
Coalgebra und sind f : A — B und g : B — C Abbildungen mit p = go f,

@

N A

B

A

C

dann gilt:
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1. Ist f ein surjektiver Homomorphismus, so ist g ein Homomorphismus.
2. Ist g ein injektiver Homomorphismus, so ist f ein Homomorphismus.

Es folgt, dafl die aus Set bekannten Diagrammlemmata auch in Sety gelten:

LeMMA 3.14 (1. Diagrammlemma, [Gum99)]). Ist ¢ : A — B ein surjektiver
Homomorphismus, ¢ : A — C ein Homomorphismus, dann gibt es genau dann
einen Homomorphismus x : B — C mit x o p = ¢, wenn Kerp C Kert gilt. In
diesem Fall ist x eindeutig bestimmit.

Ai»[‘g

X
NV

C

LeEmMA 3.15 (2. Diagrammlemma, [Gum99)]). Ist ¢ : B — A ein injektiver
Homomorphismus, ¢ : C — A ein Homomorphismus, dann gibt es genau dann
einen Homomorphismus x : C — B mit ¢ o x = ¢, wenn ¥[C] C ¢[B] gilt. In
diesem Fall ist x eindeutig bestimmt.

A<¢—)B

A
IX
N
C
Jeder Homomorphismus faktorisiert eindeutig durch sein Bild, genauer:

SATZ 3.16 ([Gum99)). Es gibt fir jedlen Homomorphismus ¢ : A — B genau
eine Coalgebrenstruktur auf o[A], so dafi ¢’ : A = ¢[A], a — p(a), und C: p[A] —
B, Homomorphismen sind. Die so entstehende Coalgebra p[A] heifit das Bild von
A (unter ).

A*LP>B

e[A]

BEMERKUNG 3.17. Aus den Diagramm-Lemmata folgt die Eindeutigkeit der
Faktorisierung eines Homomorphismus in einen surjektiven und einen injektiven
Homomorphismus bis auf einen vermittelnden Isomorphismus. Das bedeutet nicht,
daB jeder Homomorphismus (bis auf Isomorphie) eindeutig epi-mono-faktorisierbar
ist - dazu miiffiten wir nimlich wissen, daf3 epis in Setp genau die surjektiven
Homomorphismen sind (was richtig ist, wie wir in Satz 3.46 sehen werden), und dafl
monos genau die injektiven Homomorphismen sind - wofiir wir in Beispiel 3.48 ein
Gegenbeispiel sehen werden. Wir werden allerdings beweisen konnen (Behauptung
4.57), daf} die injektiven Homomorphismen genau die reguliren monos sind. Damit
folgt dann: Jeder Homomorphismus 148t sich (bis auf Isomorphie) eindeutig in einen
epi und einen reguldren mono faktorisieren.

Wir werden oft vor die Aufgabe gestellt sein, fiir eine Abbildung f : A —» B
Coalgebrenstrukturen auf A und B zu finden, fiir die f ein F-Homomorphismus
ist. Dabei werden konstante Coalgebrenstrukturen eine wichtige Rolle spielen. Wir
definieren:

DEFINITION 3.18. Ist A eine Menge und u € F'A, so bezeichnen wir mit o die
konstante Coalgebrenstruktur auf A mit Wert u, d.h.

oy :=Xau:A— FA

Wir setzen weiter A" := (4, Y).
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Der Beweis des folgenden Satzes ist offensichtlich:

SaTz 3.19. Sei f : A — B eine Abbildung zwischen den nichtleeren Mengen
A,B. Dann sind fir je zwei Elemente u € FA, v € FB folgende Aussagen
dquivalent

e (Ffliu=w.

o f ist ein Homomorphismus A* — BY.

Ein erstes Beispiel fiir die Niitzlichkeit dieser konstanten Coalgebrenstrukturen
findet sich im Beweis von Satz 3.59.

4. k-Simulationen

Der Begriff der Bisimulation, der aus der Theorie der Transitionssysteme
stammt, ist einer der wichtigsten in der Coalgebra ([Rut00b]). Die intendierte
Semantik ist: Zwei Elemente einer Coalgebra sind bisimilar, d.h. durch eine Bi-
simulation verbunden, wenn sie “ununterscheidbar” sind!. Wir definieren etwas
allgemeiner:

DEFINITION 3.20 (k-Simulation, [Gum99]). Seien k > 0 eine Kardinalzahl,
(A;)iex eine Familie von Coalgebren. Eine x-stellige Relation R C HiEn A; heifit -
Simulation (zwischen den A;), wenn auf R eine Coalgebrenstruktur ag : R — FR
existiert, die alle Projektionen w; : (R,ar) — A;, i € k, zu Homomorphismen
macht.

UE

R Ay
I
QR | \Lai
Y
FR—— F4;

F(mi)

Jedes solche ag wird k-Simulationsstruktur (auf R) genannt.

Ist (A);e, eine konstante Familie, so spricht man von einer x-Simmulation auf
A. Im Fall kK = 2 redet man von einer Bisimulation, und eine Bisimulation, die
gleichzeitig eine Aquivalenzrelation ist, nennt man Bisimulationsiquivalenz.

Der folgende Satz fafit grundlegende Aussagen iiber k-Simulationen zusammen:

SaTz 3.21 ([Gum99, Rut00b]). Seien A, B Coalgebren, x eine Kardinalzahl,
(Ai)iex eine Familie von Coalgebren. Dann gilt:

(1) Eine Abbildung ist f : A — B genau dann ein Homomorphismus, wenn Gr f,
der Graph von f, eine Bisimulation zwischen A und B ist (daher nennt man
Coalgebrenhomomorphismen auch funktionale Bisimulationen ).

(2) Ist R eine Coalgebra und (p; : R — A;)iex eine Familie von Homomor-
phismen, so ist (p;)icx[R] = {(viri)iex | (ri)iecx € R} eine k-Simulation
zwischen den A;, die kanonische k-Simulation der Familie (¢;)ic-

(3) Beliebige Vereinigungen von k-Simulationen zwischen den A; sind wieder
k-Simulationen. Da die leere Menge immer eine xk-Simulation ist, gibt es
eine grofite k-Simulation ~, zwischen den A;.

(4) FEine Familie (a; € A;)icr ist genau dann Element von ~,, wenn eine Coal-
gebra C, eine Familie (p; : C = A;)icx von Homomorphismen und ein ¢ € C
existieren mit a; = @;(c) fir alle i € k.

Hiufig wird Bisimilaritit auch als Verhaltensgleichheit interpretiert. Da dieser Begriff aber
sprachlich nahelegt, dafl Bisimilaritdt eine Aquivalenzrelation ist, was nicht immer der Fall ist,
bevorzugen wir den Begriff der Ununterscheidbarkeit.



34 3. GRUNDBEGRIFFE DER COALGEBRA
(5) Fir jede Teilmenge R C [[;.; Ai gibt es eine grofte k-Simulation (R, die
in R enthalten ist, die von R coerzeugte k-Simulation:
[R], = U{Q | Q@ CR,Q ist eine k — Simulation}.

Wenn keine Verwechslungen auftreten kénnen, schreiben wir [R) statt [R);.
(6) Die k-Simulationen zwischen den A; bilden einen vollstindigen Verband. Ist
(Rj)jes eine Familie von k-Simulationen zwischen den A;, so gilt

\/RJ': URJ'7 /\Rj:[ﬂRj]n-

=Y =Y = =
(7) Fiir jede Bisimulation R C A x B zwischen A und B ist die umgekehrte
Relation R~ := {(b,a) | (a,b) € R} eine Bisimulation zwischen B und

A, und da die Diagonale auf jeder Coalgebra eine Bisimulation ist, ist die
grofste Bisimulation auf einer Coalgebra reflexiv und symmetrisch.

DEFINITION 3.22. Die Familien (a; € A;);cx, die von der grofiten x-Simulation
~, zwischen den A; in Relation gesetzt werden, heiflen k-similar. Im Falle k = 2
redet man von bisimilaren Paaren. Eine x-Simulation, bei der alle Projektionen
surjektiv sind, nennt man total. Gibt es fiir eine Familie (A4;);c, eine totale k-
Simulation, so nennt man die Familie k-similar.

Fiir Transitionssysteme und Automaten erhilt man die schon in Kapitel 2 be-
sprochenen Bisimulationsbegriffe, wie man leicht nachrechnet.

Die k-Simulationsstruktur auf einer xk-Simulation R muf} nicht eindeutig sein.
In Satz 4.23 wird diese Frage ndher untersucht.

Man kann die von einer k-stelligen Relation R coerzeugte x-Simulation [R],
analog zur Nerode-Kongruenz auf einem Automaten berechnen, indem man mit
der Relation R beginnt und nach und nach die Tupel entfernt, die nicht in Relation
stehen konnen:

DEFINITION 3.23 ([Gum]). Sei k > 0 eine Kardinalzahl, (A;);e) eine Familie
von Coalgebren, R C [],., A; eine x-stellige Relation. Dann definiert man eine
durch Ordinalzahlen indizierte fallende Folge (R))acora von Relationen zwischen
den A; wie folgt:

R() =R
Ryt1:={(a;)iex € Ry | v € F(R)).Vi < k.(Fm;)v = oa;}
Ry = ﬂ R, fiir Limeszahlen A
<A

Wir nennen die Folge (Rx)xeord die Coerzeugungs-Sequenz von R. Ist R =[], Ai,
also [R]x =~y, so nennen wir Ry auch die Relation der \-k-Similaritit und
(Rx)xeora die k-Sequencz.

Mit diesen Notationen gilt:

SATZ 3.24. 1. Fiir eine Ordinalzahl X gilt genau dann Ry = Ryy1, wenn
Ry eine k-Simulation ist. In diesem Fall gilt Ry = Ry fiir jede Ordinalzahl
A >

2. Fiir alle Ordinalzahlen X\ gilt [R], € Ry C R, und es gibt eine Ordinal-
zahl Ao mit [R], = Ry,. Wir sagen dann, daff (Rx)rcora in Ao Schritten
konvergiert.

BEWEIS. Wenn Ry = Ry fiir eine Ordinalzahl A gilt, so ist Ry sicherlich eine
k-Simulation. Umgekehrt gilt: Wenn wir fiir ein A bewiesen haben, da8§ [R], C Ry
gilt, so gilt auch [R], C Rx+1, denn fiir jede Familie (a;);<x € [R]s gibt es ein
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w € F([R]y), das (Fm;)(ai)i<kx = a;a; fiir alle i < & erfiillt. Setzt man dann w' :=

F(g[’}ax)w € F(Ry), so gilt (Fm)w' = aua; fir alle i < k, also (a;)i<x € Rxt1-
Da8B eine Ordinalzahl Ao mit [R], = R\, existiert, folgt daraus, daf jede Menge

nur eine Menge von Teilmengen besitzt. |

In Kapitel 5 werden wir untersuchen, wie schnell die k-Sequenz konvergiert. Die hier
gemachte Definition ist eine Verallgemeinerung der von James Worrell in [Wor99a]
gegebenen.

5. Untercoalgebren und Nachfolgermengen

DEFINITION 3.25 ([Rut00b, Gum99]). Sei A eine Coalgebra. Eine Teilmenge
U C A ist abgeschlossen, wenn eine Coalgebrenstruktur ay auf U existiert, die die
Einbettung C#: (U, ay) < A zum Homomorphismus macht. U = (U, o) ist dann
eine Untercoalgebra von A, und wir schreiben ¢ < A.

cA
=U
U—— 4
I
ay | QA

\
FU“—=FA
F(CH)

Abgeschlossene Mengen sind also nichts anderes als 1-Simulationen. Die Coal-
gebrenstruktur ayy : U — FU, die eine abgeschlossene Menge zur Untercoalge-
bra macht, ist eindeutig bestimmt, so dal wir im folgenden abgeschlossene Men-
gen und Untercoalgebren identifizieren. Aus Satz 3.21.(1) folgt, daB fiir eine
Coalgebra A eine Teilmenge U C A genau dann eine Untercoalgebra ist, wenn
Ay = {(u,u) € A x A|u € U} eine Bisimulation auf A ist.

Beispiel 3.26 (Transitionssysteme): Ist A eine P-Coalgebra, so ist eine Teilmenge U C A
genau dann eine Untercoalgebra, wenn sie gegen ausgehende Transitionen abgeschlossen
ist, d.h., wenn fiir jedes v € U und jedes a € A aus v —4 a folgt, dafl a € U ist.

Beispiel 3.27 (Automaten): Sind C und M Mengen und ist A eine C x (—)*-Coalgebra,
so ist eine Teilmenge U C A genau dann eine Untercoalgebra, wenn sie gegen ausgehende
Transitionen abgeschlossen ist, d.h., wenn fiir jedes v € U und jedes m € M auch §(u, m) €
U ist.

Man kann die Eigenschaft, daf} eine Teilmenge abgeschlossen ist, elementweise
ausdriicken:

LeEMMA 3.28 ([Gum99]). Sei A eine Coalgebra. Dann ist U C A genau dann
abgeschlossen, wenn a u € F(C#)[FU] fir jedes u € U gilt.

Ist F standard, so bedeutet die Bedingung des Lemmas
u €U = ayu e FU.

Fiir eine P-Coalgebra A ist eine Teilmenge U C A also genau dann abgeschlossen,
wenn aqu C U fiir jedes u € U gilt, anders gesagt, wenn U mit dem Zustand u
auch alle Nachfolger von u enthélt. Motiviert von diesem Beispiel definieren wir:

DEFINITION 3.29. Seien A € Set, u € FA. Der F-Filter von (A,u) ist die
Menge

F(A,u) :={U C A|ue F(CH)[FUL}.

Ist (A,a4) € Setp eine Coalgebra und a € A ein Zustand, so heit U C A Nach-
folgermenge von a, wenn U € F(A4,aqa) gilt.



36 3. GRUNDBEGRIFFE DER COALGEBRA

In [Trn71a] wird ebenfalls F(A,u) definiert, dort werden allerdings nur die
(A, u) betrachtet, fiir die F(A4,u) # P(A) gilt.

Offensichtlich gilt fiir jede Menge A und jedes u € F A, dafl §(4, u)U{0} gerade
die Menge der Untercoalgebren der konstanten Coalgebra 4% (s. Definition 3.18)
ist.

SATZ 3.30. Fiir jedes A € Set und jedes u € FA ist §(A,u) ein Filter (wobei
der triviale Filter P(A) zugelassen ist).

BEWEIS. §(A,u) ist offensichtlich gegen Obermengen abgeschlossen. §(A,u)
ist gegen endliche Schnitte abgeschlossen, da F' endliche Schnitte erhélt. O

Mit dem Begriff der Nachfolgermenge 148t sich Lemma 3.28 so umformulieren:

Sarz 3.31. Seien A = (A,a4) € Setp eine Coalgebra, U C A eine Teilmenge.
Dann ist U genau dann eine Untercoalgebra, wenn U Nachfolgermenge jedes u € U
15t.

Da Untercoalgebren 1-Simulationen sind, sind sie gegen Vereinigungen abge-
schlossen. Es gilt aber auch:

Sartz 3.32. Sind U,V zwei Untercoalgebren der Coalgebra A, dann ist auch
UNYV eine Untercoalgebra von A. Also bilden die Untercoalgebren einer Coalgebra
A eine Topologie auf A.

BEWwEIS. Das folgt sofort aus den Sétzen 3.30 und 3.31. O

6. Kongruenzen

In [AMS89] wurde der Begriff der Kongruenz auf einer Coalgebra eingefiihrt.
Spiter ([Rut00b]) wurde dieser Begriff von dem der Bisimulationsiquivalenz ver-
dréingt. Im Kontext von [Rut00b] stimmen diese Begriffe {iberein, da in [Rut00b]
nur Funktoren betrachtet werden, die schwache Pullbacks erhalten. Im Zuge der
Untersuchung allgemeinerer Funktoren wurden Kongruenzen in [GS01d] wieder
néher untersucht.

DEFINITION 3.33 (homomorphes Bild, Kongruenz). Eine Coalgebra B ist ho-
momorphes Bild der Coalgebra A, wenn ein surjektiver Homomorphismus ¢ : A —
B existiert. Eine Aquivalenzrelation R C A x A ist eine Kongruenz auf A, wenn
R der Kern eines Homomorphismus mit Definitionsbereich A ist. Die Menge aller
Kongruenzen auf A wird mit Con(A) bezeichnet. Eine Relation R C A x A heif}t
Prikongruenz, wenn die von R erzeugte Aquivalenzrelation Eq(R) eine Kongruenz
ist.

LEMMA 3.34 ([Gum99)). Fiir eine Coalgebra A und eine Aquivalenzrelation
R auf A sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. R ist eine Kongruenz auf A.

2. Es gibt (genau) eine Coalgebrenstruktur ar auf A/R, fir die die kanonische
Projektion mg : A — (A/R,ar) ein Homomorphismus ist.

3. Es gilt R C Ker(F(mg) o aa).

A—2> A/R
|
QA | ¥R
\
FA—= F(A/R)

A/R, versehen mit der kanonischen Transitionsstruktur des Lemmas, bezeich-
nen wir mit A/R, die Transitionsstruktur mit ar. Wir nennen A/R einen Faktor
von A und bezeichnen den Projektionshomomorphismus mit 7g : A — A/R.
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Beispiel 3.35: Auf jeder Coalgebra A ist die Diagonale A die kleinste Kongruenz.
Beispiel 3.36: Auf einer konstanten Coalgebra (s. Definition 3.18) ist jede Aquivalenz-
relation eine Kongruenz.
Beispiel 3.37 (Transitionssysteme): Eine Aquivalenzrelation R auf einer P-Coalgebra A
ist genau dann eine Kongruenz, wenn es fiir alle (a1,a2) € R und jeden Nachfolger a}
von a; ein a5 € A mit ax — a5 und (a},ab) € R gibt. - In diesem Fall gibt es, da
R symmetrisch ist, auch fiir jeden Nachfolger a) von a» einen Nachfolger a} von a; mit
(a},a1) € R.
Beispiel 3.38 (Automaten): Seien C' und M Mengen. Eine Aquivalenzrelation R auf ei-
ner C' x (—)™-Coalgebra A = (A,84,04) ist genau dann eine Kongruenz, wenn fiir alle
(al, ag) €ER gilt:

e 04(a1) = oa(az) und

o fiir jedes m € M gilt (da(a1,m),04(az,m)) € R.

Fiir Transitionssysteme und Automaten stimmen also die Begriffe von Kongru-
enz und Bisimulationsdquivalenz tiberein. In Behauptung 3.44 und Hauptsatz 4.61
werden wir die Funktoren charakterisieren, fiir deren Coalgebren dies der Fall ist.
Zunichst aber einige Aussagen iiber Kongruenzen. Lemma 3.14 zeigt:

LeEMMA 3.39 ([Gum99)). Sind R, Q Kongruenzen auf der Coalgebra A, so gilt
genau dann R C Q, wenn es (genau) einen Homomorphismus tg/q : A/R — A/Q
mit T/ o mTr = 7 gibt. In diesem Fall ist mg;q surjektiv.

A—5% A/R
!
x I TR/Q
¢ v
AlQ
SaTz 3.40 (Homomorphiesatz [Gum99]). Fir jeden Homomorphismus ¢
A — B ist A/ Ker g isomorph zu ¢[A].

A—"—=B
ﬂ'Kertpi J\<
A/ Kerp = - o[ A]

Insbesondere ist jedes homomorphe Bild von A isomorph zu einem Faktor von A.

Kongruenzen lassen sich auf Untercoalgebren einschrianken und von Untercoal-
gebren fortsetzen:

BEHAUPTUNG 3.41. Fiir jede Kongruenz R auf A und jede Untercoalgebra U
von A ist RN (U x U) eine Kongruenz auf U. Ist umgekehrt R eine Kongruenz auf
U, so ist RU A4 eine Kongruenz auf A.

BEWEIS. Der erste Teil folgt sofort daraus, da$ RN (U x U) = Ker(rgo Cf)
gilt. Zum Beweis des zweiten Teils mufl man nur folgenden Pushout (in Set oder
in Setr) betrachten:

A—2 A/R

UHWR)U/R

Man sieht leicht, dafl R' = RU A 4 gilt, wenn man beachtet, dafl in Set (und nach
Satz 3.1 auch in Sety) Pushouts von injektiven Abbildungen injektiv und Pushouts
von surjektiven Abbildungen surjektiv sind (s. z.B. [Lan71]). O
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Die Kongruenzen auf einer Coalgebra bilden einen vollsténdigen Verband:

BEHAUPTUNG 3.42 ([Gum99]). Fir jede reflexive Relation R C A x A auf A
gibt es eine grifite Kongruenz auf A, die in R enthalten ist. Die Menge Con(A)
aller Kongruenzen auf A, geordnet durch die mengentheoretische Inklusion, ist ein
vollstindiger Verband, wobei fiir eine Familie (R;);cr von Kongruenzen auf A

\/ R; = Eq(| J Ry),
iel iel
gilt. Also gibt es eine grifste Kongruenz auf A, die wir mit V 4 bezeichnen.

Wir betrachten noch den Fall, dafl A eine Coalgebra eines Produktes mehrerer
Funktoren ist:

SATZ 3.43. Sei (F;)ic; eine Familie von Funktoren, A = (A aa
A — [l FiA) eine Coalgebra des Produktfunktors [[,c; Fi Dann ist eine
Aquivalenzrelation R C A x A genau dann eine ([L;ier Fi)-Kongruenz, wenn sie
fiir jedes i € I eine F;-Kongruenz auf der Coalgebra (A, q; := m;0oa4 : A — FA;)
ist, wobei m; : HiEI F;A — F; A die kanonische Projektion ist.

BEWEIS. Daf R eine [[,.; F;-Kongruenz ist, ist dquivalent dazu, dafl wir das

il
Diagramm
A e A/R
\
aAl I
Y
Hiel FA; Micy Fi(nr) Hiel Fi(A/R)

kommutativ ergdnzen konnen. Dies ist aber iiber die universelle Eigenschaft des
Produktes in der Kategorie Set dquivalent dazu, dal wir fiir jedes ¢ das Diagramm

A—" > A/R
|
(67} |
\
F;A T(;R)Fi(A/R)

kommutativ erginzen konnen, also dazu, dal R fiir jedes i eine F;-Kongruenz auf
(A, a;) ist. O

Ein erster Zusammenhang zwischen Bisimulationen und Kongruenzen ist:

BEHAUPTUNG 3.44 ([AMS89]). Jede Bisimulation auf einer Coalgebra ist eine
Prikongruenz. Insbesondere ist jede Bisimulationsiquivalenz auf einer Coalgebra
eine Kongruenz.

BEWEIs. Wir fithren einen etwas einfacheren Beweis als den in [AM89] ange-
gebenen: Sei R eine Bisimulation auf einer Coalgebra 4. Dann sind die kanonischen
Projektionen 7y, 7o : R — A bzgl. einer geeigneten Coalgebrenstruktur auf R Ho-
momorphismen. Der Coequalizer von 71, s ist gerade der Faktor von A nach der
von R erzeugten Aquivalenzrelation Eq(R), was zeigt, daB Eq(R) eine Kongruenz,
folglich R eine Prikongruenz ist.

m

R =AY A/Eq(R)

T2

O

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, wie man an folgendem “klassischen” Bei-
spiel aus [AM89] (s. auch [GS01d]) sieht:
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Beispiel 3.45: Wir betrachten den Funktor (—)3 aus Beispiel 3.3. Die (—)3-Coalgebra A
habe die Grundmenge A := {a,b} und die Transitionsstruktur aaa := (a,a,b), asb :=
(a,b,b). Dann ist A x A eine Kongruenz auf A, aber keine Bisimulation. Es gilt sogar:
Die grofite Bisimulation auf A ist A 4.

7. Epis und monos in Setp

Wihrend in Set die epis genau die surjektiven Abbildungen und die monos
genau die injektiven Abbildungen sind, ist die Sache in Sety nicht so einfach. Es
gilt:

SATZ 3.46 ([RutO0b)). Fir jeden Homomorphismus ¢ : A — B gilt:

o ¢ ist genau dann epi in Setp, wenn p surjektiv ist.
e ¢ ist mono in Setp, wenn ¢ injektiv ist.

Homomorphismen, die mono sind, lassen sich wie folgt charakterisieren:

SATz 3.47 ([GS01d]). Ein Homomorphismus ¢ : A — B ist genau dann mono,
wenn [Kerpls = Ay gilt, wenn also die von Kery coerzeugte Bisimulation die
Diagonale ist.

BEWEIS. Sei ¢ : A — B mono und seien 7y, ms : [Ker ¢]s — A die kanonischen
Projektionen. Es gilt ¢ o m = ¢ o ma, also nach Voraussetzung m; = w2, was
[Ker ¢]o = Ay zeigt.

Umgekehrt sei [Ker ¢]o = A4 und seien 9,42 : C — A Homomorphismen mit
pohy = pothy. Dann ist nach Satz 3.21.(2) die Menge (11, ¢2)[C] eine Bisimulation
auf A, und es gilt (¢1,12)[C] C [Kerpla = A4, was 101 = 1)y zeigt, also nachweist,
da ¢ mono ist.

=
¢1T P2
C

@

B

[Ker ¢l

O

Beispiel 3.48 ([GS00]): Der Funktor (—)3 liefert ein Beispiel fiir einen nicht injektiven
mono. Mit den Notationen von Beispiel 3.45 gilt: Ist # : A — A/Va der eindeutige
Homomorphismus, so ist 7 mono, aber offensichtlich nicht injektiv.

Wir werden die Fragestellung, wann jeder mono in Setp injektiv ist, in Ab-
schnitt 4.9 noch einmal aufgreifen.

8. Einfache und extensionale Coalgebren

Wir haben in Kapitel 2 gesehen, dafl Automaten und Transitionssysteme, auf
denen die grofite Bisimulation die Diagonale ist, coinduktive Beweise erlauben.

DEFINITION 3.49 ([GS01d]). Eine Coalgebra A heifit
einfach: wenn Con(A) = {A4} gilt;
extensional: wenn A 4 die gréfite Bisimulation auf A ist.

KOROLLAR 3.50 ([Gum99]). Jede einfache Coalgebra ist extensional. Fiir jede
Coalgebra A ist A/V 4, die Faktorisierung von A nach der grofsten Kongruenz V 4
auf A, einfach.

Rutten ([Rut00b]) nennt eine Coalgebra A einfach, wenn A4 die grofite Bi-
simulation auf A ist, d.h., wenn sie in unserem Sinne extensional ist. In dem von
Rutten betrachteten Rahmen stimmen die beiden Begriffe tiberein, da er sich nur fiir
Funktoren F' interessiert, die schwache Pullbacks erhalten (s. Abschnitt 4.10). Die
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hier gewihlte Begrifflichkeit hat den Vorzug, daf} sie klarer zum Ausdruck bringt,
daf} extensionale Coalgebren folgendes Extensionalititsprinzip erfiillen:

T~Y=>T=1.

Wenn man Bisimilaritit als Ununterscheidbarkeit unter Observationen versteht,
kann man das Extensionalitéitsprinzip wie folgt formulieren: Zwei Elemente, die
sich nicht unterscheiden lassen, sind gleich. Man erhilt noch folgende Charakteri-
sierungen:

LEMMA 3.51. Flir jede Coalgebra A sind folgende Aussagen dquivalent:

o A ist extensional.
e Jeder Homomorphismus mit Definitionsbereich A ist mono.
o Fiir jede Coalgebra B gibt es hichstens einen Homomorphismus B — A.

Weiterhin sind fiir A folgende Aussagen dquivalent:

o A ist einfach.
e Jeder Homomorphismus mit Definitionsbereich A ist injektiv.

BEWEIS. Die ersten drei Aquivalenzen stammen aus [Gum99], fiir den zweiten
Teil mul man nur bemerken, dafl die Kongruenzen auf A genau die Kerne von
Homomorphismen mit Definitionsbereich A sind und ein Homomorphismus genau
dann injektiv ist, wenn sein Kern die Diagonale ist. [l

9. Terminale und cofreie Coalgebren

DEFINITION 3.52. Eine terminale (oder finale) F-Coalgebra ist ein terminales
Objekt von Setp, also eine F-Coalgebra T, fiir die fiir jede F-Coalgebra A € Setr
genau ein F-Homomorphismus !4 : A — 7 existiert. Eine schwach terminale
Coalgebra ist eine Coalgebra S, fiir die fiir jede Coalgebra A € Setr mindestens
ein Homomorphismus A4 — S existiert.

Sei C' eine Menge. Eine cofreie F'-Coalgebra iiber der Farbmenge C' ist ein
Paar ((%(C),ac),ec), bestehend aus einer F-Coalgebra (T(C), a¢) und einer Ab-
bildung e¢ : ¥(C) — C, das folgende universelle Eigenschaft erfiillt: Fiir jede
F-Coalgebra A und jede Abbildung (Féirbung) ¢ : A — C gibt es genau einen
F-Homomorphismus ¢ : A — T(C) mit ec o ¢ = .

C

ok
ec

AT~ ~T(0)

Wenn in Setp fiir jede Farbmenge C eine cofreie Coalgebra iiber C' existiert, nennen
wir F' - J. Addmek und H. Porst ([APO01]) folgend - einen Covarietor.

Die Definition des Homomorphismus ¢ : A — T(C') aus der Abbildung ¢ : A —
C' nennt man auch coinduktive oder corekursive oder coiterative Definition. In
Kapitel 2 haben wir schon eine Anwendung dieses Prinzips gesehen, man vergleiche
die Arbeiten von Rutten [Rut00b, Rut00a] bzw. Rutten und Jacobs [JR97] fiir
weitergehende Anwendungen von Coinduktion.

((%(C),ac),ec) ist genau dann eine cofreie F-Coalgebra, wenn
(%(C), (ec, ac)) eine terminale C x F-Coalgebra ist. Weiterhin gilt:
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BEHAUPTUNG 3.53 ([GSO01a]). Ist S € Setp schwach terminal, so ist S/Vs
terminal. Also ezistiert in Setp genau dann eine schwach terminale Coalgebra,
wenn eine terminale Coalgebra existiert, und eine Coalgebra ist genau dann schwach
terminal, wenn sie Retrakt der terminalen Coalgebra ist.

Ein Beispiel fiir eine terminale Coalgebra ist der terminale Automat aus
Kapitel 2:
Beispiel 3.54 ([Rut00b, GSO01la]): Seien C, M nicht-leere Mengen. Dann ist fiir den
Funktor C' x (=)™ eine terminale Coalgebra wie folgt gegeben: Die Grundmenge ist
die Menge CM*, wobei M* die Menge der endlichen Folgen iiber M ist. Die Transitions-
struktur ist gegeben durch

ac: CM 5 O x (C’M*)M7 o = (p(€), Am.Aw.p(m - w)),
wobei € die leere Folge bezeichnet und m - w die Konkatenation des Zeichens m mit der

endlichen Folge w. In Automatenschreibweise bedeutet das (mit den Notationen aus
Beispiel 3.2): Die Ausgabefunktion des terminalen Automaten ist

oo : CM = Cp - p(e),
die Transitionsfunktion ist
s CM x M — M, dc(p, m)(w) := p(m - w).

Fiir eine C' x (—)™-Coalgebra A = (A,a4) = (A,04,04) ist der eindeutige C' x (—)™-
Homomorphismus !4 : A — CM" gegeben durch

La(a)(w) = 0404 (a,w)).

Eine wichtige Eigenschaft der terminalen Coalgebra beschreibt folgender Satz:

SaTz 3.55 ([Gum99]). Wenn eine terminale Coalgebra S existiert, so gibt es
fiir jede Coalgebra A und jedes a € A genau ein Element in S, das zu a bisimilar
ist. Weiterhin ist eine Coalgebra genau dann einfach, wenn sie isomorph zu einer
Untercoalgebra von S ist.

Dieser Satz impliziert nicht, dafl zwei Zustinde einer F-Coalgebra 4 genau
dann bisimilar sind, wenn sie vom eindeutigen Homomorphismus !4 : A — S
auf dasselbe Element abgebildet werden, denn um dies zu beweisen, miifite man
wissen, dafl Bisimilaritéit eine transitive Relation ist, was nicht richtig sein muf}
(genauer werden wir dies in Kapitel 4 untersuchen). Der Kern von ! 4 ist die grofite
Kongruenz V 4 auf A, und diese mufl nicht mit der gréfiten Bisimulation ~ 4 auf
A {ibereinstimmen.

Eine Moglichkeit, nachzuweisen, daf fiir einen Funktor F' keine terminale Coal-
gebra existiert, ergibt sich aus folgender Aussage:

Satz 3.56 ([Lam68]). Ist T = (T,ar) eine terminale Coalgebra, so ist ar :
T — FT bijektiv, d.h., die Zustandsmenge der terminalen Coalgebra ist ein Fiz-
punkt von F.

Beispiel 3.57: Der Potenzmengenfunktor P hat keinen Fixpunkt, also gibt es kein termi-
nales Transitionssystem.

Satz 3.56 lafit sich nicht umkehren, es gibt Funktoren, die einen Fixpunkt
besitzen, aber keine terminale Coalgebra, wie in [AK95] bewiesen wurde. Das steht
im Gegensatz zur Situation bei initialen Algebren, denn fiir jeden Set-Endofunktor
F gilt (Adamek und Koubek [AK79]): Wenn F Injektionen erhélt (was man immer
annehmen kann), dann gibt es genau dann eine initiale F-Algebra, wenn F' einen
Fixpunkt hat.

Die Bildung cofreier Coalgebren ist funktoriell: Ist F' ein Covarietor, so erhilt
man einen Funktor ¥ : Set — Setp, der jeder Menge C' die cofreie F-Coalgebra
%(C) iiber der Farbmenge C zuordnet, jeder Abbildung f : A — B den eindeutigen
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F-Homomorphismus T(f) : ¥(4) — ¥(B), der folgendes Diagramm kommutieren
laBt:

_J .5

NS

T(4) - T(B)

Dieser Funktor ¥ ist rechtsadjungiert zum Vergififunktor U : Setp — Set, erist das
Bindeglied zwischen der Theorie der Coalgebren und den aus der Kategorientheorie
bekannten Comonaden (s. z.B. [AHS90]): Wir erhalten nidmlich einen neuen Set-
Endofunktor T := U o ¥ : Set — Set, eine natiirliche Transformation ¢ = (e¢ :
TC = C)oeset : T 2 7 und eine weitere natiirliche Transformation v : T — T o T,
indem wir fiir jede Menge A

va i=idga) : T(A) - T(T(A))

setzen. Damit ist (T,¢,v) eine Comonade, und es ist leicht zu sehen, dafl die
Eilenberg-Moore-Kategorie von 1" isomorph zu Setp ist.

10. Natiirliche Transformationen

Jede Transformation (s. Definition 3.11) v : F — G induziert eine Objekt-
Abbildung v o (—) von Setp in Setq, die jeder F-Coalgebra A die G-Coalgebra
v(A) := (A,v4 o ay) zuordnet. Ist v natiirlich, so gilt sogar:

SaTz 3.58 ([Rut00b)). Jede natiirliche Transformation v : F > G induziert
einen Funktor v o (=) : Setp — Setg, der jede F-Coalgebra (A,aa) auf die G-
Coalgebra (A,vs0a,) abbildet und auf F-Homomorphismen die Identitit ist. Die-
ser Funktor vo (=) : Setp — Setg erhdlt alle Colimites.

Eine natiirliche Transformation v : F = G bietet also die Mdoglichkeit, die
Kategorien Setr und Setq zu vergleichen. Ist F' ein Unterfunktor von G, dann ist
jeder G-Homomorphismus zwischen zwei transformierten F-Coalgebren schon ein
F-Homomorphismus, genauer:

SATZ 3.59. Sei v : F > G eine natiirliche Transformation, B # 0 eine nicht-
leere Menge. Dann sind fiir jede F-Coalgebra B folgende Aussagen dquivalent:
1. vg : FB — GB ist injektiv.
2. Fir jede F-Coalgebra A ist jeder G-Homomorphismus ¢ : (A,va 0 ay) —
(B,vp oag) auch ein F-Homomorphismus ¢ : A — B.
3. Sind ap und o'y zwei F-Coalgebrenstrukturen euf B, fir die idg : (B,vp o
ap) = (B,vp o alg) ein G-Homomorphismus ist, so gilt ap = a'p.

BEWEIS. (1)=(2): Seien vp injektiv, f : (A,va 0o as) = (B,vp o ap) ein
G-Homomorphismus. Dann kommutieren im Diagramm

4—2 - B

GAW)GB

das duere Rechteck und das untere Quadrat. Aus der Injektivitit von v folgt die
Kommutativitdt des oberen Quadrates.
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(2)=(3) ist offensichtlich. (3)=-(1): Seien w,u’ € FB mit vp(u) = vp(u')
gegeben. Dann betrachten wir die konstanten F-Coalgebren (B, a%) und (B, al)
(s. Definition 3.18). Es gilt vp o a% = vg o ', folglich ist

idp : (B,vgoap™) = (B,vgoag®)

ein G-Homomorphismus. Nach Voraussetzung ist dann idp : (B,ag® ) — (B, ag®)
ein F-Homomorphismus. Satz 3.19 zeigt F(idp)u = v/, also u = u'. O

Kongruenzen sind kompatibel mit Unterfunktoren, genauer:

Satz 3.60. Sei F' ein Unterfunktor von G. Dann gilt fir jede F-Coalgebra
(A,aa) € Setp: Fine Aquivalenzrelation R C A x A auf A ist genau dann eine
F-Kongruenz auf (A,a ), wenn sie eine G-Kongruenz auf (A, C¢4 oay) ist.

BeEweEIs. Dafl R eine F-Kongruenz ist, ist nach Lemma 3.34 &dquivalent zu R C
Ker(Fmr o aa), wobei mg : A — A/R die kanonische Projektion ist. Das ist aber
wegen Ker(G(mg)o C%4) = Ker F(rg) dquivalent zu R C Ker((Grgr)o CF4 oaa),
also dazu, da} R eine G-Kongruenz ist. O

In Beispiel 3.45 haben wir gesehen, dafl eine entsprechende Aussage fiir Bisimu-
lationen nicht gilt. Dort haben wir eine (—)3-Coalgebra A angegeben, auf der
die grofte Bisimulation die Diagonale A, ist. Uber die offensichtliche injektive
natiirliche Transformation v : (=)3 3 (—)? erhalten wir aus A eine (—)3-Coalgebra

v(A), auf der die grofite Bisimulation die Allrelation A x A ist.

11. Bemerkungen und Literatur

Der fiir die gesamte Coalgebra grundlegende Artikel ist [Rut00b], wo eine
Theorie der Coalgebren fiir Set-Funktoren, die schwache Pullbacks erhalten, ent-
wickelt wird. Es gab allerdings Vorldufer: In [Mar85] dualisiert Marvan die
Universelle Algebra, indem er statt Operationen f; : A™ — A Co-Operationen
fi :ni- A — A betrachtet, also Coalgebren des Typs ), ;(—)". In [Lam68] be-
trachtet Lambek Coalgebren (wenn er sie auch nicht so nennt) und beweist u.a.,
dal Kategorien von Coalgebren covollstindig sind.

In [TG69] und [AKP72] leiten V. Trnkova and P. Goraleik bzw. Addmek et
al. (Co-)Vollstindigkeitsaussagen tiber Kategorien von Set-Coalgebren her. Der in
diesen Artikeln betrachtete Rahmen ist: Gegeben sind zwei Set-Endofunktoren F
und G, fir die die Kategorie der (F,G)-Algebren (wir wiirden sie heute vielleicht
Bialgebren nennen) betrachtet wird, deren Objekte Paare (4,a4 : FA — GA)
sind. Danach scheinen diese Artikel fast in Vergessenheit geraten zu sein (ich bin
J. Addmek dankbar dafiir, dafl er mich auf diese Artikel hingewiesen hat).

In [AT90] verallgemeinern J. Addmek und V. Trnkové die Automatentheorie
auf eine andere Art und Weise, indem sie Automaten (ohne Anfangszustinde) als
Quadrupel (A, @a,7,1) betrachten, wobei (4,as : FA — A) eine Algebra eines
Funktors F' ist, v : A — C eine Ausgabefunktion, ¢ : I — A eine Funktion, die
die Startzustinde definiert (dieser Automaten-Begriff geht auf Arbib und Manes
[AMT4] zuriick). Sie diskutieren auch minimale Realisierungen solcher Automaten.

Einflufireich in der Coalgebra sind Peter Aczels Buch [Acz88] und der Artikel
[AMS89] von Aczel und Mendler geworden, in denen die Autoren den Begriff der
Coalgebra und der Kongruenz im hier verwendeten Sinn definieren und Zusam-
menhinge zwischen terminalen Coalgebren einerseits und nichtfundierten Mengen
andererseits herstellen sowie einen recht allgemeinen Existenzsatz fiir terminale
Coalgebren beweisen. Auch in [BM96] von Barwise und Moss werden nichtfun-
dierte Mengen im Zusammenhang mit Coalgebren betrachtet.
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In [TR98, RT94] zeigen Rutten und Turi die Relevanz von Coalgebren fiir
eine finale Semantik und leiten weitere Existenzsétze fiir terminale Coalgebren iiber
verschiedenen Kategorien her.

Der eigentliche Durchbruch fiir eine Theorie der Coalgebren wurde durch
[Rut00Db] erreicht, wo Jan Rutten anhand vieler Beispiele demonstriert, daf sich
viele zustandsbasierte Systemen als Coalgebren eines Set-Endofunktors modellieren
lassen. Er entwickelt die Theorie fiir Funktoren, die schwache Pullbacks erhalten
(und implizit wird angenommen, dafl Untercoalgebren unter unendlichen Schnitten
abgeschlossen sind). Diese Voraussetzungen, die in den niichsten Jahren in etlichen
Arbeiten verwendet wurden, scheinen in der Praxis meistens erfiillt zu sein. Ande-
rerseits stellte sich heraus, daf einige Resultate aus [Rut00b] auch ohne Voraus-
setzungen an den Funktor giiltig sind, und es fanden sich Funktoren, die interessant
erschienen, aber schwache Pullbacks nicht erhielten. In [Gum99, GS00, GS01d]
sind diese Fragen weiter untersucht worden.

Comonaden werden im Zusammenhang mit Coalgebren z.B. von Power in
[PWO00], Turi in [Tur96], Lenisa in [Len99] sowie Turi und Plotkin in [TP97]
verwendet. Worrell ([Wor98]), Johnstone et al. ([JPTT01]) sowie Power und
Watanabe ([PW98]) untersuchen Kategorien von Coalgebren aus kategorientheo-
retischer Sicht, und in [Kur00, Kur01, Kur99] entwickelt Alexander Kurz eine
Theorie der Coalgebra iiber allgemeineren Kategorien, allerdings sind seine Aussa-
gen, wieder spezialisiert auf die Kategorie Setp, schwiicher als die in dieser Arbeit
entwickelten. Der Artikel [KMO0O] von Kawahara und Mori beweist ebenfalls einige
Aussagen iiber Kongruenzen und natiirliche Transformationen, wobei die Autoren
den (unnotigen, s. die Sdtze 3.12 und 4.15) Begriff der strikten natiirlichen Trans-
formation fiir eine natiirliche Transformation einfiihren, die in allen Injektionen
kartesisch ist.



KAPITEL 4

Limeserhaltung und ©-Simulationen

In [Rut00b] hat Jan Rutten eine Theorie der Coalgebra fiir Funktoren ent-
wickelt, die schwache Pullbacks erhalten. Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben,
lassen sich viele Aussagen auch ohne diese Voraussetzung beweisen. Ziel dieses Ka-
pitels ist es, zu untersuchen, wie Limes-Erhaltungseigenschaften des Funktors F' mit
bestimmten Eigenschaften der F-Coalgebren zusammenhéngen. Die Abschnitte 1
und 2 enthalten eine Zusammenstellung der fiir dieses Kapitel wichtigsten Aussa-
gen iiber (schwache) Limites, die Erhaltung von Limites durch F' und den fiir die
Coalgebra wohl wichtigsten Typ von Limes, den Pullback. Weiterhin werden wir se-
hen, daf3 wir Pullbacks und Equalizer mit leerer Grundmenge fast immer ignorieren
konnen.

Eine der Kernaussagen aus [Rut00b] ist: Wenn F' schwache Pullbacks erhilt,
dann ist der Pullback zweier F-Homomorphismen in Set eine Bisimulation, kurz
(so Turi in [Tur96]): “pullbacks lift to bisimulations”. In Abschnitt 4 werden wir
diese Aussage verallgemeinern und vor allem eine Umkehrung beweisen: Dazu ver-
allgemeinern wir den Begriff der x-Simulation noch etwas zu dem der ®-Simulation
iiber einem Diagramm ® in Set -, und zeigen, daf8 F einen nicht-leeren Limes genau
dann erhilt, wenn sich dieser Limes immer zu einer ©-Simulation “liften” I:f3t.

Die grofite D-Simulation ~5 erscheint zunéchst als natiirlicher Kandidat fiir
den Limes eines Diagramms ® in Sety. In Abschnitt 5 werden wir sehen, daf
unter der Voraussetzung ~5# () genau dann immer ~z= lim® gilt, wenn F den
mono-source der Projektionen von ~45 erhélt. Daraus folgt z.B., dafl Produkte von
zwei Coalgebren in Setr genau dann immer durch die gréfite Bisimulation gegeben
sind, wenn F' alle endlichen mono-sourcen erhélt.

Die Abschnitte 6-10 untersuchen die coalgebraische Bedeutung der (schwachen)
Erhaltung bestimmter Klassen von Limites, u.a. werden folgende Zusammenhénge
bewiesen (wobei vorausgesetzt wird, dafl F' alle endlichen Schnitte erhélt):

F erhilt (nicht-leere) In Setr gilt:

Pullbacks schwach <= Die Komposition von Bisimulationen ist
immer eine Bisimulation
Kerne schwach <= Jede Kongruenz ist eine Bisimulation.
<= Jeder mono ist injektiv.
Urbilder <= Urbilder von Untercoalgebren unter Homo-
morphismen sind Untercoalgebren
<= Jeder Homomorphismus in eine Summe in-
duziert eine Zerlegung des Definitionsbe-
reichs
k-Schnitte (fir K > w) <= k-Schnitte von Untercoalgebren sind Un-
tercoalgebren

45
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Diese Eigenschaften sind nicht unabhéngig voneinander, wir werden aus
[Trn71a] erhalten:

F' erhalt Pullbacks
= F erhilt endliche mono-sourcen
= F erhilt Equalizer
= F erhilt Urbilder.

In Abschnitt 11 wird als Beispiel der M-Mengenfunktor M=) fiir ein kommutatives
Monoid M untersucht. Dieser Funktor M) verallgemeinert den Potenzmengen-
funktor. Seine Coalgebren sind Transitionssysteme, die fiir jedes Element von M
eine Transitionsrelation haben. Es zeigt sich, dafl bestimmte algebraische Eigen-
schaften von M &dquivalent zur Erhaltung von Urbildern, Kernen und schwachen
Pullbacks durch M (=) sind, und wir werden dort durch geeignete Wahl von M Bei-
spiele fiir Funktoren finden, die zwar Kerne schwach erhalten, nicht aber schwache
Pullbacks.
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2. Pullbacks 47
3. Kartesische Transformationen 51
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11. Der Funktor M(™) 71
12. Bemerkungen und Literatur 75

1. Limites und schwache Limites in Set

In diesem Abschnitt werden einige bekannte Aussagen - man vgl. z.B. [Lan71,
HS73, AHS90] - zu Limites und schwachen Limites in Set zusammengestellt, und
wir geben Bedingungen dafiir an, wann ein Funktor einen Limes (schwach) erhilt.

Schwache Limites eines Diagramms in Set sind genau die Retrakte des Limes
dieses Diagramms (das gilt sogar fiir jeden schwachen Limes eines Diagramms in
einer Kategorie, wenn der Limes dieses Diagramms existiert). Genauer: Ist ® ein
Diagramm in Set, (L,(m; : L — A;)a;eo) der Limes dieses Diagramms, so ist
ein kompatibler Kegel (L', (n} : L' — A;)4,eo) liber ® genau dann ein schwacher
Limes, wenn die eindeutige vermittelnde Abbildung p: L' — L, die m; o p = 7} fiir
alle A; € © erfiillt, surjektiv ist.

L —s A;
L 1

Jede der Abbildungen 7; nennen wir eine kanonische Projektion von L. Man kann
einen (schwachen) Limes eines Diagramms elementweise beschreiben:

DEFINITION 4.1 (kompatible Auswahl). Sei ® ein Diagramm in Set. Eine
kompatible Auswahl in ® ist eine Familie (a; € A;)a,en, die fa; = a; fiir alle
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Pfeile (f : A; = A;j) in © erfiillt.

a; € A;

s

aj € Aj
Der Limes von ® ist gerade die Menge aller kompatiblen Auswahlen, genauer:

LEMMA 4.2. Sei ® ein Diagramm in Set. Dann ist ein kompatibler Kegel
(L,(m : L = Ai)a,en) genau dann ein schwacher Limes von ©, wenn fir alle
kompatiblen Auswahlen (a; € A;)a,eo von ® einl € L ezistiert, das m;l = a; fir
alle A; € D erfillt. Genau dann ist (L, (m; : L = A;)a,eo) ein Limes von D, wenn
es immer genau so ein | € L gibt.

Damit kann man die (schwache) Erhaltung eines Limes in Set durch F ele-
mentweise ausdriicken:

LeEMMA 4.3. Sei © ein Diagramm in Set, (L, (m; : L — A;)a,eo) der Limes
von ®. Dann erhdlt F den Limes von © genau dann schwach, wenn fir jede
kompatible Auswahl (v; € FA;)a,eo von FD, dem Bild von © unter F, ein v €
FL ezistiert, das (Fm;)v = v; fir alle A; € © erfillt. Ist dieses v sogar immer
eindeutig, so erhdlt F' den Limes von ©.

v € FL
Fﬂ'il \LFW{
v; € FA;

Da Set vollstandig ist, gilt:

LEMMA 4.4. Sei ® ein Diagramm in Set. F erhdlt den Limes von ® genau
dann schwach, wenn F schwache Limites von ® erhdlt. Ist eine der kanonischen
Projektionen von im® injektiv, so erhdlt F' den Limes von © genau dann, wenn
F den Limes von ®© schwach erhdlt.

2. Pullbacks

Der innerhalb der Coalgebra wohl wichtigste Limes ist der Pullback. Das liegt
einerseits daran, daf} sich viele interessante Objekte (z.B. Schnitte und Urbilder von
Untercoalgebren) als Pullbacks interpretieren lassen, andererseits daran, dafl viele
in der Praxis wichtige Funktoren Pullbacks schwach erhalten. In diesem Abschnitt
untersuchen wir grundlegende Eigenschaften verschiedener Typen von Pullbacks.
Allgemeiner betrachten wir auch Limites einer Familie (f; : A; = B);er von Mor-
phismen mit gleichem Wertebereich; diese Limites nennen wir I-Pullbacks oder,
wenn wir I nicht spezifieren wollen, verallgemeinerte Pullbacks. Wenn wir beto-
nen wollen, daf3 wir Pullbacks und nicht schwache Pullbacks meinen, reden wir
manchmal von strikten Pullbacks .

Seien f: A — C, g: B — C zwei Abbildungen. Nach Lemma 4.2 ist die Menge
{(a,b) € A x B | fa = gb} mit den kanonischen Projektionen 7,72 der Pullback
pb(f,g) von f mit g.

m
— A

f

5
W=<—"

——C
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Ist f injektiv (surjektiv), so ist auch my injektiv (surjektiv) - man sagt kurz: Pull-
backs von Injektionen (Surjektionen) sind Injektionen (Surjektionen). Folgendes
Kriterium, das wir sehr hiufig verwenden werden, ist ein Spezialfall von Lemma
4.3:

LEMMA 4.5. F erhdlt genau dann den Pullback der Abbildungen f : A — C,
g : B — C schwach, wenn fir alle u € FA, v € FB mit (Ff)u = (Fg)v ein
w € F({(a,b) € A x B| fa = gb}) existiert mit (Fm)w = u, (Fr)w = v. Genau
dann erhdlt F den Pullback von f mit g, wenn dieses w existiert und eindeutig ist.

Bestimmte Typen von Pullbacks erhalten eigene Namen: Wir betrachten das
Diagramm

A

|

BT>C

in Set. Ein Pullback dieses Diagramms heif}t

Kern von f: wenn A = B und f = g gilt.

Urbild von B entlang f: wenn g injektiv ist.

klassifizierendes Urbild: wenn B =1 und C =1+ 1ist und g die kanoni-
sche Einbettung von 1 in den rechten Summanden von 1 + 1 ist.

Schnitt von A und B: wenn f und g injektiv sind.

Fiir eine Kardinalzahl x heifit der verallgemeinerte Pullback einer k-indizierten
Familie von injektiven Abbildungen mit gleichem Wertebereich entsprechend k-
Schnitt . Wir werden auch Pullbacks in Sety entlang einer injektiven Abbildungen
Urbilder nennen, Pullbacks von injektiven Abbildungen Schnitte.

Die Bezeichnung “Urbild” rechtfertigt sich aus folgendem: Ist f : A — B eine
Abbildung, V' C B eine Teilmenge von B, so ist folgendes Diagramm ein Pullback:

fIVIeE— 4
f'l lf
v

- B
cv

d.h., das Urbild von V unter f ist nichts anderes als die Grundmenge des Pull-
backs von f mit CZ. Da man jede Injektion als kanonische Einbettung auffassen
kann, rechtfertigt das den Begriff Urbild fiir einen Pullback entlang einer injektiven
Abbildung. Der Begriff klassifizierendes Urbild kommt daher, dal 2 = 1 + 1 der
subobject classifier ([Bor94c]) in der Kategorie Set ist.

Ist f : A — B eine Abbildung, so ist der Pullback von f mit sich selbst gegeben
durch die Menge Ker f = {(a,a’) € A | fa = fd'}, also durch den Kern von f,
weswegen wir solche Pullbacks Kerne nennen. Aus Lemma 4.4 schlielen wir direkt:

)

LEMMA 4.6. F erhdlt ein Urbild genau dann, wenn F dieses Urbild schwach
erhdlt, und einen Schnitt genau dann, wenn F diesen Schnitt schwach erhilt.

Die meisten Funktoren, die in Anwendungen vorkommen, erhalten schwache
Pullbacks: der Potenzmengenfunktor P, der Filterfunktor F, alle polynomialen
Funktoren (s. Beispiel 3.2). Der Funktor (—)3 erhélt schwache Pullbacks nicht.

In der Kategorientheorie ist die Verwendung von schwachen Pullbacks wesent-
lich weniger gebriuchlich als die von Pullbacks. Es zeigt sich, daf} sich viele Aus-
sagen iiber Pullbacks auf schwache Pullbacks iibertragen lassen. Es gilt, wie man
leicht nachpriift (s. z.B. [HS73] fiir die Aussagen iiber strikte Pullbacks):
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LEMMA 4.7 (Pullback-Lemma). Sei

—_— ———

oe<—-20
oe<—320

[ ]
[ ]
ein kommutatives Diagramm in einer Kategorie. Dann gilt:

(1) Sind beide Quadrate (schwache) Pullbacks, so auch das Rechteck.
(2) Sind das Rechteck und das rechte Quadrat Pullbacks, so ist das linke Quadrat
ein Pullback.

Insbesondere gilt: Sind beide Quadrate (schwache) Pullbacks, und erhdlt F diese
(schwachen) Pullbacks, so dberfihrt F auch das Rechteck in einen (schwachen)
Pullback. Sind das Rechteck und das rechte Quadrat Pullbacks und erhdlt F diese
beiden Pullbacks, dann erhdlt F' auch den Pullback, den das linke Quadrat bildet.

—_— ———

Kurz gesagt: Pullbacks und schwache Pullbacks lassen sich “verkleben”, Pull-
backs lassen sich auch “rechts kiirzen”.

BEMERKUNG 4.8. Daraus, dafl im obigen Diagramm das Rechteck ein Pullback
ist, das rechte Quadrat ein schwacher Pullback, folgt im allgemeinen nicht, dafl das
linke Quadrat ein schwacher Pullback ist, wie man an folgendem Beispiel in Set
sieht.

1

2x2 9959 ™ o

X
1
2 1

! id

wobei!:2 — lund! : 2x2 — 1 die eindeutigen Abbildungen sind. Das Diagramm
kommutiert offensichtlich, das Rechteck ist ein Pullback und das rechte Quadrat
ein schwacher Pullback, aber (2 x 2,id, m») ist kein schwacher Pullback von ! mit !,
denn die Grundmenge des Pullbacks dieser beiden Abbildungen hat |2 x 2|-|2| = 8
Elemente.

Eine Konsequenz aus dem Pullback-Lemma ist:

KOROLLAR 4.9. F erhdlt genau dann Urbilder, wenn F klassifizierende Urbil-
der erhdlt (d.h., wenn F jedes klassifierende Urbild in einen Pullback dberfihrt).

BEWEIS. Da jedes klassifizierende Urbild ein Urbild ist, folgt daraus, dal F
Urbilder erhilt, auch die Erhaltung von klassifizierenden Urbildern.

Ist (P,m : P - A,m : P — V) der Pullback einer Abbildung f : A — C
mit einer injektiven Abbildung g : V < C, so miissen wir nur folgendes Diagramm
betrachten:

Hierbei ist
e inr: 1< 2 =1+ 1 die kanonische Einbettung in den rechten Summanden,
o !y : V — 1 die eindeutige Abbildung und
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e h die eindeutig bestimmte Abbildung, die das untere Quadrat zum Pullback
macht, d.h.

he — {1 wenn ¢ € g[V]
0 sonst

- anders gesagt: h ist die charakteristische Funktion von g[V].

Das untere Quadrat und das Rechteck sind beides klassifizierende Urbilder, die
nach Voraussetzung von F' in Pullbacks iiberfiihrt werden. Das Pullbacklemma
zeigt, daBl F' dann auch den Pullback von f mit g erhélt. O

Das Erhalten von (schwachen) Pullbacks setzt sich i.a. nicht auf Unterfunkto-
ren fort: Der Funktor (—)? erhélt Pullbacks, aber (—)3 erhilt nicht einmal schwache
Pullbacks. Hingegen setzt sich das Erhalten von (schwachen) Pullbacks auf Zerle-
gungen eines Funktors fort. Genauer gilt, wie man sofort nachpriift:

SaTz 4.10. Seien (F;);er eine Familie von Set-Funktoren, f : A — C, g :
B — C zwei Abbildungen mit gleichem Wertebereich. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

e Fiir jedes i € I erhdlt F; den Pullback von f mit g (schwach).
o > i Fi erhdlt den Pullback von f mit g (schwach).
o [[;c; Fi erhdlt den Pullback von f mit g (schwach,).

Dieser Satz a8t sich genauso fiir verallgemeinerte Pullbacks beweisen. Damit
ist leicht zu sehen, daf} jeder polynomiale Funktor verallgemeinerte Pullbacks erhélt.
Aber auch die Umkehrung gilt: Ist F' ein Funktor, der verallgemeinerte Pullbacks
erhiilt, so kbnnen wir nach Satz 3.10 die Komponentenzerlegung von F' durchfiihren,
also F' in Unterfunktoren F,, e € F(1), zerlegen, fiir die F' = EeeF(l) F, und
F,(1) = 1fiir alle e € F'(1) gilt. Dann erhalten aber alle F, sowohl verallgemeinerte
Pullbacks als auch das terminale Objekt 1, folglich alle Limites (s. z.B. [HS73]).
Weiterhin gilt (s. z.B. [Trn71a], Kapitel VII und VIII), daf} ein Set-Endofunktor
genau dann alle Limites erhilt, wenn er der Gestalt (—) fiir eine Menge M ist.
Das bedeutet also, dafl F' = ZeeF(l)(—)Me fiir geeignete Mengen M, gilt, da} F'
also polynomial ist. Zusammenfassend:

SATz 4.11. FEin Funktor ist genau dann polynomial, wenn er verallgemeinerte
Pullbacks erhdlt.

BEMERKUNG 4.12. F' erhilt genau dann alle Limites, wenn F' alle Produkte
erhilt (s. z.B. [Trn71a]). Wenn F Produkte schwach erhilt, kann man daraus
nicht folgern, dafl F' auch alle Limites schwach erhélt. Ein Gegenbeispiel hierfiir
ist der wesentliche Potenzmengenfunktor P’, ein Unterfunktor des Potenzmengen-
funktors, definiert durch P’'A := P(A) — {0}, der zwar Produkte schwach erhilt,
aber Equalizer nicht (schwach) erhélt.

Wir zeigen jetzt, warum wir Pullbacks und Equalizer mit leerer Grundmenge
fast immer ignorieren konnen: Sei ® ein Diagramm in Set. Wir betrachten das
Diagramm © + 1, das wie folgt aus ® entsteht: Ist A; ein Objekt in ®, so ist 4; +1
ein Objekt in ® 4+ 1, und ist (f : A; — A;) ein Pfeil in ©, so ist (f +idy : 4; +1 —
A; +1) ein Pfeil in © + 1.

A; A;+1

D =

o ®D4+1= lfﬂdl

A; Aj+1
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- etwas formaler gesprochen: D + 1 ist das Bild von © unter dem Funktor (—) +1 :
Set — Set. Wir beweisen jetzt, dafl mit den eben eingefiihrten Notationen gilt:

LEMMA 4.13. Sei ® ein Diagramm in Set mit leerem Limes (0,04, : 0 — A;).
Wir betrachten fir jedes A; € © die Summe

Ai(—Ei> A; +1L)1

Dann gilt: Wenn (1, (f;)a,en) der Limes von ®+1 ist und F' diesen Limes schwach
erhdlt, so erhdlt F' den Limes von ©.

BEWEIS. F' erhalte den Limes von ® + 1 schwach. Wir miissen zeigen, dafl
(FQ,(F(Da;,) : FO — FA;)a,en) der Limes von FD ist. Dazu priifen wir die
Bedingung aus Lemma 4.3 nach: Sei also (v; € F'A;)4,eo eine kompatible Auswahl
von F®. Wir miissen ein eindeutiges v € F( finden, das F(04,)v = v; fiir alle
A; € Derfiillt. (F(e;)v; € F(A;+1))4,eo ist eine kompatible Auswahl fiir F'(D+1),
und nach Voraussetzung an F finden wir ein w € F1, das F(f;)w = F(e;)v; fiir alle
A; € ® erfillt. Da F endliche Schnitte erhélt, gilt aber

F(f)IF1] N F(e)[FAi] = F(Da1)[F0],

Folglich finden wir genau ein u; € F(0) mit F(04,)u; = v; und F(B;)u; = w. Ist
A; € D ein anderes Objekt von D, so gilt wegen der zweiten Gleichung u; = u;,
das heifit, wir haben mit v := u; ein Element von F () gefunden, das F (0 4,)v = v;
fiir alle A; € © erfiillt, somit erhélt F' den Limes von ® schwach.

Daraus, dal F(04,) injektiv fiir ein (und sogar fiir alle 4;) ist, folgt die Ein-
deutigkeit von v, d.h., F' erh&lt den Limes von ©. |

Daraus konnen wir schlie3en:

KOROLLAR 4.14. FEs gilt:

F' erhdlt Pullbacks <= F' erhdilt nicht-leere Pullbacks.

F' erhdlt Pullbacks schwach <= F' erhdlt nicht-leere Pullbacks schwach.
F erhilt Kerne <= F erhilt nicht-leere Kerne.

F erhilt Kerne schwach <= F erhilt nicht-leere Kerne schwach.

F erhilt Urbilder <= F erhdlt nicht-leere Urbilder.

F' erhilt k-Schnitte <= F erhilt nicht-leere k-Schnitte, wobei k eine
Kardinalzahl ist.

o F erhdlt Equalizer <= F' erhdilt nicht-leere Equalizer.

Dieses Korollar werden wir im folgenden stillschweigend verwenden.

3. Kartesische Transformationen

Jetzt betrachten wir noch Transformationen zwischen zwei Typfunktoren, bei
denen bestimmte Diagramme Pullbacks sind: Ist eine Transformation v : F' — G in
einer Abbildung f : A — B natiirlich und das Natiirlichkeitsdiagramm ein Pullback,
so nennen wir v nach Definition 3.11 kartesisch in f.

Ist v in allen nicht-leeren Injektionen natiirlich, so erhilt die Objektabbildung
vo(—): Sety — Setg Untercoalgebren: Sei U C A eine F-Untercoalgebra von
A € Setp. Ist U = 0, so ist U immer eine G-Untercoalgebra von v(A4). Also
konnen wir U # () annehmen. Wir finden eine Abbildung ay : U — FU, so dafl im
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Diagramm

ch
U——— 4

FCA
FU—%FA

VU\L \LVA
GCh

GU——GA

das obere Quadrat kommutiert. Das untere Quadrat kommutiert nach Vorausset-
zung, also kommutiert auch das Rechteck, was zeigt, dafl U eine G-Untercoalgebra
von v(A) ist. Ist v zusitzlich kartesisch in allen nicht-leeren Injektionen, ist auch
jede G-Untercoalgebra von v(A) eine F-Untercoalgebra von A. Genauer gilt:

SATz 4.15. Seiv : F — G eine Transformation zwischen F und G, die in allen
Injektionen natirlich ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) v ist in allen Injektionen kartesisch.

(2) v ist in allen nicht-leeren Injektionen kartesisch.

(3) Fiir jede F-Coalgebra A gilt: Eine Teilmenge U C A ist genau dann eine
F-Untercoalgebra von A, wenn sie eine G-Untercoalgebra von v(A) ist.

BEWEIS. (1)=-(2) ist trivial, (2)=(3): Da8} jede F-Untercoalgebra von A auch
eine G-Untercoalgebra von v(A) ist, haben wir schon vor dem Satz diskutiert. Ist
umgekehrt U C A eine G-Untercoalgebra von v(A), so finden wir eine Abbildung
0 :U — GU, fir die folgendes Diagramm kommutiert:

CA

A

aa
F(CcA l
o| pu TS gy

GU A GA
G(CPH)

U

Damit ist aber (U, aqo Ci},8) ein Konkurrent des Pullbacks (FU, F(C), vy), d.h.,
wir finden (genau) eine Abbildung oy : U — FU, die dieses Diagramm kommutativ
erginzt. Das zeigt (3).

(3)=(1): Sei C#i: U < A eine kanonische Injektion. Wir zeigen, daff das
Diagramm

GU —>GA
G(Cy)
ein Pullback ist. Da F/(C;}) injektiv ist, miissen wir nur zeigen, daf es ein schwacher
Pullback ist. Dazu seien v € FA, w € GU mit v4(v) = G(C#)(w) gegeben. Dann
definieren wir auf A die konstante F-Coalgebrenstruktur o (s. Definition 3.18).
Damit ist U offenbar eine G-Untercoalgebra von v(A4, Y) mittels der Strukturab-
bildung ay, also nach Voraussetzung eine F-Untercoalgebra von A. Das bedeutet
aber, daf ein ¢ € F(U) existiert mit F(C#1)qg = v. Dann ist auch

G(C)(vuu) = va(F(Ci)g) = va(v) = G(Cy) (w),
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also vyu = w, was zeigt, dal das Diagramm ein Pullback ist. Daraus folgt (1), da
sich jede Injektion als kanonische Injektion auffassen 1af3t. O

Damit folgern wir aus Satz 3.12, da§ Untercoalgebren mit Unterfunktoren kom-
patibel sind, genauer:

SATZ 4.16. Jede injektive natirliche Transformation v : F' > G ist in allen
Injektionen kartesisch. Insbesondere stimmen die Untercoalgebren von A € Setp
mit denen von v(A) € Setq iberein.

4. ®-Simulationen und das Lifting von Limites

Eine der Kernaussagen aus [Rut00b] ist: Wenn F' schwache Pullbacks erhilt,
dann ist der Pullback zweier F-Homomorphismen in Set eine Bisimulation, kurz
(so Turi in [Tur96]): “pullbacks lift to bisimulations”. Um diese Aussage zu verall-
gemeinern und eine Umkehrung zu beweisen, betrachten wir jetzt x-Simulationen,
die mit gegebenen Homomorphismen vertriglich sind. Wir werden dazu sowohl
Diagramme in Sety als auch Diagramme in Set betrachten miissen. Haben wir
ein Diagramm ® in Sety, so kénnen wir ein Diagramm ® in Set konstruieren,
indem wir auf alle Objekte und Pfeile von © den VergiBfunktor U : Setr — Set
anwenden. Wir nennen ® das unterliegende Diagramm von ©. Wenn wir um-
gekehrt von einem Diagramm B in Set ausgehen, kénnen wir ein Diagramm 9
mit UD = D konstruieren, indem wir fiir jede Menge A; € ® eine Coalgebren-
struktur «; : A; = FA,; finden, fiir die alle Abbildungen (f : 4; = A;) € © zu
F-Homomorphismen werden.

(Ai, ) A;
D= f D= f
(4;,05) A;

Wir nennen das so entstehende Diagramm ® in Setr ein Lifting von ® (auf Setr ).

Im folgenden wird sehr wichtig sein, dafl jede kompatible Auswahl des Dia-
gramms F'(D) ein Lifting von ® induziert, genauer erhalten wir mit Satz 3.19:

LEMMA 4.17. Sei © ein Diagramm in Set, (v; € FA;)a,en ein kompatible
Auswahl des Diagramms F(®). Dann ist durch die konstanten Coalgebrenstruk-
turen aff : A; - FA;, A; €D, (s. Definition 3.18) ein Lifting von © gegeben.
Dieses Lifting bezeichnen wir mit ©().

DEFINITION 4.18. Seien © ein Diagramm in Setp, (L,(m; : L — 4;)4,e5)
der Limes des unterliegenden Diagramms ® in Set. Eine D-Simulation ist eine
Teilmenge R von L, fiir die es eine Coalgebrenstruktur ag : R — FR gibt, die alle
Projektionen (;)|r zu Homomorphismen macht. Jedes solche ar nennen wir eine
D-Simulationsstruktur.

Im Spezialfall eines diskreten Diagramms © mit x Objekten sind also D-
Simulationen gerade k-Simulationen . Fiir ®-Simulationen gelten analoge Aussagen
wie fiir k-Simulationen:

SaTZ 4.19. Vereinigungen von ®-Simulationen sind wieder ©-Simulationen,
die leere Menge ist immer eine ©-Simulation, und die ©-Simulationen bilden einen
vollstindigen Verband . Insbesondere gibt es immer eine grifite ®-Simulation ~g),
und fiir jede Menge R C lim® gibt es eine coerzeugte ®-Simulation [R]z . Jeder
kompatible Kegel (p; : R = A;) 4,en iber D induziert eine Abbildung p: R —~p
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mit Ty 0 p = @; fiir alle A; € ©, deren Bild eine ©-Simulation ist, die kanonische
Abbildung dieses Kegels.

BEWEIS. Den Beweis fithrt man genauso wie fiir x-Simulationen (Satz 3.21),
oder man verwendet Satz 3.21 und iiberpriift nur die Kompatibilitdtsbedingungen.
O

BEMERKUNG 4.20. Die Definition einer ®-Simulation hiingt nicht wesentlich
von der Wahl von lim® ab: Sind (L,(m; : L — A;)4,¢9) und (L', (7} : L' —
Aj) 4,e0) beides Limites von ® in Set und ist i : L — L' der vermittelnde Isomor-
phismus, so gibt es auf einer Menge R C L genau dann eine Coalgebrenstruktur, die
alle 7; zu Homomorphismen macht, wenn es auf i[R] C L' eine Coalgebrenstruktur
gibt, die alle 7} zu Homomorphismen macht. Wir werden uns daher nicht auf eine
“kanonische” Darstellung von lim® festlegen, sondern immer die in der jeweiligen
Anwendung angenehmste verwenden.

Den folgenden Hauptsatz werden in diesem Kapitel auf etliche spezielle Limites
anwenden:

HaupTsaTz 4.21. Sei (L, (m; : L = A;)a,en) der Limes des Diagramms ® in
Set. Wenn L # 0 ist, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F erhdlt im® schwach.

(2) Fiir jedes Lifting ® von ® ist L eine ®-Simulation.

(3) Fiir jedes Lifting ® von ® ist ~5= L.

(4) Fiir jedes Lifting ® von D ist ~57# 0.

BEWEIS. e (1)=(2): Diese Implikation geht im Kern auf [Rut00b] zuriick

und wird dort fiir den Fall von Pullbacks formuliert und bewiesen. Sei also
D ein Lifting von ®, d.h., wir haben fiir alle A; € ® eine Strukturabbildung
a; Ay — FA;,sodaB (Ff)oa; = foay firalle (f : A; - A4;) € D
gilt. Nach Voraussetzung ist (F'L,(Fm; : FL — FA;)a,eo) ein schwacher
Limes. (L, (a; o m;)4,en) ist ein Konkurrent dieses schwachen Limes, d.h.,
wir finden eine Abbildung ay, : L — FL, die F(m;) o ay, = «; o m; fiir alle
A; € D erfiillt, fiir die also jedes m; ein Homomorphismus ist. Folglich ist L
eine ®-Simulation.

(2) <= (3), (3)=(4): offensichtlich.

e (4)=(1): Wir uberpriifen die Bedingung von Lemma 4.3. Ist (v; €
FA{),co eine kompatible Auswahl, so betrachten wir das Lifting ©(v:)
(s. Lemma 4.17). Nach Voraussetzung ist § #~gw)HC L. Sei p :~gwn—
F(~gw) eine D (vi)_Simulationsstruktur, d E€~50y ein beliebiges Element.
Dann gilt (Fm;)(p(d)) = a;(mid) = v; fiir jedes 4; € D, folglich erfiillt
vi= F(gﬁé(m )(p(d)) die Bedingung aus Lemma 4.3.

O
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Wir werden noch héufiger Limites mit nicht-leerer Grundmenge betrachten und
bezeichnen solche Limites kurz als nicht-leere Limites.

5. Limites in Setr und D-Simulationen

Wir untersuchen jetzt, wann der Limes eines Diagramms D in Sety durch die
grofite ®-Simulation gegeben ist.

DEFINITION 4.22 (mono-source). Ein source in einer Kategorie C ist ein Paar
(A,(fi + A — Bj)ier), bestehend aus einem Objekt A € C und einer Familie
von Morphismen mit gleichem Definitionsbereich. Wenn keine Mif3versténdnisse
auftreten konnen, werden wir auch die Familie (f;);cr als source bezeichnen. Wollen
wir die Indexmenge I betonen, sprechen wir auch von einem [I-source.

Der source (f; : A — B;)ier heiit mono-source, wenn die f; gemeinsam
linkskiirzbar sind, d.h, wenn fiir alle Morphismen g, h : C' — A gilt:

(Viel.fiog=fioh)=g=h.

Die kanonischen Projektionen eines Limes bilden einen mono-source. Umge-
kehrt ist ein schwacher Limes genau dann ein Limes, wenn seine Projektionen einen
mono-source bilden.

Wir werden uns vor allem fiir sourcen in Set interessieren. Ein source (A4, (f; :
A — Bi)ics) in Set ist genau dann ein mono-source, wenn er die Punkte von A
trennt, d.h., wenn fiir alle a,a’ € A mit a # o' ein i € I existiert mit f;a # f;a'.

SaTz 4.23. Sei © ein Diagramm in Set mit nicht-leerem Limes (L # 0, (m; :
L — A;)a,en). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. F erhdlt den mono-source (m;)a;eo, d-h., (F7;)a,eo ist ein mono-source.
2. Fir jedes Lifting ® won ® ist die Coalgebrenstruktur, die ~z zur D-
Simulation macht, eindeutig.

BeWEIS. (1)=>(2): Sei das Lifting ® durch die Familie der Strukturabbildun-
gen (a; 1 A; = FA;)a,eo gegeben. Jede ©-Simulationsstruktur p auf ~z a8t fiir
jedes A; € © das Diagramm

Ai 5 ~D
|
a; lp
Y
FA; <—F(~3)

kommutieren, und da (F'7;)4,eco ein mono-source ist, ist p eindeutig.

(2)=(1): Seien x,y € FL gegeben mit (Fm;)x = (Fr;)y fiir alle A; € ©. Fiir
das Lifting ®((F79)2) (s, Lemma 4.17) gibt es auf L zwei D((F7)2)_ Simulations-
strukturen, némlich af und o, die nach Voraussetzung gleich sind. Wegen L # ()
konnen wir = y schlielen. (|

Weiterhin gilt:

LEMMA 4.24. Sei D ein Diagramm in Setp. Wenn (L, (pi : £ = Ai) 4,e5)
ein Limes von ®© in Setrp ist, dann ist die kanonische Abbildung p : L —~z des
Kegels (L, (pi : L = Ai) 4,en) (s Satz 4.19) surjektiv.

BewEs. Es gibt auf ~5 eine D-Simulations-Struktur 7; dieses y macht (~z,7)
mit den Projektionen 7; : (~5,7) — A; zum Konkurrenten des Limes, wir erhalten
also einen eindeutigen Homomorphismus ¢ : (~g,7y) — £ mit p; oy = m;. Dann
gilt fiir jedes A; € ®

Wiopoi/):PiO?/J:WioidN»@;
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und da die Familie (7;) 4,c5 ein mono-source in Set ist, kénnen wir id. = po
schlieBen, d.h., p ist surjektiv.

O

LEMMA 4.25. Wenn fir ein Diagramm D in Setr der Limes (L, (p; : L —
Ai) a,en) emistiert, dann sind fiir jede ©-Simulationsstruktur v auf ~o folgende
Aussagen dquivalent:

1. Die kanonische Abbildung p : L —~g von (L,(p; : L = Ai) 4,en) ist ein
Homomorphismus L — (~z,7).

2. Es gibt einen Homomorphismus ¢ : L — (~g,7), der m; o p = p; fir alle
Ai €D erfiillt.

3. (~g,7) ist zusammen mit den Projektionen m; der Limes von ® in Setp.

4. (~g,7) ist zusammen mit den Projektionen m; ein schwacher Limes von ©
mn Setp.

BEWEIS. Die Aquivalenz von (1) und (2) sowie die Implikationen (3)=(4)=(2)
sind offensichtlich. (1)=(3): Aus Lemma 4.24 folgt, daf} p surjektiv ist. Anderer-
seits existiert ein Homomorphismus 9 : (~5,7v) = £ mit p; o ¢ = m;, und es folgt,
daf3

pioide =pjopop

fiir alle A; € © gilt, also id; = v o p, somit ist p injektiv und daher ein Isomorphis-
mus. |

Damit kénnen wir jetzt das Hauptergebnis dieses Abschnitts beweisen:

HauPTSATZ 4.26. Sei (L # 0, (m; : L — A;)a,co) der Limes des Diagramms

® in Set. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Fiir jedes Lifting ® wvon ®© gilt im® =~z fir eine geeignete D-
Simulationsstruktur auf ~z; die kanonischen Homomorphismen des Limes
sind die Projektionen ;.

2. Fiir jedes Lifting ® von ® ist die ®-Simulationsstruktur auf ~5 eindeutig.

3. F erhdlt den mono-source (L, (m;)a,eD)-

Insbesondere ist Setp wvollstindig, wenn F' alle mono-sourcen erhdlt.

BEWEIS. (2) <= (3) folgt aus Satz 4.23, (1)=(2) ist offensichtlich.

(3)=(1): Sei © ein Lifting von ®. Auf der gréften D-Simulation gibt es nach
Satz 4.23 eine eindeutige D-Simulationsstruktur v : ~5 — F(~g). Wir behaupten,
daB (~g,7) mit den Projektionen 7; der Limes von ® in Sety ist. Sei also (Q, (¢; :
Q — A;) 4,¢n) ein Kegel iiber D, Sei f : Q —~z die kanonische Abbildung dieses
Kegels (s. Satz 4.19). Dann kommutieren im Diagramm

o
Q- /w/ A; m\ =~o
I
FQ \F(w) FA, F(Tri)F(N@)

‘F4f
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die beiden Quadrate und es gilt m; 0 f = F'f o ag fiir alle m;. Folglich gilt fiir alle 7;
F(mi)oyo f=a;omof=F(m)oF(f)oaq,

und da wir die F(m;) gemeinsam links kiirzen konnen, folgt v o f = F(f) o ag.
Somit ist f ein Homomorphismus, der offensichtlich eindeutig ist. O

KOROLLAR 4.27. Sei (L,(m; : L = A;)a,en) der Limes des Diagramms © in
Set. Ist eines der m; injektiv, dann existiert der Limes von D in Setr immer und
es gilt ~5= lim®D. Gilt zusditzlich L # 0, so gilt genau dann fiir jedes Lifting ©
von ® die Gleichung L = U(lim®), wenn F den Limes von ® erhilt.

BEWEIS. Sei 7; injektiv. Dann ist auch F'r; injektiv und daher (Fm;)4,en ein
mono-source. Der zweite Teil folgt mit Hauptsatz 4.21. |

Um diese Ergebnisse anwenden zu kénnen, ist es wichtig, zu wissen, wann ein
Funktor mono-sourcen erhélt. Wir beweisen:

LeMMA 4.28 ([GS01d]). Fir jede Kardinalzahl k sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. F erhdlt k-mono-sourcen.
2. F' erhdlt mono-sourcen der Form (J[, ., X, (75 : [[;c. Xi = Xj)j<x), wobei
die m; die Projektionen des Produktes sind.

3. Fiir jede Familie (X;)i<x von Mengen und alle u,v € F([]
(Vi < k.F(m;)(uw) = F(m;)(v)) = u=v.

BEWEIS. (1) = (2) und (2) <= (3) sind offensichtlich.

Fiir den Beweis von (2) = (1) beachte man, daf§ die Familie (f; : X — X;);<x
genau dann ein x-mono-source ist, wenn die Abbildung (fi)i<x : X — [[;,. Xi
injektiv ist. Sei also (f; : X — X;)i<x ein mono-source. Dann ist die Ab-
bildung F(fi)i<s : F(X) — F([[;.,X:) injektiv. Nach Voraussetzung ist
(F(IIj<x Xi), (F(7))i<x)) ein mono source, also auch

(F(X), (F(mi) o F((fj)j<r)i<x)) = (F(X), (F(fi))i<r)-

icw Xi) gilt:

O

SaTz 4.29 ([GS00]). Sei k eine Kardinalzahl. Wenn F k-Pullbacks erhilt,
dann erhdlt F' k-mono-sourcen.

BEWEIS. Wir miissen nur zeigen, da F mono-sourcen der Form
(Il X, (mj ¢ [licy Xi = Xj)j<x) erhélt. Das folgt aber daraus, dafi folgen-
des Diagramm ein k-Pullback ist

T

Xy ——1

und F' diesen k-Pullback erhilt, ihn also insbesondere in einen x-mono-source ver-
wandelt. |

Wir zitieren noch:

Satz 4.30 ([Trn71a]). Das Erhalten von k-mono-sourcen setzt sich auf Un-
terfunktoren fort. Wenn F endliche mono-sourcen erhdlt, dann erhdlt F' Equalizer.
Insbesondere erhdlt jeder Funktor, der Pullbacks erhdilt, auch Equalizer. Wenn F
Kk-mono-sourcen fir eine Kardinalzahl k erhdlt, dann erhdlt F' auch k-Schnitte.
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6. Schwache Pullbacks und Coalgebren

In diesem Abschnitt kldren wir zunichst, was es fiir die Coalgebren eines Funk-
tors F' bedeutet, dafl F' schwache Pullbacks erhélt, und beweisen dann, dafl das
Erhalten von schwachen Pullbacks dquivalent zum schwachen Erhalten von Kernen
und von Urbildern ist.

HaupTsATZ 4.31 ([GS00]). Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. F erhdlt schwache Pullbacks.

2. Fir alle F-Homomorphismen ¢ : A — C und ¢ : B — C ist der Pullback
pb(p, ) der Abbildungen ¢ und i in Set eine Bisimulation zwischen A und
B.

3. Das Relationenproduct Ro S von je zwei F-Bisimulationen R und S ist eine
Bisimulation.

4. Fiir alle F-Homomorphismen ¢ : A — C, ¢ : B — D und alle Bisimulatio-
nen R zwischen C und D ist

(¢, )7 [R] := {(a,b) € Ax B | (pa)R(yb)}
eine Bisimulation zwischen A und B.

BewEIs. Die Implikationen (1)=> (2) = (3) sind aus [Rut00b]. Die Aquivalenz
(1) <= (2) folgt direkt aus Hauptsatz 4.21, wenn man beachtet, dafl wir nach
Korollar 4.14 fiir (2)=(1) nur zeigen miissen, dafl F nicht-leere Pullbacks schwach
erhélt.

(2)=-(3): Seien R bzw. S Bisimulationen zwischen .4 und B bzw. zwischen B
und C. Der Pullback der Projektionen 7ff : R — B und 7y : S — B ist

Rpea S :={((a,b), (b)) | (a,b) € R, (b,c) € S}.

Nach Voraussetzung kénnen wir darauf eine Coalgebra-Struktur finden, die 7ff o,
und 75 oy zu Homomorphismen macht. RoS ist aber gerade (rftom;, 75 o) (R >a
S), die kanonische Bisimulation dieses 2-sources.

RpaS———>RoS

"

N
B C
(3)=(4) gilt wegen

(P, ¥)7[R] = (Grp) o Ro (Gry)~,

wihrend man (4)=-(1) aus pb(p,¥) = (p,¢¥) (Ac) erhilt.
Das folgende Diagramm zeigt die Situation:

/\/\
AN
N

wobei “o” das Nehmen des Pullbacks anzeigt und P = (p,v¢) [R] = pb(¢',¢')
ist. g
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Dieser Satz impliziert, daf3 Bisimilaritét eine transitive Relation ist, wenn F' schwa-
che Pullbacks erhilt, d.h.: Sind A, B,C € Sety Coalgebren, a € A, b€ B, ¢ € C,
so folgt aus @ ~ 4,5 b und b ~g ¢ ¢ schon a ~4,¢ c. Wir beweisen noch:

BEHAUPTUNG 4.32 ([Rut00b]). F' erhalte schwache Pullbacks, und es existie-
re eine terminale F'-Coalgebra (1). Sind A,B € Sety zwei F-Coalgebren, a € A,
be B, sogilt: a~b < 4(a) =p(D), wobei !4 : A — T(1) bzw. !5: B — T(1)
die eindeutigen Homomomorphismen sind.

BEWEIS. Bisimilaritiit ist eine transitive Relation, da F' schwache Pullbacks
erhiilt. Aus a ~ b folgt somit !4(a) ~!p(b), und Satz 3.55 zeigt !4(a) =!g(b).
Umgekehrt folgt aus

a N!A(a) :!B(b) ~ b,
daB3 a ~ b gilt.
a b

la(a) =!5(b)
O

In Satz 3.21.(4) haben wir gesehen, dal a € A und b € B genau dann bisimilar
sind, wenn es eine Coalgebra Q, ein g € () und zwei Homomorphismen ¢ : Q — A,
Y Q@ — B mit ¢q = a, g = b gibt, wenn also a und b ein “gemeinsames
homomorphes Urbild” haben. Dieser Satz zeigt, daf§ das Erhalten von schwachen
Pullbacks durch F' und die Existenz einer terminalen F-Coalgebra implizieren, daf
a und b auch genau dann bisimilar sind, wenn sie ein “gemeinsames homomorphes
Bild” besitzen.

BEMERKUNG 4.33. Jeder Funktor F' : Set — Set 148t sich auf kanonische
Weise zu einer Operation F' : Rel — Rel auf der Kategorie Rel der Relationen
fortsetzen (die Objekte von Rel sind die Mengen, die Morphismen die biniren
Relationen, die Komposition von Morphismen das Relationenprodukt). Wir setzen
zur Vereinfachung der Notation voraus, daf3 F' standard ist. Fiir Mengen A setzt
man FA := FA. Ist R C A x B eine Relation mit den Projektionen 74 : R — A,
mp : R — B, so definiert man

FR:= (Fra,Frp)[FR] C FAx FB.

Es gilt, wie in verschiedenen Varianten von Trnkova in [Trn77], Thijs in [Thi96],
Carboni, Kelly und Wood in [CKW90] sowie Addmek und Trnkova in [AT90]
bewiesen wird: F' erhélt genau dann schwache Pullbacks, wenn F ein Funktor ist,
was genau dann der Fall ist, wenn immer F(R o Q) D F(R) o F(Q) gilt. Dies wird
in [Rut98b] coalgebraisch interpretiert.

Wenn F' schwache Pullbacks erhilt, so erhilt F' offensichtlich auch Kerne
schwach und erhilt Urbilder. Wir beweisen jetzt, daBl umgekehrt aus dem schwa-
chen Erhalten von Kernen und dem Erhalten von Urbildern das schwache Erhalten
von Pullbacks folgt. Dazu zeigen wir zunéchst, dafl das Erhalten von Urbildern es
erlaubt, aus dem (schwachen) Erhalten eines Pullbacks auf das (schwache) Erhalten
von “kleineren” Pullbacks zu schliefen:

LEMMA 4.34. Der Funktor F erhalte Urbilder. Dann gilt fir alle Abbildungen
f+A—=C, g: B — C mit gleichem Wertebereich und alle Teilmengen U C A,
V CB:
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e Wenn F den Pullback von f mit g schwach erhdilt, dann erhdlt F auch den
Pullback von fo g{} mit go g{i schwach.

o Wenn F den Pullback von f mit g erhdilt, dann erhilt F' auch den Pullback
von fo g{} mit go CH.

BEwEIS. Wir beweisen die erste Aussage, der Beweis der zweiten erfolgt analog.
Der Pullback von fo g{} mit g ist das Urbild von U unter der Abbildung w4 :
pb(f,g9) = A. Wendet man Lemma 4.7 auf das Diagramm

77U —=>pb(f,9) ==~ B

M;l ml lg

U = A 7 c

an, erhilt man, da} F' den Pullback von fo gé mit g schwach erhélt, und durch
nochmalige Anwendung dieses Arguments folgt die Behauptung. O

Daraus erhalten wir jetzt:

SATZ 4.35. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) F erhdlt Pullbacks (bzw. Pullbacks schwach).
(2) F erhilt Kerne (bzw. Kerne schwach) und erhdlt Urbilder.

BewEIs. (1)=(2) ist offensichtlich.

(2)=(1): Wir setzen voraus, dafl F' Kerne schwach erhélt und Urbilder erhilt.
Seien f: A — C, g : B — C zwei Abbildungen mit gleichem Wertebereich. Nach
Voraussetzung erhiilt F' den Kern der Abbildung [f,g] : A + B — C schwach,
und die zweimalige Anwendung von Lemma 4.34 zeigt, daB F' den Pullback von
f=1[f.glo €48 mit g = [f,glo CA™P schwach erhilt. Das folgende Diagramm
verdeutlicht dies:

|

Ker[fag]m(A_'_B)XB(—>Ker[f7g] A+B

| e

C .
B A+ B Tl C

Wenn F' sogar Kerne und Urbilder erhélt, zeigt ein analoger Beweis die Behauptung.
O

Fiir den Fall von (strikten) Pullbacks hat Peter Freyd in der Kategorientheorie-
Mailingliste ([ftp]) einen alternativen Beweis angegeben, der ausnutzt, dafl der
Funktor Set — Set/F1 von Set in die Quotientenkategorie Set/F1 Pullbacks
erhilt, man also annehmen kann, daf§ F'1 = 1 gilt. Damit ist dann fiir (2)=-(1) nur
noch zu zeigen, dafl F' endliche Produkte erhilt, denn jeder Funktor, der endliche
Produkte und das terminale Objekt erhélt, erhélt alle endlichen Limites und somit
auch Pullbacks (s. z.B. [HS73]). Im Fall von schwachen Pullbacks steht ein solches
Argument nicht zur Verfiigung (s. Bemerkung 4.12).

7. Unendliche Schnitte

Wir haben in Satz 3.32 gesehen, daf$ der endliche Schnitt von Untercoalgebren
immer eine Untercoalgebra ist, und dafl der Grund dafiir ist, daf3 F" endliche Schnitte
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erhilt. In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit unendlichen Schnitten. Aus
Korollar 4.27 erhalten wir:

Satz 4.36 ([GS00]). Fiir jede Kardinalzahl k sind folgende Aussagen
dquivalent:

e F' erhdlt k-Schnitte.
e Der Schnitt jeder k-indizierten Familie von F-Untercoalgebren ist eine F'-
Untercoalgebra.

Beispiel 4.37: Polynomiale Funktoren, der Potenzmengenfunktor P und der Funktor (—)3

erhalten beliebige Schnitte; der Filterfunktor F erhilt w-Schnitte nicht.
Dieser Satz liefert einen coalgebraischen Beweis folgenden Resultates aus
[Trn71al:

KOROLLAR 4.38. Sei k eine Kardinalzahl. Wenn F k-Schnitte erhdlt, so auch
jeder Unterfunktor von F.

BEWEIS. Seien G ein Unterfunktor von F', v : G — F die Einbettungstransfor-
mation, vo(—) : Setg — Sety der induzierte Funktor, A € Setq eine G-Coalgebra.
Nach Satz 4.16 stimmen die Untercoalgebren von A mit denen von v(A) iiberein,
und da die Untercoalgebren von v(.A) gegen k-Schnitte abgeschlossen sind, gilt dies
auch fiir die Untercoalgebren von A. O

Wenn F' beliebige Schnitte erhilt, sind also Schnitte von beliebig vielen Un-
tercoalgebren einer Coalgebra wieder Untercoalgebren. Folglich gibt es fiir jedes
Element einer Coalgebra eine kleinste Untercoalgebra, die dieses Element enthélt.
Wir definieren:

DEFINITION 4.39 (einserzeugt). A heif}t einserzeugt von einem a € A, wenn
A die einzige Untercoalgebra von A ist, die a enthilt. Setp hat FEinserzeugte,
wenn es fiir jede F-Coalgebra A und jedes Element a € A eine von a einserzeugte
Untercoalgebra (a) gibt.

Beispiel 4.40: Setp hat Einserzeugte. Fiir alle Mengen C, M hat Set., _)m» Einserzeug-
te.
Die genaue Beziehung zwischen Schnitterhaltung und Einserzeugten ist:

LEMMA 4.41. Fir einen Funktor F sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F erhdlt beliebige Schnitte.

(2) Beliebige Schnitte von F-Untercoalgebren sind F-Untercoalgebren.

(3) Fiir jede F-Coalgebra A und jede Teilmenge U C A gibt es eine kleinste
Untercoalgebra (U), die U umfafSt, die von U erzeugte Untercoalgebra.

(4) Setr hat Einserzeugte.

BEWEIS. Die Aquivalenz (1) <= (2) folgt direkt aus Satz 4.36, (2)=>(3) ergibt
sich aus (U) = ({V < A| U CV}. (3)=(4) ist offensichtlich, (4)=(2): Ist (U;)ier
eine Familie von F-Untercoalgebren von A € Setr, soist (;e; Ui = U,en (u)
eine Untercoalgebra. O

icr Ui

Man kann auch einen Zusammenhang zu den Filtern (A, «) (s. Definition 3.29
und Satz 3.30) herstellen.

LEMMA 4.42 ([Trn71a]). Sei k eine Kardinalzahl. Dann erhdlt F' genau dann
k-Schnitte, wenn fiir jedes A € Set und jedes u € FA der Filter F(A,u) gegen
Kk-Schnitte abgeschlossen ist.

SATZ 4.43. Fiir jede Menge A sei vy die Abbildung
va:FA— F(A),u— §(A,u),
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wobei F der Filterfunktor ist (s. Beispiel 3.6). Dann ist
v:i=(wya:FA— F(A))acset

in allen Injektionen kartesisch. Insbesondere stimmen die F'-Untercoalgebren jeder
F-Coalgebra A mit den F-Untercoalgebren von v(A) € Setr iberein.

BEWEIS. Wir miissen zeigen, daf} fiir alle Mengen A und alle Mengen U C A
das Diagramm

F(CA
FU 0 gy

f(U)mf(A)

ein Pullback ist. Wir zeigen zunéchst, dal es kommutiert. Sei u € FU gegeben.
Wir miissen

{(VCA|VU e§U,u)} =54, F(CHu)
nachweisen. Ist ein V' C A gegeben mit VNU € F(U,u), d.h.
u € F(SUny)[F(V NU)],
dann gilt auch
F(C)u € F(CHIF(SUau)[FE(V NU)]] = F(SYap) [F(V N D)),
somit V D VNU € F(A,F(C{)u). Umgekehrt sei V € F(A, F(Ci)u) gegeben,
also F(C#)u € F(C{)[FV]. Das bedeutet aber, daf§ ein v € FV existiert mit
F(Cf)u = F(S)o.

Da F den Schnitt von U mit V erhilt, existiert ein 2 € F(UNV) mit F(CY )z = w.
Das zeigt aber UNV € F(U,u), also die Behauptung.

Damit haben wir die Kommutativitéit des Diagramms bewiesen, und es bleibt
zu zeigen, daf} es ein Pullback ist. Dazu seien ein Filter u € F(U) und ein v € FA
gegeben mit

§(A,0)={VCA|VNU €u}.

Wir miissen zeigen, daB8 v = F(C{)u fiir ein u € FU gilt. Das folgt aber sofort
daraus, dal U € u gilt, also auch U € F(A4,v), und folglich v € F(C#)[FU].
“Insbesondere” folgt aus Satz 4.16. O

In [Trn71a] wird die oben definierte Familie v = (v4) acset €benfalls betrachtet und
bewiesen, da3 F' genau dann Urbilder erhélt, wenn v eine natiirliche Transformation
ist.

In einem Spezialfall erhilt man mit Hilfe von Lemma 4.42 eine noch
iibersichtlichere Beschreibung:

KOROLLAR 4.44. F erhalte beliebige Schnitte. Dann ist fiir jede Menge A durch
va: FA— P(A),u— ﬂS(A,u)

eine Transformation F — P gegeben, die in allen Injektionen kartesisch ist. Ins-
besondere stimmt die Untercoalgebrenstruktur jeder F-Coalgebra A mit der Unter-
coalgebrenstruktur des Transitionssystems v(A) € Setp diberein.
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BEMERKUNG 4.45. Satz 3.32 zeigt, dafl die Untercoalgebren einer F-Coalgebra
A die offenen Mengen einer Topologie auf A sind. Inbesondere erhilt man eine F-
Coalgebra (A,v4 : A — F(A)), indem man

va(a) ={UCA|IV<AaecV CU}

setzt. Diese F-Coalgebra stimmt i.a. nicht mit der in Satz 4.43 konstruierten F-
Coalgebra v(A) = (A,v4 o ay) iiberein, fir die (v4 o as)(a) = §F(A, asa) definiert
war. Das sieht man z.B. an der P-Coalgebra

—
A= a Qs
~

denn es gilt
3(A4,ana1) = 3(A,{ax}) ={U C A | az € U} = {{a}, 4},

aber
Ya(ar) = {A}.
8. Urbilder

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich das Erhalten von Urbildern durch
F' durch Eigenschaften der F-Coalgebren charakterisieren 148t. Nach Korollar 4.14
konnen wir dabei leere Urbilder ignorieren, und nach Lemma 4.6 erhilt F' ein
Urbild genau dann, wenn es dieses Urbild schwach erhélt. Korollar 4.27 zeigt,
daf3 Urbilder, d.h. Pullbacks entlang injektiver Homomorphismen, in Sety immer
existieren. Genauer:

SATZ 4.46. Seien ¢ : A — B ein F-Homomorphismus, V < B eine Untercoal-
gebra. Dann ist der Pullback von ¢ entlang CE gegeben durch [p~[V]], ist also
die grifite Untercoalgebra von A, die in ¢~ [V] enthalten ist. Genau dann erhdilt F
Urbilder, wenn immer [~ [V]] = ¢~ [V] gilt.

o~ VIS 4

W:l lv

Ve——/——=B
Es gibt einen Typ von Urbildern, die jeder Funktor F' erhélt: Ist f: A — B

eine Abbildung, V C B eine Teilmenge, fiir die f~[V] = A gilt, so erhalten wir
folgendes Pullback-Diagramm:
A
|
>

C )

idy
_da_

v

D d®

und man priift leicht nach, dafl F' diesen Pullback erhilt. Damit konnen wir jetzt
die Erhaltung von Urbildern charakterisieren:

HAUPTSATZ 4.47 ([GS00]). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) F erhdlt Urbilder.
(2) Ist f: A — B eine Abbildung, V C B eine Teilmenge, fir die ) # f~[V] #
A gilt, so erhdlt F' das Urbild von V unter f.
(3) Ist V < B und R eine Bisimulation zwischen A und B, dann ist
R [V]:={a€ A|JveV(av) € R}

eine Untercoalgebra von A.
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(4) Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus und ¥V < B eine Untercoalgebra, dann
ist o [V] eine Untercoalgebra von A.

(5) Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus und ¥V < B eine Untercoalgebra, dann
ist o V] = [ '[V].

(6) Fir U < A,V < B sind die Bisimulationen zwischen U und V genau die
Bisimulationen zwischen A und B, eingeschrinkt auf U x V.

BEWEIs. (1) < (2) folgt aus Korollar 4.14 und der Diskussion vor dem
Hauptsatz.

(1)=(3): F erhalte Urbilder, und R C A x B sei eine Bisimulation. Der
Pullback von <: V. — B und 7f : R — B in Set ist Q = {(v,(a,v)) | v €
V,(a,v) € R}. Nach Voraussetzung ist @) eine Bisimulation, wir erhalten also eine
Strukturabbildung auf @, fiir die 7r2Q : Q — R und somit auch 7F o 7r2Q :Q - A
Homomorphismen sind. Das Bild dieses Homomorphismus, R~[V], ist somit eine
Untercoalgebra von A.

(3)=(4) ist eine Spezialisierung mit R = Gr ¢, und (4)=(2) folgt aus Hauptsatz
4.21; (4) <= (5) ist offensichtlich.

(1)=(6): Jede Bisimulation zwischen &/ und V ist offenbar ein Bisimulation
zwischen A und B. Umgekehrt sei R eine Bisimulation zwischen A und B. Dann
gilt

RN(U x V)= (Cf, )[R

Der Beweis von Hauptsatz 4.31 zeigt, daf} dies eine Bisimulation ist, da F' Pullbacks
entlang injektiver Abbildungen erhilt und Pullbacks von injektiven Abbildungen
injektiv sind.

(6)=(4): Seien V < B eine Untercoalgebra, ¢ : A — B ein F-
Homomorphismus. Da

(Gro)N(Ax V) ={(a,pa)lpa €V}
nach Voraussetzung eine Bisimulation ist, ist
m: (Gro)N(AxV)—= A

ein F-Homomorphismus, dessen Bild gerade p~![V] ist, was daher eine Untercoal-
gebra von A ist. O

Beispiel 4.48: Wir definieren einen Funktor F' : Set — Set wie folgt: Fiir eine Menge A
setzen wir F'A := P(A), fiir eine Abbildung f : A — B definieren wir

flU] wenn fjy injektiv
0 sonst

(FHU) = {

Dann stimmen Setr und Setp auf den Objekten iiberein, d.h., jede F-Coalgebra ist eine
‘P-Coalgebra und umgekehrt, und auch die Begriffe von Untercoalgebra stimmen iiberein.

Wir betrachten die F-Coalgebren A = ({a1,a2,a3},@a) und B = ({b1,b2}, ap) mit
aaay = {az,as}, aaaz == asas ;=0 und apb; := apbs := ). Im Diagramm:

az by

/!

ay

N

as b2
Dann ist durch ¢(a1) := b1 und p(a2) := p(as) := b2 ein Homomorphismus ¢ : A — B
definiert, aber ¢~ ({b1}) = {a1} ist keine Untercoalgebra von A.

Jetzt geben wir eine weitere Eigenschaft an, die dquivalent zur Urbilderhaltung
von F' ist. In der Kategorie Set induziert jede Abbildung f : A — B + C, deren
Wertebereich eine Summe ist, eine Zerlegung des Definitionsbereichs: A = f~[B] +
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f7ICl. Ist ¢ : A — B+ C ein F-Homomorphismus in eine Summe von zwei
Coalgebren und erhélt F' Urbilder, so haben wir ebenfalls eine Zerlegung

A=¢ Bl +¢[C]-

Die gleiche Konstruktion ist fiir Abbildungen bzw. Homomorphismen in unendliche
Summen moglich, und es stellt sich heraus, dafl die Existenz solcher Zerlegungen
in der Tat dquivalent dazu ist, dafl F' Urbilder erhilt:

Satz 4.49 ([GHSO01]). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) F erhdlt Urbilder.

(2) Jeder F-Homomorphismus ¢ : A — 3, B; induziert eine Zerlegung seines
Definitionsbereiches, d.h., es gibt Untercoalgebren Us < A mit A =3, U;,
so daf$ p[U;] C B; fiir jedes i € I gilt (es gilt dann notwendigerweise U; =
¢ [Bi]).

(3) Jeder F-Homomorphismus ¢ : A — B + C induziert eine Zerlegung seines
Definitionsbereiches, d.h., es gibt Untercoalgebren Up,Uc < A mit A = Up+
Uc, ¢[Us] C B und ¢[Uc] C C (in diesem Fall gilt offenbar Up = ¢~ [B]
und Uc = ¢~ [C]).

BEWEIS. (1)=-(2) haben wir schon vor dem Satz diskutiert, (2)=(3) ist offen-
sichtlich, so dafl wir nur (3)=(1) zeigen miissen. Wir {iberpriifen hierzu die zweite
Bedingung von Hauptsatz 4.47: Seien also f : A — B eine Abbildung, V' C B eine
Teilmenge mit ) # f~[V] # A, x € FA, y € FV mit (Ff)x = F(CE)y.

Da f~[CV] =C(f[V]) gilt, wobei 0V das Komplement von V in B ist, kénnen
wir ein v € F(f[CV]) wihlen. Wir definieren Coalgebren-Strukturen a4 auf A
und ap auf B durch

x fir a € f7[V]
apQ =
F(g}“_ V] Ju  sonst

{(Ff)x firbeV
Osz::

(Ff)(F g?_ ©y])v sonst

fiir alle @ € A und b € B. Beziiglich dieser Strukturen ist f ein Homomorphismus
(A,a4) — (B,ag), und V sowie 0V sind Untercoalgebren von (B, ag), wie man
leicht nachrechnet. Aber daraus folgt B = V+CV in Sety, d.h., f ist in der Tat ein
Homomorphismus (4,a4) = V + 0V, so daB8 [f~[V]] = f[V] nach Voraussetzung
gilt. Folglich finden wir eine Coalgebrenstruktur p : f~[V] = F(f~[V]), die gj},[v]
zu einem Homomorphismus macht. Dann ist z := p(u) fiir ein beliebiges u € f~[V]
das gesuchte Element, da

F(Copyy)z = F(S-y)) (pu) = aa(C-pyyu) = 2

gilt. Im Diagramm:

v A »f[CV]
o
Ve~ B =V +0V<~—CV
O

Dieser Satz liefert einen coalgebraischen Beweis (analog zum Beweis von Korollar
4.38) eines Resultats aus [Trn71a]:

KOROLLAR 4.50. Das Erhalten von Urbildern setzt sich auf Unterfunktoren
fort.
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In Abschnitt 5.8 werden wir diesen Satz anwenden, um zu zeigen, dafl in Setp
Produkte iiber Summen distribuieren, wenn F' Urbilder erhélt. Dort werden wir
auch weitere Eigenschaften kennenlernen, die dquivalent zur Urbilderhaltung sind.

Man kann Satz 4.49 so umformulieren: F' erhilt genau dann Urbilder, wenn
fiir jedes kommutative Diagramm

ix iy

T

— A+B~<—
1A B

in Sety gilt: Sind die zwei Quadrate Pullbacks und die untere Zeile eine Summe,
dann ist die obere Zeile eine Summe. In anderen Worten ([Bor94a]): F erhilt
genau dann Urbilder, wenn Summen in Setp universell sind. Man sieht leicht,
dafl umgekehrt gilt: Erhélt F' Urbilder und sind die obere und die untere Zeile des
Diagramms Summen, so sind die beiden Quadrate Pullbacks. Damit haben wir
bewiesen, dafl Setp genau dann extensiv (Carboni et al. [CLW93]) ist, wenn F'
Urbilder erhlt.

Zum Abschlufl untersuchen wir noch, welche Auswirkungen die Erhaltung von
Urbildern auf den Zusammenhang zwischen der grofiten Kongruenz und der grofiten
Bisimulation auf einer Coalgebra hat.

’

Satz 4.51 ([GS00]). Wenn F Urbilder erhdlt, dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

1. ~ 4 ist fir jedes A € Setp transitiv.
2. Va4 = ~, fir alle A € Setp, wobei V 4 die grifite Kongruenz auf A ist (s.
Behauptung 3.42).

BEWEIS. V 4 ist immer transitiv, also ist (2)=(1) offensichtlich.

Um (1)=(2) zu zeigen, betrachten wir a,a’ € A mit a V4 a’ und zeigen a ~ 4
a': Sei m : A —» A/V 4 die kanonische Projektion. Wir betrachten die Summe
S :=A+ A/V 4+ A mit den kanonischen Einbettungen ¢1, t2 und ¢3. 7 induziert
einen Endomorphismus ¢ := [(t2 0 ), t2, (12 o 7)] auf S mit

’gbOLl:LQOﬂ':ZﬁOLg.

Da der Graph von % und sein Inverses in ~g enthalten sind, erhalten wir

u(a) ~s ¥(u(a)) = n(r(a)) = n(r(a)) = ¢(s(d)) ~s ws(d).

Es ist leicht zu sehen, daf ¢y (x) ~g v3(x) fiir jedes = € A gilt, insbesondere t3(a’) ~s
t1(a"). Nach Voraussetzung ist ~g transitiv, so dal mit obigem ¢;(a) ~s t1(a’)
folgt. Hauptsatz 4.47 ermoglicht uns nun, a ~4 a’ zu schlieflen. |

Man beachte, dafl dieser Satz nicht aussagt, dal daraus, daf ein ~ 4 transitiv ist,
schon folgt, dal ~4= V 4 ist. Ein Gegenbeispiel fiir diese stéirkere Aussage ist:
Beispiel 4.52: In Beispiel 3.45 haben wir eine (—)3-Coalgebra A mit einem Homomorphis-
mus in die (einzige) einelementige (—)3-Coalgebra 1 konstruiert, fiir die ~ 4 die Diagonale
auf A ist. Insbesondere ist ~ 4 transitiv, aber es gilt V4 = A x A # ~4, obwohl der
Funktor (—)3 Urbilder erhilt.

Unter Wiederverwendung dieses Gegenbeispiels kénnen wir eine (—)3-Coalgebra kon-
struieren, auf der die grofite Bisimulation nicht transitiv ist: Der Beweis des Hauptsatzes
zeigt, dafl wir A + 1 + A wihlen konnen.
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9. Equalizer und monos

In diesem Abschnitt soll zunichst die coalgebraische Bedeutung des Erhaltens
von Equalizern untersucht werden. Dann greifen wir die Frage aus Abschnitt 3.7,
wann jeder mono injektiv ist, noch einmal auf. Die Korollare 4.27 und 4.14 zeigen:

BEHAUPTUNG 4.53 ([GS00]). Der FEqualizer zweier F-Homomorphismen
o, : A — B in Sety ist die gréfite Untercoalgebra, die in {a € A | pa = a} ent-
halten ist. F erhdlt genau dann Equalizer, wenn fir alle Coalgebren A,B € Setp
und alle Homomorphismen ¢,v : A — B die Menge {a € A | v(a) = ¢¥(a)} eine
Untercoalgebra von A ist.

{a | pa = pa}]—=— A B

Beispiel 4.54: Polynomiale Funktoren erhalten Equalizer, der Potenzmengenfunktor P
erhilt Urbilder (und sogar schwache Pullbacks), erhilt aber Equalizer nicht. Satz 4.30
wird zeigen, dafl aus dem Erhalten von Pullbacks das Erhalten von Equalizern folgt.

Jetzt interpretieren wir die Erhaltung von Equalizern coalgebraisch. Ist A4 €
Setr eine Coalgebra und U C A, so definieren wir die Menge U := ({W < A |
U C W}. Wenn F beliebige Schnitte erhilt, gilt offenbar U = (U) (s. Lemma
4.41). Mit dieser Notation beweisen wir:

SATz 4.55. Wenn F Equalizer erhdlt, so folgt fiir alle Homomorphismen ¢, :
A — B und alle Teilmengen U C A aus ¢y = Yy schon o5 = ).

Weiterhin gilt: Wenn F beliebige Schnitte erhdlt und fiir alle Homomorphismen
o, + A — B und alle Teilmengen U C A aus ¢y = Yy schon o5 = g folgt,
dann erhdlt F' Equalizer.

BEWEIS. F' erhalte Equalizer. Mit obigen Notationen gelte iy = . Nach
Behauptung 4.53 ist {a € A | pa = a} eine Untercoalgebra von A, d.h., es gilt
UC{a€A|pa=1pa}, was P10 = Yo zeigt.

F erhalte beliebige Schnitte, und die Bedingung des Satzes sei erfiillt. Seien
o, : A — B zwei Homomorphismen. Wir setzen. U := {a € A | pa = va}.
Dann gilt ¢y = ¢u, also nach Voraussetzung auch | = . Das impliziert aber
U =U, und da U = (U) eine Untercoalgebra von A ist, ist U eine Untercoalgebra
von A, was nach Behauptung 4.53 ausreicht, um nachzuweisen, daf§ F Equalizer
erhiilt. 0

Wir erwihnen noch:

SATz 4.56 ([Trn71a]). Das Erhalten von Equalizern setzt sich auf Unterfunk-
toren fort. Wenn F Equalizer erhdlt, dann erhdlt F' Urbilder.

Equalizer von zwei F-Homomorphismen sind injektiv, wie wir am Anfang des
Abschnittes gesehen haben. Wir zeigen jetzt, dal auch die Umkehrung gilt:

BEHAUPTUNG 4.57 ([GS01d]). Ein mono in Setp ist genau dann injektiv,
wenn er reguldr ist, also der Equalizer von zwei Homomorphismen.

BEWEIS. Ist i : 4 — B ein injektiver Homomorphismus, so bilde man den
Pushout (P,p1,p2) von i mit sich selbst. Dann iiberpriift man leicht, dafl i der
Equalizer von p; und py ist.

(_i>B
i P1

B(sz P
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In Set - und damit auch in Sety - sind Pushouts von injektiven Homomorphismen
injektiv ([HS73]). Der eben gefiihrte Beweis zeigt daher, dafl ein mono in Setp
genau dann injektiv ist, wenn er der Equalizer von zwei injektiven Homomorphis-
men ist. In Abschnitt 10 werden wir sehen, dafl jeder mono in Setp injektiv ist,
wenn F' Kerne schwach erhélt.

Behauptung 4.57 zeigt, daf3 die Untercoalgebren einer Coalgebra A im ka-
tegorientheoretischen Sinne im allgemeinen nicht die Unterobjekte von A in der
Kategorie Sety sind, d.h. nicht die Aquivalenzklassen von monos mit Ziel A, son-
dern die requldren Unterobjekte von 4. Es wire also kategorientheoretisch exakter,
von reguldren Untercoalgebren zu reden. Da der Begriff der Untercoalgebra aber mit
der hier gew&hlten Definition verbreitet ist und die monos mit Ziel A bislang keine
Bedeutung in der Coalgebra zu haben scheinen, bleiben wir bei der eingefiihrten
Sprechweise.

Um zu untersuchen, wann jeder mono regulér ist, kann man auch untersuchen,
wann jeder epi in Setp regulir ist, d.h. der Coequalizer von zwei Homomorphismen.
Fiir jeden Morphismus f : A — B in einer Kategorie C gilt, da} f genau dann ein
Isomorphismus ist, wenn er ein reguldrer mono und ein epi ist, was genau dann
der Fall ist, wenn er ein regulirer epi und ein mono ist ([HS73]). Da in Sety ein
Homorphismus ¢ : A — B genau dann mono ist, wenn der epi ¢ : A — ¢[A],
a — p(a), mono ist, folgt:

LEMMA 4.58. In Setyp ist genau dann jener mono injektiv, wenn jeder epi re-
guldr ist.

Die reguléren epis in Setp lassen sich coalgebraisch charakterisieren:

SATz 4.59. Fir einen surjektiven Homomorphismus ¢ : B — C sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. ¢ ist ein reguldrer epi.

2. Es gibt eine Bisimulation R auf B mit Ker p = Eq(R).

3. Es gilt Ker ¢ = Eq([Ker ¢]2).

BEWEIS. (1)=-(2): Sei ¢ der Coequalizer in Sety von t,¢s : A — B. Dann
gilt Kerp D (¢1,12)[A], und da ¢ auch in Set der Coequalizer in 1,1, ist, folgt

Ker o = Eq((¢1,%2)[A]),

und da nach Satz 3.21.(2) die Menge (¢1,12)[A] eine Bisimulation ist, folgt (2).
(2) <= (3) ist offensichtlich.

(2)=(1): Sei R C B x B eine Bisimulation auf B mit Kery = Eq(R). Sind
m,me : R — B die Projektionen, so gilt pom = @omy. Ist § : B — D ein
Homomorphismus mit # om; = 8 omy, so mufl R C Ker 6 gelten, also auch Eq(R) C
Ker#, d.h., 6 faktorisiert nach dem 1. Diagrammlemma (Lemma 3.14) eindeutig
durch ¢.

T
-~ )
R—— B ——

o C
\

\
N

D

KOROLLAR 4.60. In Setp sind folgende Aussagen dquivalent:

O

o Jede Kongruenz ist die von einer Bisimulation erzeugte Aquivalenzrelation.
o Jeder epi ist requldr.
o Jeder mono st injektiv.
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Wir werden in Hauptsatz 4.61 sehen, dafl man dieses Ergebnis noch verbessern
kann. Dort werden wir beweisen, dafl genau dann jeder mono injektiv ist, wenn
jede Kongruenz eine Bisimulation ist.

10. Kerne

In diesem Abschnitt wird untersucht, welche coalgebraische Bedeutung das
schwache Erhalten von Kernen durch den Funktor F' hat. Wir kénnen nach Korollar
4.14 dabei Kerne von leeren Abbildungen ignorieren.

HAuPTSATZ 4.61. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. F erhdlt Kerne schwach.
2. Jede F-Kongruenz ist eine Bisimulation.
3. Jeder mono in Setp ist injektiv.

Der Beweis wird zeigen: Genau dann erhilt F' den Kern der Abbildung f : A — B
schwach, wenn bzgl. jeder F-Coalgebrenstruktur auf A, fir die Ker f eine Kongru-
enz ist, Ker f auch eine Bisimulation ist.

BewEIs. Die Aquivalenz (1) <= (2) ist aus [GS00].

(1)=(2): Sei R eine Kongruenz auf der F-Coalgebra A mit Projektions-
homomorphismus 7p : A - A/R. Wenn F Kerne schwach erhilt, dann ist
R = pb(mg, mr) nach Hauptsatz 4.21 eine Bisimulation.

(2)=(3): Ist ¢ : A — B mono, so gilt [Ker p]» = A4 nach Satz 3.47. Wenn
F Kerne schwach erhilt, ist aber Ker ¢ selbst eine Bisimulation, was Kerp = Ay
zeigt. Also ist ¢ injektiv.

(3)=(1): Wir nehmen an, daf} ' den Kern von f : A — B nicht schwach erhilt,
und beweisen daf} es in Setp einen nicht injektiven mono gibt.

Wenn F den Kern von f nicht schwach erhiilt, dann ist A # @, f ist nicht
injektiv, und es gibt zwei verschiedene Elemente z,y € F'A mit

(z,y) € (Ker Ff)\(Fm, Fra)[F Ker f],

wobei m,m : Kerf — A die kanonischen Projektionen sind. Sei U eine
Aquivalenzklasse von Ker f mit mindestens zwei Elementen. Dann zerlegen wir
U irgendwie in zwei nichtleere Mengen U, und U,. Auf A definieren wir die Coal-
gebrenstruktur a4 durch

z firaeU,
aaa =
y sonst

Auf B definieren wir die konstante Coalgebrenstruktur a%Ff )® Dann ist f offen-
sichtlich ein Homomorphismus, also Ker f eine Kongruenz. Wir zeigen jetzt, dafl
bzgl. dieser Coalgebrenstrukturen Ker f # Eq([Ker f]») gilt. Nach Satz 4.59 und
Korollar 4.60 beweist das die Existenz eines nicht injektiven mono in Setp.

Sei v : [Ker flo = F([Ker f]2) eine Bisimulationsstruktur auf [Ker f],. Fiir
beliebige Elemente u € U, v € Uy gilt (u,v) ¢ [Ker f]», denn ansonsten wére

(Fmy, Fm2)(v(u,v)) = (@au, aav) = (z,y).

Es ist leicht zu sehen, daf [Ker f], symmetrisch ist, folglich gilt auch (v,u) ¢
[Ker f]2. Somit ist Ker(f)\ (U, x Uy, UU, x Uy) eine Aquivalenzrelation, die [Ker f],
umfafit, und es folgt

Eq([Ker f]2) C Ker(f)\(U, x U, UU, x U,)) C Ker f.
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LEMMA 4.62 ([GS00]). Wenn F Kerne schwach erhilt, dann ist die grifite
Bisimulation ~ 4 auf jeder Coalgebra A transitiv, in der Tat ist ~ 4 die griofite
Kongruenz auf A.

BEWEIS. Hauptsatz 4.61 impliziert, dafl jede Kongruenz auf A in ~ 4 enthalten
ist, insbesondere gilt V4 C~ 4. Andererseits ist nach Behauptung 3.44 die von ~ 4
erzeugte Aquivalenzrelation eine Kongruenz, woraus

~AC Eq(~4) C Va4
und damit die Gleichheit folgt. O

Das Lemma 14t sich nicht umkehren:

Beispiel 4.63: Wir betrachten fiir eine natiirliche Zahl n > 3 den Unterfunktor P, des
Potenzmengenfunktors, der fiir eine Menge A definiert ist durch

Pen(4) :={U C A||U] < n}\{0}.

Man sieht leicht, dafl 75<n Kerne nicht schwach erhélt: Wir betrachten eine 2n-elementige
Menge A := {a1,...,az2n, } und die Abbildung f : A — 2, definiert durch

fla) = {0 =

1 +1>n
Seien dann
U:={a;|1<i<n—2oderi=2n},V:={a;|n<i<2n—2}€ P,(A).

Dann gilt P, (f)U = {0,1} = P<,(f)V, aber es gibt keine Menge W € P, (Ker f) mit
w1 [W] = U und m2[W] =V, denn diese Menge miifite zumindest die 2n — 3 > n Paare
(azn,a;) fiir n <7 < 2n — 2 und (ai,a,) fir 1 <i<n —2 enthalten, was nicht sein kann.

Da P<,(1) = 1 gilt, ist die Menge 1 mit der eindeutigen Coalgebrenstruktur die
terminale 75<n—Coalgebra7 die grofite Kongruenz auf jeder 75<n—Coalgebra Aist also Ax A,
und man sieht wiederum leicht, da} A x A auch immer eine Bisimulation ist: Eine Relation
R C A x A ist genau dann eine Bisimulation, wenn fiir alle (a,b) € R eine Teilmenge
U C R mit 0 < |U| < n existiert, die m1[U] = @aa und m2[U] = aab erfiillt. Seien also
(a,b) € A x A gegeben und ay, ... ,a; die Nachfolger von a, b1, ... ,b; die Nachfolger von
b. Es gilt 0 < I,k < n, und wir konnen k£ > [ annehmen. Dann kénnen wir

U:={(ai,b;) |1 <i<I}U{(ai;,b1) |l <i<Ek}
wahlen.

Wir werden aber jetzt sehen, wie man das schwache Erhalten von Kernen durch
grofite Bisimulationen ausdriicken kann.

LEMMA 4.64. Sei A = (A,aa) eine F-Coalgebra, R eine Kongruenz auf A.
Dann ist (A, (mr : A — A/R,a4)) eine (A/R) x F-Coalgebra, und R ist die grifite
Kongruenz auf dieser Coalgebra.

BEWEIS. Dafl R eine A/R x F-Kongruenz auf (A, (mg,a4)) ist, folgt mit Satz
3.43 daraus, da8 R eine F-Kongruenz nach Voraussetzung und eine A/R-Kongruenz
nach Definition von 7g ist. Andererseits ist R offenbar die grofite A/R-Kongruenz
auf (4, 7R), also auch die grofite A/R x F-Kongruenz auf (A, (7g,aa)). O

Daraus folgt:

SATZ 4.65. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) F erhdilt Kerne schwach.

(2) Fir jede Menge C erhilt C x F' Kerne schwach.

(3) Fiir jede Menge C ist jede C x F-Kongruenz auf einer C' x F-Coalgebra eine
Bisimulation.

(4) Fiir jede Menge C und jede C x F-Coalgebra A gilt V 4 =~ 4.
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BewEls. (1) < (2) folgt aus Satz 4.10, (2) <= (3) ist gerade Hauptsatz
4.61, (3)=(4) folgt aus Lemma 4.62. (4)=(1) erhélt man aus dem eben bewiesenen
Lemma und Hauptsatz 4.61: Ist R eine F-Kongruenz auf der F-Coalgebra A =
(A,a4), so ist R die groBte (A/R) x F-Kongruenz auf (A, (7gr,®4)), also nach
Voraussetzung die grofite (A/R) x F-Bisimulation. Damit ist aber R auch eine
F-Bisimulation auf A. O

11. Der Funktor M(~)

Wir untersuchen jetzt eine Klasse von Funktoren, die sowohl Anwendungen
als auch interessante Limes-Erhaltungs-Eigenschaften hat. Wir werden auch Bei-
spiele fiir Funktoren sehen, die zwar Kerne schwach erhalten, nicht aber schwache
Pullbacks. Die Ergebnisse dieses Abschnitts erscheinen in [GS01c].

Sei M = (M, +,0) im ganzen Abschnitt ein kommutatives Monoid mit neutra-
lem Element 0. Wir definieren den M-Mengen-Funktor M) wie folgt: Fiir eine
Menge A sei M4 die Menge der Abbildungen ¢ : A — M mit endlichem Triger,
d.h., der Abbildungen, die nur an endlich vielen Stellen von 0 verschieden sind.

Fiir eine Abbildung f : A — B definieren wir M) : M) — M(B) fiir eine
Abbildung ¢ : A — M mit endlichem Triger und ein b € B durch

MBD()0):= Y va,

a€A,fa=b

wobei die (endliche) Summe in M genommen wird. Man rechnet leicht nach, daf}
M) ein Funktor ist.

Coalgebren des Funktors M(~) sind M-wertige bild-endliche Relationen auf
einer Menge oder auch Transitionssysteme, bei denen die Kanten mit Werten aus
M dekoriert sind. Wir schreiben daher fiir eine M(~)-Coalgebra (A, a4) und zwei
Elemente a,a’ € A und m € M:

aBd <= asla)d)=m.

In [Rut00a] wird der Funktor M(~), wobei M ein Semiring ist, fiir die coalge-
braische Modellierung von Differentialgleichung verwendet. Fiir die spezielle Wahl
M = (M, +,0) = (2,max, 0) ist M (=) natiirlich isomorph zum endlichen Potenz-
mengenfunktor.

Wir geben zunéchst Bedingungen fiir Untercoalgebren, Homomorphismen und
Kongruenzen an:

LEMMA 4.66. Seien A eine M=) -Coalgebra, U C A eine Teilmenge. Dann
ist U genau dann eine Untercoalgebra, wenn fiir alle w € U, alle a € A und alle
m € M mit m # 0 gilt:

uBa=acl.

Eine Abbildung f : A — B zwischen zwei M(~)-Coalgebren A und B ist genau
dann ein Homomorphismus, wenn fiir alle a € A und b € B

> aa(a) (@) = ap(fa)(b)
fa'=b
gilt. Eine Aquivalenzrelation R C A x A auf A ist genaw dann eine Kongruenz,
wenn fir alle (a,b) € R gilt, daf8
> aa(a)(@) =Y aa®)(®)
aRa’ bRb’

gilt.
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Aus dem ersten Teil des Lemmas folgt, dafl beliebige Schnitte von Untercoal-
gebren Untercoalgebren sind. Aus Lemma 4.41 folgt, da8 M(~) beliebige Schnitte
erhilt. Fiir Bisimulationen erhalten wir folgende Bedingung:

LEMMA 4.67. Sind A,B zwei M-Coalgebren, so ist eine Relation R C A x B
genau dann eine Bisimulation, wenn fir jedes Paar (a,b) € R eine |A| x |B|-Matriz
(Ma,y) mit Eintragen aus M existiert, so dafl gilt:

e Nur endlich viele my , sind von 0 verschieden,

o mgy, # 0 impliziert (z,y) € R,

o ay(a) ist der Vektor der Zeilensummen von (mgy), d.h.

Ve e Aaa(a)(z) = Z My,y,

yeB

e ag(b) ist der Vektor der Spaltensummen von (my ), d.h.

Vy € B.ag(b,y) = Z My y-
€A

Wir haben schon gesehen, da M(~) beliebige Schnitte erhilt. Um zu untersu-
chen, wann M (=) schwache Pullbacks, Kerne und Urbilder erhiilt, filhren wir zwei
neue Begriffe ein, wir definieren, wann M positiv und wann M wverfeinerbar ist.

DEFINITION 4.68. M ist positiv, wenn fiir alle m,n € M aus m + n = 0 folgt,
dal m =n = 0 ist, wenn also 0 das einzige invertierbare Element von M ist.

Beispiel 4.69: Jeder V-Halbverband mit 0 ist ein positives kommutatives Monoid, (N, +, 0),
(N\{0}, -, 1) und (R4, +,0) sind positive kommutative Monoide. Jedes freie kommutative
Monoid ist positiv. Jedes Untermonoid eines positiven Monoids ist positiv. Dagegen ist
keine Gruppe mit mehr als einem Element positiv.

Ist eine m x n-Matrix (a; ;) mit Elementen aus M gegeben und sind r; =
Yi<j<mas; die Zeilensummen, ¢; = Xi<i<na;; die Spaltensummen dieser Matrix
sind, dann gilt wegen der Assoziativitit und Kommutativitéit der Operation + die
Gleichung ry +...4+7r, =c¢1 + ...+ ¢ Verfeinerbarkeit ist gerade die umgekehrte
Bedingung:

DEFINITION 4.70. Seien m,n € N natiirliche Zahlen. Dann nennen wir M

(m,n)-verfeinerbar, wenn fir alle r1,... ,rp,c1,-.. ¢ € M, die 1 + ...+ 71, =
c1+...+cp erfiillen, eine n x m-Matrix (a; ;) mit Elementen aus M existiert, deren
Zeilensummen ry,... ,r, und deren Spaltensummen cy,. .. , ¢, sind.
a1 o Aim | T1
an1 ** Aum | Tn
Cl .. Cm

Fir m = 1 oder n = 1 ist die Bedingung der Definition immer erfiillt. Fiir
m > 1 ist M genau dann (m,0)-verfeinerbar, wenn M positiv ist. Fiir die anderen
Fille beweisen wir:

Sarz 4.71. Fiir alle m,n > 1 gilt: M ist genau dann (m,n)-verfeinerbar, wenn
M (2,2)-verfeinerbar ist.

Beweis. Eine (m,n + 1)-Verfeinerung von 7y + ...+ 7, =1+ ...+ ¢, + 0
ergibt sofort eine (m, n)-Verfeinerung von 1 + ... + 1y = ¢1 + ... + ¢y, so dafl die
eine Richtung klar ist.

Die andere Richtung beweist man durch eine leichte Induktion tiber die Zahl
der Spalten, gefolgt von einer dhnlichen Induktion iiber die Zahl der Zeilen. Wir
zeigen daher nur, wie man von (2, 2) auf (3,2) kommt:
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Ist 71 + 72+ 73 = ¢1 + 2, benutzen wir die (2, 2)-Verfeinerungs- Eigenschaft, um
eine 2 x 2-Matrix (a;,;) mit Spaltensummen ¢;, ¢, und Zeilensummen ry, (r2 +r3)
zu finden. Dann gilt as 1 + a2 = ra + 13, also gibt es eine weitere 2 x 2-Matrix mit
Zeilensummen ry, r3 und Spaltensummen a1, a2 1:

1,1 Aair2 | T1 b1,1 b172 T2
az1 Q22 | T2+ T3 und ba1 bao | T3
C1 C2 | 2,1 Aa22

Offensichtlich 16st die folgende Matrix das Ausgangsproblem:

1,1 ar2 | T
bi,1 b172 T2

)

b2,1 b272 T3

O

Daher nennen wir das kommutative Monoid M wverfeinerbar, wenn es (2,2)-
verfeinerbar ist. Wir benétigen noch folgende Beobachtung bzgl. unendlicher Ma-
trizen:

LEMMA 4.72. Sei M wverfeinerbar. Sind X, Y nichtleere Mengen, o € MX)
und 7 € M) mit Yeex 0(®) = 32, cy T(y), dann gibt es eine |X| x |Y|-Matriz
(Me,y) mit Zeilensummen 3, oy Mgy = o(z) und Spaltensummen 3, ¢ Moy =
7(y), wobei nur endlich viele my , nicht 0 sind.

Jetzt zu einigen Beispielen: Aus Satz 4.71 folgt leicht, dal (N,+,0) und (N\
{0}, -,1) verfeinerbar sind. Verfeinerbarkeit iibertrigt sich nicht auf Untermonoide:
In (N\ {0,2},-,1) hat das Verfeinerungs-Problem 5 -6 = 3 - 10 keine Losung, da
jede Verfeinerung den Faktor 2 benétigen wiirde. Fiir Verbénde erhalten wir:

LemMA 4.73. Ist £L = (L,V,0) ein Verband mit kleinstem Element 0, dann ist
L genau dann verfeinerbar, wenn L distributiv ist.

BEWEIS. Ist £ distributiv und sind a,b,c,d € L mit a Vb = ¢V d gegeben,
dann erhalten wir eine Verfeinerung

alNc alAd]|a
bAec bAd|Db
c d |

Ist umgekehrt £ nicht distributiv, dann ist einer der folgenden Verbinde N5 oder
M3 ein Unterverband von £ (s. z.B. [Gr&98)):

LS I
\q/“ \q/

In beiden Féllen gilt a V b = bV c¢. Hétten wir eine Verfeinerung

T yla
z u|b
b ¢

mit z,y,u,v € L, so wiirde u < b und u < ¢ folgen, also u < bAc = q < a, und
ebenso y < a, also u Vy = ¢ < a. Aber es gilt in beiden Verbinden ¢ £ a M3. [O
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HauprsaTz 4.74. Es gilt:

(1) M) erhilt Urbilder <= M ist positiv.
(2) M) erhilt Kerne schwach <= M ist verfeinerbar.
(3) M) erhilt schwache Pullbacks <= M ist positiv und verfeinerbar.

BEWEIS. (3) ist wegen Satz 4.35 eine Folgerung aus (1) und (2).

(1): Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus von M(~)-Coalgebren, V' eine Un-
tercoalgebra von B. Wir miissen nach Hauptsatz 4.47 zeigen, daff o 1[V] eine
Untercoalgebra von A ist. Fiir gegebene a € o~ '[V], a' ¢ p~'[V], a—+a' miissen
wir nach Lemma 4.66 also m = 0 zeigen. Wir wissen, daf p(a) € V und p(a’) ¢ V

gilt, also folgt aus Lemma 4.66 ap(a)iﬂp(a’). Dasselbe Lemma, zeigt

Z n=20,

e(z)=p(a’)
und da M positiv ist, sind alle Summanden 0, insbesondere gilt m = 0.

Um die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, dafl wir m;,ms € M mit
m1 + my = 0 haben. Die Coalgebra A bestehe aus einem Punkt p, der zwei
Transitionen zu Punkten ¢; und ¢» mit m; bzw. mso als Label hat. B bestehe
aus zwei Punkten r und s ohne Transitionen (d.h., alle Transitionen sind mit dem
Label 0 versehen). Dann erhalten wir einen Homomorphismus ¢ mit ¢(p) = r und
©(q1) = ¢(g2) = s. Da {r} eine Untercoalgebra von B ist, ist o~ *{r} = {p} eine
Untercoalgebra von A. Daraus folgt aber m; = my = 0.

r

p
Ao V \mz @ o _B
q1 q2

S

Eine leichte Modifikation dieser Konstruktion beweist auch die Riickrichtung
von (2): Wenn F' Kerne schwach erhilt, sind Kerne von Homomorphismen Bisi-
mulationen (Hauptsatz 4.61). Sei m; + ma = s; + so ein Verfeinerungsproblem in
M. Wir nehmen eine Kopie A’ von obigem A, versehen aber die Kanten von A’
mit den Labeln s; bzw. ss. Wir konstruieren B’ aus B, indem wir die Transition
von r nach s mit dem Label mi + ms = s1 + s» versehen. Dann haben wir einen
offensichtlichen Homomorphismus ¢ : A+ A" = {0} x A+ {1} x A" = B’, dessen
Kern eine Bisimulation ist. Wegen ((0,p), (1,p)) € Ker liefert Lemma 4.67 eine
Verfeinerung von mi + mo = S1 + S3.

Zur Umkehrung von (2): Wir nehmen an, dafi M verfeinerbarist. Ist ¢ : 4 — C
ein Homomorphismus, so miissen wir nach Hauptsatz 4.61 zeigen, dafl Ker ¢ eine
Bisimulation auf A ist.

Fiir (a,b) € Ker ¢ definieren wir eine |A| x |A|-Matrix mit Eintrigen aus M,
die die Bedingungen von Lemma 4.67 erfiillt: Die Kongruenzbedingung aus Lemma
4.66 zeigt

Yo aal@@)= Y aabd)d),
a’ep~({a}) a’ep~({a})
und Lemma 4.72 liefert eine Losung dieses Verfeinerungsproblems, also eine
lo~({a})| x |o~({a})| Matrix (Mg y)s.yeo-({a}) mit Eintrégen aus M, Zeilensum-
men a4(a)(a’), a’ € ¢ ({a}) und Spaltensummen ay4(b)(a’), a' € ¢~ ({a}), fiir
die nur endlich viele der m,,, von O verschieden sind. Diese Matrix erfiillt die
Eigenschaften von Lemma 4.67. O

Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir ein Beispiel fiir einen Funktor, der Kerne
schwach erhélt, nicht aber schwache Pullbacks: Jede abelsche Gruppe G = (G, +,0)
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ist verfeinerbar, denn sind ¢y, c2,d;,ds € G Elemente mit ¢; + ¢ = dy + ds, dann
16st die Matrix
c1—dy dy |1

C2 0 C2

di dy |
das Verfeinerungsproblem. Wenn G mehr als ein Element erhilt, ist G nicht positiv,
und damit erhilt der Funktor G(~) Kerne schwach, nicht aber Urbilder, und somit
keine schwachen Pullbacks.

BEMERKUNG 4.75. Ist (£,\/,0) ein vollstindiger Verband, so kann man ent-
sprechend (vgl. [GS01c]) den (unendlichen) Multimengenfunktor zu L definieren:
LA = {p: A — L}, LTW)(d) := V{¢(a) | fa = b}. Im Falle £ = ([0, 1],sup)
ist £4 die Menge der Fuzzy-Mengen in A, und die Definition von £ ist in der
Fuzzy-Logik als Ausdehnungsprinzip bekannt (s. z.B. das Lehrbuch [Zim91] von
Zimmermann und die dort zitierte Literatur).

Fiir den Funktor £~ gelten &hnliche Aussagen wie fiir den M-Mengenfunktor
zu einem kommutativen Monoid M, in [GS01c] wird z.B. bewiesen, dal £~ immer
Urbilder erhélt und genau dann schwache Pullbacks erhilt, wenn in £ unendliche
Suprema tiber endliche Infima distribuieren (einen solchen Verband nennt man auch
locale, [Bor94c]).

12. Bemerkungen und Literatur

Die meisten Untersuchungen der Limes-Erhaltungs-Eigenschaften von Set-
Endofunktoren sind in den sechziger und siebziger Jahren in Prag vorgenom-
men worden, vor allem von J. Addmek, V. Trnkovd, V. Koubek, V. Pohlova,
J. Reiterman, V. Kurkova und P. Goraléik. In den Artikeln [Trn71a, Trn71b,
Trn69, Kou71, Kou73, KR73|) werden sehr genaue Aussagen iiber die Struk-
tur von Set-Endofunktoren hergeleitet. Limes-Erhaltungseigenschaften allgemei-
ner Funktoren finden sich in der Standard-Literatur zur Kategorientheorie (z.B.
[HS73, AHS90, Lan71, Bor94a]). Bis zur Entdeckung ihrer Anwendbarkeit in
der Coalgebra scheint danach das Interesse an Set-Funktoren abgenommen zu ha-
ben zugunsten der Untersuchung allgemeinerer Funktoren. In [Rut00b] hat Jan
Rutten eine Theorie der Coalgebra unter der Voraussetzung entwickelt, dafl der
in Rede stehende Typfunktor schwache Pullbacks erhilt. Die Bedingung, daf} der
Typfunktor Kerne schwach erhilt, ist schon in [TR98, RT94| untersucht wor-
den, wo gezeigt wird, dal unter dieser Voraussetzung jede Kongruenz eine Bisi-
mulation ist. In [Mos99, dVR99] werden stochastische Transitionssysteme mit-
tels Coalgebren eines Unterfunktors des Funktors (]R+)(_) untersucht, wobei Ry
das additive Monoid der nicht-negativen reellen Zahlen ist: @ ist definiert durch
QA ={f¢€ ]RS_A) | > aca fa = 1}. In beiden Artikeln wird bewiesen, daf} dieser
Funktor schwache Pullbacks erhilt. In [Gog67] untersucht Goguen u.a. £-Fuzzy-
Mengen, also Elemente von £4, fiir einen vollstindigen Verband L.

In [GS00, GS01d, GS01¢] sind u.a. einige Teile dieses Kapitels erschienen.
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KAPITEL 5

Beschrinkte Funktoren und terminale Coalgebren

In der Theorie der Kripke-Strukturen spielt die Klasse der bild-endlichen
Kripke-Strukturen eine grofle Rolle, also der Kripke-Strukturen, bei denen jeder
Punkt nur eine endliche Anzahl an Nachfolgern besitzt. Man kann zeigen:

o Es gibt eine terminale bild-endliche Kripke-Struktur.
e In zwei Punkten einer bild-endlichen Kripke-Struktur gelten genau dann
dieselben Formeln der Modallogik, wenn diese beiden Punkte bisimilar sind.

Ziel dieses Kapitels ist es, beide Aussagen auf F-Coalgebren zu verallgemeinern.
Dazu werden wir zun#chst definieren, wann eine F-Coalgebra x-beschrinkt fiir eine
Kardinalzahl k ist. Damit kénnen wir dann den Zentralbegriff dieses Kapitels de-
finieren, den des beschrinkten Funktors. Ein Funktor F' ist beschrinkt, wenn eine
Kardinalzahl k existiert, so dafl jede F-Coalgebra x-beschrinkt ist. Es wird sich
herausstellen, daf} die Eigenschaft, daf3 F' beschrinkt ist, weitreichende Konsequen-
zen fiir die Kategorie Sety hat: Jede Coalgebra eines beschrinkten Funktors 148t
sich als Quotient eines Automaten auffassen (Abschnitt 2), es existieren cofreie
Coalgebren iiber beliebigen Farbmengen (Abschnitt 4) und Setp ist vollstéindig
(Abschnitt 6). Daf} beliebige Produkte von Coalgebren existieren, bedeutet aller-
dings nicht, daf} sich diese Produkte auch einfach berechnen lassen. Wir werden z.B.
sehen, dafl das Produkt zweier endlicher Coalgebren unendlich sein kann. Trotzdem
werden wir beweisen kénnen, dafl in Setr Produkte iiber Summen distribuieren,
wenn F' Urbilder erhélt (Abschnitt 8).

Im letzten Drittel des Kapitels gehen wir daran, eine Logik fiir F-Coalgebren
zu definieren und zu untersuchen, inwieweit sich Elemente von F-Coalgebren durch
Formeln dieser Logik charakterisieren lassen. Wir werden dabei sehen, daf} sich Lar-
ry Moss’ “Coalgebraische Logik” ([Mos99]) als Spezialfall der von James Worrell
([Wor99a]) angegebenen Logik auffassen 148t (Abschnitt 14).
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1. Beschrinkte Coalgebren und beschrinkte Funktoren

Bei Transitionssystemen, also P-Coalgebren, spielt die Klasse der bild-endlichen
Transitionssysteme eine besondere Rolle, also der Transitionssysteme, bei denen
jeder Zustand nur endlich viele Nachfolger hat. Da wir in Abschnitt 3.5 definiert
haben, was eine Nachfolgermenge ist, kénnen wir den Begriff des bild-endlichen
Transitionssystems verallgemeinern:

DEFINITION 5.1. Sei k eine Kardinalzahl. Wir nennen die Coalgebra A k-
beschrinkt (bzw. strikt k-beschrinkt), wenn jeder Zustand a € A eine Nachfolger-
menge U mit |U| < k (bzw. |U| < &) besitzt, d.h., wenn §(A, a4a) ein Element
der Kardinalitit < x (bzw. < k) enthiilt.

Es wiirde offenbar reichen, nur den Begriff der strikten x-Beschrinktheit zu
definieren, da eine Coalgebra A genau dann x-beschrénkt ist, wenn sie strikt s7-
beschréinkt ist, wobei kT die Nachfolger- Kardinalzahl von & ist; wir definieren
trotzdem beide Begriffe, da sich der Begriff der x-Beschrinktheit im Zusammenhang
mit dem Begriff des Charakters eines Funktors als niitzlich erweisen wird.

Durch die eben erfolgte Definition haben wir die Moglichkeit, x-beschrinkte F-
Coalgebren innerhalb der Klasse aller F-Coalgebren zu definieren. Fiir Transitions-
systeme ist noch eine weitere Moglichkeit bekannt: Man kann bild-endliche Tran-
sitionssysteme als Coalgebren des endlichen Potenzmengenfunktor Py beschreiben.
Auch diese Beschreibung 148t sich auf F-Coalgebren verallgemeinern. Ein Teil der
folgenden Definition stammt aus [Trn69].

DEFINITION 5.2. Fiir jede Kardinalzahl x definieren wir zwei Unterfunktoren
von F, die strikte k-Beschrinkung F., und die x-Beschrinkung F<,, indem wir
fiir jede Menge A

Feu(A):= | F(SHIFU] und Feu(A) i= For (A)
UCA,|U|<k

setzen. Auf Abbildungen sind Fo,, und F<, definiert als Einschréinkungen von F'.
Der Funktor F' heif}t strikt x-beschrinkt, wenn F., = F gilt, k-beschrinkt,
wenn Fc, = F gilt. Wir nennen « dann (strikte) Beschrinktheitskonstante. Ist F'
k-beschrinkt fiir eine Kardinalzahl k, so nennen wir F' beschrdnkt.
F' heifdt x-residuell, wenn es fiir jedes Element a jeder F-Coalgebra A eine
Untercoalgebra U < A mit a € U und |U| < & gibt.

Man iiberpriift leicht, dafl der endliche Potenzmengenfunktor Py gleich P, ist.
Offensichtlich ist fiir jede Kardinalzahl & eine F-Coalgebra A genau dann strikt -
beschriinkt, wenn sie eine Fc,-Coalgebra ist, d.h., wenn a4[A] C F<(A) gilt. Der
Funktor F<, erlaubt eine andere Beschreibung, die sich im folgenden als niitzlich
herausstellen wird:

SATZ 5.3. Es gilt fiir jede Kardinalzahl k und jede Menge A # ()
Fed= | (FHIF(R)

fik—A

In [Rut00b] wird ein beschrinkter Funktor definiert als ein Funktor F, der
(mit den eben definierten Begriffen) x-residuell fiir eine Kardinalzahl & ist (in einer
fritheren Version dieses Artikels wurde sogar benétigt, dafl Einserzeugte existieren).
Der Zusammenhang zu unserer Begrifflichkeit ist:

SATZ 5.4. Sei k eine Kardinalzahl. Dann ist jeder k-beschrinkte Funktor k - w-
residuell; umgekehrt ist jeder k-residuelle Funktor k-beschrinkt.
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BEWwEIS. Ist A € Setp eine Coalgebra des x-beschrinkten Funktors F' und
a € A, so erhilt man eine Untercoalgebra U, von A mit a € U, und |U,| < k- w
durch folgende Konstruktion: Man setzt Uy := {a}; ist U}, fiir ein k& € N schon
definiert und fiir jedes v € U die Menge V' C A eine Nachfolgermenge von u
der Kardinalitit < &, so setzt man Ugyq 1= UuEUk VE. Dann ist Uren Uk eine
Untercoalgebra von A4, die a enthilt und eine Kardinalitdt von hochstens w - x hat.

Umgekehrt ist eine Untercoalgebra nach Satz 3.31 Nachfolgermenge jedes ihrer

Elemente. U

Solange man also nur dariiber redet, ob ein Funktor beschrénkt oder unbeschréinkt
(d.h.: nicht beschriinkt) ist, ist es egal, ob man die hier gegebene Definition oder
die von Rutten gegebene verwendet - sie unterscheiden sich nur darin, durch welche
Kardinalzahl ein beschrinkter Funktor beschrinkt ist. Die hier gegebene Definition
hat den Vorteil, dafl man feiner zwischen Funktoren unterscheiden kann: So ist der
Identitdtsfunktor Z nach der hier gegebenen Definition 1-beschrinkt, der Funktor
7? hingegen 2-beschriinkt, was gut zum Ausdruck bringt, dal jedes Element jeder Z-
Coalgebra einen Nachfolger hat, jedes Element jeder Z2-Coalgebra zwei Nachfolger.
Im Sinne von Rutten wiren Z und Z? hingegen beide w-beschriinkt.

Im n#chsten Abschnitt werden wir den Begriff des k-beschrinkten Funktors
noch etwas verallgemeinern. Insbesondere sind wir daran interessiert, die kleinste
Beschriinktheitskonstante eines Funktors herauszufinden. Zuniichst beweisen wir
aber noch, daf§ sich das Erhalten von (schwachen) Pullbacks von F' auf F. fiir
unendliche k fortsetzt, was insofern interessant ist, als diese Aussage fiir endliche &
nicht gilt, wie man am Funktor (—)3 = ((—)?)<3 sieht.

SATZ 5.5. Seien k eine unendliche Kardinalzahl, F ein Funktor. Wenn F
(schwache) Pullbacks erhilt, so auch F<.. Wenn F Kerne (schwach) erhilt, so
auch F,.

BEWEIS. F' erhalte schwache Pullbacks. Sei

P> 4

o

ein Pullback in Set, P = {(a,b) | fa = gb}. Seienu € F<,(A), v € F.,,(B) gegeben
mit (Fepf)(u) = (F<rg)(v). Da F<, strikt k-beschréinkt ist, gibt es Mengen U C A
und V' C B mit |U|,|V| < k und u € F(C#)[FU], v € F(CB)[FV]. Seien v’ € FU,
v' € FV gegeben mit u = F(Ct)u', v = F(C{})v'. Dann betrachten wir folgenden
Pullback @ = PN (U x V) von fo C#: U — C mit go CE: V — C:

P
7r10C

Q

U
NE e
P4
-]
B
Es gilt F(fo Ci)u' = F(go CE)v', nach Voraussetzung an F' existiert also ein g €

FQ mit F(r})g =u', F(r})qg =v'. Da|Q| < |U|x|V| < & gilt, weil x unendlich ist,
ist aber F,x(Q) = F(Q), also ¢ € F<,(Q). Wir setzen z := F<x(C5H)q € Fey(P)

ﬂ'éogg

f
Ve

HO
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und berechnen.
Fep(m)z = Fep(mo CH)q = Ferx(Cpr omp)g = Fen(Cu' = u,
Fep(m2)z = Fep(meo Qg)q = Fe(Cf omh)q = F(CPN = 0.

Also erhéilt F.; den Pullback von f mit g schwach. Wenn F' sogar Pullbacks erhilt,
ist das gefundene z offenbar eindeutig. Der Beweis fiir Kerne verlduft analog. [

2. Beschrinkte Funktoren als Quotienten

Seien M, C nichtleere Mengen. Dann ist C' x (—)™ durch | M| beschrénkt, denn
es gilt fiir jede nichtleere Menge Y # ()

U (GdexfM)Cx MM ={(c,fog)lceC fey™ ge MM} =CxYM,
f:M—=Y

was nach Satz 5.3 ausreicht. Es gilt sogar schon

CxYM = U (ide x fM)[C x {idum}],

fM—Y

d.h., wir miissen gar nicht das gesamte Bild von C'x M™ unter C x fM betrachten,
um C x Y™ ausschopfen zu konnen, sondern wir kommen mit den Bildern der
Teilmenge C' x {idys} von C x MM aus. Diese Beobachtung wird festgehalten in
folgender Definition:

DEFINITION 5.6 (reaching couple, [Trn69]). Ein Paar (4, X) mit A C F(X)
heift reaching couple von F, wenn fiir jede Menge Y # () gilt:

Fy = (J (FHIAL

[ X—>Y

Dieser Begriff verallgemeinert den Begriff der x-Beschrinktheit, denn offenbar
ist F' genau dann k-beschrinkt, wenn (F'(k), k) ein reaching couple von F ist.

Die Klasse der reaching couples ist sicherlich nach oben abgeschlossen: Seien
X CX',ACF(X)und A" C F(X') Mengen mit F(g§')[A] C A Ist (4,X)
ein reaching couple, so ist auch (A’, X') ein reaching couple. Wir wollen jetzt ein
“kleinstes” reaching couple eines beschrinkten Funktors finden: Wenn F' iiberhaupt
beschrankt ist, kann man eine Menge A mit kleinster Kardinalitdt xr, finden, fiir
die eine Menge X existiert, so dal (A4, X) ein reaching couple von F ist. Unter
den Mengen X, fiir die (A4, X) ein reaching couple von F ist, kdnnen wir jetzt
wiederum eine mit kleinster Kardinalitdt x> auswéhlen. Dieser Begriff wird fixiert
in folgender Definition:

DEFINITION 5.7 ([Trn69],Charakter von F'). Sei F' beschrénkt. Die eben de-
finierten Kardinalzahlen xr; und xr» heiflen erster Charakter bzw. zweiter Cha-
rakter von F. Wir nennen xr := (xr,1, XF,2) den Charakter von F.

Man kann zeigen ([Trn69]), da8 fiir jedes reaching-couple (A’, X') von F sogar
|X'| > xrF2 gilt. Weiterhin: Ist (A, X) ein reaching couple von F', B eine Menge mit
|B| = |A] und Y eine Menge mit |Y'| = | X/, so gibt es eine Injektion i : B — FY,
fiir die (i[B],Y’) ein reaching couple von F' ist. Daher werden wir oft auch sagen,
daB (xF,1,xF,2) ein reaching couple von F ist. Wir setzen jetzt das Einstiegsbeispiel
fort:

Beispiel 5.8: Seien M,C nichtleere Mengen. Dann ist xoyx iy = (|C],|M]): DaB
Xcx(—ym < (|C,|M]) gilt, haben wir schon oben gesehen.

Ist (A C C x XM X) ein reaching couple von C x (=)™, so gilt insbesondere

cxMY = ] (dexf")[A]l

[ X—->M
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Folglich gibt es fiir jedes ¢ € C ein (¢,gc : M — X) € A mit idu = f; o g fiir ein
fe: X — M, was zeigt, daB f. surjektiv ist, d.h., da} | X| > | M| gilt. Fiir zwei verschiedene
c,d € C gilt (c,gc) # (¢, gor), was auch |A| > |C| zeigt.

Der folgende Satz ist entscheidend fiir die weitere Entwicklung:

SATZ 5.9 ([Trn69]). Sei (C, M) ein reaching couple von F. Dann ist F Quo-

tient des Funktors C x (—)M. Istv : F > G eine surjektive natirliche Transfor-
mation, dann ist G beschrankt, und es gilt xa < (|C|, |M]).

BEWEIS. Zum ersten Teil: Wir definieren eine natiirliche Transformation v :
C x (—)M 5 F durch va(c, f) := (Ff)(c). Seien A # 0, u € FA gegeben. Nach
Definition eines reaching couple finden wir ein ¢ € C und ein f : M — A mit
(Ff)c = u. Aber dann gilt v4(c, f) = u, d.h., v4 ist surjektiv.

Zum zweiten Teil: Es ist leicht zu sehen, daB (va/[C], M) ein reaching couple
von G ist. O

Damit kénnen wir jetzt zusammenfassend beweisen:

HaupTsATZ 5.10 ([GSO01a]). Fiir einen Funktor F sind folgende Eigenschaf-
ten dquivalent:

1. F ist k-residuell fir eine Kardinalzahl k.

2. Es gibt eine Kardinalzahl k, so daf8 jede F-Coalgebra A mit A # 0 eine
Untercoalgebra U mit 0 < |U| < k besitzt.

3. F ist beschrdinkt.

4. Es gibt Mengen C' und M, fir die eine surjektive natirliche Transformation

C x (—)M > F egistiert.

BEWEISs. (1)=-(2) ist offensichtlich

(2)=(3): Sei k wie in der Voraussetzung. Wir behaupten, dafl (F(x), k) ein
reaching couple von F ist. Seien A # () und ¢t € F(A) gegeben. Dann definieren
wir eine konstante Coalgebrenstruktur g : A — F(A) durch aaa := ¢ fiir alle
a € A. Nach Voraussetzung finden wir eine nichtleere Untercoalgebra U = (U, ay)
von (A, ) mit |U| < k. Also kénnen wir eine Surjektion f : kK - U wihlen. Dann
ist auch F'f : F(k) - F(U) surjektiv. Sei ein u € U gewéhlt. Dann finden wir ein
s € F(k) mit F(f)(s) = ay(u). Wir setzen f' :=C# of : M — A und berechnen

F(f')(s) = F(CH(F(f)(s)) = F(Ch) (au(u) =
= (a0 C)(u) = aa(u) =t,

was zeigt, dal (F'(k), k) ein reaching couple von F ist.
(3) <= (4) folgt aus Satz 5.9, (3) <= (1) aus Satz 5.4. O

KOROLLAR 5.11 ([GSO1a]). Ist F beschrinkt, so ist fir jede Menge D der
Funktor D x F beschrinkt.

BEWEIS. Aus einer surjektiven natiirlichen Transformation v : C' x (—)M S F
erhilt man sofort eine surjektive natiirliche Transformation

idp xv:DxCx (=)™ 3 DxA,
definiert durch (idp xv)4 :=idp Xva4. O

Im nichsten Abschnitt werden wir weitere Charakterisierungen von be-
schréankten Funktoren kennenlernen.
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3. Generatorenmengen

Eine mengen-indizierte Familie (G;);e; C Sety von Coalgebren ist eine Menge
von Generatoren ([Bor94al), wenn fir je zwei F-Homomorphismen ¢, : A — B
gilt:

(VieIV0:G = Apof =1o0b) = p=1.

Da der Vergififunktor U : Setr — Set alle Colimites erhilt, ist die Existenz von
cofreien Coalgebren nach dem Special Adjoint Functor Theorem ([Bor94al) sicher-
gestellt, wenn Sety eine Menge von Generatoren besitzt. Es zeigt sich, daf} diese
Bedingung dquivalent zur Beschrénktheit von F' ist:

Satz 5.12 ([GSO01a]). Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. F ist beschrdinkt.

2. Sety hat eine Menge von Generatoren.

3. Es gibt eine mengen-indizierte Familie (G;)ier C Setp, so daff fir jede
Coalgebra A und jedes a € A ein i € I existiert, fir das G; isomorph zu
einer Untercoalgebra U, von A mit a € U, ist.

4. Es emistiert eine Menge (G;)icr C Setyp von F-Coalgebren mit folgender
Eigenschaft: Fiir jede F-Coalgebra A gilt

A:U{w[gi]uel,@:%‘—n‘l},

d.h., jede F-Coalgebra A ist Vereinigung der Untercoalgebren von A, die in
der Familie (G;)icr liegen.

BEWEIS. (1)=-(2): Sei F beschriankt und eine Kardinalzahl & gew&hlt, so dal
F k-residuell ist. Dann bildet die Menge aller Coalgebren mit Kardinalitit < &
eine Menge von Generatoren.

(2)=(3): Sei (G;)icr eine Menge von Generatoren. Dann erfiillt die Menge aller
homomorphen Bilder von Coalgebren aus (G;);er Bedingung (3): Sei A € Setp
gegeben. Nach [Bor94a] ist jede F-Coalgebra homomorphes Bild einer Summe
von Coalgebren aus (G;);ecr, also gibt es zu jedem a € A ein ¢ € I und einen F-
Homomorphismus ¢, : G; = A mit a € ¢,[G;]. Dann ist aber G;/ Ker ¢, nach Satz
3.40 ein Faktor von G;, der isomorph zu ¢,[G;] ist, einer Untercoalgebra von A, die
a enthilt. Das zeigt die Behauptung.

(3)=(4)=(1) ist offensichtlich. O

Man kann auch eine kategorientheoretische Eigenschaft von F' verwenden, um
Beschranktheit auszudriicken. Dies ist niitzlich, um den Begriff des beschrinkten
Funktors auf andere Kategorien zu verallgemeinern (s. z.B. Worrells Arbeit
[Wor99b]): Wie Addmek und Porst gezeigt haben ([APO1]), ist fiir eine unendli-
che regulidre Kardinalzahl k ein Funktor F' genau dann strikt xk-beschrénkt, wenn
er k-accessible ist, d.h., wenn er alle k-gefilterten Colimites erhélt.

Weiterhin ist leicht zu sehen, daf} die Kategorie Setr genau dann lokal prd-
sentierbar ist (fiir eine Definition vergleiche man die Lehrbiicher [AR94] von
Adamek und Rosicky oder [Bor94b] von Borceux), wenn F' beschrinkt ist. Ge-
nauer gilt fiir reguldre Kardinalzahlen x > w sogar: F ist genau dann strikt -
beschriankt, wenn Sety lokal x-présentierbar ist. Dies kénnte es ermdglichen, die
recht gut bekannte Theorie der lokal prisentierbaren Kategorien fiir die Coalge-
bra fruchtbar zu machen. So ist z.B. bekannt ([AR94], Kapitel 1.C), daf die
lokal prisentierbaren Kategorien genau den vollen reflektiven Unterkategorien von
Kategorien Set? := {F : A — Set | F Funktor } fiir eine kleine Kategorie .A
entsprechen, die unter k-gerichteten Colimites (fiir ein geeignetes k) abgeschlossen
sind. Die einzige mir bekannte Arbeit, in der eine solche Beziehung - zwar nicht
systematisch, aber als Beweishilfsmittel - ausgenutzt wird, ist [Wor00].
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Eine weitere iiberraschende Charakterisierung der strikt w-beschrinkten Funk-
toren findet sich in [AT90]: Ein Funktor ist genau dann strikt w-beschrinkt, wenn
er Pushouts von epis erhiilt (oder - dquivalenterweise - schwach erhilt).

4. Die Existenz terminaler und cofreier Coalgebren

Wir wollen jetzt einen elementaren Beweis dafiir geben, dafl jeder beschrinkte
Funktor ein Covarietor (s. Definition 3.52) ist. In [Gum99] findet sich ein Beweis,
der auf der in Satz 5.12 gegebenen Charakterisierung beruht. Wir fiihren hier einen
noch konkreteren Beweis, indem wir verwenden, dafl nach Satz 5.9 jeder beschrinkte
Funktor Quotient eines Funktors der Gestalt C' x (=)™ fiir geeignete Mengen C, M
ist. Die Darstellung folgt im wesentlichen [GSO01a].

LeMMA 5.13 ([GSO01a]). Seiv:G > F eine surjektive natirliche Transforma-
tion. Ist C eine schwach terminale G-Coalgebra, so ist v(C) eine schwach terminale
F-Coalgebra.

BEWEIS. Sei (4,a4) € Sety eine F-Coalgebra. Da vy surjektiv ist, finden
wir eine G-Coalgebra-Struktur as’ : A — GA auf A, so daBl va o s’ = aa gilt.
Nach Voraussetzung gibt es einen G-Homomorphismus ¢ : (A, a4’) — C; dieser ist
dann auch ein F-Homomorphismus (4,a4) — v(C), was zeigt, dal v(C) schwach
terminal ist.

A

O

Satz 5.14 ([GSO01a]). Wenn F beschrinkt ist, so ist F' ein Covarietor. Ist
(C,M) ein reaching couple von F, so hat die terminale F-Coalgebra hichstens
|CM”| Elemente.

BEWEIS. Da mit F' nach Korollar 5.11 auch D x F fiir jede Menge D be-
schrénkt ist, miissen wir nur zeigen, daf} eine terminale F-Coalgebra existiert. Sei
(C, M) ein reaching couple von F. Nach Satz 5.9 ist F Quotient des Funktors
C x (=)™, und nach Beispiel 3.54 gibt es zu diesem Funktor eine terminale Coal-
gebra mit Trigermenge C™ . Nach Lemma 5.13 hat Sety somit eine schwach
terminale Coalgebra, also nach Behauptung 3.53 eine terminale Coalgebra, die wir
als Quotient von C™" nach der grofiten F-Kongruenz erhalten. O

Beispiel 5.15: Ist F' rk-beschrinkt, also (F'(k),s) ein reaching couple von F', so hat die
|~

terminale F-Coalgebra hochstens |F/(k)|® Elemente. Insbesondere hat fiir eine unendliche
Kardinalzahl & die terminale P<,-Coalgebra hichstens

PRI = [P(s)| =2
Elemente.
J. Addmek und H. Porst haben gezeigt ([APO01]), dafl es einen unbeschrinkten
Covarietor gibt.
Eine weitere Konstruktionsmoglichkeit der terminalen Coalgebra eines be-

schrinkten Funktors beruht auf folgender Beobachtung, die im Kern auf [Acz88]
zuriickgeht:
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SATZ 5.16. Sei F' k-residuell. Dann sind fiir eine F'-Coalgebra Q folgende Aus-
sagen dquivalent:

(1) Q ist eine terminale Coalgebra.
(2) Fiir jede F-Coalgebrad mit |U| < k gibt es genau einen F-Homomorphismus
!u U — 9.
Insbesondere gilt fiir einen k-residuellen Funktor F: Ist K die Menge aller F'-
Coalgebren A mit |A| < &, so ist (3 K)/V eine terminale F-Coalgebra.

BEWEIs. (1)=(2) ist offensichtlich. Sei also (2) vorausgesetzt und eine F-
Coalgebra A gegeben. Dann gibt es fiir jedes a € A eine Untercoalgebra U, < A
mit a € U, und |U,| < k sowie einen eindeutigen F-Homomorphismus

!Ua :ua — Q

Wir definieren eine Abbildung !4 : A — Q durch (!4)j, :=!v,. Dies ist wohl-
definiert wegen der Eindeutigkeitsvoraussetzung und der Tatsache, daf3 endliche
Schnitte von Untercoalgebren wieder Untercoalgebren sind. ! 4 ist offensichtlich ein
Homomorphismus und eindeutig. O

In [Lam68] findet sich - in unserer Sprache ausgedriickt - folgende Charakte-
risierung:

Satz 5.17 ([Lam68]). In Setp g¢ibt es genau dann eine terminale Coalgebra,
wenn es eine Kardinalzahl k gibt, so daf jede F-Coalgebra ein homomorphes Bild
der Kardinalitit < k besitzt.

BEWEIs. Existiert eine terminale F-Coalgebra T(1), so kann man & := |Z(1)]
wihlen. Ist umgekehrt ein x wie in der Voraussetzung gegeben, so ist die Sum-
me der F-Coalgebren der Kardinalitdt < s schwach terminal, also existiert nach
Behauptung 3.53 eine terminale F-Coalgebra. O

5. Covarietiten

In der Universellen Algebra spielen Varietiten, also Klassen von Algebren, die
gegen Unteralgebren, homomorphe Bilder und Summen abgeschlossen sind, eine
grofle Rolle. Wir definieren den dualen Begriff:

DEFINITION 5.18 ([GSO01b],[Gum99]). Sei K C Setr eine Klasse von Coalge-
bren. Dann definieren wir folgende Klassen:

e 1 (K) ist die Klasse aller Coalgebren, die homomorphes Bild einer Coalgebra
aus K sind.

e S(K) ist die Klasse aller Coalgebren, die Untercoalgebra einer Coalgebren
aus K sind.

e YX(K) ist die Klasse aller Coalgebren, die Summe von Coalgebren aus K sind.

K heiflt Covarietdit, wenn K gegen H, S und X abgeschlossen ist, Quasi-Covarietdt,
wenn K gegen H und X abgeschlossen ist.

Ein Hillenoperator O ordnet jeder Klasse K eine Klasse O(K) zu und hat
folgende Eigenschaften: Fiir alle Klassen K, K’ gilt £ C O(K) (O ist extensiv), aus
K C K' folgt O(K) C O(K'") (O ist monoton), und es gilt O(K) = O(O(K)) (O ist
idempotent).

SATz 5.19. H, S und X sind Hiillenoperatoren. Fir jede Klasse I C Setp von
Coalgebren gilt

(1) HS(K) € SH(K),
(2) ES(K) =SE(K),
(3) TH(K) CHE(K).
(4) Wenn F Urbilder erhilt, gilt HS(K) = SH(K).
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(5) Wenn die Gleichung HS(K) = SH(K) fir jede Klasse K C Setp gilt und
|F'1| > 1 ist, dann erhdlt F' Urbilder.

Folglich ist fir jede Klasse KK C Sety die Klasse SHX.(K) die kleinste Covarietit,
die K umfafit, HX(K) die kleinste Quasi-Covarietdt, die KK umfafst.

BEWEISs. Alle Aussagen aufler (5) sind in [GS01b, Gum99] bewiesen worden.
Wir beweisen daher nur (5). Der Beweis ist in Zusammenarbeit mit Alexander
Schulz entstanden ([Sch])

Es gelte also |F'1] > 1, und F erhalte Urbilder nicht. Nach Korollar 4.9 gibt es
dann auch ein klassifizierendes Urbild, das F' nicht erhilt. Wir erhalten damit ein
Pullback-Diagramm folgender Gestalt, das F' nicht erhilt:

Co
U(——> A

v l lXU
wobei inr die Inklusionsabbildung in den zweiten Summanden von 1+ 1 ist, Iy die

eindeutige Abbildung und xy =!y+!gy. Dann kénnen wir f # U # A annehmen,
wie man leicht sieht, und finden folgende Elemente:

o Ein z € FA\F(CH)[FU], das F(xy)xr = F(inr)z fiir ein z € F1 erfiillt.
Dieses Element existiert, da F' den obigen Pullback nicht schwach erhilt.

e Ein y € FU, fiir das F(!y)y # z gilt. Dieses Element erhilt man, da F(!y)
surjektiv ist und |F'1| > 1 vorausgesetzt war.

Wir definieren auf A die Coalgebrenstruktur

N wenn a € U
a4 a
F(C#)y sonst.

Weiterhin sei auf 2 = {0, 1} die Coalgebrenstruktur

0~ (Finr)(Fly)y, 1 = (Fxv)x = F(inr)z
erklart. Dann ist yy bzgl. dieser Coalgebrenstrukturen ein surjektiver Homo-
morphismus und 1 ist mit der Einbettung inr eine Untercoalgebra, wobei die
Coalgebrenstruktur a; das einzige Element von 1 auf z abbildet. Folglich gilt
(1,a1) € SH(A).

Wir zeigen jetzt, daB (1,01) ¢ HS(A) gilt, womit alles bewiesen ist. Wére
(1,a1) € HS(A), so giibe es eine nichtleere Untercoalgebra V von A, fiir die die
eindeutige Abbildung !y : V' — 1 ein Homomorphismus ist. Da keine nichtleere
Teilmenge von U eine Untercoalgebra von A ist, gibt es in diesem Fall ein v €
V N (CU). Fiir dieses v gilt

F(SP)(avv) = aqv = F(Sp)y.
Es gilt
lao Cir =!y und !40 Cf =y,
folglich einerseits
F(la)(aav) = F(L4)(F(SH)(avv)) = F(lv)(ave) = ai(lvw) = 2,

andererseits

F(la)(aav) = F(L)(F(SH)() = F(lv)(y) # 2,
was den gesuchten Widerspruch ergibt. O
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Dieser Satz zeigt wiederum, dafl Coalgebra nicht einfach dual zu Universeller
Algebra ist - die Operatoren H,S,P in der Universellen Algebra kommutieren alle
nicht, wihrend in der Coalgebra S und ¥ kommutieren (s. z.B. [Thr93]). Da die
Vereinigung einer Familie von Untercoalgebren ein homomorphes Bild ihrer Summe
ist, folgt:

BEHAUPTUNG 5.20. Jede Quasi-Covarietit KC ist gegen Vereinigungen von Un-
tercoalgebren abgeschlossen, d.h., ist A € Sety eine Coalgebra und ist (U;)icr C K
eine Familie von Untercoalgebren von A, die alle in KC liegen, so ist auch |J;c; U; €

K.

SATz 5.21. Ist G ein Unterfunktor von F, so ist Setg eine F-Covarietdt. Ins-
besondere bilden die (strikt) k-beschrinkten F-Coalgebren eine Covarietit in Setp.

BEWEIS. Die Sétze 3.60 und 3.12 zeigen die Abgeschlossenheit von Sets in
Set r gegen homomorphe Bilder und Untercoalgebren. Die Abgeschlossenheit gegen
Summen ist offensichtlich. O

In der Universellen Algebra lassen sich Varietdten auch durch Quotienten von
freien Algebren definieren. Wir untersuchen das duale Konzept:

DEFINITION 5.22 ([GSO01b]). Sei U eine Untercoalgebra der Coalgebra A.
Dann ist Q(A,U) als die Klasse aller Coalgebren B € Sety definiert, fiir die jeder
F-Homomorphismus ¢ : B — A durch U faktorisiert, d.h., es gilt ¢[B] C U fiir alle
diese ¢.

4
B—2= A

Eine F-Coalgebra A hat die Fortsetzungseigenschaft (oder: ist injektiv, [Bor94al),
wenn fiir jede Coalgebra B und jede Untercoalgebra V < B gilt: Jeder Homomor-
phismus ¢ : V — A 148t sich zu einem Homomorphismus @ : B — A fortsetzen.

B-<>4
sj/
%]
v

In [GSO01b] wird bewiesen, daff unter der Voraussetzung, daf F' ein Covarietor
ist, eine Coalgebra A genau dann die Fortsetzungseigenschaft besitzt, wenn sie
Retrakt einer cofreien Coalgebra ist.

Satz 5.23 ([GS01b]). Seien A € Setp eine F-Coalgebra, U < A eine Unter-
coalgebra von A. Dann ist Q(A,U) gegen die Operatoren H und ¥ abgeschlossen,
also eine Quasi-Covarietit. Besitzt A die Fortsetzungseigenschaft, so ist Q(A,U)
eine Covarietdt.

Umgekehrt gilt: Sei F' k-residuell fiir eine Kardinalzahl k. Dann gibt es fiir jede
Covarietit K C Setr eine Untercoalgebra U von ¥(k), der cofreien F-Coalgebra
iber der Menge k, mit K = Q(%(k),U).

Man kann noch eine genauere Korrespondenz beweisen:

DEFINITION 5.24 ([GSO01b]). Sei A € Setp. Eine Untercoalgebrald < A heifit
invariant, wenn sie unter allen Endomomorphismen von 4 abgeschlossen ist, d.h.,
wenn @[U] C U fiir jeden Endomorphismus ¢ : A — A gilt.



6. DIE VOLLSTANDIGKEIT VON Setr 87

Satz 5.25 ([GS01b]). A € Setp habe die Fortsetzungseigenschaft, und es sei
U < A eine invariante Untercoalgebra von A. Dann gilt U € Q(A,U). Gilt fir eine
weitere Untercoalgebra U' von A, daff U' C U ist, so gilt Q(A,U") C Q(A,U).

Damit folgt insgesamt: Wenn A € Setyp die Fortsetzungseigenschaft hat, dann
korrespondieren die Covarietiten der Gestalt Q(A,U) genau zu den invarianten
Untercoalgebren von A.

Viele in der Praxis vorkommende F-Covarietdten K haben folgende Eigen-
schaft: Ist B € K und ist A € Setp eine F-Coalgebra, fiir die es eine totale
Bisimulation R C A x B gibt (s. Definition 3.22), so gilt auch A € K. Fiir eine
Klasse I C Setp sei B(K) die Klasse aller F-Coalgebren A € Setp, fiir die ein
B € K und eine totale Bisimulation R zwischen A und B existieren. Ist B(K) C K,
so sagt man, dafl I gegen totale Bisimulationen abgeschlossen ist.

Weiterhin fithren wir die Klasse H~1(K) der homomorphen Urbilder von K ein:
H~(K) besteht aus genau den A € Setp, fiir die ein B € K und ein surjektiver
Homomorphismus ¢ : 4 — B existieren.

Beispiel 5.26: Die Klasse aller Kripke-Strukturen, in denen eine gegebene modallogische
Formel gilt, ist gegen totale Bisimulationen abgeschlossen.

Offenbar sind B und H~ Hiillenoperatoren. Aus Satz 3.21.(4) folgt, dal B(K) =
H-H(K) fir jede Klasse K C Setp gilt. Ist F beschriinkt, so bestimmt nach
Satz 5.23 jede Untercoalgebra einer cofreien F-Coalgebra eine Covarietéit. Aus
Behauptung 4.32 folgt leicht:

SaTz 5.27 ([GSO01b]). F erhalte schwache Pullbacks und sei beschrinkt. Fir
eine F-Covarietit IC gilt genau dann KK = Q(T(1),U) fir eine Untercoalgebra U <
(1), wenn K gegen totale Bisimulationen abgeschlossen ist.

6. Die Vollstidndigkeit von Sety

Nach Satz 3.1 werden Colimites in Setp wie in Set konstruiert, und Entspre-
chendes gilt fiir jeden Limes, den F' erhiilt. In Hauptsatz 4.26 haben wir gesehen,
daf3 Set r vollstéindig ist und der Limes eines Diagramms ® in Setr durch die groite
D-Simulation gegeben ist, wenn F alle mono-sourcen erhilt. Aus dem Adjoint Func-
tor Theorem ([Bor94al)) folgt, da8 Set fiir jeden Covarietor F' vollsténdig ist. Wir
werden in diesem Abschnitt einen elementaren Beweis dieser Tatsache fithren. Daf}
Setr vollstindig ist, bedeutet allerdings nicht, dafl sich Limites in Setp “einfach”
konstruieren lassen, wofiir wir in diesem und im n#chsten Abschnitt Beispiele sehen
werden.

Nach Behauptung 4.53 hat Setr Equalizer fiir jeden Funktor F'. Der Schliissel
zum Beweis, daf} fiir jeden Covarietor F' Produkte in Setp existieren, ist folgendes
Ergebnis:

HAupPTSATZ 5.28 ([GS01d]). Wenn fir eine Familie (B;)ier von Coalgebren
in Setr das Produkt B := Hiel B; mit den Projektionen n; : B — B;, i € I,
in Setp existiert und fiir jedes i € I die Coalgebra A; eine Untercoalgebra von
B; ist, so existiert auch das Produkt [],.; Ai in Setp und ist isomorph zu einer
Untercoalgebra von B.

iel

BEWEIS. Sei D := [[);c;n; (4;)]. Dann ist D eine Untercoalgebra von B, und
fiir jedes i € I faktorisiert der Homomorphismus n; o <B: D — B; durch A;,
d.h., es gibt einen Homomorphismus v; : D — A; mit n; o Sg = §§j o v;. Wir
behaupten, dafl (D, (v;)icr) das Produkt der Familie (A;);cr in Setp ist. Sei Q
mit den Homormorphismen p; : @ — A; ein Konkurrent fiir D. Dann ist Q mit
den Homomorphismen Slj: o p; + @ — B; ein Konkurrent fiir das Produkt der B;.
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Folglich gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : Q@ — B, der n; oy = Slj: o g
fiir alle ¢ € I erfiillt.

¥[Q] ist eine Untercoalgebra von B, und es gilt 7;[$)[Q]] C A;, folglich faktori-
siert 1 durch D mittels ¢ = <B o 4. Es folgt

<Hioviop=mnio<pod=mnop=<F opu.

Da Sljj mono ist, folgt v; o ¥ = p;.

¥ ist eindeutig, denn fiir ein ¢ mit v; o ¢p = pu; folgt

mio<pod=no<Poy

fiir alle i € I, es gilt somit <2 o ¢) = <B o ¢) und daher ) = ¢).

O

Bis jetzt haben wir lediglich Limites bzgl. Setp betrachtet. Aus diesen Limites
kann man jetzt Limites von Diagrammen ® in Quasi-Covarietiten X konstruieren,
und zwar ist der Limes von ® bzgl. K die grofte Untercoalgebra des Limes von D
bzgl. Setr, die in K enthalten ist (nach Behauptung 5.20 sind Quasi-Covarietéiten
gegen Vereinigungen von Untercoalgebren abgeschlossen). Insbesondere gilt:

SaTz 5.29 ([GS01d]). Wenn Setp wvollstindig ist, so ist auch jede F-Quasi-
Covarietdt vollstindig.

LeMMA 5.30 ([GS01d]). Wenn T(Y') existiert, dann existiert T(X) fir jedes
X CY, in der Tat gilt T(X) < T(Y).

BEWEIS. Sei
Q= U{(gg( og)[A] |g: A — X, A€ Setp}.

Die Einbettung <: Q@ — %(Y"), komponiert mit ey : T(Y) — Y, faktorisiert durch
X, was die gesuchte Abbildung ex : @ — X ergibt. Es ist leicht zu sehen, daf}
(Q,ex) cofrei tiber X ist.

Y
Cx

X Y
9/1T6 €
P X Y

s |

A*§>Q4§>f(Y)

O

Satz 5.31 ([GS01d]). Sei (X;)icr eine Familie von Mengen und Y eine Men-
ge, deren Kardinalitit griffer ist als die von [[;-; Xi;. Wenn T(Y) ezistiert, dann
gilt HiEI T(Xl) = S(Hiel Xz) mn Setp.

Damit erhalten wir:

iel

HAuPTSATZ 5.32 ([GSO01d]). Fir jeden Covarietor F, also insbesondere fir
beschrinkte Funktoren F, ist Setp vollstindig.
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BEWEIS. Wir miissen nur die Existenz von Produkten nachweisen, denn nach
Behauptung 4.53 hat Sety Equalizer. Sei (A;)ic; C Setp eine Familie in Sety.
Jedes A; ist isomorph zu einer Untercoalgebra der cofreien Coalgebra T(A4;). Nach
Hauptsatz 5.28 existiert dann [],.; A; und ist eine Untercoalgebra von T(J[;o; A:).

O

Dieses Kriterium ist fast eine dquivalente Charakterisierung, denn wenn Pro-
dukte existieren und zumindest eine cofreie Coalgebra T(X) mit |X| > 1 existiert,
dann folgt aus Lemma 5.30 und Satz 5.31, daf alle cofreien Coalgebren existieren.
Also folgt:

KOROLLAR 5.33 ([GS01d]). Wenn fiir eine Menge X mit |X| > 1 die cofreie
Coalgebra T(X) existiert, dann ist Setp genau dann vollstindig, wenn F ein Co-
varietor ist.

Beispiel 5.34 ([GS01d]): Seien die P;-Coalgebren A und B gegeben durch

A: o —> 0
und
B: .H@

Dann ist die grofite Bisimulation zwischen A und B leer, d.h., das Produkt von A und B
muf} nach Lemma 4.24 die leere Coalgebra sein.
Beispiel 5.35 ([GS01d]): Fiir jede Coalgebra A jedes Funktors ist (A,ida, v ) das Pro-
dukt von A mit A/V 4, somit gilt A x A/Va = A. Insbesondere erhilt man fiir die
P-Coalgebra A = ¢ ——e  daBl V4 = A, ist, somit 4 =2 A x A

Produkte von Coalgebren lassen sich i.a. nicht in die Produkte ihrer Grund-
mengen einbetten, wofiir wir im niichsten Abschnitt ein Beispiel sehen werden. Ins-
besondere werden wir eine endliche Ps-Coalgebra A kennenlernen, fiir die A x A
unendlich ist.

7. Produkte von P-Coalgebren?

Der Potenzmengenfunktor P ist nicht beschrinkt, und wir wissen schon aus
Beispiel 3.57, dafl es keine terminale P-Coalgebra geben kann, dafl also Setp
nicht vollstindig ist. Andererseits existieren einige nicht-leere Produkte von P-
Coalgebren (s. Beispiel 5.35), und man konnte folgendes erhoffen: Man betrachtet
eine nicht-leere (mengen-indizierte) Familie (A;);c; von P-Coalgebren. Dann ist
diese Familie durch eine Kardinalzahl x strikt beschrinkt, d.h., man kann die A;
als Elemente von Setp_, auffassen. Setp_, ist aber vollsténdig, d.h., dort existiert
das Produkt der Familie (A4;);cs. Ist dieses Produkt vielleicht auch das Produkt in
Setp? Das folgende Beispiel aus [GS01d] zeigt, dafl dies im allgemeinen nicht der
Fall ist. Wir betrachten folgendes Transitionssystem iiber zwei Elementen:

— X\
G- Co1D)
Die zu C» gehorende P-Coalgebra ist C2 = ({0,1}, a¢) mit ac(0) = ac(1) =
{0,1}. Cs hat die Eigenschaft, daf} ¢ <> ¢ fiir jedes Paar ¢, ¢ € C gilt; folglich gilt

(s. Beispiel 3.4):

LEMMA 5.36. Sei A eine P-Coalgebra. Fine Abbildung ¢ : A — Cs ist genau
dann ein Homomorphismus, wenn es fir jedes a € A Elemente ag,a; € A gibt mit
a — ag, a = ar und p(a;) = i.

Sei k eine Ordinalzahl, A = {a,b} eine zweielementige Menge. Wir definieren
auf k + A eine P-Coalgebrenstruktur a4, indem wir fiir z,y € k + A setzen:

T2y <= yeAV(z,y ek Ny <x).
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Dann sind die beiden Abbildungen
Ca, b (K+ A, aa) = Co
pale) = {i’ SECE {; oy
nach dem Lemma P-Homomorphismen. Wenn wir annehmen, dafl das Produkt
(Q,91: Q= Co,1h2 1 @ = Ca) :=Ca x Co
in Setp existiert, dann erhalten wir einen vermittelnden P-Homomorphismus

(Parepp) s (k+A,an) = Q

Wir zeigen, daB (¢q, ) auf x injektiv ist. Sei also ein z € k gegeben und y das
kleinste Element von x mit

(as @p)(2) = (Pa; p)(y) = q € Q-
Widerspruchsannahme: z > y. Dann gilt * — y, also auch (pg,pp)(x) —
(9a>p)(y), also ¢ — q. Wegen (va,¢0)(y) — ¢ gibt es dann ein y' € k + A

mit y — ¢’ und (¢4, 9s)(y’") = q. Da y A y gilt, mul y' € A gelten. Wir nehmen
ohne Einschrinkung an, daf} y' = a ist. Dann folgt aber

L =a(y) =110 (@a,05)(y) =1 0 (a,05) (") = Y1 0 (Pa, ) (a) = @a(a) =0,

was widerspriichlich ist. Damit sehen wir auch:

KOROLLAR 5.37 ([GS01d]). Ist k eine unendliche Kardinalzahl, dann ist die
Anzahl der Zustinde des Produktes von Cy X Cy in Setp_ mindestens k.

8. Distributivitét
Fiir alle Mengen A, B, C' gilt
Ax(B+C)=AxB+AxC,
d.h., Produkte distribuieren in Set iiber Summen. Allgemein definieren wir:

DEeFINITION 5.38. Eine Kategorie C heifit distributiv, wenn sie bindre Summen
hat und fiir alle Objekte A, B,C € C gilt: Wenn A x B und A x C existieren, so
existiert auch A x (B + C) und der kanonische Morphismus

AXxB+AxC—>Ax(B+C)
ist ein Isomorphismus.

Offenbar kann man analog definieren, was es bedeutet, dafl in einer Katego-
rie C Produkte iiber unendliche Summen distribuieren oder unendliche Produkte
iiber unendliche Summen distribuieren, und in der Tat werden wir in den Fillen,
in denen wir beweisen werden, dafl Sety distributiv ist, immer ein unendliches
Distributivgesetz mitbeweisen.

Der Begriff der distributiven Kategorie ist in der Literatur nicht ganz einheit-
lich definiert (s. die Ubersichtsartikel von Carboni et al. [CLW93] und Cockett
[Coc93]), wobei sich die verschiedenen Definitionen vor allem darin unterscheiden,
“wie viele” Limites die in Rede stehende Kategorie haben muf.

Wir werden jetzt beweisen, daf3 die Kategorie Sety distributiv ist, wenn F
Urbilder erhilt, und daf auch die Umkehrung gilt, wenn Setr endliche Produkte
hat.

Satz 5.39 ((GHSO01]). Wenn F Urbilder erhilt, ist Setp distributiv.
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BEWEIS. F erhalte Urbilder. Seien A € Sety und B; € Setp fiir i € I gegeben,
so dal A x B; fiir jedes i € I existiert. Seien p; : A X B; - Aund ¢q; : A x B; — B;
die Projektionen der Produkte.

Wir behaupten, dafl >_._; A x B; zusammen mit den Projektionen

iel
pilicr: > AxB;i = A
i€l
Y ai:Y AxBi— Y B
el el el

das Produkt von A mit ), ; B; in Sety ist.

Sei (Q,0:Q = A,¢: Q — Zie[ B;) ein Konkurrent. Nach Satz 4.49 erhalten
wir eine Zerlegung Q = . ; Q; in Sety mit Q; = ¢~ [B;]. Also haben wir fiir jedes
i € I ein Paar g, : Qi & A, g, : Qi = B; von Homomorphismen, die einen
eindeutigen vermittelnden Morphismus (¢|q,,%|0,) : @B — A X B; induzieren.
Damit ist

> (@aitie) Q= Y AxB;
il icl
ein vermittelnder Morphismus fiir (Q, ¢, 9).

AXBi Di A
»
cg.
Q——=Q--->3 AxB;
Yio,
l 1Q; wl S
Bi“— = > B;

Seip: Q= > ;o A X B; ein weiterer vermittelnder Morphismus. Fiir jedes i € T
gilt
O a)epig: = €0t
icl

wobei e; die Einbettung von B; in die Summe Zie[ B; ist. Also faktorisiert p|q,
durch A x B, in der Tat ist pjq, ein vermittelnder Morphismus fiir |, und ¢|q,.

Das zeigt wegen der Eindeutigkeit dieses vermittelnden Morphismus pjq, =
(90|Qi ) ’l/Jle) und somit p = ZiEI((in ) 1/}|Qz )-

Mit etwas mehr Schreibaufwand sieht man genauso, dafl in Sety auch unendliche
Produkte iiber unendliche Summen distribuieren, wenn F' Urbilder erhilt.

Um eine Umkehrung unter der Voraussetzung, dafl Setr endlich vollsténdig
ist, beweisen zu konnen, zeigen wir zunéchst, dafl F' genau dann Urbilder erhélt,
wenn in Sety Pullbacks mit bindren Summen kommutieren.

DEFINITION 5.40. In einer Kategorie C, die bindre Summen hat, kommutieren
Pullbacks mit bindren Summen, wenn fiir alle Morphismen f: A - C, g1 : By = C
und g» : By — C gilt: Wenn die Pullbacks pb(f,g1) und pb(f,g2) existieren,
existiert auch der Pullback pb(f,[g1, g2]), und in diesem Fall gilt

pb(f,[91,92]) = pb(f, 91) + pb(f, g2)-

Analog kann man wiederum definieren, was es bedeutet, daf} in einer Kategorie
Pullbacks mit beliebigen Summen kommutieren.

Satz 5.41 ([GHSO1]). Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1. F erhdlt Urbilder.
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2. In Setp kommutieren Pullbacks mit beliebigen Summen.
3. In Setpr kommutieren Pullbacks mit bindren Summen.

BEWEIS. (1)=-(2) wird sehr dhnlich wie Satz 5.39 bewiesen, (2)=(3) ist offen-
sichtlich.

(3)=(1): Wir iiberpriifen Bedingung (3) von Satz 4.49: Sei ¢ : A — By + B
ein Homomorphismus. Dann betrachten wir fiir ¢ = 1,2 den Pullback

[~ [Bi]]—— 4

B + B>

(3

in Setr. Nach Voraussetzung ist folgendes Diagramm ein Pullback:

[~ [Bi]] + [p~ [Ba]| = A

g X
Bl + 82% Bl + 82
1dB,+8B2

Aber der Pullback von idg, +5, entlang ¢ ist gerade A selbst, so daf§ wir [~ [B1]] +
[¢~[Bz]] = A schliefien kénnen, was nach Satz 4.49 ausreicht. O

Es ist leicht zu sehen, daf in Setr Equalizer mit Summen kommutieren, d.h.,
fiir eine Familie von Homomorphismen (p;,1; : A; = B);es ist der Equalizer von
Yoicr Pif DoierAi = Bmit Yo 0y Ai = B durch die Summe der Equalizer
©; mit den v; gegeben. Es gilt ndmlich (man vgl. Abschnitt 4.9 fiir die Beschreibung

von Equalizern in Setr)
eQ(Z ¥, Z Vi)

el ic
={a e Al O enad v}l
iel iel ic

=[> {a € A | pia = ¢a}]

iel
=> [{a € 4 | pia = tia}]

iel
=" eqlei, ¢i)-

iel

Da der Pullback zweier Homomorphismen ¢ : 4 — C, ¢ : B — C gerade der
Equalizer der Homomorphismen g om und ¢poms : A X B — C ist, wobei my, my die
Projektionen von 4 x B sind (das gilt in jeder Kategorie, man vgl. z.B. [HS73]),
erhalten wir:

Satz 5.42 ((GHSO01]). Wenn Sety endliche Produkte hat und distributiv ist,
dann erhdlt F' Urbilder.

9. Verallgemeinerte cofreie Coalgebren und Produkte

Wir haben in Satz 3.58 gesehen, daf jede natiirliche Transformation v : F 5 G
einen Funktor v o (=) : Setp — Setq induziert, der alle Colimites erhilt. Ist G
ein beschrénkter Funktor, so haben wir nach Satz 5.9 fiir geeignete Mengen C, M
)M

eine surjektive natiirliche Transformation v : C' x (— > G. Produkte zwischen
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zwei C' x (—)M-Coalgebren sind nach Hauptsatz 4.26 durch die groite Bisimulation
zwischen diesen Coalgebren gegeben. Wir werden sehen, dafl man das Produkt von
zwel G-Coalgebren konstruieren kann, indem man zunichst das Produkt von zwei
geeigneten C' x (—)M-Coalgebren bildet, dieses Produkt dann mittels v o (=) als
G-Coalgebra auffasst und nach einer geeigneten Kongruenz faktorisiert. Dies kann
man auch als Verallgemeinerung der Konstruktion der terminalen G-Coalgebra aus
der terminalen C x (—)™-Coalgebra auffassen, die wir in Lemma 5.13 durchgefiihrt
haben. Zuné&chst beweisen wir:

SATZ 5.43. Seienv : F > G eine natirliche Transformation, F' ein Covarietor.
Dann gibt es fiir jede G-Coalgebra A = (A,a4) € Setg eine F-Coalgebra Sa =
(Sa,as), die F-cofrei iiber A ist, d.h.: Es gibt einen G-Homomorphismus ¢ :
(Sa,vs, oas) = A, so daff fir jede F-Coalgebra B = (B,ap) und jeden G-
Homomorphismus ¢ : (B,vg o ap) — (A,aa) genau ein F-Homomorphismus ¢ :
B — Sa mit e o ® = ¢ existiert.

Vo
m
B=F->84a———4
1
asl las
— — > F o
FB S (S4) A
VB VS 4
G(e
aB-"2 a0 ga
G(p)

S ist eine Untercoalgebra der cofreien F'-Coalgebra iber der Farbmenge A.

BEWEIS. Wir beginnen mit der cofreien F-Coalgebra (T(A),pa : T(4) —
F(%(A)),ea : T(A) — A) iiber der Farbmenge A. Sei

(Sa,as) :==[eq(as oea,G(ea) 0 vg(a) © pa)]
die grofte F-Untercoalgebra von T(A), die im Equalizer der Abbildungen a4 o4
und G(ea) o vg(a) © pa enthalten ist. Dann ist
g:=¢e40<:(Sa,vs, oas) = (4, a4)

ein G-Homomorphismus. Das folgende Diagramm zeigt die beteiligten Abbildungen
(man beachte, daf das rechte Rechteck i.a. nicht kommutiert):

SAC S aF(A) Ay

F(s.0) "2 Pz (4)) o
il/‘?(A)

G(Sa) <—> G(%
Wir miissen zeigen, dafl das duflere Quadrat kommutiert; da die beiden linken
Quadrate nach Voraussetzung kommutieren, ist nur G'(ea) o vg(4) © pao <= a4 o
e40 < zu zeigen - das folgt aber sofort aus der Definition von S 4.
Wir behaupten, dafl (Sa, @s) zusammen mit € die gewiinschte universelle Ei-
genschaft hat: Seien B = (B,ap) eine F-Coalgebra, ¢ : (B,vp ocap) = (A,a4)
ein G-Homomorphismus. Dann ist ¢ insbesondere eine Abbildung ¢ : B — A, also
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eine A-Farbung von B, wir erhalten also einen eindeutigen F-Homomorphismus
@:B— T(A) mit e4 03 = p.

Das einzige, was wir noch zeigen miissen, ist, dafl ¢ durch S faktorisiert. Das
folgt aber aus

apoepop=as0p=G(p)ovgoag=G(Esop)ovgoag =

=G(ea)ovga) o F(p)oap = G(ea) o vga) 0 pac@.

O

In [Rut00b] wird dieser Satz unter der zusétzlichen Voraussetzung bewiesen, dafl
F schwache Pullbacks erhélt. Dieser Beweis enthélt allerdings eine Liicke. Wie
fiir cofreie Coalgebren iiber Farbmengen beweist man auch hier, dafl die Bildung
cofreier Coalgebren funktoriell ist und der so entstehende Funktor rechtsadjungiert
zum Funktor v o (=) : Setp — Set ist.

Wir haben in Behauptung 3.53 gesehen, dal man eine terminale Coalgebra er-
halten kann, indem man eine schwach terminale Coalgebra nach der grofiten Kon-
gruenz faktorisiert. Fiir Produkte gilt entsprechend:

LEMMA 5.44. Sei (A;)icr C Setp eine Familie von F'-Coalgebren, (P, (m; :
P — A;)ier) ein schwaches Produkt der A;. Dann ist

P =P/ /\Kerm

zusammen mit den eindeutigen Homomorphismen w; : P' — A;, die folgendes
Diagramm kommutieren lassen, ein Produkt von A und B in Setp:

’

Ai<72773,
P

Damit kénnen wir jetzt beweisen:

SATZ 5.45. Seien F ein Covarietor, v : F 5 G eine surjektive natirliche
Transformation, (Ai)icr C Setg. Fir jedes i € I sei A, mit dem G-
Homomorphismus e; : v(A;) = A; eine cofreie F'-Coalgebra iber A;. Wenn das
Produkt ([[per Ais (mi t [pier Ai = Ab)ier) der Aj in Sety existiert, dann ist
(v([1p e Ab), (€i 0 mi)ier) ein schwaches Produkt der A; in Setg. Insbesondere
evistiert das Produkt der A; in Setg und ist ein Quotient von v([[ ;e  Aj).

BEwEIs. Sei (C € Setg,(p; : C — Aj)ier) ein Konkurrent von
(v([1pier Ai), (i © mi)ier). Wir kénnen nach Voraussetzung eine F-Coalgebra
C wihlen, so daf V(C’) = C ist. Dann existieren nach der universellen Eigen-
schaft der verallgemeinerten cofreien Coalgebren (eindeutige) F-Homomorphismen
Gi:C > Al mit g; 0 ¢p; = ¢;, also ein (eindeutiger) F-Homomorphismus (4;)ier :
C - HF’iel A" mit m; 0 (§;)ier = @;. Dann ist aber €; o m; 0 (@;)icr = € © @i = @i

ein G-Homomorphismus v(C) = C = v([[p;c; A}) — A;;, was die Behauptung
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beweist. Der Rest der Behauptung folgt aus Lemma 5.44.

14

AQ%CA

Pi
Eil

Ai Pi

10. Beschrinktheit und Limeserhaltung

Weifl man, dafl ein beschriankter Funktor bestimmte Limites erhilt, kann man
daraus das Erhalten anderer Limites schlieBen. Umgekehrt sind Funktoren, die
bestimmte Limites erhalten, immer beschrinkt.

SATZ 5.46. Ist F' k-residuell fiir eine Kardinalzahl k, so sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) F erhdlt alle Schnitte.
(2) F erhdlt k-Schnitte.

BEWEIS. (1)=-(2) ist offensichtlich. (2)=(1): F erhalte x-Schnitte. Wir zeigen,
daB} einserzeugte Untercoalgebren existieren, was nach Satz 4.36 ausreicht. Seien
also A € Setp, a € A gegeben. Wir miissen zeigen, dafl ({U < A | a € U} eine
Untercoalgebra von A ist. Wir konnen nach Voraussetzung eine Untercoalgebra Uy
von A mit |Up| < k und a € Uy wihlen. Damit gilt

(MU <AlacU}
=(WU<Up|acU}
=(Uo\{u}] |3V < Up.a € U,u ¢ U},

und die rechte Seite ist nach Lemma 4.41 eine F-Untercoalgebra. O
Ein &hnlicher Beweis zeigt:

SATZ 5.47. Sei F' k-residuell fiir eine Kardinalzahl k. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(1) F erhdlt Urbilder

(2) Fir alle Abbildungen f : A — B und alle Teilmengen U C B mit |U| < &
erhdlt F' das Urbild von U unter f. Kurz: F erhdlt Urbilder von Mengen
der Kardinalitit < k.

(3) Ist ¢ : A — B ein F-Homomorphismus und U eine Untercoalgebra von B
mit |U| < k, so ist ¢~ [U] eine Untercoalgebra von A.

(4) Ist p : A — B ein F-Homomorphismus und U eine Untercoalgebra von B so
ist o~ [U] eine Untercoalgebra von A.

Es zeigt sich, daf§ Funktoren, die bestimmte Klassen von Limites erhalten,
immer beschrinkt sind:

SATZ 5.48 ([Trn69], Lemma 3.4). Wenn F beliebige Schnitte und Equalizer
erhdlt, ist F' beschrinkt. Insbesondere (Satz 4.30) ist F' beschrinkt, wenn F al-
le mono-sourcen erhilt.
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Trnkovd beweist ([Trn71a], Note VIII.4): Wenn in der zugrundeliegenden
Mengenlehre eine echte Klasse von me3baren Kardinalzahlen existiert, dann gibt es
fiir jede unendliche Kardinalzahl k einen unbeschrinkten Funktor F', der k-mono-
sourcen erhilt. Kiirzlich haben Addmek, Koubek und Trnkod in [AKTO01] bewie-
sen, daf} sogar gilt: Die Aussage, dafl jeder Set-Endofunktor, der alle endlichen
Limites erhilt, beschriinkt ist, ist unabhiingig von den Axiomen der Mengenlehre.

11. Mengenbasierte Funktoren auf Klassen

Einige Artikel, die sich mit Coalgebren beschiiftigen, arbeiten nicht in der
Kategorie Set der Mengen, sondern in der (Meta-)Kategorie Class der Klassen,
z.B. [AMS89, Mos99]. So wird in [AMS89] bewiesen, daf§ fiir einen Funktor
F : Class — Class, der mengenbasiert ist, fiir den also fiir jede Klasse IC

() F(K) = J{F(SHIFU]| U € Set,U € K}

gilt, eine terminale Coalgebra in Classy existiert. Man konnte die gesamte bis-
lang entwickelte Coalgebra auch in der Kategorie Classp durchfiihren (in [Sch97]
wird gezeigt, daf sich die meisten Konstruktionen in Classy genau wie in Setp
durchfithren lassen), allerdings ist damit nicht viel gewonnen, da die Theorien im
wesentlichen dquivalent sind: Ist F' : Set — Set ein standard-Funktor, so kann
man F' durch die Formel (x) zu einem mengenbasierten Funktor auf Class fort-
setzen. Wenn man die Existenz einer unerreichbaren Kardinalzahl k > w in Set
voraussetzt, was konsistent mit der “iiblichen” Mengenlehre ist ([CK73]), so kann
man innerhalb von Set ein neues Modell Set’ der Mengenlehre konstruieren, indem
man als Mengen von Set’ die Mengen von Set der Kardinalitit < & withlt. Dann
sind die Klassen von Set’ gerade die Mengen von Set der Kardinalitit < &, und
ein Funktor F : Set’ — Set’ ist genau dann mengenbasiert, wenn der Funktor

Fset : Set — Set, A | J{F(CHH[FU] | U < k}

strikt k-beschrénkt ist; umgekehrt liefert dann jeder strikt x-beschrénkte Funktor
F : Set — Set durch Einschrinkung auf Class’, die Kategorie der Klassen von
Set’-Mengen, einen mengenbasierten Funktor auf Class’. Mengenbasierte Class'-
Funktoren lassen sich also als spezielle beschrinkte Set-Funktoren auffassen.

Indem man so Class'-Funktoren als Set-Funktoren betrachtet, kann man man-
che Aussagen iiber Class'-Funktoren umformulieren. Das small subcoalgebra lem-
ma aus [AMS89] z.B. besagt: Wenn F : Class’ — Class’ ein mengenbasierter
Funktor ist, dann gibt es fiir jede F-Coalgebra A und jedes a € A eine Unter-
coalgebra U, von A mit a € U,, die eine Menge ist. Umformuliert bedeutet das
einfach: Ist F' strikt k-beschriinkt, wobei x die oben angenommene unerreichbare
Kardinalzahl ist, so besitzt jede F-Coalgebra A fiir jedes a € A eine Untercoalgebra
U, mit a € U, und |U,| < k. Ein weiteres Beispiel: In [AM89] wird bewiesen, daf}
eine Coalgebra 7 des mengenbasierten Funktors F' : Class — Class genau dann
terminal ist, wenn fiir jede F-Coalgebra A, deren Tréger eine Menge ist, genau
ein Homomorphismus A — 7T existiert; {ibersetzt man diese Aussage, erhilt man
gerade Satz 5.16.

12. Modallogik fiir Coalgebren

Sind A4, B Coalgebren eines Funktors F, so ist fiir zwei Zustinde a € A, b€ B
die intendierte Semantik der Aussage “a und b sind bisimilar”: a und b sind un-
unterscheidbar unter Beobachtungen. Aber wie kann man feststellen, ob sich zwei
Zustinde gleich verhalten? Die Idee liegt nahe, das mit Formeln zu “testen”, d.h.,
eine Sprache Lp zu definieren, die sich auf Zustinden von F-Coalgebren interpre-
tieren 1i48t, so dafl zwei Zustinde genau dann dieselben Formeln erfiillen, wenn
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sie bisimilar sind. Wiinschenswert ist, dall Lz charakterisierende Formeln enthélt,
d.h., daB es fiir jeden Zustand a in jeder F-Coalgebra A eine Formel §{* € Lf gibt,
so daf fiir alle F'-Coalgebren B und alle b € B gilt: Die Formel {* gilt in b genau
dann, wenn a und b bisimilar sind.

Fiir Funktoren, die schwache Pullbacks erhalten und beschrinkt sind, kann
man eine solche Sprache leicht angeben: Es gibt eine terminale F-Coalgebra ¥(1),
wir wéhlen Lp := %(1) und definieren fiir eine F-Coalgebra A, jedes a € A und
fex(1)

alEf:<=14(a)=H1.

Wenn man dann noch §* :=!4(a) setzt, erhdlt man eine Sprache mit den
gewiinschten Eigenschaften (Behauptung 4.32).

Diese Wahl ist gar nicht so speziell, wie sie auf den ersten Blick erscheint, denn
da die terminale F-Coalgebra ¥ (1) genau einen Vertreter jeder Bisimilaritéitsklasse
von Zustidnden enthilt, kann man, wenn in einer Sprache £y charakterisierende For-
meln existieren, diese immer als Elemente einer terminalen F-Coalgebra auffassen.

Die Wahl Lp := %(1) hat allerdings einen offensichtlichen Nachteil: es fehlt
jegliche syntaktische Komponente, die “Formeln” haben keinen Bezug zueinander.
Es ist daher wiinschenswert, nach anderen Darstellungen von charakterisierenden
Formeln zu suchen, diese Formeln durch einfachere zu approximieren. Larry Moss
schreibt in [Mos99]:

Ever since people looked at final coalgebras as models of intensio-
nal phenomena, there was a question of getting representations of
the final coalgebras in terms of some sort of entities that served as
approximations.

Dieser und die néichsten beiden Abschnitten beschéftigen sich damit, die von Lar-
ry Moss entwickelte Coalgebraische Logik im Kontext beschrinkter Funktoren zu
formulieren mit einer iiber die terminale Sequenz von F definierbaren Logik zu
vergleichen.

12.1. Unendlichstellige Modallogik. Seien im ganzen Abschnitt & eine
Menge von atomaren Aussagen, k£ > |®| eine unendliche regulire Kardinalzahl.
Wir betrachten die s-stellige Modallogik £, (®) iiber ® (vgl. auch Kapitel 2), d.h.:
jede atomare Aussage p € @ ist eine Formel, fiir jede Formel § sind auch <f und
—f Formeln, und fiir jede Formelmenge S mit |S| < k ist A S eine Formel. Wir
fiihren als Abkiirzung auch noch Of := =<O—f ein und setzen T := A (. Durch die
Beschrinkung der Kardinalitiit ist £, (®) wirklich eine Menge - wiirde man Kon-
junktionen beliebiger Kardinalitidt zulassen, erhielte man eine echte Klasse. Die
Semantik von Formeln aus £, (®) wird wie im Falle der endlich-stelligen Modallogik
definiert.

Fiir jede Menge S C L£(®) von Formeln mit |S| < & und jede Menge T' C @
von atomaren Aussagen definiert man die Formel

AS,T):= O\ SANOSA \pA N\ —p| €Li(@),

peT p¢T

wobei S fiir {Of | f € S} steht. Wir bezeichnen mit £, (A) das kleinste Fragment
von L, (®), das gegen A und A(—,T) fiir beliebige T' C ® abgeschlossen ist.

Sei jetzt A = (A,prop,,succs) € Setp@)xp.,(—) eine strikt x-beschrinkte
Kripke-Struktur. Dann lassen sich fiir ein a durch Ordinalzahleninduktion iiber
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A € Ord, A < &, Formeln §} € £,(A) definieren, sogenannte kanonische Formeln:
fo :=T;
fo41 = A{f | @ = b}, prop,(a))
% = /\{f?Y | v < A} fiir Limeszahlen A < k.

Man kann dann wie in[Mos99] beweisen, daB {% eine charakterisierende Formel fir
a ist, d.h., fiir jedes B € Setp(s)xp.,(-) und jedes b € B gilt

a~b <= bEfe.

12.2. Coalgebraische Logik. Jetzt fiihren wir Larry Moss’ “Coalgebraische
Logik” ([Mos99)]) fiir einen Funktor F' ein. Wie Moss setzen wir voraus, daf§ F
schwache Pullbacks erhélt und standard ist. Wir setzen zusétzlich voraus, daf3 F'
strikt k-beschréinkt fiir eine reguldre Kardinalzahl x ist, damit wir in der Kate-
gorie Set arbeiten konnen. Moss arbeitet in [Mos99] in der Kategorie der Klas-
sen und setzt dann voraus, dafl F' mengenbasiert ist, was man ebenfalls als Be-
schranktheitsforderung verstehen kann, wie wir in Abschnitt 11 gesehen haben.

Wir definieren die k-stellige F'-Sprache L} als die kleinste Menge, die gegen
P<, und F abgeschlossen ist, also die kleinste Menge L, fiir die P<.(L) C L
und F(L) C L gilt. Man kann beweisen (s. z.B. [Mo0s99, Sch97]), daf eine solche
Menge existiert, und da8 £% dann sogar der kleinste Fixpunkt des Funktors P<,+F
ist, d.h., dal L% = P<.(L%) + F(L}) gilt. Die zwei kanonischen Einbettungen
dieser Summe bezeichnen wir mit A : P<, (L) — L4 und inr : F(L}) — L.

Ist A € Setp eine F-Coalgebra, so wollen wir definieren, wann eine Formel
f € Lr in einem Zustand a € A gilt. Die Giiltigkeitsrelation |=C A x L sei definiert
als die kleinste Relation, die gegen folgende Herleitungsregeln abgeschlossen ist:

e Konjunktion (fiir S C L, |S| < k):
Vie Salf
aE=AS
e F-Regel (fir f € F(LFp), w € F(F)):

apa = (Fr)(w),f = (Frz)(w)
a = nx(f)

wobei in der zweiten Klausel 7, : |=— A, my : |E— L die Projektionen sind. Larry
Moss nennt das in der zweiten Klausel auftretende w einen Grund fir a = inr(f).
Beispiel 5.49 ([Mos99]): L% ist eine Verallgemeinerung von L. (A): Ist F = P(P) X Py
mit |®| < k, so ist die Abbildung (—)*: L,(A) — L, definiert induktiv durch

(A9 =AY, (A(S,T)) = inr((T, 5")),

wobei St := {f* | f € S} gesetzt wurde, eine Bijektion, und fiir jede Formel f € £,(A) sind
§f und f* semantisch dquivalent.

Sind A, B € Setp zwei F-Coalgebren, k eine Kardinalzahl, so nennen wir zwei
Zustdnde a € A und b € B L%.-idquivalent, wenn sie dieselben Formeln der Sprache
L% erfiillen. Eine erste wichtige Eigenschaft der eben definierten Semantik ist
([Mos99]), dafl bisimilare Zusténde L-Aquivalent fiir jedes & sind.

Um auch eine Umkehrung davon fiir geeignete x zu beweisen, werden in
[Mos99] kanonische Formeln definiert. Dazu definieren wir fiir jedes A € Setp
und jede Ordinalzahl v < k eine Abbildung ' : A — Lp:

i =T=N\0;

fr1 = inroF () o aa,
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und fiir Limeszahlen v <

= A4 17 <7}
Mit Hilfe dieser kanonischen Formeln kann man wie in [Mos99] beweisen:

SATZ 5.50. L%-dquivalente Zustinde sind bisimilar. Insbesondere ist fir jedes

A € Sety und jedes a € A die Formel f.+(a) € C}f eine charakterisierende Formel
fiir a.

In [Mos99] weist Larry Moss - umformuliert in unsere Sprache - nach, dafl
schon die Formel f,(a) charakterisierend ist, wenn der Funktor F wuniform ist.
Ein Nachteil des Begriffes des uniformen Funktors ist allerdings - sieht man davon
ab, daf} die Beweise mittels dieses Begriffs sehr technisch sind -, dafl Uniformitét
nicht unter natiirlicher Isomorphie erhalten bleibt: der Identitdtsfunktor Z ist nicht
uniform, wiahrend der Funktor 1 x Z uniform ist.

Eine andere Art der Approximation, bei der der Zusammenhang zur terminalen
Coalgebra noch deutlicher wird, bedient sich der terminalen Sequenz eines Funktors.
Dies wird im néichsten Abschnitt untersucht.

13. Terminale Sequenzen

Eine Moglichkeit, eine terminale Coalgebra durch Approximationen zu kon-
struieren, sind terminale Sequenzen ([Wor99b, Wor00, AK95]), die man als
Verallgemeinerung der Konstruktion des grofites Fixpunktes eines Verbandsendo-
morphismus verstehen kann. Die duale Konstruktion findet sich z.B. in Barrs Ar-
tikel [Bar92].

SATzZ 5.51 ([Wor99b)). Sei F' ein Funktor. Fir jede Ordinalzahl \ gibt es eine
Menge F*(1) und fiir jedes k < \ eine Abbildung f2 : FA(1) — F*(1), die folgende
Eigenschaften haben:

1. F°(1) = 1.

FA(1) = F(FA(1)).

ff = F(RY).

f){‘ = idpx(l).

Fir jedes § <~ < X gilt f3 = f] o f2.

Ist X\ eine Limeszahl, so ist der Kegel (FA(1), ) : FAN(1) — F®(1)).<x ein
Limes in Set.

S CUE W

Die Folge (F*(1))xcora nennen wir die terminale Sequenz von F'.

Im Diagramm:

1 2 3 4
. £ F1(1) i F2(1) 3 F3(1) 3
iy Ji 5 7 e
F(1)
fatt
Fw+1(1)
ot
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Wenn eine Ordinalzahl k existiert, so da§ ff*! : F(F*(1)) — F*(1) ein Iso-
morphismus ist, dann sagen wir, daf} die terminale Sequenz von F' (in k Schritten)
konvergiert. Das entscheidende Ergebnis in diesem Zusammenhang ist:

HaupTsATZ 5.52 ([AK95]). Die terminale Sequenz von F' konvergiert genau
dann, wenn eine terminale F-Coalgebra existiert. Wenn die terminale Sequenz
von F in k + 1 Schritten konvergiert, dann ist (F*(1), (fF1)=1) eine terminale
F-Coalgebra.

Auch der Homomorphismus in die terminale Coalgebra 14t sich durch eine
Approximation beschreiben:

SaTz 5.53 ([Bar92, Wor00]). Sei A € Setyp. Dann gibt es in Set genau
einen kompatiblen Kegel (h3' : A — F*(1))xcora tiber der terminalen Sequenz, so
dafs h;\ﬂ_l = F(h{') o au fiir alle Ordinalzahlen X\ gilt.

hfﬂ
A—= F)\Jrl (1)

aa
|

FA

Fiir Limeszahlen A und 3 < X gilt dann fé‘Ohj\4 = h;;l, und hf st dadurch eindeutig

bestimmt. Wenn F*(1) eine terminale F-Coalgebra ist, dann ist h;* der eindeutige
F-Homomorphismus A — F*(1).

Wir benttigen unten noch folgende Beobachtungen:

SATZ 5.54. FEs gilt:

1. Ist G ein Unterfunktor von F, so gilt G*(1) C F*(1) fiir alle A € Ord; sind
fir X < k € Ord die Abbildungen g5 : G*(1) — G*(1) die Abbildungen der
terminalen Sequenz von G, so sind die g% die Einschrinkungen der f{.

2. Sind A,B € Sety, p : A — B ein F-Homomorphismus, dann gilt h{' =
h¥ o ¢ fiir alle Ordinalzahlen \.

3. Ist A € Setp_,, (hy : A — F*1))reora der Kegel diber der terminalen
F-Sequenz, (h';\4 : A = F2,.(1))xcora der Kegel diber der terminalen F-

Sequenz, so sind die Abbildungen h’f Wertebereichs-Einschrinkungen von
h;\“, insbesondere gilt Ker hf = Ker h’f fiir alle A € Ord.

Der folgende Hauptsatz gibt Informationen dariiber, wie schnell die terminale
Sequenz konvergiert:

HAUPTSATZ 5.55 ([Wor00]). Sei F' ein Funktor. Wenn in der terminalen Se-
quenz von F fiir eine regulire Kardinalzahl k die Abbildung f5 injektiv ist, dann
konvergiert die terminale Sequenz von F in hdchstens k + k Schritten gegen die
terminale F-Coalgebra. Ist F' strikt r-beschrinkt, so ist 51 injektiv.

KOROLLAR 5.56 ([GS01d]). Wenn F w-mono-sourcen erhdlt, dann ist F' ein
Covarietor. Insbesondere ist Setp vollstindig.

BEWEIS. F erhalte w-mono-sourcen. Dann erhélt auch C' x F' w-mono-sourcen
fiir jede Farbmenge C', also miissen wir nur zeigen, dafl Setr eine terminale Coal-
gebra hat. Dazu zeigen wir, daf§ f&*1 : F@t1(1) — F¥(1) injektiv ist: Der Kegel
(F“(1), f2 : F¥(1) = F™(1)pen) ist ein Limes, insbesondere also ein w-mono-
source. Fiir alle n € N gilt F(f¥) = f o f*1. Die linke Seite ist nach Vor-
aussetzung ein mono-source. Sind g,h : A — F“T!(1) zwei Abbildungen mit
fetlog= f*tloh, so folgt fiir allen € N

F(fy)eog=F(f;)oh,
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also g = h, was die Injektivitdt von f@! zeigt. O

14. Beschrinkte Bisimilaritidt und beschrinkte Kongruenz

Ziel dieses Abschnittes ist es, den in Definition 3.23 eingefiithrten Begriff der
A-Bisimilaritdt mit der terminalen Sequenz in Beziehung zu setzen. Dazu zeigen
wir, wie man die grofite Kongruenz auf 4 durch den Kegel von A in die terminale
Sequenz approximieren kann. Dies ist eine Verallgemeinerung der Konstruktion
aus [Wor99a]. Wir werden sehen, dal man die in Abschnitt 12 diskutierte Coalge-
braische Logik als Spezialfall einer so entstehenden F-Logik verstehen kann. Wir
setzen im ganzen Abschnitt voraus:

e F ist fiir eine unendliche regulire Kardinalzahl x strikt x-beschrinkt. Nach
den Hauptsitzen 5.55 und 5.52 ist dann (F=+7(1), (f£F5+")~1) die terminale
F-Coalgebra.

o A ist eine F-Coalgebra. Mit (h{' : 4 = F*(1))xcora bezeichnen wir den in
Satz 5.53 konstruierten Kegel iiber der terminalen Sequenz.

LEMMA 5.57. 1. Die Folge (Ker h;\“)xeord der Kerne der Abbildungen in
die terminale Sequenz ist fallend.
2. Es gilt Kerhy, = V 4, also Ker hy D V 4 fiir jedes X\ € Ord.
A1

BeweErs. (1): Nach der Kegelbedingung gilt im Nachfolgerfall h{! = f;
by . Fiir jede Limeszahl X gilt Ker b = M, < Ker hz.

(2): Nach Satz 5.53 ist die Abbildung hy', : A — F*T%(1) der eindeutige
Homomorphismus in diese terminale Coalgebra, also gilt Ker h,i“‘lJr,i = V4. Esgilt
nach Konstruktion der h{! sogar schon Ker ! = V 4, denn es gilt f5+*oh, = hl,
und f5t* ist nach Hauptsatz 5.55 injektiv. O

[e]

Das bedeutet, dal man die Folge der Ker h;\“ als Approximationen der grofiten
Kongruenz V 4 auf A auffassen kann. Erhidlt F' Kerne schwach, so erhélt man
durch diese Folge also Approximationen fiir die grofite Bisimulation auf A (Lemma
4.62).
In Satz 3.24 haben wir eine weitere Approximation der gréfiten Bisimulation
auf A kennengelernt, die Coerzeugungs-Sequenz (Ry)xeord, definiert durch
Ro = AxA
Ryi1:={(a,ad') € Ry | Jv € F(R)).(Fm)v =aaa A (Fra)v = asa’}

Ry = ﬂ R, fiir Limeszahlen A
F<A

Wir werden jetzt untersuchen, wie diese beiden Approximationen zusam-
menhéngen. Dazu beachte man noch, dal Ryxy1 = {(a,a’) € Ry | (caa,asd’) €
(Frmy, Fma)[F(Ry)]} fiir jedes A € Ord gilt.

SATZ 5.58. Es gilt Ry C Kerh;\4 fiir jede Ordinalzahl A. Wenn F Kerne
schwach erhdlt, gilt fir jedes A Gleichheit. Insbesondere ist dann die Relation der
A-Bisimilaritit auf einer F-Coalgebra eine Aquivalenzrelation.

BEWEIS. Beweis durch Ordinalzahleninduktion {iber A: Die Behauptung ist fiir
A = 0 und fiir Limeszahlen offensichtlich. Im Nachfolgerfall gilt

Kerh{,, = Ker(F(h{) o aa) =
= {(a,a') € Ker i | (aqa,a40a') € Ker F(h{)}

() er er
O {(a,d’) € Ker hi' | (caa, and) € (Fry hf,Fﬂ'g hf)[F(Kerhf)]}

D {(a,a’) € Kerh' | (ana,aqd’) € (Frf*, Frf*)[F(R\)]} D Rav1-
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Das zeigt den ersten Teil der Behauptung. Setzt man voraus, daf3 F' Kerne schwach
erhilt, kann man fast dieselbe Induktion durchfiihren und mufl nur ausnutzen, dafl
in (%) Gleichheit gilt. g

Der gleiche Beweis zeigt: Erhilt F' Kerne schwach, so gilt
Ryy1 ={(a,d') € Ax A|Fv € F(Ry).(Fr)v = aa A (Frf*)v = axd'}
(das ist die Definition, die in [Wor99a] verwendet wird). Wir schlieBen:

SATZ 5.59. Sei F' strikt k-beschrinkt fir eine unendliche requlire Kardinalzahl
k. Dann gilt fir jede F-Coalgebra A

~AC R, CVa.
Wenn F' Kerne schwach erhdlt, gilt iberall Gleichheit.

Also sind fiir Funktoren, die strikt x-beschriinkt sind und Kerne schwach er-
halten, zwei Elemente einer Coalgebra, die k-bisimilar sind, schon bisimilar. Das
verallgemeinert die in Kapitel 2 erwihnte Aussage, dafl zwei Zustinde einer bild-
endlichen Kripke-Struktur, die w-bisimilar sind, bisimilar sind.

Da sich Elemente von terminalen F'-Coalgebren als unendlichstellige Formeln
auffassen lassen, liegt es nahe, Elemente von F'*(1), also von Approximation der ter-
minalen Coalgebra, als Formeln der Stelligkeit A zu interpretieren (dazu benétigte
man nicht einmal, daf§ die terminale Sequenz konvergiert):

DEFINITION 5.60. Sei v eine Ordinalzahl. Ein Element e € F7(1) heifit -
stellige F'-Formel, und fiir ein a € A definieren wir

Aall-e: < hil(a)=e

und sagen in diesem Fall, dafl e in a gilt. Die Menge aller F-Formeln nennen wir
F-Logik.

Satz 5.54.(2) zeigt sofort, daf die Giiltigkeit von Formeln unter Homomorphis-
men stabil ist, d.h., ist ¢ : A — B ein F-Homomorphismus, e € F7(1) eine Formel,
so gilt fiir alle Zustédnde a € A: allF e <= ¢(a) Il e.

Im letzten Abschnitt haben wir unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl F
schwache Pullbacks erhilt und standard ist, die Sprache £%. und kanonische Abbil-
dungen f{' : A — L% fiir A < & definiert. In [Mo0s99] wird bewiesen, daB fiir alle
a,b € A und jede Ordinalzahl A gilt:

bl=i(a) <= (a,b) € Kerf5l.
Wir beweisen damit:

SATz 5.61. Wenn F schwache Pullbacks erhdlt und standard ist, so sind fiir
jedes a € A und jede Ordinalzahl A < k die Formeln j{(a) (bzgl. Larry Moss’
Logik) und h{!(a) € F*(1) semantisch dquivent.

BEWEIS. Da die Giiltigkeit von Formeln unter Homomorphismen invariant ist
und wir in Setz Summen bilden kénnen, miissen wir nur zeigen, daf} die Formeln auf
A semantisch dquivalent sind. Der Fall A = 0 und der Limesfall sind offensichtlich.
Wir setzen also voraus, dafl wir die Behauptung fiir ein A € Ord bewiesen haben.
Dann gilt fiir alle a,b € A

b= ff-H (a) < (a,b) € Ker ff—;—h
bk b, (a) < (a,b) € Kerhy,,.
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Wir miissen also nur Ker h;\“H = Ker f;\“ﬂ zeigen. Es gilt aber induktiv
a,b) € Ker ff_i_l

aaa,aab) € Ker F(53)

aaa,aqb) € (Fry, Fmo)[F(Ker f5Y)]
aaa,aab) € (Fry, Fry)[F(Ker hi)]

< (a,b) € Kerh{,,,

(
(
(
(

wobei wir bei der dritten Aquivalenz ausgenutzt haben, daf F Kerne schwach
erhilt. 0

Damit kann man die Coalgebraische Logik aus [Mos99] als Spezialfall der F-Logik
iiber terminale Sequenzen verstehen.

15. Bemerkungen und Literatur

Der Begrift des beschrinkten Funktors ist in [Rut00b] definiert worden, dort
fiir den Fall von Funktoren, die schwache Pullbacks erhalten. Im Laufe der wei-
teren Untersuchung dieser Bedingung zeigte sich sich dann, daf ein leicht ver-
allgemeinerter Begriff des beschrinkten Funktors, wie wir ihn in diesem Kapi-
tel definiert haben, in verschiedenen Arbeiten der sechziger und siebziger Jah-
re vor allem in Prag intensiv untersucht worden ist. Zu diesen frithen Arbei-
ten - in denen beschriankte Funktoren meistens klein genannt werden - gehoren
[Trn69, Trn7la, Trn71b, AKP72, Kou71, Lam68, TG69]. In diesen Ar-
tikeln wurden etliche (Co-)Vollsténdigkeitsaussagen fiir Kategorien von Algebren
und Coalgebren bewiesen.

Zwischen 1975 und 1985 wurden nur noch wenige Artikel verdffentlicht, die sich
mit F-(Co)-Algebren im Sinne dieser Arbeit beschiftigten. Zu nennen sind [AK79]
von Adamek und Koubek, ein Artikel, der sich ausfiihrlich mit der Konstruktion
von initialen F-Algebren beschéftigt, [KR79] von Koubek und Reiterman, wo u.a.
Limites und Colimites von Algebren kategoriell konstruiert werden, und [A*75,
KK74] von Adamek et al. bzw. Kurkova und Koubek, wo die Zusammenhéinge
zwischen freien F-Algebren und Monaden untersucht werden. In der Monographie
[AT90] sind etliche Ergebnisse der erwéhnten Artikel zusammengefaft, und es wird
eine algebraische Theorie des Verhaltens von Automaten entwickelt.

Das Interesse an terminalen Coalgebren wurde durch das Buch [Acz88] und
durch mogliche Anwendungen in der Informatik geweckt. 1989 war dann der Arti-
kel [AM89] von Aczel und Mendler der Auftakt fiir eine ganze Reihe von Arbeiten,
die sich mit der Existenz und der Konstruktion terminaler Coalgebren beschiftigen,
so Arbeiten von Barr [Bar93, Bar94|, Kawahara und Mori [KMO00], Paulson
[Pau94], Rutten und Turi [TR98, RT94], Worrell [Wor99b], Addmek und Kou-
bek [AK95] sowie Rutten [Rut00b]. Es stellte sich erst im Lauf der Zeit heraus,
daf} die Beschrénktheit eines Funktors die “richtige” Bedingung ist, um die Existenz
von terminalen Coalgebren sicherzustellen. Covarietédten und cofreie Coalgebren
wurden in [Mar85, Rut00b, Kur98, Kur01] untersucht.

In [GS01a, GS01d, GS01b, GHSO01] ist u.a. ein Teil dieses Kapitels erschie-
nen.



104 5. BESCHRANKTE FUNKTOREN UND TERMINALE COALGEBREN



KAPITEL 6

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel mochte ich die wichtigsten der in dieser Arbeit gewonnenen
Ergebnisse zusammenfassen und offene Probleme sowie Moglichkeiten der Weiter-
arbeit darstellen.

1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine Theorie der Coalgebra fiir Set-Endofunktoren ent-
wickelt. Ziel war es vor allem, zu erkennen, in welcher Weise Eigenschaften eines
Set-Endofunktors mit Eigenschaften der Coalgebren dieses Funktors korrespondie-
ren.

Kapitel 3 enthilt die Grundlagen der Theorie der Coalgebra eines Set-
Endofunktors F: es wurden u.a. die Kategorie Setr der F-Coalgebren und die
Zentralbegriffe k-Simulation, Untercoalgebra, Kongruenz und terminale Coalgebra
eingefiihrt und grundlegende Aussagen dariiber bewiesen.

Kapitel 4 untersucht, wie Limes-Erhaltungseigenschaften des Funktors
F mit bestimmten Eigenschaften der F-Coalgebren zusammenhiingen.  Als
Schliisselbegriff erwies sich der Begriff der ®-Simulation: Der Funktor F erhilt
einen nicht-leeren Limes genau dann schwach, wenn sich dieser Limes immer zu
einer ®-Simulation “liften” 148t (Hauptsatz 4.21). Weiterhin stellte sich heraus:
Ist die grofte D-Simulation nicht leer, so ist sie genau dann der Limes des Dia-
gramms ® in Setp, wenn F den mono-source der Projektionen dieser groften
®D-Simulation erhélt. Dann wurde die coalgebraische Bedeutung der (schwachen)
Erhaltung bestimmter Klassen von Limites genauer untersucht. Die Hauptergeb-
nisse dieser Untersuchung sind folgende Aquivalenzen:

F erhilt (nicht-leere) In Sety gilt:

Pullbacks schwach Die Komposition von Bisimulationen ist
immer eine Bisimulation

Jede Kongruenz ist eine Bisimulation.
Jeder mono ist injektiv.

Urbilder von Untercoalgebren unter Homo-
morphismen sind Untercoalgebren

Jeder Homomorphismus in eine Summe in-
duziert eine Zerlegung des Definitionsbe-
reichs

k-Schnitte von Untercoalgebren sind Un-
tercoalgebren

Kerne schwach

Urbilder

ronrn ot

k-Schnitte (k > w)

!

Als trennendes Beispiel wurde fiir ein kommutatives Monoid M der M-
Mengen-Funktor M(=) betrachtet, der sich zur Modellierung verallgemeinerter
Transitionssysteme eignet.

Kapitel 5 beschiftigt sich mit beschrinkten Funktoren. Hauptsatz 5.10 und
Satz 5.12 geben eine Reihe von dquivalenten Formulierungen dieses Begriffs. Es
zeigte sich, daf8 sich Coalgebren von beschrinkten Funktoren als Aquivalenzklassen
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von Moore-Automaten auffassen lassen, was z.B. zu einem neuen Beweis der Exi-
stenz von terminalen Coalgebren fiir beschrinkte Funktoren und einer Kardina-
litdtsabschitzung fiir die terminale Coalgebra fithrte (Satz 5.14). Weiterhin zeigte
sich, dal Setp fiir beschrinkte Funktoren F' vollstindig ist und daf3 bestimmte
Produkte von P-Coalgebren nicht existieren.

Zum Abschlul wurde untersucht, wie sich Elemente von terminalen Coalgebren
approximieren lassen. Die Gegeniiberstellung von Larry Moss’ Coalgebraischer Lo-
gik ([Mos99]) und der aus der terminalen Sequenz definierbaren Logik ([Wor99a])
ergab, daff die Semantik beider im wesentlichen {ibereinstimmt (Satz 5.61).

2. Ausblick

Es bleiben eine Reihe von interessanten offenen Punkten:

e Es ist weiterhin ungeklirt (auBer fiir spezielle Klassen von Funktoren), wie
ein geeigneter “Co-Gleichungs-Kalkiil” aussehen kénnte (man vgl. allerdings
H. Peter Gumms Arbeiten [GumO0la, Gum00]).

e Bislang ist in der Coalgebra fast immer die gesamte Kategorie Setr un-
tersucht worden, wéhrend in den Anwendungen der Universellen Algebra
meist bestimmte Varietéiten die interessanteren Objekte sind. Fiir Setp
fehlen noch interessante Anwendungen von Covarietéten und eine Verallge-
meinerung der in dieser Arbeit erzielten Resultate auf Covarietéiten. Auch
die Frage, ob fiir Coalgebren eine Mal’cev-Theorie méglich ist, ist ungeklért.

e Da man viele Typen von Coalgebren als verallgemeinerte Transitionssysteme
auffassen kann, stellt sich die Frage, ob man nicht noch mehr Begriffe aus
der Theorie der Transitionssysteme verallgemeinern kann - z.B. Ultrafilterer-
weiterungen und die Dualitit zwischen Kripke-Strukturen und Booleschen
Algebren mit Operatoren.



ANHANG A
Symbolverzeichnis

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten der in dieser
Arbeit verwendeten Symbole und Notationen.

1. Kategorientheorie

Set: die Kategorie der Mengen und Abbildungen.

Set*: die Kategorie der nicht-leeren Mengen und nicht-leeren Abbildungen.

Rel: die Kategorie, deren Objekte die Mengen und deren Objekte die binéren
Relationen sind.

Cr: die Kategorie der Coalgebren zum C-Endofunktor F.

CF: die Kategorie der Algebren zum C-Endofunktor F'.

v:F 3% G: v ist eine natiirliche Transformation zwischen den Funktoren F
und G.

v:F 5 G: vist eine surjektive natiirliche Transformation zwischen den Funk-
toren F' und G.

pb(f, g): der Pullback der Morphismen f und g.

eq(f,g): der Equalizer der Morphismen f und g.

push(f,g): der Pushout von f mit g.

Ker f: der Kern des Morphismus f, also der Pullback von f mit sich selbst. In
Set: Ker f = {(a,d') | fa= fa'}.

(fi)ier: je nach Kontext: eine Familie, indiziert mit Elementen aus I, oder
- wenn es sich um Morphismen mit gleichem Definitionsbereich haben -
der durch diese Familie eindeutig bestimmte Morphismus ins Produkt ihrer
Wertebereiche.

[fil;ers fiir eine Familie (f;)ie; von Morphismen mit gleichem Wertebereich:
der durch diese Familie eindeutig bestimmte Morphismus aus der Summe
ihrer Definitionsbereiche.

®: ein Diagramm in einer Kategorie

Z: der Identitéitsfunktor

P: der Potenzmengenfunktor

F: der Filterfunktor

T: der Funktor, der jeder Menge die cofreie F-Coalgebra iiber dieser Menge
zuordnet.

L7 : der unendliche Multimengenfunktor zu einem vollsténdigen Verband £

M): der (endliche) M-Mengen-Funktor zu einem kommutativen Monoid M.

F<,: fur eine Kardinalzahl x: die s-Beschrankung von F'.

F: fiir eine Kardinalzahl «: die strikte x-Beschriankung von F.

2. Mengentheorie

N: die Menge der natiirlichen Zahlen.

R: die Menge der reellen Zahlen.

R, : die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen.

gg: fiir eine Teilmenge U C A: die kanonische Einbettungsabbildung.
f: A< B: f ist eine injektive Abbildung.
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f i+ A— B: fist eine surjektive Abbildung.

7 : A — A/R: die kanonische Projektion von A auf den Faktor von A nach
der Aquivalenzrelation R.

f[U]: fiir eine Abbildung f: A — B und eine Teilmenge U C A: das Bild von
U unter f, d.h. flU]={fulueU}.

fT[V]: fiir eine Abbildung f : A — B und eine Teilmenge V' C B: das Bild
von V unter f,dh. f7[V]={a€ A| faeV}.

()42 fiir eine Menge A: die eindeutige Abbildung aus der leeren Menge in A.

Gr f: der Graph der Abbildung f : A — B, also die Menge {(a, fa) | a € A}.

fiu: die Einschriinkung des Definitionsbereichs der Abbildung f auf die Menge
U.

f!V: die Einschrinkung des Wertebereichs der Abbildung f auf die Menge V.

A 4: die Diagonale auf einer Menge A, d.h. Ay = {(a,a) | a € A}.

R~ : die umgekehrte Relation einer Relation R C A x B, d.h.: R~ = {(b,a) |
(a,b) € R} C B x A.

§(A,u): fiir u € FA der F-Filter von (4, u).

Eq(R): die von einer Relation erzeugte Aquivalenzrelation.

3. Coalgebra

Con(A): die Menge der Kongruenzen auf der Coalgebra A.

[R]5: die von der Menge R coerzeugte D-Simulation.

[R]2: die von der Menge R coerzeugte Bisimulation.

[U]: die von der Menge U coerzeugte Untercoalgebra.

V4: die grofite Kongruenz auf der Coalgebra A.

U < A: U ist Untercoalgebra von A.

4t der eindeutige Homomorphismus von der Coalgebra A in die terminale
Coalgebra.

aYy: fiir ein v € FA: die konstante Coalgebrenstruktur auf A mit Wert v.

D: ein Lifting des Diagramms ® von Set auf Setr.

D): fiir ein Diagramm © in Set und eine kompatible Auswahl (v; €
FA;) A eset: das durch die konstanten Coalgebrenstrukturen mit Wert v;
definierte Lifting des Diagramms ® von Set in Setp.

H(K): die Klasse der homomorphen Bilder von Coalgebren aus K.

H~(K): die Klasse der homomorphen Urbilder von Coalgebren aus K.

S(K): die Klasse der Untercoalgebren von Coalgebren aus K.

¥(K): die Klasse der Summen von Coalgebren aus K.

B(K): die Klasse der Coalgebren, die total bisimilar zu einer Coalgebra aus K
sind.

Q(A,U): die Klasse der Coalgebren, fiir die jeder Homomorphismus nach A
durch die Untercoalgebra ¢/ von A faktorisiert.
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