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Preambulo

Dentro de la matematica computacional, el desarrollo de algoritmos eficientes para
evaluar funciones matematicas constituye una linea de incuestionable utilidad, por sus
numerosas aplicaciones en diversos campos de la ciencia, ingenieria y economia. Desde esta
perspectiva, el calculo de funciones de tipo hipergeométrico es particularmente relevante.
Un ejemplo prototipo son las funciones de Bessel y su vinculaciéon a problemas en fisica e
ingenieria: estas funciones aparecen en la solucién de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales en dominios con simetria cilindrica (como fibras dpticas) o en la transformada
de Fourier de funciones con simetria radial, por mencionar sélo un par de aplicaciones.
Particularmente relevantes en el ambito de la economia y la probabilidad aplicada son,
por otra parte, las denominadas funciones gamma incompletas ya que estan asociadas
a funciones de distribucion de probabilidad para determinados rangos de valores de sus
pardametros [36].

Abordar el problema de obtener un método eficiente para evaluar numéricamente las
funciones hipergeométricas para todos los rangos admisibles de parametros es una tarea
complicada que parece que no va a encontrar soluciéon a medio plazo. Sin embargo, ya
se dispone de software para la evaluaciéon de este tipo de funciones para algunos casos
particulares como los arriba citados. Tal es el caso de las funciones gamma incompletas
v(a, z) y I'(a, z) para las que existe desde hace anos software para su evaluacién eficiente
en el caso de pardmetro z positivo [15, 22]. Permaneciendo abierta la cuestién para el
pardmetro z negativo, con algin estudio particular como en [54], recientemente hemos
desarrollado un algoritmo en [18] que funciona en una amplia regién del pardmetro z
negativo y que describimos aqui en el Capitulo 1.

Podemos observar, como veremos en el Capitulo 1, que una misma funcién puede
satisfacer varias propiedades que permiten la obtencién de férmulas para su evaluacion
numérica y dichas formulas tener un comportamiento mas eficiente que otras en determina-
das regiones de parametros. Usualmente, la eleccion de un método u otro dependera tanto
de su rango de aplicabilidad como su de eficiencia, y también estard limitado por el rango
de computabilidad de las funciones. Para este 1ltimo aspecto, es interesante disponer de
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acotaciones para las funciones involucradas. Precisamente en el Capitulo 2 describimos el
proceso de obtencion de cotas para cocientes de funciones de Bessel modificadas, descritas
en [45].

Como ya hemos mencionado, las funciones hipergeométricas estan presentes en mul-
titud de problemas cientificos, pero también aparecen implicadas en diferentes ambitos
de la matematica como el analisis numérico; de hecho, uno de los aspectos centrales de
esta tesis es la evaluacién numérica de nodos y pesos de una de las reglas de cuadratura
numérica mas populares: las reglas de cuadratura gaussianas. Para calcular cuadraturas
gaussianas de orden moderado, un algoritmo bien conocido es el algoritmo de Golub-
Welsch. Sin embargo, dicho método no es eficiente para cuadraturas de orden alto, para
las que es preferible usar métodos iterativos. En el Capitulo 3 describimos métodos ite-
rativos para el calculo de las cuadraturas clasicas de Gauss-Hermite y Gauss-Laguerre
para ordenes tanto grandes como pequenos y que ademds tienen convergencia garantiza-
da. Dichos métodos combinan varios esquemas de evaluacién numérica de los polinomios
ortogonales implicados junto a un método de punto fijo convergente globalmente y con
orden de convergencia 4. De manera complementaria, en el Capitulo 3 también hacemos
un analisis computacional de la evaluacion de nodos y pesos de las cuadraturas cuando
se utilizan aproximaciones asintoticas uniformes para su estimacion.

Como se podré apreciar en la exposicion detallada de los contenidos de esta tesis, en
el Capitulo 1 ponemos de manifiesto la necesidad de combinar varios métodos de apro-
ximacion para establecer algoritmos precisos y eficientes de computacion de una funcién
dependiente de dos parametros. Por otra parte, en el Capitulo 2 se abordan aproxima-
ciones mas simples que aunque pueden ser menos precisas, proporcionan aproximaciones
analiticas que son de utilidad en diversas aplicaciones. Por tltimo, el tercer Capitulo es
un ejemplo del problema de la evaluacién de funciones aplicado a un problema clasico del
analisis numérico como es la cuadratura gaussiana. Es de esperar que los resultados que
recoge la presente tesis doctoral sirvan como punto de partida para abordar la compu-
tacion de casos mas generales de funciones hipergeométricas, asi como otros problemas
de interés en el ambito de la matematica computacional.

Diego Ruiz Antolin 2
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Computacion de funciones gamma
incompletas

Las funciones gamma incompletas (a, z) y I'(a, z) son un tipo de funciones especiales
que tienen gran importancia por su vinculacién a diversos problemas en el ambito cientifi-
co y tecnoldgico, lo que ha requerido que se considere estudiar su evaluacién numérica
eficiente para diversos valores de sus parametros a y z. En la literatura, hay numerosas
aplicaciones cuando la variable z es positiva; por ejemplo, [36, 4]. Para valores negativos
de la variable z, la funcién gamma incompleta aparece, por ejemplo, en el estudio de
plasmas de Bose [35, 34] y en el andlisis de la ecuacién de Helmholtz [39, 37].

Respecto a los métodos de computacién de estas funciones, se dispone de multitud de
férmulas para su calculo. Asi, por ejemplo, podemos encontrar expansiones en serie [1],
expansiones asintéticas [11, 52, 43], fracciones continuas [33], relaciones de recurrencia
[29], etc. No obstante, muchas de las propiedades utilizadas en este capitulo aparecen
detalladas en el NIST Handbook of Mathematical Functions [41] y algunas de ellas estan
desarrolladas con mayor extensién en [51].

Desde el punto de vista algoritmico, en el caso en que ambos parametros de la funcién
son reales, se han descrito algoritmos eficientes para evaluar estas funciones cuando el
pardmetro z es positivo en [15] y [22]. En el caso en que z es negativo, hemos estudiado
métodos y establecido un algoritmo que permite alcanzar una precision elevada en una
regién de parametros amplia y que describimos en [18].

Para la construcciéon de estos algoritmos se han utilizado diversas relaciones funcionales
como las que hemos mencionado arriba. Un andlisis heuristico en cada una de las regiones
de validez de estos métodos permite determinar las zonas en las que son més eficientes
frente a otros métodos. Asimismo, alguno de los métodos analizados (como por ejemplo
las cuadraturas numéricas para representaciones integrales) no son eficientes computacio-
nalmente aunque si permiten disponer de métodos de comprobacién del error cometido al
utilizar otros métodos que si son mas eficientes.



Computacion de funciones gamma incompletas

1.1. Definicién y propiedades

Antes de detallar los métodos de céalculo usados para la evaluacién de las funciones
gamma incompletas es conveniente dar una definicion explicita de dichas funciones y citar
ciertas propiedades basicas satisfechas por estas funciones.

Definicién 1.1 Se definen las funciones gamma incompletas vy(a,z) y I'(a, z) de la si-
guiente forma:

v(a,z):/ t" e L, F(a,z):/ t* e tdt. (1.1)
0 z

donde a y z son, en general, pardmetros complejos y t* toma su valor principal. Ademds,
Re(a) > 0 en la definicion de v(a, z) y para I'(a, z) asumimos que |argz| < .

Observacion 1.2 En la literatura también aparecen mencionadas como funcion gamma
incompleta inferior para referirse a la funcion y(a, z) y funcion gamma incompleta supe-
rior para referirse a la funcion I'(a, z).

Observacion 1.3 A partir de la definicion, se cumple que
+(a,2) + T(a, ) = T(a). (1:2)

Observacion 1.4 Aunque la definicion de la funcion vy(a, z) no es vdlida para valores de
la parte real de a negativos, esta funcion admite representaciones que si permiten extender
su validez al caso Re(a) < 0. Por senalar alguna, podemos relacionar la funcion gamma
incompleta inferior con la funcion hipergeométrica confluente

n

- (a)nz
M(a,b, z) = Z

= (b)n!
mediante la siguiente formula

Y(a,z) =a 2% *M(l,a+1,2) =a *2°M(a,a + 1, —2)

donde (a),, es el simbolo de Pochhammer definido por

(a)o=1,(a), =ala+1)---(a+n—-1)=

DIEGO Rulz ANTOLIN 4



Capitulo 1

Observacién 1.5 Una normalizacion conveniente de las funciones gamma incompletas
es la dada por las funciones P(a, z) y Q(a, z) definidas como

(a, 2) I'(a, 2)
que cumplen la propiedad de que P(a,z) + Q(a,z) = 1. Estas funciones normalizadas

aparecen de forma mds natural en la aplicacion de las funciones gamma incompletas en
problemas de estadistica, por ejemplo.
Otra normalizacion importante de la funcion gamma incompleta inferior, es

v (a,z) = ;(:)y(a, z) = ﬁ/o t" e~ dt, (1.4)

que tiene la propiedad de ser real positiva para todo valor real de a y z.

Cuando a es entero no negativo, se pueden calcular directamente las funciones gamma
incompletas aplicando repetidamente integracion por partes, obteniendo

a

v(a+1,z)=adl [1—6_222—'] :
m!

m=0

Ia+1,z) =ale™” E z_'
m:
m=0

1.2. Expansiones en serie de potencias

Las dos siguientes expansiones en serie son ttiles en el desarrollo de algoritmos numéri-
cos,

) N 2" R S G
vlaz) =e Zf(a—i—n—l—l) _F(a)zn!(a—i—n)‘ (1.5)

n=0

Vamos a explicar brevemente como se obtienen. En primer lugar, partiendo de la definicién
de v(a, z), hacemos el cambio de variable t = z(1 — u)

z 1
v(a,z) = / t*lteTtdt = z“e‘z/ (1 —u)* 'e**du.
0 0

5 DiEGO Ruiz ANTOLIN



Computacion de funciones gamma incompletas

A continuacion, desarrollamos en serie de potencias la funcién exponencial que hay dentro
del integrando y tenemos que

o]
Za—i—n

X _a+n 1
v(a,z) =e* Z Zn' (1 —u)* 'u"du = e* - B(n+1,a),
= ’ n=0 ’

donde B(p, q) es la integral beta de Fuler que cumple la férmula

['(p)T'(q)

Blp.a) = Lp+q)

Finalmente, obtenemos la primera expansién en serie de 7(a, z)

. e a+n F(TL+ ., e Za n
O R S R TCl Dcire

Para obtener la segunda expansion en serie, vamos a expandir en serie de potencias la
funcién e~ que aparece en el integrando de la definicién de y(a, z) y tendremos

e, N ED [T, o (S 2
v(a,z)—/ot e dt_ZT/Ot dt—z o

Finalmente aplicamos el escalado usado para obtener v*(a, z) a partir de v(a, z) y ya
tenemos las expansiones deseadas.

Dichas series son convergentes salvo en el caso de a entero negativo. Asimismo, hay
que tener cuidado cuando a sea de la forma a = —n+¢€,n =1,2,... y € pequeno. En este
caso conviene reescribir la expansion en serie de v*(a, z) de la forma

I'(1+mn—e¢)sinme 1 (—2)*
*(_ — n 1.6
Vintez) =2 n! e +1“( n+€>k0k;ﬁ El(—n+e+k) (16)
que permite obtener el resultado
v (—n,z) = 2" (1.7)

cuando € — 0.

DIEGO Rulz ANTOLIN 6



Capitulo 1

1.3. Relaciones de recurrencia

Las siguientes relaciones de recurrencia, obtenidas directamente de la representacion
integral de las funciones gamma incompletas usando integracion por partes

v(a+1,2) =ay(a,z) —z% %  T(a+1,2) =al(a,z)+ 2% 7, (1.8)

son muy utiles para el calculo numérico de dichas funciones cuando se dispone de valores
iniciales para empezar el proceso recursivo. No obstante, la direccién en la que se aplica
la recurrencia no se puede elegir de forma arbitraria dado que el condicionamiento del
calculo de soluciones de las relaciones de recurrencia fija la direccion en la que se debe
aplicar la recurrencia.

Combinando dos relaciones sucesivas de las recurrencias de dos términos dadas en
(1.8) es posible obtener la siguiente relacién de recurrencia de tres términos

Yaro — (@ + 1+ 2)Yass + a2y, = 0 (1.9)

que es satisfecha tanto por 7(a, z) como por I'(a, 2).
La aplicacién del teorema de Perron-Kreuser [58] a esta recurrencia junto con el hecho
de que para valores positivos de a y 2z se cumple

h/m PY(GU Z)
a—00 F(a, Z)

—0 (1.10)

permite establecer que y(a, z) es la solucién minima, es decir recesiva, de la recurrencia
cuando a — oo y I'(a, ) es una solucién dominante de la misma.

Del mismo modo, aplicando el teorema de Perron-Kreuser a (1.9) cuando a — —oo
ocurre algo similar pero el papel desempenado por las soluciones cambia. En este caso,
tanto y(a, z) como I'(a, z) son dominantes cuando a — —oo. No damos una prueba de este
resultado, pero sélo recordamos que y(a, z) + I'(a, 2) = I'(a) y que, utilizando la férmula

de reflexién )
T
T = 1.11
(a) sin(ra) I'(1 — a)’ (1.11)

vemos que ['(a) tiende a cero rapidamente cuando a — —oo y se puede comprobar que
no es asi para I'(a, z). Todo esto nos lleva a que I'(a, 2) = v(a, z) cuando a es negativo y
grande en valor absoluto, de lo que se puede deducir que, en efecto, ambas soluciones son
dominantes.

También hay que senalar que estos resultados sobre la dominancia de las soluciones
de la recurrencia (1.9) son validos cuando |a| es grande, pero para valores moderados el
comportamiento puede ser distinto.

7 DiEGO Ruiz ANTOLIN



Computacion de funciones gamma incompletas

Hemos visto que I'(a, z) es dominante cuando a — oo y cuando a — —o0, lo que indica
que para algun valor de a se ha de producir una transicion entre el comportamiento domi-
nante de una y otra direccion de recurrencia. Esta transicion se produce aproximadamente
para los valores de a tales que —a = z. Observamos que la recurrencia (1.9) tiene, para
a negativo, coeficiente negativo en el término y,, mientras que el coeficiente asociado a
Yat+1 cambia de signo cuando z = —(a + 1), como se explica en [7]. Esto es un indicativo
del cambio de tendencia mencionado. Por lo tanto, esperamos que la recurrencia para
['(a, z) sea aplicable en la direccién de a creciente si a > —z y en la direccién contraria si
a< —z(z>0).

Volviendo a la obtencién de férmulas de recurrencia, también podemos obtener a partir
de (1.8) la relacién de recurrencia para la funcién escalada vy*(a, 2)

—z

e

CESAE (1.12)

2y (a+1,2) =" (a, z) —

Cuando a y z son ambos negativos, podemos reemplazar (a,z) por (—a — 1, —2) y

usando la férmula de reflexién I'(a+1)I'(—a) = — sinzrﬂa) en (1.12), obtenemos la relacion
de recurrencia
1
Y(—a—1,—2)+ 27y (—a,—z) = ——sin(mwa)e’T'(a + 1). (1.13)
T

Asimismo, podemos combinar como antes dos relaciones de recurrencia de dos términos
(1.12) para obtener la relacién de recurrencia a tres términos

zla+ 1)y (a+2,2) —(a+ 14+ 2)7v(a+1,2) + v*(a,z) =0, (1.14)
o bien, si partimos de (1.13), obtenemos
Y(—a—=2,—2)+(z+a+ 1)y (-a—1,-2)+ z(a+ 1)y (—a,—z) = 0. (1.15)

La ventaja de usar (1.14) o (1.15) en lugar de (1.12) o (1.13) es que se evitan posibles
problemas de pérdida precision al usar constantemente el término inhomogéneo de estas
ultimas dos ecuaciones.

1.4. Expansiones asintéticas uniformes

Cuando a y z son negativos y tienen valor absoluto grande, es conveniente usar ex-
pansiones asintdticas uniformes para evaluar las funciones. Tal y como se detalla en [52],

DIEGO Rulz ANTOLIN 8



Capitulo 1

partiendo de la funcién v*(a, z) para a y z negativos, hacemos el cambio (a, z) por (—a, —z)

y tenemos
2 a 1
-F — -T, , 1.16
Var (nfa) + 1 (77)} (1.16)
1

2
v(—a,—z) = z° {COS(?TCL) - \/—ae%‘m2 sin(mra)
T
P =A—1-log(A\), X= z, sign(n) = sign(A — 1). (1.17)
a

donde 7 se define usando
2

Siguiendo el esquema de [52], es conveniente considerar la normalizacién de la funcién
gamma 7,(z) que se define mediante la relacién

v (—a, —z) = 2% cos(ma) + sin(wa)'(a)e*7,(2), (1.18)

con lo que la funcién 7,(z) queda de la forma

u(2) = = [\/; <n\/?> T ()

Usando ahora (1.18) en la relacién de recurrencia inhomogénea (1.13), obtenemos

(1.19)

- Z.. 1
A 25.02)+ = =0. 1.20
Y +1(Z> + aV (2) - ( )

Démonos cuenta de que en (1.16) y en (1.19) hemos usado la funcién F'(z) conocida
como integral de Dawson, que se define como

z 1
F(z) = e / et = —Siv/re et iz, (1.21)
0

donde erf es la funcién error.

La integral de Dawson se puede calcular de forma muy eficiente usando la fraccion
continua (ver [5|[Eq. (13.1.13b)])

z . F 22
—2zez2/ e dt = & (1.22)
0 14 G122 +

9 DiEGO Ruiz ANTOLIN



Computacion de funciones gamma incompletas

donde los coeficientes estan definidos de la forma
4(m — 1)

Fy=2 F,= Cm—3)2m —1)’ (1.23)

La funcién T,(n) en (1.16) y en (1.19) tiene una expansién asintética en potencias nega-

tivas de a
7,m) ~ (-1 ), (124)

donde los coeficientes C,,(n) se pueden obtener a partir de la ecuacién diferencial que
satisface T,(n):

ST+ (o) = a (FO)T" (@) - 1), (1.25)
donde f(n) y I'*(a) se definen como
fn) = % "(a) = \/a/(2m)e%a""T(a). (1.26)

Sustituyendo la expansién asintética (1.24) en (1.25) y usando la expansion de la inversa

de I'(a)

1 = Tn
— ~ —, 4 — 1.27
™ L e o (1.27)
se obtiene la siguiente relacién entre los coeficientes C,(n)
Coln) = = = =, 1Co(n) = ~=Coma (1) + 30 ), 1 = 1 (1.28)
-3 4 = n T n ,y n = 1. .
oln -1 7 nnn dn i\n) T InJ N

Cuando |n| es pequeno, las singularidades evitables en las representaciones de los coefi-
cientes de (), pueden producir inestabilidad numérica. Por este motivo, conviene expandir
la funcién T,(n) en potencias de n

To(n) =Y wan™ (1.29)

Para hallar los coeficientes w, usamos la ecuacién diferencial (1.25) que satisface T,(n).
Sustituyendo la expansion (1.29) en (1.25) y usando los coeficientes d,, de la expansién

noo_ S n _ _ 1 _ 1
m—;dnn s d()—]_, dl——g, dg—ﬁ, (130)
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tenemos que

w =a(l™(a)—-1), (1.31)
y, en general,
2
Wy = _nt Wnio + dpi1I(a), n=0,1,2,.... (1.32)
a
Si consideramos
wp =a,"(a), n=0,1,2,..., (1.33)
tendremos la recurrencia
2
an = s Fdpsy, n=0,1,2,.... (1.34)

Con esto, podemos aplicar el algoritmo de Miller [21][Cap. 4.6] para hallar la sucesién de
valores a,,,n =0,1,2,.... Dado que

F*l(a) e %ab (1.35)
tenemos la aproximacién de T,(n)
. X
T.(n) ~ p— ;annn. (1.36)

1.5. Expansion de tipo Poincaré

Dado a positivo y acotado, se puede obtener una expansién de tipo Poincaré que es
util para el caso en que |z| es grande, usando la relacién de v*(a, z) con la funcién de
Kummer M (a, b, 2),

1

v (a,z) = mM(a,l—i—a,—z), (1.37)

y la expansién [41][Eq. 13.7.1]. De aqui, obtenemos la expansién

7o)~ 1 2. S (1.3

11 DiEGO Ruiz ANTOLIN



Computacion de funciones gamma incompletas

1.6. Cuadratura numérica a partir de representacio-
nes integrales

Las funciones gamma incompletas estdn definidas a partir de una representacion inte-
gral. Por ello, parece razonable pensar que mediante algiin cambio de variable adecuado,
seria posible obtener una representacién adecuada para el uso de ciertas reglas de cuadra-
tura numérica.

Sea a > 0, consideramos en (1.4) el cambio z por —z

1 /1 .
v (a,—z) = =— Y edy.
@

Ahora consideramos el cambio de variable r = log <ﬁ) que nos proporciona la expresion

1 *° -
v (a,—z) = —/ (1+4 e ") (et z(re) ™ omr gy (1.39)

—00

y que podemos simplificar tomando r = sinh(¢), obteniendo
1 oo
v (a,—z) = m/ o(t)*He**WeOeosh(t)dt, (1.40)
a —0o0

donde ¢(t) = (1 + e 7)1,

Como se menciona en [50], la regla trapezoidal es un método de integracién numérica
especialmente indicado para integrandos en R que decaen de forma doblemente exponen-
cial. Para més detalles ver [21][Sec. 5.4].

1.7. Esquemas de evaluacién numérica

Una vez analizados los métodos de célculo, se esta en condiciones de establecer algo-
ritmos para el célculo de las funciones gamma incompletas.

En el caso en que la variable 2 es real positiva, se dispone de varios algoritmos eficientes
para la evaluacién de estas funciones con a parametro real (ver [15], [22]).

Para el caso en que la variable z es real negativa, el tnico algoritmo publicado, con
anterioridad a nuestro trabajo, era el dado en [54], aunque restringido a valores semienteros
del parametro a. Recientemente hemos presentado en [18] un algoritmo para la evaluacién
de estas funciones para la regién de pardmetros (a,z) € [—500,500] x [-500,0) con una
precisién elevada complementando asi los resultados obtenidos en [22] y superando el
esquema propuesto en [54].

DIEGO Rulz ANTOLIN 12
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Dado que la funcién gamma, I'(a), aparecerd a lo largo de toda la seccién en varios
algoritmos, en adelante supondremos que disponemos de algoritmos para calcular de forma
eficiente esta funcién, como por ejemplo, el software propuesto en [24].

1.7.1. Caso z >0

Basado, en parte, en el trabajo de Gautschi [15], en el articulo de Gil, Segura y Temme
[22] se trata la evaluacion de las funciones gamma incompletas, mas concretamente de sus
versiones normalizadas (1.3), para valores de a y z reales y positivos. Por completitud,
resumimos a continuaciéon los elementos principales involucrados en el célculo.

Para z positivo y a negativo, el método de evaluaciéon propuesto por Gautschi en [15]
es similar (basado en la fraccién continua de Legendre para la funcién I'(a, 2)), salvo para
z pequeno, en cuyo caso se utiliza recurrencia para I'(a, z) en sentido de a decreciente.

Seguimos en esta seccion la notacion del articulo en términos de las funciones gamma
incompletas normalizadas (1.3). Para el cdlculo de las funciones P(a,z) vy Q(a,z), se
calcula para cada par (a, z) el valor de la funcién primaria (la menor de las dos) y la otra
utilizando la relacién

P(a,z)+ Qa, z) = 1.

Para empezar, se define una funcién para separar el cuadrante (z,a) en dos partes
para asignar la funcién primaria. Esta eleccién estd basada en estimaciones asintéticas
que en la practica demuestran ser una eleccién bastante precisa (en [15] se usa una funcién
similar que en [22] fue ligeramente mejorada). La funcién es

z ) z = %
a(z) = )
ln(%z)

si 0<z<3

Asi, la funcién primaria sera
P(a,z) sia> a(z)

Q(a, z) sia < alz).

El algoritmo que se describe en [22] utiliza diversos métodos, dependiendo de la regién
del cuadrante (z,a) en el que se esté trabajando. Estas regiones se ilustran en la Figura
1.1.

Estos dominios se determinaron buscando un equilibrio entre eficiencia y precision en
la evaluacién de las funciones. Si dos métodos proporcionan la misma precisién en cierta
region, se elige el mas eficiente de los dos métodos.

Los métodos utilizados en las diferentes regiones se mencionan a continuacion.

13 DiEGO Ruiz ANTOLIN



Computacion de funciones gamma incompletas

vd

x=235a

Figura 1.1: Regiones del plano (z,a) donde se aplican los distintos métodos de célculo
para las funciones P(a,z) y Q(a, 2).

(PT) En este caso la funcién primaria es P(a, z) y se usa su expansion en series de Taylor

—z n

2% z
I(a+1) = (a + l)n'

n

P(a,z) =

La serie converge para todo a y 2z positivos y la convergencia mejora a medida que el
. a . . . , . o
cociente — tiende a infinito. Ademas, dado que a > z en la regién PT, los términos

z
del sumatorio decrecen rapidamente.

(QT) Se utiliza la otra expansién en serie de la funcién P(a, z),

o0

Zzz (_1)71271
P = . 1.41
Sin embargo, no se puede usar directamente Q(a,z) = 1 — P(a,z) cuando a es

pequeno (como es este caso). En su lugar, se escribe

Qla,z) =u+v
donde
Sl r, v (1 T a)s P, 2)
YT T rae) 'Tta)’ YT Tt )% G e

En el algoritmo general se utilizan funciones especificas para calcular cada uno de
los sumandos u y v.

DIEGO Rulz ANTOLIN 14
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(CF)

(UA)

En esta region se usa la fraccion continua

Q( ) 2% % 1 a; ag Az Ay
a.z) = =N ,
’ (z+1—a)l(a) \ 14+ 1+ 1+ 1+ 1+

donde
k(a — k)

k>
(z4+2k—1—a)(z+2k+1—a)

ap —
Se parte de las representaciones siguientes

Qa,2) = gerte(ny/af2) + Ru(n),
Pla,2) = yerte(-=nv/af2) - Raln),

00 42 -, .
donde erfc(z) = \%rfx e~ es la funcion de error complementaria. En general,

estas estrategias aproximan bastante bien funciones de tipo sigmoide. El valor de 7
se define como

1, z
1oy _Z 1.42
5"l A InA, A " (1.42)

Si tomamos raiz cuadrada para despejar n en la ultima ecuacién, consideraremos
que signo(n)=signo(A — 1). Para R,(n) se tiene que

R =S, S~ e ()

A pesar de existir expresiones analiticas para los coeficientes C,, (), estas represen-
taciones son dificiles de evaluar para n pequeno, es decir, en la zona de transicién
Z ~a.

Sin embargo, en lugar de calcular los coeficientes C,, (), se da una expansion de
Sa(n) en serie de potencias de 7, de forma que

Sa(n) = Z ann"”.
n=0

Cada uno de los coeficientes «,, es de la forma

Bn

==t n=0,1,2,..
(8% F*(a) n
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donde los 3, se definen mediante la recurrencia

1
571 = a(n + 2)6n+2 + dn+1,n = O, 1,2,

y los coeficientes d,, se definen como los coeficientes de la serie de potencias
77 o
o n
Jes i DL
n=0

Para calcular los 3,,, se utiliza recurrencia hacia atras empezando desde un N sufi-
cientemente grande y considerando fyio = fni+1 = 0. Con todo esto, se tiene que
una buena aproximacién de S,(n) serd

N
a n
SCL(TI) ~ a+/61 nZZO/Bnn °

1.7.2. Caso z <0

Como ya se ha mencionado antes, este problema lo hemos resuelto en [18] dando un
esquema computacional que, al igual que en el caso z > 0, combina varios de los métodos
descritos anteriormente. En la Figura 1.2 se especifica la regién de parametros en la que
calculamos la funcién v*(a, z) y en qué zonas aplicamos uno u otro método de computacién
en base a la precision alcanzada y su eficiencia.

Conviene mencionar una serie de detalles sobre la aplicacion de los diversos métodos.
En primer lugar, el uso de de la expansion asintética uniforme (1.16) para calcular 7, (2)
proporciona una precisién de 107 en la regién (a,z) € [—1000,0] x [-1000,0) con la
excepcién de las bandas |a| < 4.5 y |2| < 1.5. Por otra parte, el rango de computacién de
la funcién ~v*(a, z) estd limitado en aritmética de precisién finita debido a problemas de
overflow /underflow para valores de |a| grandes. Esto puede comprobarse en la Figura 1.3.
Es por ello que hemos elegido en el articulo una regién mas pequenia (a, z) € [—500, 500] x
[—500, 0).

En las bandas |a| < 4.5 y |z| < 1.5, donde falla la expansién asintética uniforme, el
uso de la expansién en serie de potencias (1.5) proporciona una precisién de 10712 pero
con el inconveniente de que se requiere un gran nimero de términos cuando |z| es grande.
Es por ello que, en este caso, es mejor usar la expansion asintética uniforme (1.19) para
hallar 7;(z) para un a que esté en la regién de validez de la expansién asintética uniforme
y mediante la relacién de recurrencia (1.20) aplicada en sentido descendente en valores de
a obtener el valor 7,(z) necesario para luego hallar v*(a, z) usando (1.18).

DIEGO Rulz ANTOLIN 16
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20 1 J H !
EXPANSION i : SERIES a>0
© 0 . ; -
EAU+RECURRENCIA  ® SERIES ia<0
_5 o - . ' '
i i EAU i i
—15—'"'1"“"’:"""{'"'1""‘

- l 1 I 1
—2?25 -100 =75 -50 -25 0

Figura 1.2: Esquema de computacién de v*(a, z). EAU es la expansién asintética uniforme
(1.16). Se usa la relacion de recurrencia (1.13).

500 ——— T . P T T

4000 - Se . B ) o, e . o -2 B ° S e : ‘,w"i . . : . _
300k . . ° . e, . R °° . oo . ° u. “B ",B . -
200 : oK : : . T e -

100k o0t -

—100f e e : o0 :: : . : - . _
-2001 S et S e S O
a0l . . ; o o A‘, - ﬂ - ’ . B" X —
—400;w gy S u u':u ‘, N T . ﬂ‘, R o

500l N crr i I S B °
—-800 -700 -600 -500 -400 -300 -200 -100 0

Figura 1.3: Limitaciones de overflow/underflow en aritmética de precisién finita en la
region (z,a) € (=800, 0) x (=500, 500) al calcular la funcién v*(a, z). Los puntos corres-
ponden a los valores para los que la funcién presenta overflow o underflow.
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Asi, el esquema de computacion queda de la siguiente forma:

1. Para a > 0,

Si z < =50, usar la expansién de tipo Poincaré(1.38).

En otro caso, usar la expansién en serie de potencias (1.5).

2. Para a <0,

Sia=—n,n €N, usar la expresién (1.7).
En otro caso,

Sia>-502z>-—1.5,

Si z > —100, usar la expansion en serie de potencias (1.5) o la férmula
(1.6) si a = —n + € y € es pequeno.

En otro caso, usar la expansién asintética uniforme (1.16) y la relacién
de recurrencia (1.20).

En otro caso, usar la expansién asintética uniforme (1.16).

El algoritmo propuesto funciona de forma eficiente en su rango de validez como puede
verse en la Figura 1.4. Como comentabamos anteriormente, se mejora ademés el rango
de computacién del algoritmo presentado en [54]. El algoritmo propuesto por Thompson
considera la computacién de la funcion gamma incompleta inferior para valores reales
negativos del argumento z y valores semienteros del parametro a utilizando una funcion
Sn(2), n entero y z > 0, relacionada con la funcién gamma incompleta inferior mediante
Y(n+1/2,—2) = i(—1)"e*2"*1S,(z). La relacion de la funcién S, (z) con v*(a, 2) estd dada
entonces por S,(z) = I'(n + 1/2)e *~v*(n 4+ 1/2, —z). El algoritmo de Thompson utiliza
valores precomputados en Maple para iniciar el algoritmo y, al menos en la implementacion
del algoritmo disponible en la libreria de TOMS, parece estar restringida a valores de z en
el intervalo [0, 200]. Nuestra aproximacién, aparte de no utilizar valores pre-computados
en Maple, extiende el rango de computacién para valores reales del parametro a y valores
mayores (en valor absoluto) del argumento z, por lo que supone una mejora evidente en
el célculo de la funcion.
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018
016
) 014 |-
012
o1 | == b=
. == >z >
=S
0.08 'I"‘“‘:
0.06 =

Figura 1.4: Tiempos de computacién requeridos por el algoritmo realizando 50000 evalua-
ciones de la funcion.

Finalmente, un ejemplo del célculo de la funcién v*(a, z) y de las funciones P(a, z) y
Q(a, z) con los algoritmos descritos se muestra en las Figuras 1.5 y 1.6.

Figura 1.5: En la ilustracion se muestra la funciéon v*(a, z) definida en (1.4) en el dominio
de pardmetros (a, z) € (—2,2) x (=5,0).
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P(a,x) Q(a,x)

10

Figura 1.6: Funciones P(a,z) y Q(a,z) definidas en (1.3) en el dominio de pardametros
(a,z) € (0,10) x (0, 10).
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Cadlculo de cotas para cocientes de
funciones de Bessel modificadas

Los cocientes de funciones de Bessel modificadas de primera y segunda especie de érde-
nes consecutivos I, (z)/1,_1(z), K, (x)/K,_1(x) aparecen en numerosos dmbitos cientificos.
Podemos encontrar estas cantidades en métodos de Schwarz para procesos de reaccién-
difusién [17], en estadistica [32, 42] o en el estudio del comportamiento oscilatorio de
soluciones de EDOs de segundo orden [31]. En [47] y las referencias ahi mencionadas se
pueden encontrar mas ejemplos de aplicaciones.

Siguiendo la metodologia propuesta en [47], en [45] hemos obtenido cotas para estos
cocientes de funciones aprovechando el hecho de que dichos cocientes satisfacen una ecua-
cién de Riccati en la cual podemos encontrar que una de sus curvas criticas h'(x) = 0
(siendo h(x) el cociente considerado) es cota de dichos cocientes. Este articulo en el que
hemos trabajado es una ampliacién de algunos de los resultados estudiados en [47].

En primer lugar, mostraremos como esta técnica puede generar buenas cotas tanto
superiores como inferiores (en [47] s6lo se obtenian desigualdades en un sentido usando esta
técnica). Estas cotas estan descritas mediante una familia uniparamétrica de funciones,
de las que obtenemos las mejores cotas inferior y superior.

En segundo lugar, describiremos un proceso iterativo que utilizando las cotas obtenidas
permite generar nuevas ecuaciones de Riccati que proporcionan nuevas y mejores familias
uniparamétricas de cotas. Ademas, las cotas obtenidas en el primer paso se incluyen entre
las obtenidas tras aplicar el proceso iterativo.

En el caso de las funciones de Bessel de primera especie, las mejores cotas posibles
obtenidas tras aplicar el proceso iterativo son mejores que las obtenidas inicialmente, y
particularmente en los limites x — 0,00 y ¥ — o0o. Para las funciones de Bessel de segunda
especie la situacién es similar, con la diferencia de que sélo las cotas superiores mejoran
tras iterar el proceso.
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Calculo de cotas para cocientes de funciones de Bessel modificadas

2.1. Resultados generales

Vamos a describir un proceso iterativo que, partiendo de una ecuacién de Riccati,
produce cotas para soluciones de dicha ecuacion. El proceso genera sucesivas ecuaciones
de Riccati para el cociente de la funcién considerada dividida por la cota obtenida en
el paso anterior. Estas cotas surgen de elegir la raiz caracteristica adecuada de la ecua-
cién caracteristica asociada a cada ecuaciéon de Riccati considerada. Vamos a describir el
proceso en detalle.

Consideramos una ecuacion de Riccati

Ahora consideramos la funcién hy(z) = ho(z)/¢po(x), donde ¢o(x) = fo(z) es una de las
dos raices caracteristicas de la ecuacién caracteristica asociada a (2.1), Ag(x) + Bo(x)po +
Co(z)d3 = 0, y que tiene que ser cota de ho(z). En la siguiente iteracién del proceso se
considera

M(2) = Ai(x) + Bi(2)hy (2) + Ci(2)hy () (2.2)

Ao () ¢o(2)
= o) do(@)’ Ci(z) = ¢o(x)Co(x)
Si una de las raices caracteristicas ¢;(x) de la correspondiente ecuacién caracteristica
asociada a (2.2) es cota de hy(x), entonces 51(x) = ¢1(x)Bo(x) = d1(x)do(x) es cota de
ho(z). En general, podemos considerar el proceso iterativo que en el paso n serd de la
forma

Aq(x) , B1(z) = By(x)

hl () = An(2) + Bu(2)h,(x) + Cp(2)hn()? (2.3)
Ay () R G0 ISP,
An( ) - 5n71<x>78n<x> BO( ) ;(}5,(%)’011( ) 571*1( )OO( )
donde -
Bn-1(x) = H oi(x). (2.4)

Las raices caracteristicas de (2.3) seran

2A,(x)
—B,(7) & \/By(2)? — 4A,,(2)C, ()

Pn() = (2.5)

y, una vez elegida la raiz que sea cota de h,(z), tendremos la siguiente cota para hg(x)

1
Br(z) = Bn1(z)n(z) = PRy o o g (2.6)
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donde
Y(z) = —Co(w)/Ao() (2.7)
y
o) = = = (e (1= s o) ). (23)

Ahora bien, para determinar si los sucesivos ,(x) son cotas de ho(z), necesitamos que
en cada iteracién la funcién ¢, (x) sea cota de h,(z). Para hacer dicha comprobacién,
podemos hacer uso del siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea h(x) una solucion de la ecuacion de Riccati b/ (x) = A(z)+ B(x)h(x)+
C(x)h(z)? definida en (0,400), siendo los coeficientes continuos con A(x)C(z) < 0. Sea
o(x) la raiz positiva de A(x) + B(z)d(x) + C(z)p(x)* = 0, si ¢(x) es estrictamente
mondotona, se cumple lo siguiente:

1. Si C(z) <0, h(0T) > 0 y ¢'(07)R'(0F) > 0, entonces h(x) < ¢(x) si ¢'(x) >0y
h(z) > ¢(z) si ¢'(x) < 0.

2. 8i C(x) >0, h(+00) > 0 y ¢'(+00)h/(+00) > 0, entonces h(z) < ¢(x) si ¢'(x) <0
y h(x) > ¢(x) si ¢'(x) > 0.

Demostracion Con probar el caso en que C(z) < 0y ¢'(z) > 0 es suficiente dado que
los otros tres casos restantes se prueban de la misma forma. Dado que C'(x) < 0, que se
cumpla ¢'(07)1/(0%) > 0 implica que 0 < h(0T) < ¢(0T), pero entonces, dado que ¢(z)
es creciente, se debe cumplir dicha desigualdad para todo x > 0, y por tanto h(x) < ¢(x)
para x positivo. En efecto, un valor zy que cumpla h(zg) = ¢(zo) (luego h'(xy) = 0) no
puede existir porque h(x) se acercaria a la grafica de la funcién creciente ¢(z) desde abajo
y para esto, es necesario que h'(zg) > ¢'(x¢) > 0, lo que contradice que h'(xq) = 0.

2.2. Caso de la funcion [,(x)

Consideramos la ecuacién de Riccati cumplida por h(x) = I,(x)/I,_1(x), siendo I, (x)
la funcién de Bessel modificada de primera especie,

2(v —1/2
h'(x)=1- Mh(x) — h(z)? (2.9)
x
que puede obtenerse facilmente a partir de las relaciones de recurrencia cumplidas por
I, (z) [41][Ec. 10.29.2]. En [47] se prueba que la raiz caracteristica positiva de la ecuacion
caracteristica asociada a (2.9) es cota superior de h(z). Nosotros probaremos ese resultado
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mas adelante usando el Teorema 2.1. Ahora podriamos aplicar el proceso iterativo seguido
en la seccién anterior para obtener sucesivas cotas de h(x), pero podemos considerar antes
una situacién mas general, empezando por

ho(z) = 2 “h(x), (2.10)

dando la ecuacion de Riccati

ho(z) = 7% — ?ho(x) — 2%ho(z)*, N = v+ %(oz —1). (2.11)

Siguiendo la notacién de la seccion anterior, tendremos que

1 J}l_a

) e e AV
donde
y(x) = 2% no(z) = Azt (2.13)
Esto nos da una familia de posibles cotas para h(x) dependientes del parametro a:
ba(r7) = ——~ A=t La—1). (2.14)
A+ VA2 42?2 2

Como habiamos dicho antes, podemos usar el Teorema 2.1 para probar que by(v, x) es
cota superior de h(z). Este teorema también nos permite probar, como se hizo en [47],
que by (v, x) es cota inferior de h(x). Ademds, podemos comprobar facilmente que estas
son las mejores cotas posibles que podemos obtener de la forma (2.14).

Teorema 2.2 Se cumplen las desigualdades

L,(.l') x

T () ) =0 12+ 1222 >1/2, (2.15)
L) .,
e R a7 (2.16)

Ademds, estas cotas son las mejores cotas posibles de la forma b, (v,x), a € R, en su
rango de validez.

Demostracion Primero, hay que sefialar que para « € (0, 1) las funciones b, (v, z) no son
cotas de h(x). Observando la serie de Maclaurin [41][Ec. 10.25.2] y la expansién asintética
[41][Ec. 10.40.1], tenemos que

tafe) =~

x 1 a3

2w 81A(v+1) i O(xS)) ’ 210
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v—1/2

ho(z) = 2@ (1 - + o<x—2)) .

De aqui, tenemos que hy(0%)h{(+00) < 0 para o € (0,1), implicando que la gréfica de
ho(z) debe cortar a la de la raiz caracteristica ¢g(x), probando que no puede ser cota de
ho(z). Ahora, vamos a probar que efectivamente los casos & = 0 y o« = 1 son cotas de
ho(z), comprobando que cumplen las hipdtesis requeridas para usar el Teorema 2.1.

1. @ = 0: el caso v = 1/2 es directo puesto que I,(z) = I_,(x). Para v > 1/2 se
puede comprobar directamente que ¢o(z) = bo(v, ) es estrictamente creciente en
la variable z. Ademds, por (2.17) tenemos que ho(0") > 0y hy(0T) > 0, luego
&p(07)hy(0T) > 0 y ya tenemos las hipdtesis para aplicar el Teorema 2.1.

2. o = 1: el caso v = 0 es obvio porque Iy(x)/I_1(x) = Io(x)/I1(z) y la desigualdad
que hemos probado antes muestra que este cociente es mayor que 1. Ahora, para
v > 0 podemos ver directamente que ¢g(x) = by (v, ) es estrictamente decreciente
en la variable z y gracias a (2.17) vemos que ho(07) > 0 y hy(0T) < 0, luego
&p(07)(0T)hgy(01) > 0, volviendo asi a obtener las hipitesis para aplicar el Teorema
2.1.

Por ultimo, se puede ver que b, (v, z) es una funcién decreciente en la variable «, con lo
que, dado que b (v, x) es cota inferior, b, (v, x) es cota inferior para todo a > 1. Del mismo
modo, al ser by(v, z) cota superior, b, (v, x) es cota superior para todo o < 0. Se ve asf,
que las mejores cotas posibles para hg(x) se dan cuando o = 0, 1.

Observamos que el Teorema 2.1 no se puede usar para probar que cualquiera de los
valores fy(z) para a € (—1,0) U (0,1) es cota, dado que ¢o(x) = So(x) es no mondtona
en este caso (la derivada de fy(\,x) es cero en z = +v/1 — a?\/a). Sin embargo, de la
monotonia de b, (v, ) concluimos que para « € (—1,0) se pueden obtener cotas superiores
para [,(z)/I,_1(x) al menos para v > 1/2; de hecho, estas cotas, aunque menos precisas
que bo(v, x), extienden el rango de validez con respecto a v, y para & = —1 tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 2.3

<b(v,z) = (2.18)

x ,v = 0.
v—1++/(r—1)2+22

Demostracion Para v = 0 la cota se cumple porque es equivalente a I(x)/ly(z) >
x/(14++v/1 + x2), que es cierta por el Teorema 2.2 (tomando v = 1 en la segunda cota). Para
v > 0 tenemos que ¢o(z) = xb_1(v,x) es creciente como funcién de x y hy(0") > 0; por el

Teorema 2.1 tenemos que ho(z) = z1,(z)/1,_1(z) < ¢o(x) = 22 /(v —1++/(v — 1)2 + 22).
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Observacion 2.4 Si consideramos las relaciones de recurrencia cumplidas por I,(x)
(véase [41][Ec. 10.29.2]), podemos reescribirlas de la siguiente manera:

I(x) 1
Iy—l(l’) o + L}+(1(;6) ’ (219)

Si sustituimos I,,+1(x)/1,(x) por una de las cotas superiores (resp. inferiores), obten-
dremos una cota inferior (resp. superior). Este proceso se puede iterar para obtener una
sucesion de cotas convergentes, dado que la fraccion continua resultante de iterar (2.19)
es convergente. Si consideramos las cotas obtenidas en el Teorema 2.2, podemos obtener
usando este proceso las siguientes cotas

x I,(z) x
< < ,v = 0.
v—1/2+/(w+1/22+22 La(®) v—1+/(v+1)2+a2

La cota inferior By(v,x) es mejor que la cota inferior obtenida en el Teorema 2.2 By (v, x)
para todo x > 0,v > 0, mientras que la cota superior que hemos obtenido mejora la del
Teorema 2.2 sélo cuando x* < 4v(2v + 1).

(2.20)

2.2.1. Cotas obtenidas por proceso iterativo

Vamos a considerar la primera iteracion del proceso descrito en la primera seccion de
este capitulo para la funcién (2.10). Siguiendo la notacién usada, tenemos que

(07

{A (1 + Nﬁ) - 5} (2.21)

y para ho(z) tendremos la posible cota £ (z) = 1/(n1(x)++/m (z)? + x2). Asi, obtenemos
la siguiente familia uniparamétrica de cotas para h(z) = 2%ho(x),

a—1

m(z) =x

Bu(v,z) = ‘ (2.22)
da(V, ) + \/0a(v, )% + 22

A
2V + 22’
Igual que hicimos con las cotas de la iteracion anterior, vamos a probar que esta familia

de funciones también son cotas de hx) para o ¢ (0,2) y que las mejores posibles de este
tipo se dan en o = 0, 2.

do(v,2) = (v —1/2) + A=v+(a—1)/2.
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Teorema 2.5 Se verifica que

I,(z)
Ty () < By(v,z),v > 1/2, (2.23)
I,(z)
m > BQ(V, .’L'), 14 > 0. (224)

Ademds, estas cotas son las mejores cotas posibles de la forma B,(v,x), a € R, en su
rango de validez.

Demostracion Primero, observar que para a € (0,2), B,(v,z) no son cotas para todo
x > 0. Si consideramos las expansiones en serie de hy(z) = ho(x)/Bo(z) que podemos
obtener a partir de (2.17), vemos que

1dv(a—2)+ (a—1)* ,

(@)= - S @ et O (2:25)

R >

1
hi(z) =1+ %x_l + g(a2 +2—4)r 2+ O(z7?)

donde A estd definido como en (2.22). Vemos asf que h(+00) < 0 si o > 0 mientras que
Ry (07) > 0siv > (a—1)?/(8 — 4a) > 0. Nuevamente vemos que la grafica de hy(z) debe
cortar a la de ¢1(x) en algun z positivo, por lo que ¢;(x) no puede ser cota de hi(x).
Nuevamente, tenemos que la familia uniparamétrica de funciones B, (v, x) es decreciente
en «, por lo que si probamos que para a = 0 tenemos cota superior y para a = 2 cota
inferior, tendremos que son las mejores cotas posibles del tipo B, (v, z).

1. o« = 0: el caso v = 1/2 es trivial dado que [, = I_,. Para v > 1/2 tenemos,
usando (2.25), que h1(07) > 0y A} (0%) > 0, luego si probamos que ¢} (z) > 0 para
todo x > 0, tendremos que hi(z) < ¢1(x) (y, por tanto, ho(z) < By(v,z)). Vamos
a probar que ¢|(x) > 0 para v > 1/2. Escribir ¢1(x) = p1(z)/Bo(z) facilita los
calculos, ya que

S () | VRGP T+ (@) /:ﬁl(@{ he) ) 2.26)
1 Vm@?+1+m(@)]  bole) |

con 1y(x) como en (2.13) tomando v =0 y

m(z) = f(z)m(z), f(z) =1+ (2.27)
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Dado que nj(xz) < 0y nj(x) < 0 para v > 1/2, tenemos que ¢} (z) > 0 equivale a
decir que

o< (42

Finalmente, usando que n;(x) = f(x)no(z), podemos sustituir en la ecuacién ante-
rior, obteniendo la desigualdad

)(1+%@V) (2.28)

L+no(x)*f(2)? < (f(x) + M

PO rw) aemer)  e29)

que es cierta dado que no(z)f'(z)/ny(z) >0y f(x) > 1.

2. a = 2: primero probamos el caso v = 0,

LICI ° 5——1(1———1——> (2.30)
L(x) ~ 0+ + 2% 2 V1+dzZ) '
Dado que ¢ € (—1/2,0), si z > 0, tenemos que
(2.31)

i x
<
S+ V2422 —1/2+4\/1/4+ 22

por lo que basta probar que

Io(l')

x 1 /(1 1 )
L) “12+ JiAr e @ (5 + \/;) (2.32)

que es cierto gracias al Teorema 2.2 (tomando v = 1 en la primera desigualdad).
Ahora, para el caso més general de v > 0. Considerando (2.25) tenemos que hy(07) >
0, #}(0%) < 0. Luego, probando que ¢}(z) < 0, tenemos que hy(z) > ¢1(z) y, por
tanto, h(x) = x*ho(x) > By(v, ). Para a = 2 tenemos, para i = 0, 1, que

ni(r) = Argi(z), qo(x) = 1, q1(z) = f(x) (2.33)
N S WIS SOV et V2"
f@ =t A=V e =y
y
Bi = ! (2.34)

(@) + /(@) +at
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Calculamos ahora la derivada

o) - 2] (8 _ ) 235

teniendo que

_Bi@) _ mi(x) +22°Bi(z) 1 (@) — 2Aqi(x)
5@ Vaerre | Joa@r e 20
Luego para probar que ¢ (x) < 0 tenemos que probar que
f@) 2@ 1 .

N@rE+e Ve

Para f(z) — zf'(x) < 0 la desigualdad es trivial. Vamos a ver que el caso en que
f(z) —xf'(x) > 0 se cumple para v > 0. Elevando ambos miembros de (2.37) al
cuadrado y simplificando, obtenemos que

1 A2 1

2

Para probar esta desigualdad, basta con probar la desigualdad siguiente (en la que
hemos omitido uno de los términos negativos del miembro de la izquierda),
1 2
s - (=) <~
A2+ 2 VA2 4 22

Simplificando la notacién, si tomamos ( = v A? + 22, la desigualdad anterior pasa
a ser

(2.39)

(1= =2¢ = 1= (1 =)= N +1/(1+7) >0 (2.40)

que es cierto si |y| < 1 porque ¢ > A.

Observacién 2.6 Como ya habiamos mencionado en la prueba, B, (v, x) es una funcion
decreciente en «, por lo que para cada o < 0 tenemos una cota superior de las cuales, la
mejor se alcanza en a = 0 y, del mismo modo, para cada o > 2 tenemos una cota inferior,
alcanzandose la mejor en o = 2. Dado que Byoo(v,x) = bi(v,x) y Bi_2(v,x) = by(v, x),
tenemos que las cotas de Bo(v,z) y Ba(v,z) son mejores que las del tipo b, (v, x).
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Observacion 2.7 Nuevamente, podemos realizar el mismo proceso que detallamos en la
Observacion 2.4 para obtener nuevas cotas sustituyendo las ya obtenidas en la fraccion
(2.19). En este caso, tenemos que

Bo(v,z) < Iﬁi% < Bo(w,x),v >0 (2.41)

donde B(v, ) estd definida de la siguiente manera

B,(v,z) = ‘
o Oy (vyx) + /0t (v, x)? + 22

(v, r) = (v+1/2) %

(2.42)

o
— o =v+(a+1)/2

2vo?% 4 22 ( )/

La cota inferior es mejor que la que hemos obtenido en el Teorema 2.5, mientras que la
cota superior no supera la obtenida en dicho teorema.

2.2.2. Analisis computacional de las cotas obtenidas

En las Observaciones 2.4 y 2.7 hemos utilizado la relacién de recurrencia cumplida
por la funcién I,(x) para obtener mejores que, sin embargo, no mejoran los resultados
cuando z es grande. Veremos que efectivamente la iteracién de la fraccién continua (2.19)
no mejora la eficacia de las cotas cuando & — oo pero si lo hace cuando x — 0 o v — 0.

Vamos a considerar las sucesiones de cotas obtenidas mediante este proceso, empezan-

do por las cotas inferior 1\ (x) y superior u,(,o)(m). Asi, las sucesiones de cotas obtenidas
se definen:
;,uy+l)(x) = ;
%t upa () % 1)
Para ver si estas cotas mejoran con cada iteracién podemos ver si las cotas superior e
inferior se acercan con cada iteracién. Para ello, consideramos cy (x) = ul(f)(x) / 1) ().
Usando (2.43) tenemos:

10D (z) = (2.43)

. : 1
(@) = ey (@) ———— (2.44)
1+ —5"
leJrl(x)
Asi, tenemos que
19(z) = 21(1 +OW™), v — x (2.45)
1%

e, igualmente, cuando z — 0. Sin embargo, I (r) = (14+ O(z™1)) cuando z — oo. Por
tanto,

2 .
D (z) ~ 2D () (2.46)
1%

v
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cuando x — 0 o ¥ — oo, mientras que
(@) = ey (2)(1 + Of™) (247)

cuando r — oo. Esto explica por qué las cotas obtenidas en los Teoremas 2.2 y 2.5 son

superadas por las obtenidas en sus respectivas iteraciones de la fraccién continua (2.19).

Sin embargo, para un nimero fijo de iteraciones de dicha fracciéon continua siempre existira

un z suficientemente grande para el que las cotas de los Teoremas 2.2 y 2.5 seran mejores.
Considerando las cotas del Teorema 2.2 tenemos que

(0) -
ey () 2V_1(1+O(x)),y>1/2,x—>0
(O () = 2i(1 O, — 00 (2.48)
v
1
O _ L -1
c) (x) 2x(1—|—(’)(x ), x — oo.

Por otro lado, denotando por 51(/0) (x) a las mismas cantidades, pero respecto del Teorema

2.5, tenemos que

8 2
(0) i

Ol(x) = (4V2——1)2(1 +O(x)),v>1/2,2 =0

2

&0 (z) = %(1 + O™, v — 0o (2.49)
0 () — %(1 +O@E ),z — oo

Como hemos mencionado, las cotas obtenidas en el Teorema 2.5 son mejores que las
obtenidas en el Teorema 2.2. Las estimaciones que acabamos de indicar confirman este
hecho en los tres limites considerados y, ademas, muestran que las cotas del Teorema 2.5
son, para x suficientemente grande, mas precisas que las cotas iteradas empezando desde
las obtenidas en el Teorema 2.2. Sin duda, la fracciéon continua mejora las cotas a medida
que x — 0y v — 00, y tenemos que

) = o (o) (1408 @) = 5 (=) (40 r ) (250)
pero cuando x — 00
(w) = 5-(1+0™),&)(x) = 51+ O ™). (251)
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Las cotas del Teorema 2.5 se pueden usar para mejorar la computacion del cociente
I,(x)/I,—1(z) mediante la fraccién continua (2.19): usar el Teorema 2.5 como primera
estimacion mejora la convergencia para x grande. Notamos que los aproximantes de la
fraccién continua proceden de iterar (2.19) usando

1

(i+1) o
B = 8 T

JHO (2) =0, (2.52)

donde H,SQi_l)(x),@' = 1,2,... son cotas superiores y Hl(,%)(x) son cotas inferiores para
I,(z)/1,_1(z). Tenemos en este caso

HﬁQi_l)(x) B 1 ) »
H T @Reeaeaion o) (259

que tiene mal comportamiento asintético cuando x se hace grande. Una primera mejora
viene de usar el Teorema 2.2 que da c.” (r) = O(z™1) y, entonces usando el Teorema 2.5
obtenemos una mayor mejora dando ¢\’ (z) = O(z~2) (ver (2.51)).

Finalizamos esta seccién con una ilustracion de la efectividad de las diferentes cotas
obtenidas para la funcién h,(z). En la Figura 2.1 vemos varias graficas superpuestas de
las diferencias entre la funcién h(x) (para el calculo de las funciones I, (z) implicadas se ha
utilizado la funcién de Matlab BesselI) y las cotas que hemos obtenido en los Teoremas

2.2 y 2.5 y la Observacién 2.4.

[ R (v
0.2 1 0.2 0
I iteracion FC B iteracion FC
20.15 B, (v 20.15 [ Byvx)
IS &
@ 0.1 e 0.1
3 S
i 5005
0

Figura 2.1: A izquierda tenemos una comparacién de la funcién h(z) con las cotas inferiores
y a derecha una comparacién con las cotas superiores.
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Para poder diferenciar claramente los casos se han utilizado diferentes escalas de gri-
ses para cada comparacién siendo las mas oscuras las comparaciones con cotas de tipo
bo (v, x), seguidas de las comparaciones con las cotas obtenidas en la Observacion 2.4 (que
denotamos iteracion FC en la leyenda de la figura) y finalizando con las graficas mas
claras, que representan las comparaciones de h(x) con las cotas de tipo B, (v, x).

Confirmamos de forma empirica cémo el proceso iterativo detallado en la Observacion
2.4 mejora las cotas obtenidas en el Teorema 2.2 y, del mismo modo, las cotas obtenidas
en el Teorema 2.5 mejoran los otros dos casos anteriores.

2.3. Caso de la funcién K,(z)

Para la funcién de Bessel K, (x) vamos a realizar un anédlisis similar. Sea h(z) =
K, 1(x)/K,(z), consideramos la funcién

ho(z) = 2~ “h(x) (2.54)
que cumple la ecuacion de Riccati
, _ 2T o 9 1
hy(x) =27+ ?ho(x) + 2%ho(z)*, T =V — 5(04 +1). (2.55)
Tenemos que
v(z) = 2% no(x) = T (2.56)
y la posible cota para hg(z)
1 xl—a

no(z) + v/no(x)> + o(x) 7T4+VT24+ 2

Tendremos asi, la familia uniparamétrica de posibles cotas para h(x)

do(v,x) = v— %(a +1). (2.58)

x
—77':
T4+ V712 + 22

Vamos a probar que los casos a = 0,1 son cotas de h(z) y son las mejores posibles del
tipo dg (v, x).

Teorema 2.8 Se cumplen las desigualdades

KV_1>d(Va:)— ’
K, = o124+ v =122 + 22

v=1/2 (2.59)
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KV—I

KV < dl(Vax) =

< ,veER
v—1++/(r—12+22

Ademds, estas cotas son las mejores cotas posibles de la forma d,(v,x), o € R, en su
rango de validez.

Demostracion En este caso, también se cumple que para a € (0,1), do(v,x) no es cota.
Usando que K, (x) ~ iT'(v)(x/2)"" para v > 0 cuando z — 07 y la expansién asintética
[41][Ec. 10.40.2], tenemos que

11—«

ho(a) = 5 =1+ 0w > 1 (2.60)

ho(z) =27 %(1 — (v — 1/2)a™ + O(z72)).

Por lo que ho(07)ho(+00) < 0 para a € (0, 1), asi que la grafica de ho(x) corta la de ¢o(z),
asi que no puede ser cota de ho(z). Probamos ahora que son cotas los casos particulares
a=0,1.

1. o = 0: el caso v = 1/2 es trivial, dado que Ki/(z) = K_y/2(x). Para v > 1/2
tenemos que ¢o(z) = z/(17 + V12 +22),7 = v — 1/2 es estrictamente creciente.
Ademas, (2.60) nos indica que ho(+00) > 0y hy(+o0) > 0. Con lo que podemos
aplicar el Teorema 2.1 para probar que ho(x) > ¢o(x).

2. o = 1: tenemos que ¢op(x) = 1/(v—14+/(v — 1)? 4 22) es estrictamente decreciente
y (2.60) muestra que ho(+00) > 0y h{(+00) < 0, luego aplicando el Teorema 2.1

probamos que ho(x) < ¢o(z).

Por ultimo, dado que la funcién d, (v, x) es creciente como funcién de «, tenemos que para
a > 1, las funciones d, (v, z) son cotas superiores, siendo dy(v, x) la mejor y para o < 0,
las funciones d, (v, ) son cotas inferiores, siendo d; (v, z) la mejor.

De igual modo que para el caso de las funciones de Bessel de primera especie, el Teo-
rema 2.1 no se puede usar para probar que los valores 5y(x) en el caso a € (—1,0)U (0, 1)
sean cotas, debido a que ¢o(z) = [y(z) no es mondtona. Sin embargo, de la mono-
tonfa de d, (v, x) concluimos que para a € (—1,0) podemos obtener cotas inferiores para
K, 1(x)/K,(x) al menos para v > 1/2; de hecho, estas cotas, aunque menos precisas que
do(v, x) para v positivo, extienden el rango de validez. Para e = —1 tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 2.9
——=>d (vyr) = —————=,vER (2.61)
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Demostracion Para todo valor real v tenemos que ¢o(z) es creciente para « = —1 y
hi(07) > 0. El Teorema 2.1 implica que ho(z) = 2K, 1(x)/K,(x) > ¢o(z) = 22/(v +
V2 4 2?).

Observacion 2.10 Igual que para el caso de las funciones de Bessel I,(x) podemos ob-
tener sucesivas cotas utilizando el método propuesto en la Observacion 2.4, también po-
demos obtener una expresion similar a (2.19) para el caso de K, (z) utilizando la relacion
de recurrencia [41][Ec. 10.29.2] dando como resultado
K, (z 1
z Efc)> = o T (2.62)
v T Ky,_1(z)

Sin embargo, las sucesivas cotas obtenidas repitiendo el proceso descrito en la Observacion
2.4 producen cotas para un rango de valores de v mas limitado que las cotas obtenidas en
2.8 por lo que no hemos una descripcion detallada de las cotas obtenidas de esta forma.

2.3.1. Cotas obtenidas por proceso iterativo

La primera iteracion del proceso descrito en la primera seccién, partiendo de la funcion
(2.54), es

-~ 1 T a+1
m(x) =x® I(V—é—m>,7':l/— 5 (2.63)
y las posibles cotas para h(r) seran la familia uniparamétrica
D,(v,x) = ’ (2.64)
Pa(v, ) + \/a(v, )? + 22
con
palv,z) = (v — 1/2) — —— (2.65)

2V72 + 22
Vamos a probar, usando el Teorema 2.1, que hy(x) = ho(x)/Fo(x) estd acotado por ¢y (x) =
p1(z)/Bo(x). Para esto, tendremos que usar la expansién asintética obtenida a partir de
(2.60),

Q@ 1 1 1
hl(l’) =1- EI_I + 5 <V - 5 + ZOCQ) 13_2 + O(l’_3). (266)
Teorema 2.11 Para v > 1/2 se cumple que
Kl/—l
Dy, (v, z) < e < Dy(v, ) (2.67)

ddndose la igualdad para v = 1/2. Ademds, estas cotas son las mejores cotas posibles de
la forma D, (v, x), a € R, en su rango de validez.
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Demostracion Dado que Ds,_1(v, z) = do(v, ), este caso ya esta probado. Vamos a probar
por tanto, que el caso o = 0 es una cota superior. Para ello, basta comparar la monotonia
de ¢1(x) con la de hi(x) para x grande.

Tenemos, usando (2.66), que hy(x) > 0y hi(z) < 0 para v > 1/2 y x suficientemente
grande. Por otro lado, vamos a probar que ¢1(x) es decreciente para todo x > 0siv > 1/2.
Tenemos asi que

() =

(2.68)

Bo(@) [V +1 (@7 +1
donde, considerando que o = 0, tenemos que n(x) = no(x)f(x) en la que se define

flz)=1- W <1

Tenemos que distinguir ahora dos casos, que nj(xz) = 0 o nj(z) < 0. Para el caso
positivo, es obvio que ¢/ (z) < 0 porque 7y(z) siempre es negativo. En el caso nj(z) < 0,
tenemos que ¢ (x) < 0 equivale a decir

&m>[ () (@)

2
Lm0 > (o) + B @) (4, (269
1o()
El término entre paréntesis de esta desigualdad que es igual a 7} (z)/n(z) cumple
0< Z;Eg = f(z) + Zzgg fl(2) < fla) < 1. (2.70)

La igualdad de esta ultima expresién es obvia porque n)(x) < 0 y estamos asumiendo que
n(z) < 0. La parte n}(x)/ny(x) < f(x) es obvia. Esta tltima cadena de desigualdades
nos permite probar (2.69).

Hasta ahora hemos probado que hy(z) > 0y h}(z) < 0 para x suficientemente grande
y que ¢1(x) es decreciente para todo x > 0. Usando un argumento similar al usado en 2.1,
pero para valores grande de z en lugar de un entorno de 0, podemos probar que hy(x) > 0,
hi(z) < 0 para todo z y de ahi tenemos hy(z) < ¢1(z).

Observacion 2.12 Dado que D, (v, z) es decreciente como funcion de a y que Do, (v, x)
es cota inferior, tenemos que para todo o = 2v — 1 la funcion D, (v, x) es también cota
inferior, pero mds débil que el caso o = 2v—1. Del mismo modo, D, (v, ) es cota superior
para todo a < 0 siendo la mejor el caso o = 0. Ya hemos probado que D4 (v, z) son
cotas (ver Teoremas 2.8 y 2.9), que son necesariamente menos precisas que Do(v,z) y
Dy, 1 (v, x) respectivamente.
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Figura 2.2: A izquierda tenemos una comparacién de la funcién h(z) con las cotas inferiores
y a derecha una comparacién con las cotas superiores.

2.3.2. Analisis computacional de las cotas obtenidas

En la Figura 2.2 se muestran la diferencia entre la funcién h(z) (para el calculo de las
funciones K, (z) implicadas se ha utilizado la funcién de Matlab de Matlab BesselK y las
cotas obtenidas en los Teoremas 2.8 y 2.11 (recordar que las cotas inferiores obtenidas en
ambos teoremas son la misma). Nuevamente, las graficas de color mds oscuro representan
la diferencia de la funcién h(z) con las cotas de tipo d, (v, ) mientras que la grafica més
clara es la comparacién con las cotas de tipo D, (v, z).

Observamos de nuevo, de forma empirica, como las cotas obtenidas en el Teorema
2.11 tras aplicar un proceso iterativo son mejores que las cotas iniciales obtenidas en el
Teorema 2.8.

Realizando dichos célculos en un rango mas amplio de parametros que el que se aprecia
en la Figura 2.2 se puede observar que las cotas mejoran cuanto mayor es el valor de z,
pero se ha reducido dicho rango de pardmetros para obtener una mayor claridad en las
graficas mostradas.

2.4. Observaciones finales

Todas las ideas estudiadas en este capitulo podrian ser usadas para obtener nuevas
cotas para otras funciones. Por ejemplo, las funciones gamma incompletas y las funciones
de Bessel pueden ser expresadas en términos de funciones hipergeométricas confluentes vy,
en general, los cocientes de funciones hipergeométricas satisfacen ecuaciones de Riccati.
Esto nos sitia en el contexto del Teorema 2.1 y sugiere que un analisis parecido al que
hemos realizado en [45] se podria realizar también para este tipo de funciones.
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Fvaluacion numérica de cuadraturas
gaussitanas cldsicas

En este capitulo abordaremos la evaluacion numérica de las reglas de cuadratura gaus-
sianas clésicas, incidiendo particularmente en las cuadraturas de Gauss-Hermite y Gauss-
Laguerre, aunque también esbozaremos procedimientos analogos para el caso Gauss-
Jacobi.

Como es bien sabido, las cuadraturas gaussianas son Optimas respecto al grado de
exactitud, y esta propiedad explica su popularidad, si bien estas férmulas de cuadratura
tienen fama de ser dificiles y costosas de calcular, en particular para grados altos. Sin
embargo, y como se describe en [55], se han producido recientes avances tanto en la
evaluacién mediante aproximaciones asintéticas (en particular para Gauss-Legendre [2]),
como en la utilizacién de métodos iterativos (por ejemplo para el caso Gauss-Jacobi [30],
en combinacién con métodos asintdticos) que permiten evaluar estas cuadraturas de forma
eficiente, también para grados altos.

En este capitulo analizamos la evaluacion eficiente de cuadraturas gaussianas clasicas,
Empezaremos describiendo métodos basados en aproximaciones asintéticas para pasar a
continuacion a describir métodos iterativos, basados en los métodos de punto fijo descritos
en [46]. Estos algoritmos iterativos, como veremos, daran lugar métodos de evaluacién
rapidos (de cuarto orden), precisos y fiables (con convergencia garantizada), ademds de
resultar validos para rangos de los pardmetros no accesibles para previos métodos (en
particular para el caso Gauss-Laguerre).

3.1. Introduccion

Dada una integral definida

1(f)= [ flayw(a)de (3.1)
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donde w(x) es una funcién peso en el intervalo [a, b], la regla de cuadratura

Al = Y wid () (32

es una regla de cuadratura gaussiana si tiene el mayor grado de exactitud posible, es decir,
I(f) = Q.(f) para todo polinomio f de grado a lo sumo 2n — 1.

Los nodos z;,7 = 1,...,n de una regla de cuadratura gaussiana son las raices de los
polinomios ortogonales, por ejemplo moénicos, que cumplen

b
/ 2'pp(2)w(z)dr = 0,i =0,...,n — 1. (3.3)

Entre las reglas de cuadratura gaussiana, las asociadas a los polinomios ortogonales
clasicos (que son soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden), son especial-

mente populares. Estas reglas clasicas son:
. _ 2 . . .
» Gauss-Hermite: w(z) = e *"; a = —00,b = 4+00. Los polinomios ortogonales asocia-

dos son los polinomios de Hermite, H,(x).

» Gauss-Laguerre: w(x) = 2%~ *; « > —1; a = 0,b = +00. Los polinomios ortogonales
asociados son los polinomios de Laguerre, L% ().

» Gauss-Jacobi: w(z) = (1 —2)*(1 + 2)%; a, 8 > —1 a = —1,b = 1. Los polinomios
ortogonales asociados son los polinomios de Jacobi, pi? )(:c)

Dados los nodos de estas cuadraturas gaussianas, podemos hallar sus correspondientes
pesos en términos de las derivadas de los polinomios:

» Gauss-Hermite:

V2 Hpl
wi' = H @] (3.4)
» Gauss-Laguerre:
'n+a+1)
L _
O L (@) (35
= Gauss-Jacobi:
w’;/] - Mn,a76 ! b) (3¢6>
(1 —a])[P? ()]
donde
My s — 2a+5+1f(n+a—l— DI'(n+p+1) (3.7)

nT(n+a+5+1)
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Existen diversos métodos para calcular los nodos y pesos de las cuadraturas gaussianas
clasicas de forma numérica. Uno de los métodos més conocidos es el llamado algoritmo
de Golub-Welsch [28] que utiliza la relacién de recurrencia

Tpn () = anpni1(T) + bppn(T) + cppn-1(z) (3.8)
cumplida por los polinomios ortogonales, y cuyos coeficientes se pueden escribir en térmi-
nos de féormulas cerradas en el caso de las cuadraturas clasicas. Para reglas no clasicas,
los métodos de evaluacién vienen precedidos de un método numérico de evaluacion de los
coeficientes de la recurrencia. Referimos a [16] para una descripcién detallada de estos
métodos.

Considerando los polinomios ortonormales p,, = p,,/||ps||, es facil comprobar que estos
polinomios satisfacen una relacién de recurrencia de la forma

Qip1Div1(z) + Bibi(w) + aipi—1(x) = xpi(v) (3.9)
donde
agp-1(x) = 0;8; = bs,i > 0504 = \/Ciai—1,1 2> 1 (3.10)

con a;, b;, ¢; los coeficientes de la relacion de recurrencia definida en (3.8) para los polino-
mios ortogonales p,.

Si consideramos una regla de cuadratura gaussiana de n nodos podemos usar dicha
relacién de recurrencia para construir la matriz

Go ap 0 ... 0
ar Py
0 a B :
J = ) (3.11)
. ) o
0o ... Up_1  Pn-1

cuyos autovalores son los nodos de la cuadratura gaussiana considerada. Para calcular los
pesos w; de la cuadratura se utiliza la relacion

R SN (0
Bl ~ e @

donde ¢ = ( ?), ey gb,(f)) es un autovector de la matriz J asociado al autovalor z; y

(3.12)

w;

b
,u[):/ w(z)dz. (3.13)
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El problema de este método es que es un algoritmo de complejidad O(n?) lo que hace
que sea un método poco aconsejable para problemas de gran magnitud.

Como alternativa para calcular cuadraturas de grado alto podemos considerar métodos
iterativos para resolver este problema; estos métodos, de hecho, preceden en el tiempo al
algoritmo de Golub-Welsch [6, 38].

Los métodos iterativos requieren disponer de métodos de evaluacién de los polino-
mios ortogonales involucrados en el problema. En el Apéndice A se describen expansiones
asintoticas que pueden servir para el calculo de los polinomios para grado elevado aunque
el uso de series locales de Taylor puede representar una interesante alternativa [27] co-
mo discutiremos mas adelante. En la literatura se pueden encontrar métodos asintéticos
aplicados a cuadraturas de Gauss-Jacobi de orden alto [56], de Gauss-Legendre [3] y de
Gauss-Hermite [56]. Por supuesto, la situacién ideal seria disponer de métodos eficientes
que permitan evaluar los polinomios involucrados en la cuadratura para cualquier rango
de pardmetros. Este es el caso de los polinomios de Hermite para los que se presenta
en [20] un algoritmo, practicamente sin restricciones en el rango de pardmetros, para la
evaluacion de funciones del cilindro parabdlico, de las que los polinomios de Hermite son
un caso particular. En [26] se presentan métodos para el cdlculo de los polinomios de
Laguerre para parametro o moderado.

Por otro lado, por lo general también es necesario disponer de una aproximacion inicial
de las raices de estos polinomios para poder iniciar el proceso iterativo, salvo para el caso
de los métodos globalmente convergente que nosotros consideraremos. Para el caso de
Jacobi (con «, 8 € [—1/2,1/2]) se mencionan una serie de aproximaciones en [56] entre
las que encontramos una expansién alejada de x = £1 [14] y una férmula en términos de
ceros de funciones de Bessel [12]. En el caso de Laguerre, se propone una expansién para
los ceros pequenos en [57] que posteriormente fue mejorada en [13] para los ceros grandes.
A veces estas aproximaciones son tan precisas que pueden usarse como métodos directos
para calcular dichos polinomios, como es el caso de la cuadratura de Gauss-Legendre en
la que las series dadas en [2] permiten calcular los nodos y los pesos de la cuadratura
con doble precisién. Una reciente referencia con nuevas estimaciones asintéticas para las
cuadraturas gaussianas clésicas la encontramos en [25].

Finalmente, se necesita refinar dichas aproximaciones con un método iterativo adecua-
do y disponer de alguna relaciéon funcional que use los polinomios ortogonales para poder
calcular los pesos de la cuadratura. El método de Newton es, con mucha diferencia, el
méas empleado, aunque existen métodos alternativos de mayor orden como el considerado
en [59] o el método que vamos a describir en este capitulo [46], que ademéds garantiza una
convergencia global del proceso iterativo. Por contra, el caso del método de Newton sélo
existe una prueba de su convergencia para el caso de Gauss-Legendre [44].

Aunque el elemento fundamental de nuestro estudio va a ser el establecimiento de
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métodos iterativos, vamos a comenzar con un analisis computacional del uso de algunas
aproximaciones asintéticas para evaluar los nodos y pesos de las cuadraturas clasicas.
Incluiremos también mencién al caso de la cuadratura de Gauss-Jacobi. El uso de las
aproximaciones asintoticas seran de utilidad, en otras cosas, como test complementario
de la precisién de los algoritmos iterativos, pero también se espera que para orden suficien-
temente grande puedan servir como método eficiente de computaciéon (de forma similar
al caso Gauss-Legendre considerado en [2]).

3.2. Aspectos computacionales de las aproximaciones
asintéticas a los nodos y pesos de las cuadraturas
gaussianas

En el Apéndice A detallamos aproximaciones asintéticas para los polinomios de Her-
mite, Laguerre y Jacobi a partir de las cuales es posible derivar aproximaciones para los
nodos de las cuadraturas que estamos considerando. Una vez obtenidos los nodos de las
cuadraturas, la evaluacién de los pesos (3.4), (3.5), (3.6) a partir de expansiones asintéti-
cas la haremos usando las relaciones entre las derivadas de los polinomios ortogonales
implicados y esos mismos polinomios con indices consecutivos, lo que proporciona:

wH — /2" )

' [Hp1 ()]
Wl — z,I'(n+a+1)

' nl(n + 12\2J[L£:ﬂl(xi)]27 (3.14)
w! = (1= 2})Mpaps

Z P @)

donde
— 2n+a+B+2)T(n+a+D(n+B+1)

My g =201 :
(n+Dln+a+p+1)(n+ 1) (n+a+5+2)

Resumimos a continuacion las aproximaciones asintéticas que vamos a manejar para
los nodos de las cuadraturas. Estas aproximaciones estan detalladas en [25] e involucraran
(en casi todos los casos) ceros de otras funciones especiales (Airy Ai(x) o Bessel J,(z)).
Nos centraremos posteriormente en los aspectos computacionales del uso de estas aproxi-
maciones.

a) Aproximaciones asintéticas a los ceros de los polinomios de Hermite

A partir de las expansiones dadas en el Apéndice A, es posible obtener dos tipos
de aproximaciones asintéticas a los ceros de los polinomios de Hermite: una de ellas
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en términos de los ceros de las funciones de Airy y otra en término de funciones
elementales.

La expansion en términos de los ceros de las funciones de Airy se obtiene en términos
de la variable n definida en el Apéndice A: damos una primera aproximacién del
cero hy de H,(z) de la forma ny = V_%ak donde a;, es el k-ésimo cero de la funcién
de Airy Ai(x). Dada la simetria de los polinomios de Hermite, podemos asumir
1 < k < %. Damos una expansion de 7 correspondiente al cero de Hy, () escribiendo

n=mo+e, e~Dp B (3.15)
7
y calculamos los sucesivos valores 7;,j > 1. Reescribimos (A.2) usando la funcién
W(n) '
n!
Hy(x) = —5—e"x(n) W(n),
vl s , (3.16)
W(n) = Ai (nv§> An) —v AT (nv§> B(n),
y expandimos W (n) en 7y usando n = 1y + €, obteniendo
€ ! 82 "
W (o) + v (10) + i (m0) +...=0. (3.17)

En esta dltima ecuacién usamos la expansion (3.15), igualamos potencias de v y
obtenemos los sucesivos coeficientes 7;, 7 > 1 siendo los primeros

= 07
2 = —Bi(n), (3.18)
n3 = mAi(n) + Ba(n),

y siendo las cantidades A;, B; los coeficientes de las expansiones (A.3). Una vez
conocidos los coeficientes 7);, podemos obtener una aproximacién de 7 y a partir de
la inversion de (A.4), obtener una aproximacion al cero hy.

Una segunda expansion para los ceros de los polinomios de Hermite se puede obte-
ner a partir de la expansion, detallada en el Apéndice A, en términos de funciones
elementales para estos polinomios. Para obtener la expansion para los ceros se consi-
dera la funcién W (n):

W(n) = cos <u2n - iw) A, (t) —sin <p,277 - iﬂ') B.(t), (3.19)
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donde p? = 2n + 1. Se toma 7y de modo que el término en coseno se anule y
no y los valores correspondientes de ¢ y x estén relacionados (en primer orden de
aproximacién) con el k-ésimo cero positivo de H,(x).

Se define:

(3.20)

ko + 3 { i(n—1)—k, n impar,
= T, kO = 1
on — k, n par.

De este modo, cos (,u2770 — }Lw) = 0. Se puede observar que cuando n es impar k = 0,
y entonces 1y = }Lw.

Se asume entonces que W (n) = 0 tiene una solucién n que puede expandirse en la
forma

m M2 N3 M
n=n-+¢e e~—S+—+—7+—7F+... (3.21)
prooptoopb o s
y esta aproximacion es la que posteriormente se invierte para obtener la aproxima-
cion al cero del polinomio de Hermite.

Es posible comprobar que 19,11 = 0, k = 0,1,2,... y que los primeros coeficientes
no nulos son

t(t? —6)
N=——"T7,
24 (1 — 2)2
t (56t% — 252t° + 351t* + 2340t + 3780)
Ny = — )
5760 (1 — 12)2 (3.22)

N6 = —t(3968t14 — 2976012 + 95544119 — 173232t8 + 231237t° —

1890882t1 — 606858012 — 1690920) / (322560(1 — £2) 7 ).

b) Aproximaciones asintéticas a los ceros de los polinomios de Laguerre

Respecto a los polinomios de Laguerre LS{I) (x), es conveniente considerar las tres

expansiones que se detallan en el Apéndice A (dos expansiones en términos de funcio-
nes de Bessel y una expansion en términos de funciones de Hermite) cuya eficiencia
va a depender de la region del parametro x considerada. Cada una de estas expan-
siones nos proporcionara un método correspondiente para obtener aproximaciones
de las raices del polinomio en las respectivas regiones de eficiencia.
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Dado que la expansién (A.25) de la Seccién A.2.1 es vélida para valores acotados
de z, podemos usar dicha expansion para hallar ceros de polinomios de Laguerre de
valor pequenio en funcién de ceros de funciones de Bessel.

Una primera aproximacién para el cero ¢ de L%(z) se obtiene como

{, = =& .2
k ) (3 3)

donde jy, es el k-ésimo cero de J,(x). Mejoramos la aproximacién considerando
lp=E+e, &= jk: (3.24)
donde ¢ se puede obtener en términos de una expansiéon de la forma
e~ ot St St (3.25)

Siguiendo un proceso analogo al descrito para los ceros de los polinomios de Hermite,
se obtienen los coeficientes de la expansién (3.25). Los primeros coeficientes son

&= (e~ 60+ 1),
5 9

& = 720(150 90¢ 4 11£% 4 360 + 210a* — 90¢a), (3.26)
§

£ = 20160(21215 T706% + 7363 — 63000 — 88200 +

5040¢a — 378003 — T70€2 + 2751802 — 1260),

con ¢ definido como en (3.24).

Vinculada a la expansién (A.30) para el polinomio L (2vx) en términos de funcio-
nes de Bessel descrita en el apéndice A, podemos obtener una segunda expansion
asintotica para los ceros de los polinomios de Laguerre:

Se buscan aproximaciones a los ceros en términos de ¢ de la forma

2

< = CO + €, CO 4 2a (327)
donde j, es cero de J,(2) y € se puede expandir de la forma
SIS
1+ +£+m. (3.28)
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Como en casos anteriores, los (; se pueden obtener en términos de los coeficientes
de los polinomios ortogonales. Tenemos, por ejemplo, que {; = —By(() (ver (A.35))
y el siguiente coeficiente cumple

6¢Co = 2Bo(C)* = 3(a +1)Bo(¢)* + 6¢Bo(C) (By(¢) + Ai(€)) = 6¢Bi(C)  (3:29)

evaluado en ¢ = (.

Por 1ltimo y a partir de la expansion asintética de los polinomios de Laguerre en
términos de las funciones de Airy dada en el Apéndice A, podemos obtener una
tercera expansién asintética de los ceros ¢; de L& (vx) en términos de los ceros ay
de la funcién de Airy Ai(zx). Para ello consideramos la funcién

W(¢) = Ai (1¥3¢) A(C) + v 3 AT (v¥/3¢) B(Q), (3.30)

donde A(C) y B(() estén descritos en (A.37). Tendremos que a; se corresponderd
con £y, as con £, ;1 y asi sucesivamente. Dado que la expansién (A.36) sélo es vélida
para valores altos de z, sélo la usaremos para hallar los ceros ¢; de mayor valor
absoluto. Un cero de LS (vx) es un cero de W(() y se puede escribir en términos de

¢ de la forma (ver (A.39))

C=Cote, G=v1a;, (3.31)
y, huevamente, asumimos una expansion de € de la forma
€Ng+9—|—§+.... (3.32)

Expandiendo W (() alrededor de ¢y y sustituyendo (3.32), podemos obtener los coe-
ficientes (. Los primeros coeficientes son

d

G=-p, G=-— (53 + £GoGE + Gras +Cld§

Bi+ %Coﬁzgf) 5 (3.33)

c) Aproximaciones asintéticas a los ceros de los polinomios de Jacobi

Podemos usar la expansion (A.46) del Apéndice A para obtener aproximaciones de
los ceros positivos py de polinomios de Jacobi p?) () en términos de los ceros jj
de la funcién de Bessel J,(z). El cero p, se correspondera con ji, p,—1 con jo y asi
sucesivamente. Dado que (A.46) no se puede usar cuando x — —1, sélo consideramos
los ceros p no negativos. Para el resto de ceros podemos usar la relacién de simetria

P (—z) = (—=1)"PP) (z). (3.34)
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Un cero de PP (x) es un cero de la funcién W (0) definida en (A.46) y podemos
escribir un cero en términos de € de la forma

0= 90 + ¢, 90 = jk/V (335)

Si suponemos que ¢ tiene una expansién de la forma
e~ —+—+—=+4..., (3.36)

expandiendo W (#) alrededor de 6y como sigue
€ e
W (o) + FW (6o) + §W () +...=0. (3.37)

y sustituyendo (3.36) en dicha expansién, podemos obtener los coeficientes 6;. Los
primeros coeficientes son 0; = Ty(6y) = A1(0o) v

600y = 60T1(0) + 60(T4(0) — S1(0))To(0) — 3(1 + 2a)Tp(0)* — 20T(6)%,  (3.38)

evaluado en 6 = 6. Estos coeficientes pueden ser representados con la expansion
O = x> b, k>1, (3.39)
§=0

evaluada en 0y. Los primeros coeficientes ¢;;, son

to’g = %(2T0,1 + TOQ’O — QCYTO%O),
t172 = 1—12(—47_&0 + ]_2T171 — 12T0705'071 — 2404T070T1,0 + 36T070T170 + 3T0270 + 20{T02,0),

to’g = -117(12T0,2 + 12T0’0T071 + QT&O — 120(T§0 — 240&T0,0T0,1 + 16&2T&0).
(3.40)

Comenzando con las aproximaciones asintéticas para los nodos de la cuadratura de
Gauss-Hermite, su implementacién computacional requiere, en primer lugar, escoger un
método de resolucion de las ecuaciones no lineales implicadas. Esta elecciéon es de gran im-
portancia en el coste computacional del algoritmo resultante, por lo que conviene analizar
con detalle las caracteristicas de la funciéon a invertir. En todos los casos la opcién escogida
ha sido el método de Newton, partiendo de valores iniciales cuidadosamente escogidos y
evitando cancelaciones en las expresiones implicadas.
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Como ejemplo y en el caso de las aproximaciones en términos de funciones elementales
para los ceros de los polinomios de Hermite, conviene escribir la ecuaciéon no lineal a
invertir como

f(t) = —arcsint —tv'1 — 2 + (g - 27]) =0, (3.41)

siendo 7 la misma variable de la ecuacién (3.19). Escogeremos como valor inicial para
iterar el método de Newton tyg = A + %)\3 (que es més precisa cuanto mas pequeno es \),

ﬁ, n impar,
A= e 1) (3.42)
2

“2n+1 0 bab
y k el orden del cero que se quiere determinar.

De este modo, evitamos pérdida de precision por cancelaciones y se consigue con-
vergencia al valor de la raiz en doble precision con sélo 2 o 3 iteraciones en todos los
Casos.

Por otra parte, el uso de la expansion para los ceros del polinomio de Hermite en
términos de los ceros de la funcién de Airy Ai(z) (Eq. (3.15)) requiere un esquema de
computacién para estos ceros. Esto no supone ningtin problema ya que su evaluacion se
puede hacer de manera muy sencilla y eficiente utilizando la relacién para los ceros ay de

la funcién de Airy Ai(x) ap = =T (%7‘(‘(4/{2 - 1)), teniendo la funcién T'(t) la expansién de
tipo Poincaré

5 5 77125 108056875
: s ). B

2/3 T R e _
T ~1 (1 + 48t 36t + 82944t 6967296

Esta expansion es valida para valores de k moderados/grandes. En nuestra implemen-
tacion computacional utilizaremos valores pre-computados de los primeros 5 ceros de la
funcion de Airy y la expansién mencionada para los siguientes ceros.

La precision alcanzada con las aproximaciones asintéticas para los nodos de la cuadra-
tura de Gauss-Hermite puede ser cercana a doble precisién en esquemas computacionales
implementados en precisién finita, aunque se han de combinar las dos aproximaciones
descritas (en términos de funciones elementales y en términos de ceros de la funcién de
Airy Ai(x)) para conseguir esto: la aproximacién en términos de funciones elementales
pierde precision para los nodos grandes de la cuadratura, mientras que la aproximacion
en términos de ceros de funciones de Airy lo hace cuando los nodos mas pequenos de la
cuadratura estan muy proximos al origen.
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Esto puede apreciarse en la Figura 3.1, donde se compara para n = 100 la precisién
alcanzada con las dos aproximaciones mencionadas para el calculo de los nodos de la
cuadratura de Gauss-Hermite con los resultados proporcionados por el método iterativo
que describiremos més adelante (la precisién alcanzada por el método iterativo es doble
precisién en todo el rango). Comparaciones para valores de n méas grandes se proporcionan
en las Figuras 3.2 y 3.3, donde mostramos el comportamiento para los 1000 primeros ceros
de las expansiones en términos de funciones elementales y en términos de ceros de funciones
de Airy, respectivamente. El calculo de los pesos de la cuadratura de Gauss-Hermite a
partir de las expansiones del Apéndice A presenta un comportamiento analogo, por lo que
es necesario utilizar las dos expansiones para obtener una buena aproximacion en todo el
intervalo.

—8— Exp elem, n=100
Exp Airy, n=100

Error Relative

Figura 3.1: Variacién, en funciéon del ntimero del nodo i, de la precisién alcanzada con
la expansién asintética uniforme en términos de funciones elementales y en términos de
ceros de funciones de Airy para el calculo de los nodos de la cuadratura de Gauss-Hermite
para n = 100.

R e e R e R e e e R e e L e LR L L LR EEE L EEEE L == =n=10000 &2
n=100000

Error Relativo

i Thyvins (< AL
1.1_.” l.'i'!'lf"l'li' I

800 900 1000

Figura 3.2: Variaciéon, en funciéon del ntimero del nodo i, de la precisién alcanzada con
la expansién asintética en términos de ceros de funciones de Airy para el calculo de los
nodos de la cuadratura de Gauss-Hermite para n = 10000, 100000. Mostramos los 1000
primeros ceros para mayor claridad.
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Figura 3.3: Variacién, en funcion del nimero del nodo i, de la precisién alcanzada con
la expansion asintotica en términos de funciones elementales para el célculo de los nodos
de la cuadratura de Gauss-Hermite para tres valores distintos de n. Mostramos los 1000

primeros ceros para mayor claridad.

Como ejemplo, en la Figura 3.4 se muestra la precisiéon alcanzada para evaluar los
polinomios de Hermite utilizando la expansion de estos polinomios en términos de fun-
ciones de Airy. En la figura se aprecia la pérdida de precisién alcanzada con el uso de la
expansion para valores del argumento proximos al origen.

10° \
x=0.5
= =x=10.5
10710 ===x=100.5 |
S
0 jq1s
©
14

10-20

10-25
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.4: Variacion, en funcion de n, de la precisién alcanzada con la expansion asintética
uniforme en términos de funciones de Airy del Apéndice A para el cdlculo de los polinomios
de Hermite H,(z) para tres valores distintos del argumento z. El error relativo se ha
obtenido comparando con el valor obtenido con Maple con un niimero elevado de digitos
en el cdlculo. En el cédlculo de la expansion se han utilizado 7 coeficientes.

Por lo que respecta a la cuadratura de Gauss-Laguerre, la evaluacion de los nodos
utilizando las dos primeras aproximaciones asintéticas para este caso mencionadas ante-
riormente involucra el cédlculo de los ceros de la funcién de Bessel J,(x). Para esto, existen
esquemas eficientes en la literatura (ver, por ejemplo, los métodos y ejemplos descritos en

51 DiEGO Ruiz ANTOLIN



Evaluacién numérica de cuadraturas gaussianas clasicas

el Capitulo 7 de [21] dedicado a la evaluacién de ceros de funciones especiales). En nuestro
algoritmo de test utilizaremos el mencionado en la referencia [19] basado tinicamente en
el uso de una fraccién continua para las funciones de Bessel J,(z) !. Un ejemplo de la
precision alcanzada con la primera de las aproximaciones para los nodos de la cuadratura
de Gauss-Laguerre para n = 900 en términos de ceros de funciones de Bessel se muestra
en la Figura 3.5. El valor del pardmetro « se ha fijado a 1/3. Se han utilizado 4 términos
para la evaluacién de la aproximacién asintdtica. Se puede apreciar que la aproximacién
funciona bien para los primeros nodos pero el error se degrada rapidamente. Esto es de
esperar, ya que la aproximacion asintética para los polinomios de Laguerre a partir de
la cual se ha derivado la expansién para los ceros es apropiada sélo cerca del origen [26].
Las dos expansiones restantes para la cuadratura de Gauss-Laguerre (otra en términos de
funciones de Bessel y una tercera en términos de ceros de funciones de Airy) presentan,
igualmente, un comportamiento en consonancia con lo descrito en [26]. En todos los casos
su dominio de validez se restringe a valores pequenos del parametro .

Por ultimo, respecto a la evaluacién de los pesos para los casos de las cuadraturas
de Gauss-Laguerre y Gauss-Jacobi utilizando las expansiones asintoticas del Apéndice
A, éstas proporcionan, en general, una buena base para esquemas computacionales muy
eficientes para la evaluacion de los polinomios implicados para valores grandes del grado n
aunque, como ya hemos comentado, su validez esta limitada para valores pequenos de los
parametros adicionales de los que dependen los polinomios de Laguerre (ver por ejemplo
[26]) y Jacobi. Un ejemplo de la precisién alcanzada para evaluar los polinomios de Jacobi
utilizando la expansién para estos polinomios del Apéndice A se muestra en la Figura 3.6.

Observaciéon 3.1 Las pruebas preliminares de tiempos CPU de los algoritmos que hemos
desarrollado muestran que el método iterativo en el que profundizaremos a continuacion,
es muy competitivo incluso para ordenes muy elevados de las cuadraturas en comparacion
con las aprorimaciones asintoticas. En el caso de Hermite es de esperar, sin embargo,
que el uso de las aproximaciones asintoticas mejoren la eficiencia del método iterativo en
implementaciones optimizadas de las expansiones a partir de n = 10000. Esto no tiene por
qué ser asi en el caso de Laguerre ya que las aproximaciones van a depender del calculo
de los ceros de funciones de Bessel o de Airy (en el caso de los nodos) y del cdlculo de
las propias funciones de Bessel o de Airy (en el caso de los pesos). Ademds, el rango de
validez de la expansiones descritas anteriormente y en el Apéndice A estd restringido por
el valor del pardmetro «, siendo admaisibles solo valores pequenos del parametro.

'El algoritmo para evaluacién de ceros de la funcién de Bessel estd disponible en
http://personales.unican.es/segurajj/bessel JZ.f.txt
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Figura 3.5: Variacion, en funcién del nimero del nodo 4, de la precisién alcanzada con la
primera de las expansiones asintéticas en términos de ceros de funciones de Bessel para
el calculo de los nodos de la cuadratura de Gauss-Laguerre para n =900 y o = 1/3.
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Figura 3.6: Variacién, en funcion de n, de la precisién alcanzada con la expansién asintoti-

ca uniforme proporcionada en el Apéndice A para el cédlculo del polinomio de Jacobi
(1/3,1/4) .

P (x) para tres valores distintos del argumento x.

3.3. Meétodos iterativos para el calculo de cuadratu-
ras gaussianas

Como ya se mencion6 al principio del capitulo, se pueden utilizar métodos iterativos
para hallar los nodos y los pesos de las cuadraturas gaussianas. El método mas usado a
este fin es el método de Newton. Sin embargo, para el caso de las soluciones de EDOs de
segundo orden, como los polinomios ortogonales clasicos que hemos descrito, se pueden
obtener métodos iterativos mas especificos que son mas eficaces que el caso genérico del
método de Newton.
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En particular, en [46] se propone un método iterativo valido, en particular, para los
casos de los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi y que presenta una serie de ventajas
respecto al método de Newton. En primer lugar, tiene orden de convergencia cuatro,
duplicando asi el orden de convergencia habitual del método de Newton.

Otra ventaja de este método es su convergencia global que garantiza que el método
converge independientemente del punto de partida de la iteracion, al contrario que el
método de Newton en el que la eleccion de un punto de partida condiciona su convergencia.

Por tltimo, en ciertos casos el método mejora asintéticamente haciéndose exacto (pro-
porciona la siguiente raiz exacta del proceso iterativo en un paso) a medida que el grado
tiende a infinito. Este comportamiento asintético depende de la eleccién adecuada de la
variable de la funcién implicada en el proceso. Una eleccion de variable adecuada tam-
bién afecta a la evaluaciéon de los pesos de las cuadraturas, puesto que es méas estable
numéricamente cuanto mas uniformemente distribuidos estén los nodos correspondientes.

A continuacién vamos a describir de forma general el método propuesto en [46] para
posteriormente adaptarlo a los casos de las cuadraturas de Gauss-Hermite, Gauss-Laguerre
y Gauss-Jacobi, describiendo adema&s cambios de variable adecuados para mejorar su
efectividad.

3.3.1. Descripcion general del método iterativo

El método descrito en [46] es un método iterativo de cuatro orden que permite calcular
todos los ceros de cualquier solucién de una EDO de segundo orden expresada en forma
normal y”(z) + A(z)y(x) = 0 (es decir, el coeficiente asociado a la derivada primera es 0).
Para aplicar el método, se requiere que A(x) sea continua y se conozca su monotonia en
el intervalo de aplicacién de dicho método.

Este método se puede extender a cualquier EDO de segundo orden

w”(z) + b(z)w'(z) + a(z)w(z) =0, (3.44)

con b(z) diferenciable puesto que se puede utilizar un cambio de funcién o un cambio de
variable z = z(z) para obtener una forma normal equivalente.
Este método se puede entender como una consecuencia del teorema de Sturm:

Teorema 3.2 Seany(z) yv(x) soluciones de y"(x)+A,(x)y(z) = 0 yv"(z)+A,(z)v(x) =
0 respectivamente, con A,(z) > Ay(z). Si y(z @) (@) — o/ (z)o(2D) = 0 y z, y z,
son los ceros reales de y(z) y v(x) mds prozimos a ¥ y mayores (o menores) que x(?,

entonces T, < T, (0 T, > Ty).

Este teorema se puede probar de forma sencilla y se puede interpretar geométricamente
en el sentido de que la velocidad de oscilacién de las soluciones de una EDO es mayor
cuanto mayor es su coeficiente A(z) (ver [23]).
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El método que vamos a describir calcula los ceros de las soluciones de una EDO
y"(z) + A(z)y(z) = 0 en orden creciente (decreciente) si A(z) es decreciente (creciente)
y positiva (si es negativa en algin intervalo, sélo hay un tnico cero de las soluciones en
dicho intervalo). Dado un valor inicial (%), el cero méas cercano de y(z) a z(®) se calcula
de la siguiente forma.

Algoritmo 3.3 Sea 2% < a(> a) con y(a) = 0 y tal que entre £ y o no hay ceros
de y(x), supongamos que A(x) es decreciente (creciente). Empezando por %) calcular la
iteracion x ") a partir de 2" calculando una solucién no trivial de la ecuacion w”(z) +
A(x™)w(z) = 0 tal que y(x™)w' () =y (x))w(z™) = 0. Tomar 2™+ el cero de w(x)
mds prézimo a x™ y mayor (menor) que ™. Se tiene que la sucesion {x™} converge
de forma de mondtona a .

Aplicando este algoritmo sucesivamente se pueden obtener sucesiones de ceros de las
funciones implicadas.

Algoritmo 3.4 Sean aq, s raices consecutivas de y(x) con a; < as.
Si el coeficiente A(x) es decreciente y oy conocido, se puede hallar as usando el Al-
goritmo 8.3 tomando como wvalor inicial z'° = ay (siendo la primera iteracion 1) =

ay +7/v/A(aq)).

Si el coeficiente A(x) es creciente y oo conocido, se puede hallar oy usando el Al-
goritmo 8.3 tomando como walor inicial % = ay (siendo la primera iteracion ) =

Qg — W/\/A(Oég)).

El paso iterativo del Algoritmo 3.3 se puede escribir de forma explicita como:

arctan; (v/A(z)h(z)), (3.45)

Ty(a) = o -

1
VA(x)
con h(z) = y(z)/y'(v), j = sign(A'(z)) y

arctan(() si j¢ > 0,
arctan;(¢) = ¢ arctan(¢) + jm si j¢ <0, (3.46)
Jjm/2 i ¢ = +o0.

Observamos que estamos describiendo un método de punto fijo puesto que los tinicos fijos
de Tj(x) son los ceros de y(z). Recordamos que este método requiere solamente conocer
la monotonia del coeficiente A(x) en el intervalo de cdlculo de los ceros donde A(x) sea
positivo. Sin embargo, aunque no sean necesarias estimaciones iniciales de las raices, es
conveniente disponer de cotas de los ceros extremos a fin de disponer de un criterio de
parada mas ajustado.
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Notemos que de la propia construccion del método se puede observar que para A(z)
constante, el método es exacto. Por lo tanto, si para un determinado limite el coeficiente
A(x) tiende a un valor constante, tendremos que el método es asintéticamente exacto,
como habiamos mencionado al inicio de esta seccion.

3.3.2. Transformaciones de Liouville de las ecuaciones diferen-
ciales
Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi satisfacen ecuaciones diferenciales de

la forma (3.44) con a(x) y b(x) coeficientes racionales. Podemos utilizar transformaciones
de Liouville para obtener una forma normal de dichas EDOs. Este analisis se detalla en

[8] v [9].
De forma general, dada una funcién w(x) que sea solucién de (3.44) y un cambio de
variable z = z(z), se cumple que la funcién y(z) tal que

y(2(2)) = /7 (@) exp (% / rB(m)) w(z), (3.47)
cumple la ecuacion
i(z) + Q=2)y(z) =0, (3.48)

donde los puntos representan la derivada respecto de la variable z y
. 1 .
Qz) = 2 A(z(2)) + §{x, 2}, A(r) = A— B'/2 — B%/4, (3.49)

donde {z,z} es la derivada schwarziana de x(z) con respecto a z. Como funcién de la
variable x se puede escribir

Qz) = Q2(2)) = A (A(x) — 1z, })

Z(x)
_ 1 ‘()  B(z)*  3d(2)?*  d'(z) (3.50)
~ d(2)? (A(m) 2 T T L) 2d(:v)) :

Vamos a describir a continuacién los casos de los polinomios de Hermite, Laguerre y

Jacobi, detallando cambios de variable ttiles para aplicar al método iterativo que estamos
estudiando.

Polinomios de Hermite
Dado w(x) = H,(x), se cumple la ecuacién

w"(z) — 2zw'(z) + 2nw(z) = 0. (3.51)
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Sin utilizar cambio de variable, aplicamos la correspondiente transformacion de Liouville
y(x) = e=**/2H, () para obtener la forma normal

y'(z) 4+ (2n + 1 — 2%)y(x) = 0. (3.52)

El coeficiente A(z) = 2n+ 1 — 22 es sencillo de analizar, por lo que no es necesario aplicar
un cambio de variable. Ademas, cuando n tiende a infinito y = es pequeno, el coeficiente se
vuelve constante, por lo que la velocidad de convergencia del método aumenta a medida
que n crece. Como habiamos visto, esto quiere decir que el método es asintoticamente
exacto.

Dado que los polinomios de Hermite son simétricos, basta hallar los ceros positivos del
polinomio. Empezando por z = 0 calculamos los ceros del polinomio en orden creciente
(A(z) es decreciente) y por este motivo, no es necesario disponer de cotas de los ceros
para establecer un criterio de parada. El método finaliza cuando se han calculado |n/2|
raices positivas.

Polinomios de Laguerre

Dado w(z) = L (2), se cumple la ecuacién

W () + (O‘ 1 1) w! (@) + Muw(a) = 0. (3.53)

T

La transformacién de Liouville sin cambio de variable
y(z) = otV 2e=2/ 2y (1) (3.54)
nos proporciona la ecuacién en forma normal

. 1 2L 1—a?
Yy (33) + A(:U)y(x) =0, A(m) = 4 -1+ ? + 2 ) (355)

donde L = 2n + a+ 1. El coeficiente es decreciente cuando |a| < 1 y tiene un méaximo en
(a* —1)/Lsia>1.

Como se muestra en [9], los cambios de la forma z(z) = La™ para m # 0y z(z) =
log(z) dan transformaciones de Liouville que también generan formas normales de la
EDO y cuyo coeficiente tiene un extremo (salvo para ciertos casos en que m € (0,1/2)).
La ecuacién diferencial resultante

() + Al2)y(z) = 0 (3.56)
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tiene por coeficiente

Alx) = A(z(x)) = ixm(—xQ + 2Lz +m? — a?), (3.57)
donde el caso m = 0 se corresponde con el cambio z(z) = log(z). De entre todos los
posibles valores de m, es interesante el caso m = 1/2 dado que el coeficiente A(x) tiende
a un comportamiento constante en la mayor parte de su intervalo de definiciéon cuando n
tiende a infinito, al igual que en el caso Hermite. Por lo tanto, para m = 1/2 utilizaremos
la transformacién de Liouville

y(z) = 22T L0 (22), (3.58)
que proporciona la ecuacién diferencial §j(z) + A(z)y(z) = 0 con

A(z) = A(2(z)) = —o + 2L + +—— (3.59)

i

que es decreciente para x positivo si |a] < 1/2 y tiene un extremo en z, = y/a? — 1/4 si
la| > 1/2.

En este caso, es conveniente disponer de cotas para los ceros extremos para tener un
buen criterio de parada del método. Si |a| < 1/2, podemos empezar el proceso tomando
z la raiz de la cota inferior de los ceros que aparece en [10][Ec. (1.2)]. Si |o| > 1/2,
empezamos el proceso iterativo en z, el maximo de A(z) y calculamos ceros en orden
decreciente hasta rebasar la cota inferior de los ceros. Por iltimo, volvemos a empezar
desde z, y calculamos los ceros en orden creciente hasta completar el calculo de los n ceros
del polinomio.

3.3.3. Comportamiento asintético de los pesos

Para el caso de Hermite, el comportamiento asintético de los pesos cuando n tiende a
infinito nos da la aproximacién

w; ~ e i, (3.60)

la cual funciona bien para los ceros pequenos. Con esta estimacion, y usando ademas que

n
E w; = /T, tenemos que
=1

e~ . (3.61)
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Si consideramos la solucién y(z) = e~**/2H,(x) de la forma normal (3.52) tenemos que

ﬁ?”“n! 22

——e i,
[y (20))?

Dado que para n grande el coeficiente de la EDO en forma normal es practicamente

constante en el intervalo de oscilacién, tenemos que |y'(z)| no varfa mucho. Por lo que los
2 / .
nodos dependen del factor e=* como podiamos observar en (3.60). Podemos considerar

los pesos escalados
V2" )

[y ()]
De forma equivalente, si consideramos la funcién u(z) = (/2" n!)~1/2e=2*2 [, (),
que es solucién de (3.52), los pesos escalados se pueden escribir

(3.62)

w; =

(3.63)

Wi

wi = [ ()] 72 (3.64)

Esta normalizacién, evita posibles problemas de underflow/overflow en el célculo de u'(x;)
para todo n, dejando como tnica fuente de este tipo de problemas el factor e~*: .
En el caso de Laguerre, repetimos el analisis y, cuando n tiende a infinito tenemos la
estimacion de sus pesos
F(’I’L +a+ ]‘) a—2 OH'% —x;

- —1/2 aty g,
Wi~ T2y fe M T Py 2 (3.65)
n!

que funciona mejor para los ceros pequenos. A partir de esta estimacién y dado que

Z w; = I'(a+ 1) tenemos que
i=1

> af e @r(a +1). (3.66)
T
i=1

Considerando la funcién dada en (3.58) tenemos que

4T 1) . ,
w0, — (n —|— « —i—2 )9Uz +1/2e,xl’
n!(y(zi))

donde el punto significa derivada respecto de la variable z = /x.

Al igual que antes, el coeficiente de la EDO en forma normal que estamos considerando
tiene un comportamiento constante cuando n tiende a infinito, razén por la cual (7(z;))?
es practicamente constante. Por lo tanto, la mayor dependencia de los pesos reside en

(3.67)
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+1/2 g, , , .
el factor x| 2= como sugeria (3.65). Por esta razén, es conveniente tomar los pesos
escalados

4T 1
= ntatl) (3.68)
nl(y(z))
De forma equivalente, podemos considerar la funcién
1 !
u(z) = =4 | 22 [0 (2 (3.69)

2\/T(n+a+1)

que satisface la ecuacion i(z) + A(z)u(z) = 0 con A(z) dado en (3.59), z = \/x y los pesos
escalados cumplen

w; = |u(z)| 2 (3.70)
Nuevamente, evitamos problemas de underflow/overflow, siendo la unica posible fuente
de este problema los factores xfﬂ/ e,

A partir de la discusion sobre el comportamiento asint6tico de los pesos de las cuadra-
turas y los esquemas numéricos de evaluacion de los nodos de cuadratura, observamos que
los primeros nodos calculados se corresponden con los pesos de mayor valor y que dichos
nodos son calculados en la direccién decreciente de los pesos; esto es cierto en el caso de en
que se toman transformaciones de Liouville para las que los métodos son asintoticamente
exactos cuando n — oo.

En el caso de Hermite, hemos observado que los pesos decrecen de forma exponencial
(3.60) a medida que se calculan los nodos y que dichos nodos son calculados en orden
creciente. De igual modo, en el caso de Laguerre cualquiera de las formulas (3.65), (3.67)
muestran que los pesos dependen, como funcién de los nodos, de un factor g(z) = /7w(z),
con w(z) = %~ . Esto indica que los pesos més grandes son aquellos para los que el valor
de z estd préximo a x,, con ¢'(x,,) = 0, es decir, z,, = o+ 1/2 (es maximo si a > —1/2);
dicho valor estd bastante préximo al punto inicial del método z. = /a? —1/4 para
la| > 1/2. De este modo, a medida que nos alejamos del valor z, = y/a? — 1/4, el valor
de los pesos decrece.

Asi, los métodos que hemos propuesto son naturales en dos sentidos: en primer lugar,
porque son asintoticamente exactos cuando n — oo; en segundo lugar, porque los nodos
son calculados en la direccion decreciente del valor de los pesos. Esta propiedad permite
fijar el grado de significancia de los nodos y pesos a calcular, y se puede elegir calcular
s6lo los nodos y pesos tales que los pesos cumplan w;/text;w; < e para un determinado
0 < e < 1. Esto también es importante en términos de estabilidad, dado que los nodos y
los pesos se calculan en orden de significancia.

Ademsds, los pesos escalados definidos en (3.64) y (3.70) no dependen del valor del
nodo. Si tomamos, por ejemplo, el caso (3.64) (el andlisis es el mismo para el otro caso),
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tenemos que la funcién del peso escalado W (z) = u/(x)~2 cumple que W’(z;) = 0 para

todo nodo z;, dado que u”(x;) = 0 si u(z;) = 0 (puesto que u(z) satisface una EDO
de segundo orden en forma normal (3.52)). Esto es favorable en términos de estabilidad
del célculo de los pesos escalados, como se explica en [59]. Para el célculo de pesos no
escalados, una fuente adicional de error es el factor anadido dependiente de z; (e—xf en
el caso de Hermite), que es creciente mientras que los pesos decrecen; se espera entonces,
que la pérdida de precisién sea més importante para los pesos menos significativos.

3.3.4. Algoritmo para calcular la cuadratura de Gauss-Hermite

Los polinomios de Hermite poseen la ventaja de no tener singularidades en la ecuacién
diferencial que los define. Esto permite calcular cuadraturas de Gauss-Hermite utilizando
series de Taylor locales para evaluar los polinomios asociados. De hecho, en este caso
las series de Taylor funcionan muy bien porque se aplican en la misma direccién que el
método iterativo, empezando en x = 0 y calculando ceros en orden creciente.

Los sucesivos valores de los polinomios de Hermite, o de sus versiones escaladas, y sus
derivadas pueden calcularse mediante expansiones de Taylor

N @) N 1)
y(:zH—h):ZyZ,!( )hz,g/(aH—h):Z—y (=)

=0 =0

5 h', (3.71)
2!
donde h es menor que la distancia entre ceros consecutivos. Las derivadas sucesivas de los
polinomios se pueden calcular usando la relacion de recurrencia

y (@) + 20+ 1= 2?)y®(2) = 2hay® D (@) — k(k = 1y (2) =0 (3.72)

obtenida derivando de forma sucesiva la EDO descrita en (3.52). Podemos tomar como
punto de partida x = 0 teniendo en cuenta que

1. Sin es par, H,(0) = (—2)"%(n — 1)1, H(0) = 0.
2. Sin es impar, H,(0) =0, H(0) = —(—2)"T)/2pll,

Un andlisis del condicionamiento de las soluciones de la relacién de recurrencia (3.72)
mediante el teorema de Perron-Kreuser no permitir determinar la presencia de soluciones

recesivas, pero indica que todas las soluciones cumplen lim sup,_, ., (|y™|/(k!)*?) ]
Esto indica que el radio de convergencia de las series de Taylor es infinito, como podiamos
esperar de la ausencia de singularidades en la EDO que define los polinomios de Hermite.
Por otro lado, dado que todas las soluciones de la recurrencia tienen este comportamiento,
se deduce que ninguna de ellas va a ser exponencialmente mayor que el resto cuando n
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tienda a infinito. Aunque este argumento no garantice la estabilidad del calculo directo
de la recurrencia, si sugiere que el calculo puede ser estable, como se observa de forma
experimental.

Ahora podemos aplicar el Algoritmo 3.4 empezando por x = 0. Cada nodo x4
se calcula tomando 2(® = z; y considerando la sucesién creciente zk+Y = T, (z®)
que converge a x;.1. En cada paso, para calcular T_;(z*)) necesitamos hallar v, (z*))
vy (x®)), que se pueden calcular usando series de Taylor centradas en *~1 con h =
z®) — 2(+=1 _El primer paso es

™

2V =7,0)={ vVin+tl (3.73)
2V2n+ 1

También es posible tomar una normalizacién arbitraria inicial y reescalar los resultados
al final del proceso, como hemos hecho en nuestro algoritmo. Partiendo asi de

1. y(0) =1, ¥’(0) = 0 si n es par.
2. y(0) =0, ¥(0) =1 si n es impar.

evitamos manipular funciones gamma en el proceso. Con respecto a los pesos, durante el
proceso obtenemos a partir de series de Taylor los sucesivos valores de ¥'(z;) y tenemos
que los pesos w; asociados a la funcién y(z) estan relacionados con los pesos w; asociados
a y(x) por la relaciéon w; = Cw;, donde C' es una constante que puede determinarse
calculando uno de los momentos de la cuadratura.

Por ejemplo, dados a; < as < ... los nodos positivos y wy, ws, ... sus pesos corres-
pondientes, tenemos

0 [n/2]
2 1
p1 = / e dr = 5\/7_? =2 Z wjer. (3.74)
oo =
De los valores w; obtenidos, podemos calcular w; = ;e y obtenemos
[n/2]
m:Qija?:C’,ulzC’ﬁ, (375)
j=1

de donde podemos despejar C', permitiendo asi obtener los pesos w; = w;/C. Notemos
que basta tomar unos pocos términos en el sumatorio dado el decaimiento exponencial de
los pesos.
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Resultados numéricos

El algoritmo obtenido para calcular la cuadratura de Gauss-Hermite es simple dado
que soélo se requiere aplicar el método de punto fijo que hemos descrito, expansiones de
Taylor truncadas y la normalizacién (3.74). Al contrario que otros algoritmos propuestos
como [27, 56], el método que proponemos no tiene pérdida de precisiéon en la evaluacién
de los nodos y se alcanza precision completa. En la Figura 3.7 se calcula el maximo error
relativo cometido en el calculo de los nodos para polinomios de Hermite de orden menor
que 10°. El error se calcula comparando los nodos obtenidos mediante un célculo de doble
precisién (programado en Fortran) frente al mismo proceso en cuddruple precision.

En cuanto a los pesos, la pérdida de precision es moderada como se observa en la Figura
3.8. Sin embargo, los errores mas grandes se corresponden con los pesos asociados a los
ceros mayores, es decir, son los pesos menos significativos. Por lo tanto, si sélo calculamos
los pesos mayores que un cierto valor fijo (por ejemplo 1073°) podemos reducir el error
como se observa en la Figura 3.8. Para calcular los pesos no escalados, tenemos que
multiplicar por un factor exponencial, que anade un error adicional, como vemos en la
Figura 3.9.

Comparado con el algoritmo propuesto en [27], el que proponemos tiene una serie
de ventajas. En primer lugar, en [27] se utiliza el método de Runge-Kutta para obtener
aproximaciones iniciales de los ceros que posteriormente se refinan utilizando el método
de Newton. En nuestro caso, en cada paso del método se genera automaticamente una
aproximacién inicial para poder calcular el siguiente cero y estas son mas precisas cuanto
mayor es el orden de la cuadratura.

En segundo lugar, ya habiamos mencionado que el orden de convergencia del método
es 4. Esto permite reducir el nimero de iteraciones en cada paso del método haciendo
una simple observacién: si por ejemplo queremos calcular un nodo con precisién 10716,
es suficiente establecer un criterio de parada del tipo |1 — g (k+1) /x(k)| < 107°, puesto
que un orden de convergencia 4 implica que la siguiente iteraciéon comete un error de
aproximacién del orden de 1072°. Aplicando este criterio, podemos observar que sélo son
necesarias 1 o 2 iteraciones por raiz para n = 100 y solamente una para n > 1000. Para
6rdenes menores que 100 a veces es necesario hacer 3 iteraciones.

En la Figura 3.10 podemos ver los tiempos de CPU empleados en calcular cuadraturas
de Gauss-Hermite para orden menor que 1000. El tiempo se divide por n para representar
el tiempo empleado en calcular un nodo y su correspondiente peso. Podemos observar
que la grafica se acerca a una determinada asintota, como se podia esperar del proceso,
puesto que a medida que el orden de la cuadratura aumenta, el proceso iterativo tiende a
volverse exacto.
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%1016

Error Relativo

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n x10%

Figura 3.7: Error relativo del calculo de los nodos de la cuadratura de Gauss-Hermite de
orden n. Para cada n, se representa el valor méax |1 — xgd) / ZL‘Z(-q)‘, donde xgd) son los nodos
calculados en doble precision y xgq) son los nodos calculados en cuddruple precisién (el
cero trivial x = 0 se excluye para grado impar).
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Figura 3.8: Error relativo del cdlculo de los pesos de la cuadratura de Gauss-Hermite de
orden n. La linea continua representa los valores méx |1 — wi(d) / wi(q)|, donde wl-(d) son los
pesos escalados calculados en doble precision y wi(q son los pesos escalados calculados en
cuadruple precision. La linea discontinua es similar, pero el error maximo se calcula sélo
para los nodos para los que los pesos no escalados w; son mayores que 1073,

1020
O 1012 -
> 10 )
S Trasat e .~ . (s AT
& 1014 M V, ’ u..rh‘-..,,,-.v_;’ W “”‘; ‘.‘\'ll et
5 i
o : .
I 106 - ! i I 4
1
1
1018 ! ! ! |
0 500 1000 1500 2000 2500

|
Figura 3.9: Error relativo en el célculo de los pesos para una cuadratura de Gauss-Hermite
de 5000 nodos como funcién de 7, con i numerando los nodos en orden creciente. La linea
discontinua se corresponde con el error asociado a los pesos escalados y la linea continua
se corresponde con el error de los pesos no escalados.
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x107
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n
Figura 3.10: Tiempo de CPU unitario utilizado para calcular cuadraturas de Gauss-

Hermite como funciéon de n, con n el orden de la cuadratura.

3.3.5. Algoritmo para calcular la cuadratura de Gauss-Laguerre

En esta seccion vamos a describir algoritmos correspondientes a la transformacion de
Liouville con cambio de variable z = /z de la ecuacién que define los polinomios de
Laguerre. Procediendo del mismo modo que en el caso de Hermite, podriamos describir
un algoritmo que utilice el método iterativo y series de Taylor para calcular cuadraturas
de Gauss-Laguerre, sin embargo existen algunas diferencias importante.

En primer lugar, dado que la ecuacion diferencial asociada posee una singularidad en
x = 0, no podemos basar el calculo de los polinomios de Laguerre solamente en el uso
de series de Taylor. Por otro lado, como hemos visto en secciones anteriores, hay que
considerar dos casos segin sea |a| > 1/2 o no.

Usaremos series de Taylor como principal método para hallar los valores de la fun-
cién y(z) de (3.58), o una adecuada versién escalada para evitar problemas de under-
flow/overflow. Sin embargo, dada la singularidad que hemos mencionado antes, no siempre
es posible usar series de Taylor de forma estable.

En su lugar, usaremos una combinacién de relaciones de recurrencia y una fraccién
continua para calcular cocientes de polinomios de Laguerre, en lugar de los polinomios
directamente. Este método alternativo es necesario para calcular el primer nodo y algunos
adicionales si v es pequeno (pero no més de dos). Es decir, proponemos calcular el primer
nodo con el método alternativo propuesto y calcular los siguientes utilizando series de
Taylor sobre este primer valor obtenido.

En caso de necesitar calcular méas de un nodo mediante el método alternativo, habra
que utilizar series de Taylor posteriormente para asegurar que todos los nodos y pesos
estén normalizados de la misma manera.

Vamos a describir a continuacion cada uno de los métodos involucrados en el algoritmo
del caso de Gauss-Laguerre.
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Relaciones de recurrencia

Dada la relacién de recurrencia de la forma (3.8) cumplida por los polinomios de
Laguerre, la expresamos en términos de cocientes de polinomios Ry (z) = ngr)l(:v) / Ll(f) (z),
con Ro(x)=a+1—-zay

k+ «
Rk_l(l')

Usando ahora la relacién xL%a),(x) = nL (z) = (n+ )L (z) v la definicién (3.69),
tenemos

Ri(x) 2k+a+1—x)—

N

wz) 2n+a+1/2 2(n + «)
= —— .
u(z) z 2R, 1(2%)
Esta relacién de recurrencia no estd mal condicionada. Sin embargo, no debe utilizarse

para grados altos dado que no es eficiente y existe cierta degradacion de la soluciéon cuando
se consideran grados altos. La usamos para n < 80.

(3.76)

Fraccién continua
Considerando la relacion entre los polinomios de Laguerre y la funcién de Kummer

~(a+1),

—M(—n,a+1,1) (3.77)
n!

y dado que la funciéon de Kummer cumple una relacion de recurrencia sobre términos
consecutivos en « para la que M es la solucién recesiva de dicha recurrencia (ver [48]),

deducimos que L (x) es recesiva respecto a la relaciéon de recurrencia cuando « tiende a

infinito. Por lo que Lgf)(x) es la solucion recesiva de
L (@) + b L (2) — an LYV (2) = 0,

bo = —(14+ /), ap = —(n+a)/x (3.78)

cuando «a tiende a infinito. En términos de cocientes 7(®) = L%a)(x)/ Lgf‘fl)(:c) tenemos

Qg

() — Bl
LT b

(3.79)
y el teorema de Pincherle garantiza que la fraccién continua resultante de iterar (3.79) es
convergente y que converge a L' (z) /L™ (2), luego

Lgf‘)(a:) Qo Gyl
L(O‘_l)(x) B ba+ ba+1+

n

@ (z) = (3.80)
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y usando la relacién xLT({l),(x) = nL (2) = (n4a) L (2) y la definicién (3.69), tenemos

u(z) _ 1/2—04_2 2(n+ «)

e - ) (3.81)
Calculo de series de Taylor
La funcién u(z) (ver (3.59)) cumple
P(2)u®(2) + Q(2)u(2) = 0 (3.82)
con
P(z) =22 Q(2) = —z* + 212" + L o’ (3.83)

4

Tomando derivadas sucesivas y teniendo en cuenta que P™(z) =0, n > 2y Q™(z) =0,
n > 4, obtenemos la siguiente relacion de recurrencia para las derivadas respecto de z:

2 . 4 .
T\ plm),G+2-m) T otm-m)
Z_(m>P ul +Z:O(m)Q wI=m = 0. (3.84)

m=0
Esta ecuacion es una relaciéon de recurrencia a siete términos y, aplicando el teorema de
Perron-Kreuser, tenemos que las soluciones de esta recurrencia estan en dos subespacios:
un subespacio de soluciones de dimensién dos que cumplen

lim sup [u™ /n!|Y" = |1/z],

n——+oo

y otro subespacio de soluciones de dimensiéon cuatro que cumplen

limsup [u™ /v/n!|V/" = 1.

n——+o00

Las soluciones del primer subespacio son dominantes sobre las del segundo. Este subespa-
cio de soluciones dominantes se corresponde con las derivadas de las soluciones de (3.82) y
las funciones que contiene poseen expansiones en series de Taylor centradas en x de radio
R = |z|. La dominancia de estas soluciones garantiza que el calculo de las derivadas en la
direccién creciente de la recurrencia estd bien condicionado.

Calculo de los nodos de la cuadratura

Como ya hemos mencionado anteriormente, al considerar el cambio de variable z =/,
es necesario distinguir entre los casos |a| < 1/2y |af > 1/2.
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Para el caso |a| < 1/2, dado que el coeficiente (3.59) es decreciente para x positivo,
podemos empezar el proceso en z = z; = /x; donde ; es una cota inferior de los ceros,
y calculamos todos los ceros en orden creciente hasta alcanzar n ceros calculados.

Para el caso |a| > 1/2, empezamos en z, = (a? — 1/4)Y/* y calculamos los ceros
mayores que z, en orden creciente hasta alcanzar la cota superior dada en [10]. Por ultimo,
calculamos el resto de ceros en orden decreciente empezando nuevamente desde z.. Las
cotas para los ceros de los polinomios de Laguerre dadas en [10] se pueden escribir de la
forma

L2 tnla—1)+2(a+1)+2(n— Dy/n2 + (n+2)(a+ 1)
ne (3.85)
(a+D(n(a+5)+2(a—1))
n -+ 2 :

x; = Plz,, P=

Observamos que A(x) es positiva en el intervalo (2, 73) donde 71 = (a? — 1/4) /2o y
Ty =L++/L*—a?+1/4. Si a > —7/8 tenemos que (z;,x,) C (1, 72) y por tanto A(z)
es positiva en un intervalo que contiene a todos los nodos. Sin embargo, cuando o < —7/8
se puede ver que el cero mas pequeno estd en una regién tal que A(x) < 0 y sélo el cero
més pequeno, dado que sélo puede haber un cero en el intervalo (0, ;] donde el coeficiente
A(x) es negativo. En [46] se especifica una modificacién del método iterativo descrito para
obtener convergencia de orden cuatro a un nodo que esté en una regiéon donde A(z) < 0.
En nuestro caso, en lugar de usar el paso iterativo habitual para A(x) > 0

1
Ti(2)=2— m arctany (\/ —A(z)h(z)) (3.86)

calculamos 2"V = T'(2() donde

1 .
T(z) =2 — \/_—T(Z)atanh (M—A(z)h(z)) Ch(z) = y(2)/9(2). (3.87)

Con respecto a la evaluacién de polinomios de Laguerre (o funciones relacionadas),
también distinguimos dos casos. Si |a| > 1/2 y n suficientemente grande, el nimero de
ceros menores que z. es del orden de O(y/n). En este caso, se puede usar series de Taylor
para evaluar los polinomios de Laguerre salvo para hallar su valor en el punto de partida
z.. No existe peligro de exceder el radio de convergencia de las series.

Sin embargo, para |a| < 1/2 la situacién es diferente. Cuando |o| < 1/2, dado que
z = 0 es cero de y(z), si consideramos z; < 25 los dos ceros mas pequenos positivos, se
cumple z; — 0 < 29 — z. Esto indica que z; no esta en la zona de convergencia de las
series de Taylor centradas en 21, con lo que no podemos usarlas para iterar desde z; hasta
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zo. En este caso, necesitamos la relacién de recurrencia o la fraccién continua para hallar
ambos. Este mismo caso se da cuando a es moderadamente grande y n pequeno.

En la préctica, cuando o > 2 usamos una sola vez la fracciéon continua o la relacion
de recurrencia, mientras que para —1 < o < 2, aunque no siempre sea necesario, uUsSamos
dos veces este tipo de métodos para evaluar los dos primeros nodos mayores que Zz..

Calculo de los pesos de la cuadratura

Dependiendo del nimero de nodos calculados usando la fraccién continua o la recu-
rrencia aplicamos un método diferente para hallar los pesos de la cuadratura.

» Para una sola evaluaciéon de la fraccién continua, tenemos el caso mas simple en el
cual podemos calcular todos los nodos mayores que z. usando series de Taylor y sus
correspondientes pesos.

Comenzamos tomando z = z, calculando h = u/4 con fraccién continua o recu-
rrencia. A continuacién, tomamos como valores iniciales 4(z.) = h(z.) y u(z.) = 1,
donde @ es una solucién de la EDO proporcional a u(z), y hacemos el resto de pasos
del proceso iterativo usando series de Taylor.

Dado que durante el calculo de los nodos z; también obtenemos aproximaciones
numéricas de (z;), podemos calcular los pesos escalados w; en (3.70) ya que para
un cierto factor

[a(2:)] 7 = ylu(z)| 7 = wi. (3.88)

Este factor v se puede determinar con el primer momento de la cuadratura, es decir,

n +oo
fo = Zwi = / e fdr =T(a+ 1), (3.89)
=0 0
donde
w; = wix?H/Qe_zi, T =z, (3.90)

segin (3.67) y (3.68).

La normalizacién (3.89) puede causar problemas de overflow si el parametro « es
elevado. Por este motivo, es preferible calcular los pesos w; normalizados a uno, es
decir, > 1", w; = 1 o, de forma equivalente, tomamos w; = w;/I'(ac + 1) con pesos
escalados w; = w;/T'(a + 1).

= Cuando se requiere mas de una evaluacién de la fraccion continua o de la recurrencia,
que ya hemos mencionado antes que se corresponde con el caso en que —1 < a < 2, lo
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hacemos sobre los dos primeros nodos mayores que z.. Sean estos nodos 2z v 2x+1,
tras calcular zp.1, el resto de nodos se pueden calcular usando series de Taylor,
usando como valores iniciales @(zp;1) = 0y 4u(2x41) = 1. Asi, para todos los nodos
zj con j = k + 1, la normalizaciéon de los pesos escalados w; es consistente, porque
hemos usado series de Taylor para hallarlos. El peso wy no es consistente con dicha
normalizacion, pero se puede corregir usando series de Taylor centradas en 2z, para
hallar w(z;). Tras este paso, podemos hallar u(z.) y 4(z.) usando series de Taylor
centradas en x, y continuar el proceso para hallar los nodos menores que z.. El
proceso para calcular pesos es similar al que hemos descrito en el punto anterior.

= Cuando « es negativo y muy cercano a -1, no es conveniente usar series de Taylor
para hallar el primer nodo y su correspondiente peso porque dicho nodo esta muy
cerca de x = 0. En este caso, el primer peso se puede calcular de forma estable
usando los dos primeros momentos de la cuadratura.

Primero calculamos los pesos escalados @; y los pesos no escalados w; para i > 1
como hemos descrito anteriormente. Ahora, dado que oy = E?Zl w; =Ta+1)y
= Y5 vjw; = I+ 2), tenemos

w1 + ASy =1,

l’lfU\l + )\Sl = o+ 1, (391)

donde . .
S() = ij7 Sl = Z[Eﬂj}j. (392)
j=2 Jj=2
De aqui, podemos obtener

~ Sl — (CY + 1)5()

w =
! S1—x15)

(3.93)

—~ . oy _a+1l—x

Dado que |a es pequenio, no existen problemas de overflow para hallar w;.

Resultados numéricos

Hemos implementado nuestro algoritmo para calcular cuadraturas de Gauss-Laguerre
en una rutina Fortran de doble precisién y la hemos comparado con una misma version
en precisién cuadruple. Ademas, también hemos comparado el algoritmo con una imple-
mentacién de nuestro algoritmo en Maple.
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Al contrario que en el caso de Hermite, existe una pérdida de precisién en el célculo
de los nodos y, nuevamente, observamos una pérdida de precisién moderada en el célculo
de los pesos. El origen del error esta en el uso de la fraccion continua o la recurrencia
para obtener una aproximacion inicial, el cual se propaga al aplicar series de Taylor. Sin
embargo, dado que el algoritmo calcula los pesos en orden decreciente y el error es menor
para los pesos asociados a los primeros nodos calculados, podemos reducir el error de igual
forma que hicimos en el caso de Hermite. En la Figura 3.11 mostramos el comportamiento
decreciente de los pesos no escalados w;, observando como era de esperar, que el valor
mas alto se alcanza cerca del punto inicial z, = y/a? — 1/4.

Por otro lado, la variacion de los pesos escalados W; es menos abrupta y llega a ser
aproximadamente constante para n grande. En la Figura 3.12 se muestra dicho compor-
tamiento y podemos observar también que la dependencia del parametro « es apenas
perceptible.

1 1 1 1
1000 1500 2000 2500 3000
X.

Figura 3.11: Pesos no escalados w; como funciéon de los nodos x; de la cuadratura de
Gauss-Laguerre de orden n = 1000 y de pardmetros a = 500 y o = 1000.

10° ‘

a=500 | ]
- = ~a=1000| ]

2" 107

lO»Z 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

i
Figura 3.12: Pesos escalados w; como funciéon del nimero de nodo i de la cuadratura de
Gauss-Laguerre de orden n = 1000 y de pardmetros a = 500 y o = 1000.
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Como hemos comentado, el error tanto en el célculo de los nodos como en el de los
pesos es mayor cuando mas nos alejamos de x.. En la Figura 3.13 se muestra el error
relativo maximo al calcular los nodos en funcién del ntiimero del orden n de la cuadratura.
Nuevamente, dado el rapido decaimiento del valor de los pesos a medida que calculamos
nodos mayores, hemos considerado calcular el error relativo cometido al calcular todos los
pesos no escalados w; y, por otro lado, calcular el error relativo cometido al considerar
tinicamente aquellos pesos mayores que 107,

1010 : ‘
81077} ,
kS
[4]

x
S
4 107 TNE ! ‘ R AT
we J\”\'"‘}C\'}:“(u"’v;\“[ dad bl L i "‘;‘,“\‘«,&Jw.‘]w,{h;,
10—16 1 1 1 1 I L | i |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n x10%

Figura 3.13: Maximo error relativo cometido al calcular los nodos de la cuadratura de

Gauss-Laguerre de orden n con o = 0. La linea continua representa los valores max |1 —

xz(»d) /xEQ)|, donde xz(»d) son los nodos calculados en doble precision y IZ@ son los mismos

nodos calculados en precision cuadruple. También se muestra el maximo error relativo
cometido al evaluar solo los nodos correspondientes a pesos no escalados w; mayores que
10730,

108

1010+ l
o
=
kS
0]
& o2 J
§ . op o o AR AT L O g ey AP M Sl g
i L A M St bt el L T

104 [ J

10716 | | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n x10%

Figura 3.14: Maximo error relativo cometido al calcular los pesos no escalados de la
cuadratura de Gauss—La%uerre de orden n con a = 0. La linea continua representa los
valores méx |1 — d)lgd) /d}i(q |, donde d}i(d) son los pesos calculados en doble precision y d)i(q)
son los mismos nodos calculados en precisién cuadruple. También se muestra el maximo
error relativo cometido al evaluar sélo con los nodos para los cuales los pesos no escalados
w; son mayores que 10730,
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Aunque mostramos los resultados para el caso o = 0, la situacion es similar para otros
valores de . En la Figura 3.14 mostramos resultados andlogos para el caso de los pesos
no escalados ;.

En la Figura 3.15 se muestra los tiempos de computacion unitarios en funcion de n al
calcular cuadraturas de Gauss-Laguerre de orden n. Observamos que el algoritmo es muy
eficiente, aunque no tanto como en el caso de Hermite.

—a=1000

el
VIl e

| | | | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

Wl ’hr'\m Aaig Wratyg,|

Figura 3.15: Tiempo de CPU unitario utilizado para calcular las cuadraturas de Gauss-
Laguerre como funcién de n, con n el orden de la cuadratura y considerando los casos
a =0y a=1000.

3.3.6. Cuadratura de Gauss-Jacobi: elementos basicos

En el caso de la cuadratura de Gauss-Jacobi podriamos hacer un anélisis similar al que
hemos realizado para los casos de Gauss-Hermite y Gauss-Laguerre y obtener métodos
para su calculo a partir del método de punto fijo que hemos descrito. Sin embargo, existen
una serie de diferencias con respecto a los casos que ya hemos estudiado.

En primer lugar, sea la ecuacién en forma normal y”(z) + A(x)y(xz) = 0 cumplida por
los polinomios de Jacobi, tenemos

I?—a®—p%241 1—a®> 1-p2
z(l —x) x? (1—x)?

4A(z) = (3.94)
donde L =2n+ a+ 5+ 1.

El andlisis de la monotonia del coeficiente A(x) requiere resolver una ecuacién cibica
dependiente de tres parametros. Aunque es posible hacerlo, el esquema de evaluacién de la
cuadratura gaussiana asociada se complica dado que podemos tener hasta tres extremos
relativos posibles para A(z) (ver [9]).
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En la variable original x, podemos calcular series de Taylor de los polinomios de Jacobi,
obteniendo las sucesivas derivadas mediante relaciones de recurrencia como hicimos en
los otros casos. Por lo tanto, parece posible construir un método iterativo para calcular
cuadraturas de Gauss-Jacobi.

Sin embargo, la variable x no es la variable canénica como pasaba en el caso de Gauss-
Laguerre. En su lugar, la variable candnica de los polinomios de Gauss-Jacobi es 6 donde
x = cosf. En esta variable, el coeficiente A(x(0)) de la forma normal de la ecuacién
correspondiente es

Q& —1/4 B -1/4
Toi—a) 2 ta) (3.95)

A(z(0)) = A(x) = L?

donde L =2n+a+ [+ 1.

Dicho coeficiente se hace aproximadamente constante para n grande y el estudio de su
monotonia es mas sencillo. Ademas, esta variable produce mejores resultados en términos
de estabilidad dado que los ceros de los polinomios de Jacobi tienden a juntarse en los
extremos del intervalo (—1,1) en el que estan definidos y el cambio de variable = cos 6
consigue distribuirlos de forma précticamente equiespaciada, como se explica en [49].

Otra ventaja de la variable candnica es que se eliminan problemas de overflow en la
evaluacion de las correspondientes expansiones de Taylor, lo que parece indicar que en esta
variable podemos obtener algoritmos de evaluacion sin restricciones en los parametros del
polinomio.

El problema de considerar la variable 6 reside en el cédlculo de las series de Taylor,
dado que ya no podemos utilizar que las derivadas de la funcion satisfacen una relacion
de recurrencia. Se podria considerar la posibilidad de calcular las series de Taylor para la
variable original z y realizar el resto del proceso en la nueva variable 6, sin embargo, este
proceso impondria una restriccion en la region de aplicabilidad del algoritmo debido a los
problemas de overflow que hemos mencionado. Por esta razén y también por los motivos
de estabilidad mencionados en [49], es preferible realizar los cémputos en la variable
canonica.

El andlisis del coeficiente A(z(f)) indica que la funcién puede tener un maximo o un
minimo relativo (dependiendo de los pardmetros del polinomio) y, en caso de no haber
extremo, la funcion puede ser creciente o decreciente. Para cada una de estas situaciones
hay que establecer un esquema de computacién de los nodos distinto, dado que el método
de punto fijo que hemos descrito calcula nodos en la direccién decreciente del coeficiente.
El caso de la cuadratura de Gauss-Jacobi serd objeto de préximo estudio.
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3.3.7. Comentarios finales

Recapitulemos aqui las principales caracteristicas de los métodos iterativos que hemos
descrito para las cuadraturas de Gauss-Hermite y Gauss-Laguerre.

1. El método iterativo empleado converge con certidumbre y es de cuarto orden. Es
exacto en el caso trivial de soluciones de EDOs en forma normal con coeficiente
constante.

2. El problema se resuelve en términos de la que hemos llamado variable canénica, que
es la variable en la cual (previa transformacion de Liouville) la ecuacién diferencial
estd en forma normal con un coeficiente que, cuando el orden n es alto, es aproxi-
madamente constante en gran parte del intervalo de oscilacion. En consecuencia, el
coste computacional por nodo tiende a ser menor segin crece n.

Ventajas adicionales de trabajar con la variable candénica son:

a) El calculo de los pesos a partir de los nodos esta bien condicionado.

b) Los pesos se calculan en orden decreciente, empezando por el més significativo.
Esto implica que los pesos mayores son los mas precisos.

¢) Se eliminan por completo los posibles problemas de overflow, en particular
cuando se evaltian las soluciones de la ecuacion diferencial mediante series de
Taylor locales.

3. Para la cuadratura de Gauss-Hermite el algoritmo resultante permite obtener todos
los nodos sin pérdida alguna de precision, mientras que la pérdida de precisiéon para
los pesos es moderada, especialmente para los nodos escalados. Es, en cualquier
caso, mas preciso que anteriores métodos.

4. En el caso Gauss-Laguerre, los nodos sufren una moderada pérdida de precision,
asi como los pesos, pero el método se muestra tan preciso o mas que el resto de
métodos. El algoritmo se puede aplicar sin restriccion aparente en los valores de n
y «, lo que es una caracteristica tnica del método.

5. Los métodos son rapidos y todo parece indicar que superiores a algoritmos previos.
Un test riguroso de eficiencia necesitara la implementacion de todos los métodos en
un mismo lenguaje de programacién y con idénticos niveles de optimizacion.
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A

Expansiones Asintoticas para Polinomios
de Hermaite, Laguerre y Jacobi

A continuacién describimos las expansiones que se han utilizado para las aproxima-
ciones asintdticas de los pesos de las cuadraturas de Gauss-Hermite, Gauss-Laguerre y
Gauss-Jacobi y que son el punto de partida de las aproximaciones asintoticas a los nodos
de estas cuadraturas. La discusion de un esquema computacional para los polinomios de
Laguerre basado en el uso de expansiones asintéticas que se describen en este apéndice
esta recogido en detalle en la referencia [26].

A.1. Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite son soluciones de la ecuacion diferencial
y' =22y +2ny =0. (A.1)

Para estos polinomios disponemos de la representacion en términos de la funcion de

Airy (ver [53]):

e x(n) (Ai (nv§> A(n) — v 3AY (nvg) B (77)>7 (A.2)

donde A(n) y B(n) cumplen

vk v

00
k=0 k=0

Al ~ S () gy B (A3)

siendo v = 2n+1y & = x/+/v. Las expansiones son uniformemente validas para & > ¢ > 0.
Para los valores 7 y A disponemos de las férmulas

77% =&\/&? — 1 —arccosh§,€ > 1,
(—m)2 =arccosf — &/1—€2,0< €< 1, (A4)

1 1 1
A:§§2+Z+§ln2,

QoW

(SIS
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y la funcién yx(n) definida por

X() = (SQL_J (A.5)

Se verifica que 7 es analitica en un entorno de & = 1. Ademds, se satisface la ecuacion

diferencial
dn ? 2
— ] =&-1 A6

por lo que para valores pequenios de |§ — 1| es posible obtener la expansién
1
n=25(6-1) (1+ 5E -1 - ZE-1+0(€-1)). (A7)
Los primeros coeficientes de las expansiones vienen dados por las férmulas:

AO(n) = 17 BO(”) = 07 Al(ﬁ) = _ia
C26(8 - 6)X° +5

Bi(n) =

48 n? ’
Ay (8€° — 60T +1020€> + 572)x ™ — 28¢(€> — 6)x° — 455
o) = 4608 773 )
By(n) = —iBﬂn),
() = QX" T A20E(E° — 6)x° + 6825 (A8)
= 1658830 1° ’

a1 = 1604865 — 47604¢% + 33204€2 — 24748,

B ( ) . b18X18 + b12X12 - 115505(&2 - 6>X6 — 425425
= 3317760 1° ’
bis = S€(401268 — 17919¢5 + 27657€* + 15256562 + 259110),

by = —600£8 + 450064 — 7650062 — 42900.

donde x = x(n) viene descrito en (A.5). Para evitar cancelaciones cuando 7 es pequeno
se pueden expandir los coeficientes, que son analiticos en 17 = 0, en potencias de 7.

Otra expansién de utilidad para los polinomios de Hermite es la dada por Olver [40]
para las funciones del cilindro parabdlico:

La relacién entre la funcién del cilindro parabdlico U(a, z) y el polinomio de Hermite
H,(z) es

U (—n _1 z> — 92ty (z/\/§> Cn=012.... (A.9)

27
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Utilizamos la notacion
p=+v2n+1, t=ux/p, nt)=3arccost — ;tv/1—1t2, (A.10)

y tenemos la representacion asintética

Ta-ei (A.11)
<cos (,u27] - %;7?) A, (t) — sin (,UQU - %gr) Bu(t>> 5
con expansiones

o0 o0

<_1)Su25(t) Bu(t) -~ Z (_1)Su25+1 (t) <A12)

- (1 — 2)3s s (1- t2)38+%ﬂ48+27

Au (t) ~
s=| s=0

uniformemente para —1+ 0 <t <1 — 4§, donde d es un nimero pequeno positivo.
Los primeros coeficientes son

t(t* — 6) —9t* 4 249¢* + 145
t)=1 1) = ——-—= t) = Al
UO( ) ) ul( ) 24 ? 'LLQ( ) 1152 ? ( 3)
y se pueden obtener mas u,(t) a partir de la relacién de recurrencia
(t* = Dul(t) — 3stus(t) = re—1(2),
(A.14)

8rs(t) = (3t% 4 2)us(t) — 12(s 4+ V)trs_1 () + 4(t* — V)7’ (¢).

La cantidad g(u) se conoce sélo en forma de una expansién asintdtica

— 7
g(1) ~ h(u) <1 +31> - k) , (A.15)
donde los coeficientes 7, estdn definidos por

F<%+z>~v2ﬁe_zzzzf§ z — 0. (A.16)

Los primeros son

— __1 _ 1 _ 1003 _ 4027
=1 Mm=-3 2=um B=ium = " 3smmo (A17)

Para h(u) tenemos

_ 9} <n i 1) Lt s (A.18)
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A.2. Polinomios de Laguerre
Los polinomios de Laguerre son soluciones de la ecuacién diferencial
2y +(a+1—=2)y +ny=0. (A.19)

Estos polinomios tienen una regién de comportamiento oscilatorio y otra de comporta-
miento mondtono. El comportamiento oscilatorio (resp. mondtono) se da en la regién
0<z/v<1(resp. z/v > 1) donde

v =4 <n + o+ 1)) . (A.20)

A continuacién se proporcionan expansiones asintéticas de los polinomios de Laguerre
en términos de funciones de Airy y Bessel.

A.2.1. Una primera expansion en términos de funciones de Bes-
sel

Los polinomios de Laguerre estan relacionados con las funciéon de Kummer 1 F} (a; ¢; x)

mediante la férmula
(a) _(n + « —-n
Ln (Z) ( n ) 1F1 (Oé + 1’ Z) . (A21)
Para valores de a negativos y de gran valor absoluto tenemos (ver [53][Eq. 10.3.4]),
1 —a 2\ 30-9 (1 + a)ez*
() () T e
)’ ( ) a Flate)

(1 vy &5 v s ).

k=0 k=0

(A.22)

Esta expansién de 1Fi(—a;c;x) es valida para valores acotados de z y ¢, con a — o0
dentro del sector arg(a) < | — §, § arbitrariamente pequeno. Esto nos proporciona la
siguiente representacion de los polinomios de Laguerre

1

L©(z) = (5)7 e37 <Ja (2/nz) A(z) — \/gjaﬂ (2y/n7) B(@) , (A.23)

donde A(x) y B(z) tienen expansiones

A(z) ~ Z(—n’f“’;f,f), B(z) = Z(—Ukb’f("”) n — oo, (A.24)

o0
k=0 k=0

DIEGO Rulz ANTOLIN 82



Capitulo 3

que son vélidas para valores acotados de z y a. Los coeficientes ay(x) y by(x) se obtienen
a partir de la expansion de la funcién f(z, s)

l1—¢e5

F(z,5) = €79 ( 5 )aH, gy =21 _1 (A.25)

La funcién f es analitica en la banda |Im(s)| < 27 y se puede expandir para |s| < 27 de

la siguiente manera
o

f(z,s) = ch(x)sk. (A.26)

k=0
Los coeficientes ¢x(z) son combinaciones de nimeros y polinomios de Bernoulli, siendo
los primeros (para ¢ = o + 1)

() =1, a(z)=56c—2),
() = 555 (—12¢ + 36¢% — 12z¢ + 2?) (A.27)
¢3(x) = s (—52% + 9027¢ + (—540¢? 4 180¢ + 72)x + 1080¢%(c — 1)) .

De esta forma, los coeficientes ai(x) y bx(z) se pueden describir en términos de los coefi-
cientes ¢ ()

() = 30 (1) (4 1= it erin)

m=0 ) (A.28)
o) = 3 () 072 = Do)
para k =0, 1,2, ..., siendo los primeros (nuevamente para ¢ = a + 1)
ag(z) = co(z) =1, bo(z) = c1(x),

1 —co)er(z) + zea(x), bi(x) = (2 = c)ea(x) + xe3(x),

( (A.29)
az(z) = (* = 3¢+ 2)ca(x) + (4o — 2xc)cz(x) + 22ey(x),

bo(x) = (¢* = Be + 6)cs() + (62 — 2zc)cy(x) 4+ x2e5(2).

A.2.2. Otra expansion en términos de funciones de Bessel

Otra expansiéon involucrando funciones de Bessel viene dada por

L ova) = Cf (% @ADAQ - S et VOBO) . (a30)
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donde la expansiones para los coeficientes

40 — Bi(Q)
A~ =55 B~ Z ;Qj , Voo, (A.31)
J=0 J=
son véalidas uniformemente para = < 1 — §, siendo § € (0, 1) un nimero fijo. Tenemos,
/¢ % o
v=2n+a+1l, x(()=01—-2z)"1(=> 1, (A.32)
x

con ¢ dado por

vV —C= % (\/372 -+ arcsinhV—x), si x<0,
(A.33)
C—%(\/x—x2+arcsin\/§>, si 0<x<1,
y cumpliéndose que
1d 1—
1 Lor<l. (A.34)
(zdx x
Los primeros coeficientes en (A.31) vienen dados por
AO(C) = 17
1—4a® T [(4a®—1 5 x (A.35)
B = Zg2 — ‘
o(¢) 16 +8\/z< 2 +§+6€>’ S g
A.2.3. Expansiéon en funciones de Airy
Consideramos la expansion
1
L (ve) = (1) 2—() (A1 (r37¢) A(Q) + v HAY (¥/¢) B(O)) (A.36)
ays
donde las expansiones para los coeficientes
= Q2; - B2j+1
A~ V_zj B(¢)~> VJQJ' , n— 0o, (A.37)
=0 =0

estan acotadas uniformemente para a y x € (xg, 00|, siendo zy € (0,1) un ndmero fijo.
Tenemos que

v=4r, rk=n+i(a+1), X(C)zQ;x_}l_;a( ¢ )4, (A.38)
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asi como
%(_C)% %(arccos\/_—\/x—ﬁ) si O0<x<1,
(A.39)
%Q% = % (\/xQ —x— arccoshﬂ) si oz >1,
y, finalmente, la relacién
1 d Ve —1
cde _ve—1 (A.40)
dx 2\/x
Los primeros coeficientes de las expansiones (A.37) son
w=1p= (fi=bf2), (A.41)

4b3
donde b =+/Csi(>0yb=iy/— cuando ¢ <0

(z+3a(x — 1)) 2%a} — 2

=1
h 3a3r+/z(1 — 1)
P 8a*(x + 3ra — 3a)al + x* (122 — 3 — 4a® + 120 (z — 1)2)“?, (A.42)

; 1203} (z — 1)

A.3. Polinomios de Jacobi

Los polinomios de Jacobi son soluciones de la ecuacion diferencial

1-2)'+[B—a—(a+B+2)z2)y +n(n+a+B+1)y=0. (A.43)

Para los polinomios de Jacobi podemos considerar la expansién en términos de fun-
ciones de Bessel

T 1)
PP (cos §) ~ (ntat 2/ Z “*’ZZQ) , (A.44)
sin 6 Ve

n! <sin 16 cos 19

donde 6 € (0,7) y
v=n+i(a+B5+1). (A.45)
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La expansién es uniformemente valida para § € [0,7 — 4], con § un nimero positivo
pequeno y arbitrario. Transformamos esta expansién en

'n+a+1) 7 W
: @ BV sind
n!ve (sm %0) (cos %9) (A.46)
WO) = Julvh) S(O) +  Jua(v6) T(6),

PP (cos ) =

donde S(#) y T(0) se expresan de la forma

e L)~ f: T’“(e), v — 00, (A.47)

k=0 k=0

con So(0) = Ap(0), To(0) = A1(0), y para k =1,2,3, ...

S(6) ~

1 o | |
,1 Z < j > A (0) (=028 (a+ 2+ j)kja,
=0 (A.48)

_%;() k1 (0) (=025 (a4 1 4 5)p

Los coeficientes Ay (6) son funciones analiticas para 0 < € < 7. Para describirlos, usaremos

la funcién '
(~1) (Yo +38), (3o — 18),

b;(6) = I =012, A.49
3(6) J! (a+%)j (1 +cosf); J ( )

y las funciones v, ;(#) definidas por las funciones

0 —cosf) ) &
(281(528(?2_2@))) =Z Yir(0) (0* — 62", k=0,1,2,....  (A.50)

Asi, tendremos que

A(0) = (20)* (o + %)kibjw) (9) Ui (6). (A51)

=
Los primeros coeficientes son Ag(6) =0y

(402 — 1) (sin @ — O cos @) + 26 (a* — 5%) (cos — 1)

A(0) =
1(0) R0 sin H

(A.52)

DIEGO Rulz ANTOLIN 86



Capitulo 3

Para calcular los coeficientes Ay () para valores pequenios de 6 de forma estable, necesi-
tamos usar expansiones. Podemos utilizar

0

sinf’

(A.53)

Ap(0) = X" ARt x =
j=0

donde las series representan funciones enteras de 6. Los primeros términos A;; son

A071 = i (a2+352 - 1),

A= ﬁ (=30 —56*+2), (A.54)
Aps = zes (—16a — 140 — 9053 + 5a* 4 4a® 4 454" + 308 + 605°« + 21) .
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