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Titulo: Evaluacién numérica de las funciones gamma incompletas
Resumen

Las funciones gamma incompletas son un tipo de funciones especiales obtenidas
al dividir el intervalo de integracion de la funcién gamma. Fueron estudiadas
por primera vez por Legendre en 1786, pero a lo largo de la historia no han sido
estudiadas de forma intensiva hasta las tultimas décadas debido a sus recientes
aplicaciones en fisica, ingenieria y estadistica. En este trabajo repasamos algunas de
las propiedades basicas de las funciones gamma incompletas tales como expansiones
en serie, fracciones continuas o relaciones de recurrencia. Veremos la situacion actual
de las funciones gamma incompletas en términos de su evaluacién. Finalmente,
propondremos y analizaremos en este trabajo algunos métodos numéricos que

surgieron a partir de experimentar con métodos de cuadratura.

Title: Numerical evaluation of incomplete gamma functions

Abstract

Incomplete gamma functions are a type of special functions obtained by breaking
up the interval of integration of the gamma funcion. They were studied for the first
time by Legendre in 1786, but through history they haven’t been studied intensively
until the last decades due to it’s recent applications in physics, engineering and
statistics. In this work we review some of the basic properties of incomplete gamma
functions such as series expansions, continued fractions and recurrence relations.
We will see the current situation of the incomplete gamma function in terms
of it’s evaluation. Finally, we will propose and analyze in this work some nume-

rical methods that arised from numerical experimentation with quadrature methods.

Keywords: incomplete gamma functions, numerical methods, quadrature methods.
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Introduccion

Las funciones gamma incompletas se definen como las integrales

’y(a,z):/ t" e tdt, F(a,z):/ t* temtdt
0 z

donde a y z son variables complejas.

Estudiadas por primera vez por Legendre en [9], en el caso de variable real, las
funciones gamma incompletas se consideran funciones especiales ya que muchos
problemas en diversas ramas de la fisica, la ingenieria y la estadistica se pueden
reescribir en términos de estas funciones, como la distribucion de probabilidad chi
cuadrado, ademés de algunas funciones especiales conocidas, como las integrales

exponenciales o las funciones error.

Se conocen muchas propiedades de las funciones gamma incompletas tales
como desarrollos en series de potencias, expansiones asintéticas o relaciones de
recurrencia, que detallaremos en las primeras paginas de este trabajo apoyados en
el clasico NIST Handbook of Mathematical Functions [2] y en el texto de Nico M.

Temme en [1].

Como suele ser habitual en la evaluacion de funciones especiales, no es posible
calcular las funciones gamma incompletas de forma eficiente y para un amplio
rango de valores de las variables utilizando un tnico método. Es por ello que se ha
dedicado un considerable esfuerzo a la buisqueda de algoritmos que combinen varias
propiedades para evaluar con suficiente precision y, en caso de ser posible, eficien-

cia estas funciones en diversas regiones del plano real (z, a) y el plano complejo (z, a).

Para ilustrar esta situacion, dedicaremos el capitulo 3 de este trabajo a hacer

un breve recorrido bibliografico con el fin de senalar algunos algoritmos en variable
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real que han probado cumplir los criterios exigidos y asi aclarar hasta qué punto
se conoce la evaluacion de las funciones gamma incompletas en variable real y
qué regiones son todavia desconocidas con vistas a la elaboracién de un algoritmo

que sea completamente satisfactorio para todos los valores reales de a y z.

Hasta la fecha, se sabe que en el caso en que z sea variable positiva, existen
algoritmos eficientes para el calculo de las funciones gamma incompletas. Podemos

citar en este sentido los articulos [3] y [5].

Por otro lado, en el caso en que z es negativo, todavia queda mucho trabajo
por hacer. En [7] se propone un estudio del comportamiento asintético de las
funciones gamma incompletas cuando @ — —oo, mientras que en [6] se estudia la

evaluacién de la funcién y(a, z) en el caso en que a es de la forma n+1/2 con n entero.

En el capitulo 4 propondremos un acercamiento a la evaluaciéon de las funciones
gamma incompletas en varios cuadrantes del plano real (z, a) mediante un adecuado
uso de la regla trapezoidal y las cuadraturas gaussianas, previa transformacion de

las integrales que las definen.

Inspirados en la rapidez de célculo de la regla trapezoidal para ciertos tipos de
integrales, durante la realizacion del trabajo se han buscado diversos cambios de
variable sobre las representaciones integrales de las funciones gamma incompletas

para obtener otras sobre las que funciona bien esta regla de cuadratura.

Del mismo modo, algunas cuadraturas gaussianas son bien conocidas en el
sentido de que existen férmulas analiticas para definir todos los parametros que
intervienen en el método y también hemos probado varios cambios de variable para

ajustar las funciones gamma incompletas a uno de estos tipos de cuadratura.

Estos algoritmos pueden resultar interesantes para un futuro estudio, pues en
un primer acercamiento se ha comprobado que son bastante precisos y eficientes,
incluso viables para la evaluacién de las funciones gamma incompletas en algunos

casos de variable compleja.



Capitulo 1

Definicion y propiedades basicas

Antes de hablar sobre aspectos de la evaluacién de las funciones gamma incom-
pletas, es conveniente dar una serie de definiciones y resultados al respecto para
fijar notacién y poder apoyarnos en las propiedades mencionadas con el fin de que
este trabajo pueda ser suficientemente autorreferente. Para ello, nos basaremos en la
referencia de Temme [1] y en el cldsico NIST Handbook of Mathematical Functions
[2].

Las funciones gamma incompletas deben su nombre a la separacién del intervalo

de integracion de la funcién gamma de Euler.

Definicién 1.0.1. Se definen las funciones gamma incompletas v(a, z) y I'(a, z) de

la siguiente forma:

v(a, 2) :/ t*te~tat, F(a,z):/ t*te~tdt.
0 z

Observacion 1.0.2. También se llama funcion gamma incompleta inferior a la

funcion y(a, z) y funcion gamma incompleta superior a la funcion I'(a, z).

Observacion 1.0.3. Notar la relacion de las funciones gamma incompletas con la
funcion gamma de Euler mediante la identidad

v(a, z) +T'(a, 2) =T'(a). (1.1)

Observacion 1.0.4. Hay que senalar que la definicion de la funcion gamma in-
completa inferior no es vdlida para a negativo. No obstante, esta funcion admite

representaciones que si permiten extender su validez al caso a negativo. Por senalar
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alguna, podemos relacionar la funcion gamma incompleta inferior con la funcion
hipergeométrica confluente

M(a,b,z) = Z iZ;:Z'

n=0

mediante la siguiente formula
Y(a,z) =a 2% M(l,a+1,2) =a *2°M(a,a + 1, —2)

donde (a), es el simbolo de Pochhammer definido por

I'(a+n)
[(a) -

Observacion 1.0.5. Es util a veces trabajar con las normalizaciones de las funcio-

(ao=1,(a),=ala+1)---(a+n—1)= n>1.

nes gamma incompletas siguientes

Qa2 = 7,

que cumplen la propiedad de que P(a,z)+ Q(a,z) = 1. Estas normalizaciones man-

P(a,z) =

(1.2)

tienen una estrecha relacion con las funciones de distribucion de probabilidad chi-

cuadrado ya que se cumple

POCW) = P(a,2),  QOC°Iv) =Qa,2), v=2a, x*=2

Cuando a es entero no negativo, se pueden calcular directamente las funciones
gamma incompletas aplicando repetidamente integraciéon por partes, obteniendo

a m
_ z
’7((1+17Z):CL! [1—6 zZ%] s
m=0
a zm
= ale % -
I(a+1,z) =ale Z o
m=0
Las siguientes relaciones de recurrencia, obtenidas directamente de la representacion

integral de las funciones gamma incompletas usando integracion por partes
v(a+1,2) =ay(a,z) —z% %  T(a+1,2) =al(a,z)+ 2% 7,

que en el caso de las funciones normalizadas seria

z a,—z

Q((Z + 1, Z) = Q((Z, Z) + m,

2%~
I'a+1)

son muy tutiles para el calculo numérico de dichas funciones.

Pla+1,z) = P(a,z) — (1.3)



1.1. EXPANSIONES EN SERIE )

1.1. Expansiones en serie

Las dos siguientes expansiones en serie son 1tiles en el desarrollo de algoritmos

numeéricos,
B o Satn o (_1)71 satn
— e % = ) 1.4
v(a,z) =e 2 O nzo Y (1.4)

Vamos a explicar brevemente como se obtienen. En primer lugar, partiendo de la

definicién de 7(a, z), hacemos el cambio de variable t = z(1 — )

z 1
v(a,z) = / t*lteTldt = z“ez/ (1 —u)* 'e**du.
0 0

A continuacién, desarrollamos en serie de potencias la funcién exponencial que hay

dentro del integrando y tenemos que

o0 Za+n 1 0 Za—l—n
v(a,z) =e? Z oy / (1 —u)" 'u"du = e Z B(n+1,a),
- Jo

n!

n=0 n=0

donde B(p, q) es la integral beta de Fuler que cumple la férmula
I'(p)I'(q)
I'(p+q)

Finalmente, obtenemos la primera expansién en serie de 7(a, z)

B(p,q) =

[e.e]

va,z) =e* Z 2" T(n+ 1)(a) o Z e

n! T(n+1+a) — (@)nt1’

a-+n

n=0 n
Para obtener la segunda expansion en serie, vamos a expandir en serie de potencias
la funcién e~ que aparece en el integrando de la definicién de y(a, z) y tendremos

o0

z L & _1)n z B (_1)n Za-l—n
— e 1 tdt — ( / ta 1+ndt — )
v(a,z) /0 ‘ Z n! RX% n! a+n

n=0 0

Dichas series son convergentes salvo en el caso de a entero no negativo. De
hecho, la primera expansion es bastante 1til para computaciones numéricas, sobre
todo cuando @ > z (en particular, en [5] se utiliza esta propiedad).

Para el caso en que z > a se pueden utilizar expansiones en serie de la funcién
['(a, z) que se derivan de la relacién I'(a, z) = T'(a) — v(a, 2).

Ademas de las series convergentes, también se dispone de series divergentes

(asintdticas) que pueden ser interesantes para la evaluacién numérica. Un ejemplo
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sencillo de una expansién de este tipo es la siguiente, que permite calcular I'(a, 2)

para z > a,

N— 1

1—a) ()Yl —a)y

2N ’

+ 0N

[(a,z)=2"""te? [ (1.5)

n=0

(para N = 0 el sumatorio es nulo). La cantidad @y es el resto y vale
o0
On = z/ (t + 1) N e = at.
0
Esta expansién asintética se puede construir a partir de la representacion
oo
I(a,z) = z“e_z/ (u+ 1) te *"du,
0

obtenida tras aplicar el cambio de variable t = z(14-u) sobre la definicién de I'(a, 2).
Aplicando de forma recurrente la integraciéon por partes sobre esta representacion,
obtenemos la expansion asintotica buscada.

Existen otros tipos de expansiones que son validas cuando ambos parametros
son grandes. Este tipo de expansién uniforme fue empleada en [5] para el caso
a > 0, z > 0. Existen también expansiones para valores negativos de los parametros,
como comentaremos mas adelante, que esperamos permitan extender el rango de

evaluacién de estas funciones.

1.2. Fraccién continua para ['(a, 2)

Cuando z no es lo suficientemente grande como para aplicar expansiones asint6ti-
cas, podemos usar fracciones continuas sobre I'(a, z). Hay varios ejemplos de frac-
ciones continuas para representar I'(a, z). El siguiente ejemplo se debe a Legendre.

Empezamos por la representacion integral de I'(a, 2),

efz o0 efztt a
r = dt. 1.
(a,2) r(1—a)/0 t+1 (1.6)
Definimos ahora
u»r :/ e #17 (1 + t)rdt. (1.7)
0

Uniendo ambas formulas, tenemos que
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U =T(1 - a)e’T(a,2).

Integrando por partes en U*”, tomando t"dt = V%ldt”“, obtenemos
ZUV—i-l,p — (y + 1)Uu,p + pUV+1’p_1,
que podemos expresar también como

yvtie v+1

v,p = . Uv+i,p—1
U z p Uv+l.p

Por otro lado, en la férmula (1.7) podemos reescribir
L+ )P =T+ )P TP+ )P

de forma que la fraccién obtenida en (1.9) queda de la forma

UV+17p 1 + 1
= 2 ,
UV,P z — —1 oI
+Uu+1,p71

(1.8)

(1.9)

(1.10)

aplicando esta féormula de forma recursiva, obtenemos una representacion en forma

de fraccién continua. Ahora bien, de (1.8) se sigue que

ut-emt T2-a)l(a—1,2) (1-a)l(a—1,z)

U-e-1  T(1-al(a,z) ['(a,z)

Aplicando esto y lo visto en (1.10) obtenemos que

Ulfa,fl —za—1

A
U-a-1 ['(a,z)

Despejando T'(a, z) y aplicando (1.10) para v = —a,p = —1 repetidamente, obtene-

mos
F( ) ezza
a,z) =
1—a
z+
1
1+
2—a
Z+
2
1+
3—a
z+
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que denotaremos de forma mas compacta por

F( ) e l1l1—al2—a 2 3—a
a,z)=e 2" | — — —
’ 2+ 1+ 2+ 1+ 2+ 1+

Esta representacion converge para todo z # 0, |argz| < m y para todo a. Esta

(1.11)

fraccién continua converge mejor cuando mayor es |z/al. En [3] se da utilidad a esta

representacion para el célculo de I'(a, z) en el caso de z real positiva.



Capitulo 2
Sobre el condicionamiento

Observando las secciones 8.2 y 8.8 de [2], vemos que las funciones gamma in-
completas cumplen una serie de ecuaciones diferenciales y relaciones de recurrencia
(alguna ya vista en el capitulo anterior) que podemos usar para hallar el valor
numérico de las funciones en un determinado punto partiendo de un valor inicial
conocido.

Sin embargo, segiin los valores de las variables, el comportamiento de estos pro-
cedimientos puede ser numéricamente inestable segiin la direccién de célculo. Por

ello, vamos a hacer un andlisis del condicionamiento de estos calculos.

2.1. Condicionamiento sobre la variable «

Partiendo de la definicién de y(a, x) e integrando por partes tenemos la relacién

v(a, z) = é(v(a +1,2) + 2% 77). (2.1)

2.1.1. Caso z>10

Asumamos, de momento, que estamos considerando tanto a como z positivos.

La relacién de recurrencia (2.1) nos permite calcular la funcién 7(a, z) para
valores de a pequenos partiendo de valores de a grandes. Observamos que en el
miembro de la derecha los dos términos se suman, lo que es indicativo de que su

utilizaciéon es numéricamente estable. Reescribimos ahora la ecuacién como

z

v(a+1,z2) =ay(a,z) — 2% >

9
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y vemos que la situacién cambia al aplicar la recurrencia en sentido opuesto. Esta
misma ecuacién en diferencias es satisfecha por y(a, 2) —I'(a) (ya que I'(a) es solucién
de la ecuaciéon homogénea), es decir, por —I'(a, 2).

Es decir, que dos soluciones de la ecuacién en diferencias

a, —z
Yg+1 = QYg — 2 €

son y(a,z) y —I'(a,z). Nos planteamos ahora si esta recurrencia puede utilizarse
para calcular valores de v(a, z) en la direccién de a creciente. La respuesta en este

caso es que no, y la razén es que, como comprobaremos,

lim fy(aﬂ Z)

=0 2.2
artoo [(a,z) (22)

y esto implica que el calculo de 7(a, z) con valores crecientes de a estd mal condi-
cionado. En efecto, la evaluacién de v(a, z) siempre estara afectada de cierto error;
por lo tanto, se introducird una pequena componente de la solucién —I'(a, z), que
acabara dominando el calculo. Finalmente, para a suficientemente grande la solucion
poco tendréd que ver con 7y(a, 2).

En una situacién como la que describe la ecuacién (2.2) dirfamos que y(a, z) es
recesiva (o minima) cuando a — 400 mientras que I'(a, z) es dominante.

El estudio del condicionamiento de ecuaciones en diferencias inhomogéneas de
primer orden puede ser llevado a cabo en término de ecuaciones homogéneas de
segundo orden como sigue. Partiendo de y,.1 = a,y, + b,, y suponiendo que b, # 0

para todo n
Yn+l — On¥Yn _ Ynt2 — On+1Yn+1

)

bn bn—i—l
de modo que

b, b,
Yn+t2 — (an+1 + b+1> Yn+1 T anb_+1yn =0.

Todas las soluciones de la inhomogénea son soluciones de la ecuacién homogénea.
Por otra parte, todas las soluciones de la ecuaciéon homogénea son soluciones de
la inhomogénea salvo factor multiplicativo menos en un caso: cuando la solucién
corresponda a la solucion de la ecuacién homogénea de primer orden, que también
es solucién de la homogénea de segundo orden (pero no asi de la ecuacién de partida
que es inhomogénea).

En el caso que nos ocupa, obtenemos que tanto 7(a, z) como I'(a, z) son solucién

de la recurrencia
Yaro — (@ + 14 2)Yay1 + azy, = 0. (2.3)
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Existe un resultado, llamado teorema de Perron-Kreuser, que en algunos ca-
sos proporciona informacién simple de analizar respecto a la existencia de solucién

minima (ver capitulo 4 de [4]). Se trata de plantear la ecuacién caracteristica
M —(a+142)A+az=0, (2.4)
y comprobar si sus raices A\j(a) y Ao(a) son tales que

lim |Ai(a)/Ao(a)| # 1.

a——+00

Si esto es asi, la recurrencia (2.4) tiene solucién minima (que es unica salvo factor
multiplicativo).
Supongamos que la menor de las raices es A(a), entonces la soluciéon minima

{fa} cumplird que
fa+1
Ja

mientras que el resto de soluciones independientes tendran un comportamiento go-

~ A(a), a = o0

bernado por Ay(a).

En el caso de nuestra recurrencia tenemos una raiz Aj(a) ~ z y otra As(a) ~ a,
lo que demuestra que hay soluciéon minima cuando ¢ — +o0o. Sospechamos que
tal solucién es 7y(a,z) lo que queda confirmado teniendo en cuenta la expansion

asintética 8.11.4 de [2] de donde vemos que

v(a+1,2)

~ Z,a— +00,
(a, 2)

y es evidente que
Fa+1,z)
['(a, z)

~ a, a— +00.

En definitiva, la recurrencia sélo se puede aplicar en la direccién de a decreciente
para 7y(a, z) (y sélo para esta funcién), mientras que se puede aplicar en la direccién
de a creciente para cualquier solucién independiente de 7(a, z) (como I'(a, z)).

Para a — —oo ocurre algo similar pero el papel desempenado por las soluciones
cambia. El teorema de Perron-Kreuser de nuevo nos dice que existiran soluciones

independientes f, y g, tales que

fa Ja
a

~ a, ~ Z, 0 — —O0Q.
fa—l Ga—1
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En este caso f, es minima cuando a — —oo porque f,_1/f, ~ 1/a (observemos que
en la direccién de a decreciente f,_; se calcula a partir de f,), mientras que g, seria
dominante.

En este caso, tanto 7(a, z) como I'(a, z) resultan ser dominantes cuando a — —oco.
No damos una prueba de este resultado, pero sélo recordamos que y(a, z)+1'(a, z) =

['(a) cuando a ¢ Z~, y que, utilizando la férmula de reflexién

T 1

F(a) = sin(ra) T'(1 — a)’

vemos que ['(a) tiende a cero rdpidamente cuando a — —oo y se puede comprobar
que no es asi para ['(a,z) (por ejemplo, observemos que lim, .o+ ['(a,2) = oo si
a < 0). Todo esto nos lleva a que I'(a, z) = v(a, z) cuando a es negativo y grande en
valor absoluto, de lo que se deduce que, en efecto, ambas son soluciones dominantes
cuando a — —o0.

Es importante senalar que los argumentos hasta ahora empleados son validos
siempre que |a| sea suficientemente grande, pero que el comportamiento puede ser
distinto para |a| moderado.

Segin hemos visto, I'(a, z) es dominante tanto cuando ¢ — +o0o0 como cuando
a — —00, lo que indica que para algin valor de a se ha de producir una transicién
entre el comportamiento dominante en una y otra direccién de la recurrencia. Esta
transicion se produce aproximadamente para los valores negativos de a tales que
—a = z. Observemos que la recurrencia (2.3) tiene, para a negativo, coeficiente
negativo en el ultimo término (el de y,), mientras que el coeficiente central cambia
de signo cuando z = —(a+1). Como se discute en [10], esto es indicativo del cambio
de tendencia que era esperable.

Por lo tanto, esperamos que la recurrencia para ['(a, ) sea aplicable en la direc-
cién de a creciente si a > —z y en la direccién contraria si a < —z (z > 0). Por otra
parte, y(a, z) y I'(a, z) son, para a negativo, soluciones de valores parecidos, y es lo
habitual calcular I'(a, 2) en lugar de v(a, z), ya que la primera funcién esté definifida
para todo a real cuando z > 0, mientras que 7y(a, z) se puede calcular a partir de
['(a, z) mediante y(a, z) = I'(a) — ['(a, 2) sélo si a ¢ Z~.

2.1.2. Casode 2 <0

Para este caso, nos restringimos a la situacion a > 0, en el que la definicién

inicial de I'(a, z) a partir de integrales tiene sentido y la funcién v(a, z) se puede
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calcular a partir de la relacién (1.1). En este caso, y por los mismos motivos que
antes, y(a, z) es minima cuando a — +o00. Pero al igual que antes, la recurrencia
presenta un punto de transicién cuando a = —(z + 1). En este caso, la recurrencia
hacia atras (a decreciente) se puede aplicar si a > —z mientras que hay que revertir

la aplicacién si a < —z.

2.2. Condicionamiento sobre la variable 2z

De la misma forma que podemos calcular funciones desplazandonos discretamen-
te sobre a, podemos hacerlo desplazandonos continuamente sobre z. Una forma seria
integrar la ecuacién de primer orden para 7(a, z),

d a—1_—z

Tya,2) = 2,

también satisfecha por —I'(a, z). O bien podemos integrar la ecuacién de segundo

orden satisfecha tanto por y(a, z) como por I'(a, 2):
')+ (z+1-a)y(z) =0.

La relacion entre una y otra ecuacion es paralela a la relacién entre la ecuacién de
primer y segundo orden para el caso de las recurrencias que vimos antes.

En cualquiera de los casos, la integracion deberia llevarse a cabo en la direccién
en la que la solucion que se quiera calcular no sea recesiva para evitar problemas de
condicionamiento.

Para z > 0 es evidente a partir de la definiciéon de las integrales que

a
dz

(e 2)
[(a,2)

> 0,

lo que indica que la integracion habria de realizarse en el sentido de z creciente para
v(a, z) y al revés para I'(a, 2).

Por otra parte, para z < 0 podemos utilizar que
I'(a,—z) =T(a) —y(a,—2), 2z>0

pero y(a, —z) = [Tt et dt = —e*memY) [FyaTlendy = —eF |y (a, —2)|.

De aqui

T(a, —2)* = T(a)* — 2 cos(ma)T(a)|y(a, —2)| + |y(a, —2)I*,
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luego
I'(a,—2) " r
‘M = H* — 2cos(ma)H + 1, H:‘L
’Y(CL, _Z) ’Y(G, _2)
y entonces, como dH/dz < 0 tenemos que
d |T(a,—z)|? r
signo [ — M = signo (COS(?TG) — i) )
dz |v(a,—2) [v(a, —2)|
Entonces, vemos que si a = —n+ 1/2, n € N, |I'(a, —z)/v(a, —z)| decrece con

z > 0, y esto quiere decir que la integracion en el sentido de z decreciente y negativo
de v(a, z) estd mejor condicionada que la de I'(a, ), como en el caso de [6].

Por otra parte |y(a,—00)| = +oc y por lo tanto la funcién f(z) = cos(ma) —
% es tal que f(0) = —ocoy f(+00) = cosma. Por lo tanto, si cosma > 0 es claro
que el condiciomamiento cambiard e inicialmente serd estable el calculo de I'(a, 2)
en lugar de y(a, 2).

Nosotros propondremos una evaluacion mediante métodos de cuadratura numeéri-

ca que no tendran estos potenciales problemas de condicionamiento.



Capitulo 3

Avances en la evaluacién de v(a, z)

y I'(a, 2)

En este capitulo vamos a hacer un recorrido por la literatura relativa a la eva-
luacién de las funciones gamma incompletas para saber hasta qué punto se conocen
técnicas efectivas para su computacion numérica. Daremos una breve descripcién de
algunos de los algoritmos y estudios hechos al respecto.

En el caso en que la variable z es real positiva, se conocen varios algoritmos
eficientes para la evaluacion de las funciones gamma incompletas con a real, como
se puede ver en [3] o en [5].

Para el caso en que la variable z es real negativa, todavia queda mucho por
estudiar. Por citar algunos articulos al respecto, veremos un estudio del comporta-
miento asintético de las funciones gamma incompletas cuando a — —oo en [7] y un
algoritmo para evaluar las funciones gamma incompletas en el que caso en que a es
igual a n 4+ 1/2 con n entero en [6].

Dado que la funcién gamma, I'(a), aparecera a lo largo de toda la seccién en varios
algoritmos, en adelante supondremos que disponemos de algoritmos para calcular

de forma eficiente esta funcién.

3.1. Caso z >0

Basado, en parte, en el trabajo de Gautschi [3], en el articulo de Gil, Segura y
Temme [5] se trata la evaluacién de las funciones gamma incompletas, mds concre-

tamente de sus versiones normalizadas (1.2), para valores de a y z reales y positivos.

15
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Para z positivo y a negativo, el método de evaluacién propuesto por Gautschi
en [3] es similar (basado en la fraccién continua de Legendre (1.11)), salvo para z
pequeno, en cuyo caso se utiliza recurrencia para I'(a, z) en sentido de a decreciente.

Seguimos en esta seccion la notacion del articulo en términos de las funciones
gamma incompletas normalizadas (1.2). Para el calculo de las funciones P(a,z) y
Q(a, z), se calcula para cada par (a, z) el valor de la funcién primaria (la menor de
las dos) y la otra utilizando la relacién

P(a,z) +Q(a,z) = 1.

Para empezar, se define una funcién para separar el cuadrante (z,a) en dos
partes para asignar la funcion primaria. Esta eleccién esta basada en estimaciones
asintéticas que en la practica demuestran ser una eleccién bastante precisa (en [3]

se usa una funcién similar que en [5] fue ligeramente mejorada). La funcién es

Asi, la funcién primaria serd
P(a,z) sia> az)

Q(a,z) sia < az).

El algoritmo que se trata en el articulo consta de varias partes, dependiendo de
la regién del cuadrante (z,a) en el que se esté trabajando. Estas regiones se pueden

ver en la siguiente imagen:

50f-a /
7=O.3u/
/
/
40+ /
PT
// UA
30 /
ot/ e
/ _—"z=235a
/ l-'l‘ //_/"
10 - a=12
CF
a=0a(z)
z
1

or #5

L 1 1 1
10 20 30 40 50
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Estos dominios se trazaron en base a encontrar un equilibrio entre eficiencia y
precisién. Si dos métodos dan la misma precision en cierta region, se elige uno u

otro en funcion de su eficiencia.

(PT) En este caso la funcién primaria es P(a, z) y se usa su expansion en serie

—z o0 n

Pla,z) = T(a+1) 2 (a+1),

n=0

La serie converge para todo a y z en el dominio PT y la convergencia mejora
. . a . . . ,
a medida que el cociente — tiende a infinito. Ademas, dado que a > z, los

z
términos del sumatorio van decreciendo.
(QT) Se utiliza la otra expansion en serie de la funcién P(a, z),

o0

(-1
— (a+n)nl’

(3.1)

3

Sin embargo, no se puede usar directamente ()(a,z) = 1 — P(a, z) cuando a es

pequeno (como es este caso). En su lugar, se escribe

Qa,z) =u+wv
donde
1 1—2° 24
=1- =—(1-T1Y1 —-p .
! Tita ' Tara ‘" Targt TFez"Ple2)

Hay disponibles algoritmos para calcular cada uno de los sumandos especifi-
cados. Para 1 — z°=1 — exp(a In(z)) basta hallar su serie de Taylor. Para v se

puede usar la expansién (3.1) eliminando el término n = 0.

(CF) En esta regién se usa la fraccién continua

2%~

Q( ) z 1 a; Q9 Az au
a.z) = —_——— . . .
’ (z+1—a)l(a) \1+ 1+ 14+ 1+ 1+

donde
k(a — k)

k
(z4+2k—1-a)(z4+2k+1—a)

Q. =
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(UA) Se parte de las representaciones siguientes
1
Qa,z) = §erfc(7]\/a/2) + Ra(n)

Pa,2) = Serte(—/af2) = Rulo)

2 ., .
 es la funcion de error complementaria. En general,

2 oo _
donde erfe(z) = = [Te
estas estrategias funcionan bastante bien para funciones de tipo sigmoide. El

valor de 7 se define como

1, z
—n*=A—1—In\ )= —. 2
5] nAA =~ (3.2)

Si tomamos raiz cuadrada para despejar n en la ultima ecuacién, considerare-

mos que signo(n)=signo(A — 1). Para R,(n) se tiene que

R ="sin. S~ e w3

A pesar de existir expresiones analiticas para los coeficientes C,,(n), estas re-
presentaciones son dificiles de evaluar para n pequeno, es decir, en la zona de

transicion z ~ a.

Sin embargo, en lugar de computar los coeficientes C,,(7), se da una expansién

de S,(n) en serie de potencias de 7, de forma que

Sa(n) = Z ann"”.
n=0

Cada uno de los coeficientes «,, es de la forma

_ b
RO

=0,1,2,...

an
donde los 3, se definen mediante la recurrencia

1
ﬁn = a(n + 2)671—&-2 + dn+1,n = 0, 1,2,

y los coeficientes d,, se definen como los coeficientes de la serie de potencias

7N~ on
m—nzzodnn-



3.2. CASO Z <0 19

Para calcular los f3,, se utiliza recurrencia hacia atras empezando desde un N
suficientemente grande y considerando Syy2 = Byi1 = 0. Con todo esto, se

tiene que una buena aproximacién de S,(n) sera

N
a n
Sa(n) ~ a+/81 ;ﬁnn :

3.2. Caso z<0

En el articulo de Thompson [6] se da un algoritmo para evaluar la funcién gamma
incompleta inferior en el caso en que a = n + % con n entero y z < 0. Sin entrar en
mucho detalle sobre el andlisis del algoritmo, resumiremos los principales puntos del
articulo para obtener una idea general del procedimiento que propone.

Como en [6], definimos la funcién S, (2)
- n, —z.,—(n+1/2) 1
Sn(z) = —i(—=1)"e 7?2 y(n+ 37 —2)
de forma que la segunda serie de (1.4) se puede reescribir como sigue
1 . n_z n+x
A+ 5, —2) = (-1 S, ()

y asi, la relacién de recurrencia (1.3) para la funcién gamma incompleta inferior

quedara de la forma

(n+ %)Sn(z) + 2Sn41(2) = 1. (3.4)

Observar que el valor de y(n + 1/2, —z) es una cantidad imaginaria pura. Es por
ello, que este caso particular en que a = n+ 1/2 es til para calcular I'(n +1/2, —z)
sin pérdida de precisién a partir de la férmula v(a, 2) + I'(a, 2) = I'(a).

Dado que S,(z) es una versién escalada de la funcién vy(n + 1/2, —z2), el con-
dicionamiento para la recurrencia que hemos estudiado en el capitulo anterior se
mantiene.

En este sentido, en el caso en que n es positivo, Thompson aplica recurrencia
teniendo en cuenta la zona de transicién que hay en los puntos (z,n + 1/2) con
n+1/2 ~ —z, es decir, como ya vimos en el capitulo anterior, se aplica recurrencia
en sentido de n decreciente s6lo si n + 1/2 > —z y recurrencia en sentido de n

creciente sélo sin +1/2 < —z.
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En el caso en que n es negativo, es importante tener en cuenta que para z > 0
cada funcién S, (z) tiene un unico cero que denotamos z,. Disponer de un procedi-
miento para el célculo de los ceros de las funciones S,,(z) es importante para este
caso.

Thompson observa que para un z fijo, existe p entero negativo tal que S,(z) se
puede usar para aplicar recurrencia estable en el sentido de n decreciente y S,,11(%)
se puede utilizar para calcular S;(z) con i = pu + 2, ..., —1 usando recurrencia con n
creciente.

Para calcular S, (2) y S,41(%) usa la expansion en serie de Taylor de v(a, z) en
términos de la funcién S,,(z). Para construirla, notar que

a—1_—z

d
9 @ = e,
y por tanto,
dnt1 L n n B
Wy(a,z) = (=1)"z""te" (k> (1—a)rz n=01,..
k=0

Luego la serie de Taylor en un punto arbitrario queda de la forma

- (A" N
v(a,z+ Az) =v(a,z) — z Z CF Z ) (1 —a)pz™", |Az] <|z|
k=0

n=0

y simplificando un poco tenemos finalmente,

— (1—
v(a,z + Az) = v(a, z) + 271 _ZZ R ky (k+1,Az), |Az| <]z|. (3.5)
k=0

Para el caso de S, (z) tendremos una serie de Taylor como la siguiente,

Sn(z+Az) = e - nH/QS()—liM(er—A) |Az] < [2]
nFTaz) =e z+ Az T Kk TR 18RS E

El analisis de la estabilidad tanto de la recurrencia como de la aplicacién de las
series de Taylor depende de la localizacién del cero negativo de la funciéon de S,,, y se
han de combinar estrategias de cdlculo en ambas direcciones de n (con recurrencias)
y de z (series de Taylor).

Los valores iniciales para la aplicacion de las series de Taylor son precalculados

en el algoritmo de Thompson utilizando célculos en precisién arbitraria, sirviéndose
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para ello de Maple. Esta es una caracteristica claramente mejorable del algoritmo,
que no puede considerarse, por lo tanto, un algoritmo ”autosuficiente “.

Como ya habiamos mencionado al principio de este capitulo, en el caso en que z
es negativo, todavia queda bastante por hacer. Ya hemos dado algunos desarrollos
en serie de potencias de esta funcién en (1.4) que si admiten que z sea negativo.

No obstante, a medida que el valor absoluto de z crece, la convergencia de estas
series se ralentiza y resulta en un calculo poco eficiente. En este sentido, el estudio del
comportamiento asintético de las funciones gamma incompletas parece una buena
alternativa para su evaluacién.

Temme propone en [7] calcular numéricamente el valor de las funciones gamma
incompletas en el caso de pardmetro a negativo utilizando expansiones asintoticas
uniformes obtenidas utilizando técnicas similares a las que se usan para obtener ese
tipo de expansiones en el caso de parametro a positivo.

El estudio del comportamiento asintético de las funciones gamma incompletas
todavia requiere de mucho trabajo para ser completado, por lo que el articulo de

Temme deja abierto el camino a futuras investigaciones sobre el tema.
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Capitulo 4
Métodos de cuadratura

Las funciones gamma incompletas estan definidas a partir de una representacion
integral. Por ello, parece razonable pensar que mediante algin cambio de variable
adecuado, seria posible obtener una representacion susceptible al uso de ciertas reglas
de cuadratura.

En este capitulo, vamos a hacer un breve repaso del uso de la regla trapezoi-
dal y los métodos de cuadratura gaussiana y, posteriormente, aplicaremos dichos

conocimientos al caso de las funciones gamma incompletas.

4.1. La regla trapezoidal

Una regla de cuadratura para evaluar una integral es una férmula de la siguiente

forma

[ r@de~ Q) = 3" it (4.1)

Los w; se llaman pesos de la cuadratura y los x; son los nodos de la cuadratura.
Diremos que una regla de cuadratura Q(f) es una regla de cuadratura de grado
de exactitud k para aproximar una integral I(f) si I(f) = Q(f) para todo polinomio
f de grado menor o igual que k, pero no asi para polinomios de grado mayor que k.
El propésito de las reglas de cuadratura es aproximar el integrando f(z) por una
funcién maés sencilla que pueda ser integrada con técnicas de analisis.
Las reglas de cuadratura de Newton-Cotes se basan en la idea de aproximar la

funcién f(x) por un polinomio de interpolacion de Lagrange P,(x) que interpola f(x)

23
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en n+1 nodos a = xg, 2y, ....,x, = b con x;.1 —x; = h para todo?=10,1,....,.n — 1.
Diremos que los nodos estan igualmente espaciados.

La regla de cuadratura de Newton-Cotes méas simple es la regla trapezoidal que
consiste en aproximar f(z) en el intervalo [a, b] por un polinomio interpolador P(z)
de grado 1 tal que P(a) = f(a) y P(b) = f(b). De esta forma, obtenemos la regla

100) = [ 1) do~ QU) = 5o+ £

donde f; = f(x;) (vro = a,x1 = b) y h = b — a. Dado que aproximamos la funcién
f(x) por una funcién lineal, es directo comprobar que el grado de exactitud de la
regla trapezoidal es 1.

Una estimacion del error cometido al aplicar la regla trapezoidal para calcular
el valor de una integral viene dado por el siguiente teorema, que se demuestra di-
rectamente a partir de la férmula de estimacion del error de la interpolacion de

Lagrange.

Teorema 4.1.1. Sea f(x) una funcion con derivada sequnda continua en el intervalo

[a,b], entonces existe ¢ € (a,b) tal que

b
10) = [ 1le)dz =5+ 1)+ Bal)
donde 3
Rulf) = ~ 157 (0).

Dado que estamos aproximando una funcién f(x) por una funcién lineal, la
regla trapezoidal puede llegar a ser bastante inexacta, salvo en casos de intervalo
de integracion pequeno. Por esto, una buena idea para mejorar la regla trapezoidal
seria dividir el intervalo de integracién en pequenos subintervalos, aplicar la regla
trapezoidal en cada intervalo y sumar los resultados obtenidos.

Consideramos, como antes, la particiéon del intervalo [a,b] en los n+1 nodos
igualmente espaciados xg, x1,...,x, y aplicamos la regla trapezoidal en cada uno
de los subintervalos [z;_1,z;], ¢ = 1,...,n. Sumando cada uno de los resultados

obtenidos, tenemos la aproximacion

b n—1 Tit1 A n—1
[ @i =3" [ s T = Gl h)+h S fe
“ i=0 V% i=1

A T,,(f) la llamaremos la regla trapezoidal compuesta sobre n subintervalos. El error
de truncamiento cometido al utilizar esta cuadratura se puede estimar, como muestra

el siguiente teorema.
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Teorema 4.1.2. Sea f(x) una funcion con derivada sequnda continua en el intervalo
[a,b] yseaa =29 <x1 < -+ <z =0, x; =20+1h, i =0,1,...,n una particion del

intervalo [a,b]. Entonces
b h n—1
dr = = h % Rnu
JRCLE RS ORD S
donde f; = f(x;) y

(b_a)h2 " (b_a’)s "
Tf (1) =— 1902 f(7).

Demostracion. En cada subintervalo [x;_1, z;] tenemos, como en el teorema 4.1.1,

d7 € (a,b) : R, = —

x; d _ h ]7,3 @
/jﬂi_1 f(x)dx = §(fz'—1 + fi) — Ef (ci), ¢ € (Tim1, ;).

Por otra parte,
n n

h3 b—a)h?
> = - LIS o),

i=1
Como f® es continua en [a, b], entonces alcanza el maximo y el minimo absoluto

en [a,b], y tenemos que

min f me ) < max ().

z€[a, b] z€[a,b]

Por el teorema de los valores intermedios, existe r € [a, b] de modo que:

1 n
= - ;_1 f(2)
O

Una estimacion alternativa del error de truncamiento para la regla trapezoidal
compuesta viene dada por la siguiente féormula, llamada estimacion asintotica del

error (asintética en el sentido de que es valida cuando h — 0),

R =20 - @) = - - @), @)

y que podemos obtener a partir de la expresién exacta para R, (x) que hemos cal-

culado en la prueba del teorema anterior, como sigue:

Rale) = 150> 100 =~ [ 1 @ar = <50 - (@)
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Se puede observar que en el caso en que f'(a) = f'(b) la convergencia de la regla
trapezoidal es méas réapida en comparacién con el caso f'(a) # f'(b).

Una ventaja de la regla trapezoidal compuesta es que se puede calcular eficien-
temente de forma recursiva. Asi, podemos anadir nodos al calculo sin necesidad de
volver a evaluar el integrando en los nodos previos.

Consideramos, como en anteriores casos, la particién del intervalo [a,b] en los
nodos a = xg, x1, ..., T, = b, esta vez con n = 2m, m € N. La regla trapezoidal con

paso h (h = z; — x;_1), que denotaremos por T'(f, h), sera

b n—1
/ f@)de =T Z fi+ fis1)-
a =0

Por otro lado,
m—1

T(f,2h) =h Z(fm + faita)-
i=0

Por tanto, la regla trapezoidal compuesta se puede calcular de forma recursiva me-

diante la siguiente férmula

m

T(f,h) = w + hZfzz'—l-
i=1

Es decir, al reducir a la mitad el paso h, basta con calcular el valor de la funcién
f(z) en los puntos medios entre los nodos consecutivos de la regla trapezoidal ante-
rior y sumarlos multiplicados por un factor A, lo que ahorra un importante niimero
de evaluaciones de funciones.

Para finalizar, vamos a ver un resultado que explica por qué a veces la regla

trapezoidal funciona mejor de lo que predice el teorema 4.1.2 para ciertas integrales.

Teorema 4.1.3 (Férmula de Euler-Maclaurin). Sea f(x) una funcion con 2m+2
derivadas continuas en [a,b]. Entonces, dada la regla trapezoidal compuesta para n

subintervalos T, (f), tenemos que

/f )z = T (f) + Ru(f).

donde el error de truncamiento admite la expansion

Ro(f) = Z g;)l‘hm (f(2l—1)(x0) _ f(2l_1)($n)) -
=1 '

i (Tn — wo)HETFE MR (Q),

para algin ¢ en [a,b]. Los coeficientes By son los nimeros de Bernouilli.
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Observar que el primer término de la expansion del error de truncamiento en la
férmula de Euler-Maclaurin es la estimacion asintética del error (4.2). Ya habiamos
mencionado que el caso f’'(a) = f/(b) conducia a una convergencia méas rapida de la
regla trapezoidal. Como podemos observar en la formula de Euler-Maclaurin, este
caso conduce a un error de truncamiento R, (f) = O(h*) y la regla trapezoidal seria
en este caso de orden 4.

Notar que si las derivadas sucesivas de f también coinciden en a y b, la regla
trapezoidal aumenta su precisién para h suficientemente pequeno. Por este motivo,
la aplicacién de la regla trapezoidal en el caso de integrando periédico sobre un
periodo completo converge con rapidez.

La regla trapezoidal también se puede aplicar al calculo de integrales sobre todo

R extendiendo de forma natural la regla trapezoidal compuesta como sigue:

| s@ds =1 Y sk + R0,
o0 J—
con h > 0y R(h) el error cometido al aplicar la regla trapezoidal para el célculo de
la integral.
De hecho, sea f(z) una funcién analitica en un dominio D que contiene la recta
real y la singularidad més cercana a R estd a una distancia a, entonces el error R(h)
se puede estimar que es del orden de O(exp(—2mwa/h)), como muestra el siguiente

teorema, probado en [4].

Teorema 4.1.4. Sea f(z) una funcion analitica en un conjunto abierto que contiene
la banda
{z=z+4+iy: 2R, —a<y<a}l,

con IS
/ e+ iy)|de

convergente. Entonces R(h) cumple

o fla+iy) .
R(h) = /_OOO% _ eXp[_%m(x;L)z'y)/h] d
T —1y
T et — iy

para todo y tal que 0 <y < a. Ademds, si f(x) es real para x real, entonces

efﬂa/h 00 .
|R(R)| < sinh(ra/h) /_Oo |f(z £ia)|dz.
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Este resultado explica la rdpida convergencia del método de evaluacién de y(a, 2)

que mas adelante desarrollaremos.

4.2. Cuadratura gaussiana

Dada una integral que aproximamos por una regla de cuadratura, como en (4.1),
nos interesa maximizar el grado de exactitud de dicha cuadratura.

Tenemos 2n parametros libres: z;, w; con ¢ = 0,...,n. Como los polinomios de
grado 2n-1 tienen 2n coeficientes, parece razonable pensar que el mayor grado de
exactitud alcanzable es 2n-1.

Una situacién muy general seria:

b
1) = [ faot)ds (43)
donde w(x) es una funcién peso, que definimos como sigue:

Definicién 4.2.1. Decimos que w(z) es una funcidn peso en |a, b si es no negativa

en cualquier intervalo abierto contenido en [a,b] (se acepta a = —c0 y/o b= 00) y
b
/ |z|"w(z)de < oo, n=0,1,2,....
a

Diremos que Q(f) es una regla de cuadratura gaussiana con grado de exactitud m
para aproximar (4.3) si es una regla de cuadratura de grado m y m es el mayor grado
de exactitud posible (de entre todas las elecciones posibles de nodos de interpolacién
de f(z)).

Las férmulas de cuadratura gaussiana son féormulas interpolatorias. Esto quiere
decir que para calcular la integral I(f) en n nodos, vamos a aproximar el integrando
por un polinomio f, 1(x) de grado a lo sumo n-1 que interpola a f(x) en n nodos

x1, ..., Ty. Usando interpolacion de Lagrange, tendremos que
f@) = faa(x) = f2:)Li(x),
i=1

donde los L;(z) estan definidos por
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Tendremos entonces que

b n
1(f) = / fyule)de = Q) = Y wif (),

donde )
wl-:/ Li(x)w(zx)dx.

Independientemente de como escojamos los nodos, esta cuadratura tendra grado de
exactitud al menos n-1 dado que la férmula de interpolacion de Lagrange garantiza
que el polinomio f,,_; que interpola a f(z) en n nodos es exactamente f(x).

Sin embargo, como ya hemos mencionado al principio de esta seccién, nos interesa
construir una regla de cuadratura tal que eligiendo de forma adecuada los n nodos
y los n pesos, obtengamos grado de exactitud 2n-1.

Un primer método para construir esta regla de cuadratura seria calcular las
integrales 2%, k = 0,...,2n — 1 (llamadas momentos) e igualarlos a los valores co-
rrespondientes obtenidos mediante la regla de cuadratura (que serd exacta puesto

que exigimos que tenga grado de exactitud 2n-1). Asi, tenemos
b n
Wy = / Fw(r) dr = Q(z%) = Zwixf, kE=0,...,2n—1,
a i=1

y bastara con resolver el sistema de 2n ecuaciones con 2n incognitas que forman estas
ecuaciones. Sin embargo, la resolucién numérica de este sistema es numéricamente
inestable.

Sin entrar en mucho detalle, el siguiente resultado basado en la teoria de polino-
mios ortogonales, y cuya demostracién se puede encontrar en [4], nos proporciona
una representacion de los nodos y los pesos adecuados para obtener el grado de

exactitud que buscamos en nuestra cuadratura.

Teorema 4.2.2. Sea w(x) una funcion peso en el intervalo [a,b] y sea p, el polino-

mio monico de grado n tal que

b
/ 2 pn(2)w(z)de =0, k=0,...,n—1.

Sea x1,...,x, las raices de p, y sean w; los pesos definidos por

wiZ/ Li(z)w(z)dx, Li(x)= H T — Ty

b
xr, — X
k=l ki =0 Tk
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con i =1,...,n. Entonces, la regla de cuadratura
b n
[t de~ Q2(H = S wis(a
a i=1

tiene grado de exactitud 2n-1. Si f tiene derivada f*") continua en [a,b], entonces

existe A € (a,b) tal que

b (2n)
/a F@)w(e)de = QE(f) + wf@—ng,”

donde ,
fyn:/ pn($)2w(x)d:1:.

El calculo de los polinomios ortogonales p,(x) resulta complicado de forma di-
recta. Sin embargo, satisfacen una relacion de recurrencia que permite que sean
computados de forma eficiente. De los coeficientes de la recurrencia podremos sacar
un método sencillo para calcular las raices de dichos polinomios y los pesos de la
cuadratura, llamado algoritmo de Golub-Welsch, que veremos tras citar el siguiente
resultado sobre la relacién de recurrencia que hemos mencionado y que estd probado

en el capitulo 5 de [4].

Teorema 4.2.3. Los polinomios ortogonales ménicos {px} asociados a una funcion

peso w(x) en [a,b] satisfacen la siguiente relacion de recurrencia:

pi(z) = (xz — Bo)po(w)
pri1(x) = (x — Bp)pr(x) — Agpe—1(x), k=1,2,...,

donde

2 < >
A= P sy g T‘pk7|]’72k
Pk

= , k> 0.
|[ps—1][?
En particular, para el caso de los polinomios ortonormales {p;} que cumplen

pr(x) = ||pk||Pr Podemos reescribir la relacién de recurrencia de la forma

a1p1(z) + Bopo(z) = xpo(), (4.4)
Q1 Pr1 () + Brbr () + arpre—1(z) = app(z), n=1,2,...,

con oy = ||pkll/||pr-1ll, Br =< xpg, Pr >. Pero solo en ciertos casos particulares se

conocen de forma exacta los coeficientes de la recurrencia, como por ejemplo, la cua-

22

dratura de Gauss-Hermite (con peso e * en el intervalo (—oo,o0)) o la cuadratura

de Gauss-Laguerre (con peso 2%e¢~7 en el intervalo [0,00) con a > —1).
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El algoritmo de Golub-Welsch es un método para calcular los nodos y pesos de
una cuadratura gaussiana mediante la resolucién de un problema de autovalores
basado en el algoritmo QR. Vamos a estudiar el planteamiento del problema, pues
su resolucion es inmediata usando algoritmos més habituales en algebra lineal para
este tipo de problemas.

Partimos de las relaciones de recurrencia (4.4). Tomamos z; tal que p,(x;) = 0, es

decir, x; es un nodo de la cuadratura gaussiana con n nodos. Asi, podemos plantear

o p1 () + Popo(x;) = x;po(z;)
P2 (75) + Bipi(x;) + cupolz;) = P01 (75)

Bn—lﬁn—l(%‘) + Oén—lﬁn—2(l'j) = %’ﬁn—l(xj)

que en términos de matrices quedara

Bo o 0 ... 0 250(%') 150(%')
ar B o ﬁl(%’) D1 (.Z‘])
0 ay pBo
=,
Qp—1
Pn—2(z;) Pn—2(7;)
0 ... Op_1 Bu1 Prn—1(5) Pr—1(x;)

Esto es un problema de autovalores

JP(x;) = z;P(x;)

con J la matriz de coeficientes de la recurrencia y P () =
(Bo(w5), Pr(x4), - - s P (@)

Observamos que x; es raiz de p, si, y sélo si, z; es autovalor de J. Es decir, que
los n ceros de p, (esto es, los nodos de la cuadratura gaussiana), son los autovalores
de la matriz J.

Por otro lado, para obtener los pesos, partimos del hecho de que p;py para i,k =

0,...,n — 1 son polinomios de grado a lo sumo 2n-2. Ademas, tenemos que

n

b
Oir, = (Pi, D) = / Pi prw(x)de =Y wipi(w;)pr(x;).

=1
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Sean
w, 0 0 po(z1) - Pua(m)
U o P= ,
0 wy, ~ 3
po(iﬁn) ce pn—l<xn)
tenemos que
P'WP =1

Dado que P es inversible, entonces W~! = PPT, de donde obtenemos que

1 n—1
- 2 ~
— =) (Br(x;)” = lIP(z;)l[,
Wi =
k=0
con ||. || la norma euclidea. Si llamamos ¢/) al vector propio obtenido numérica-

mente asociado al valor propio z;, entonces PV = C’P(xj), para cierta constante

C # 0. Para calcular C utilizaremos el valor

Ho = /abw(x)dx.

Teniendo en cuenta que

se tiene que pgp = 1/\/li0 ¥

¢y Po(z;)
69 pi(z;)
= i |=s| | = v P
o), e Pn—2(2;)
9 Pn—1(2;)
Por tanto, '
N S (01
1P ()% D] |2

El célculo de los nodos y los pesos no siempre es rapido y hay que notar que

una vez se dispone de los coeficientes de la recurrencia que cumplen los polinomios
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ortogonales, calculados de forma analitica o numérica, también hay que resolver
un problema de autovalores, que puede llegar a ser complicado para un nimero de
nodos elevado.

Sin embargo, no se debe descartar este tipo de métodos, sobre todo si la integral
a calcular tiene alguna de las formas cldsicas para las que se conocen de forma
analitica los coeficientes de la relacion de recurrencia de los polinomios ortogonales.
Ademas, si se va a utilizar una misma cuadratura gaussiana para evaluar varias
integrales, solo hace falta calcular los nodos y pesos de la cuadratura una vez, con lo
que se ahorran muchos céalculos en evaluaciones sucesivas. Precalculando los nodos
y los pesos se puede entonces disponer de un método muy eficiente para el calculo

de ciertas intergrales.

4.3. Aplicacién de las reglas de cuadratura

Como habiamos mencionado al principio de este capitulo, las funciones gamma
incompletas podrian ser evaluadas mediante el uso de reglas de cuadratura conoci-
das tras obtener una representacion adecuada mediante cambios de variable. Algun
ejemplo de esta via de investigacion se puede encontrar en [11]. A continuacién, va-
mos a dar los pasos necesarios para obtener dichas representaciones y comentaremos
brevemente la efectividad de aplicar cuadratura en cada caso.

Todos los algoritmos han sido programados en MATLAB y en el apéndice se
adjunta el codigo de dichos programas. Todos los cédlculos incluidos en las tablas
han sido realizados imponiendo una tolerancia de error relativo de 1074,

Para comprobar la efectividad de los algoritmos, se han comparado los resultados
con los obtenidos mediante los algoritmos que Maple incluye para la evaluacién de

las funciones gamma incompletas, mostrando 15 digitos de precision.

s Algoritmo 1 Partiendo de la definicién de la funcién gamma incompleta

superior, tomamos el cambio de variable t = z + y y obtenemos

[(a,z) = ez/ (z+y)* e vdy
0

que puede ser evaluada mediante la regla de cuadratura de Gauss-Laguerre.
Este método se puede usar, en principio, para todo valor de z y de a salvo
en el caso en que ambos sean negativos, puesto que la definicién integral de

I'(a, z) no tiene sentido.
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Observamos que este algoritmo es bastante eficiente en cuanto a que el niimero
de iteraciones no es excesivo. En cuanto a su exactitud, vemos que funciona

bastante bien para z y a positivos.

Sin embargo, en los cuadrantes segundo y cuarto del plano (z,a) observamos
que pierde precisién a medida que aumenta el valor absoluto de a. También
hay que destacar que cuando a ~ —z en el segundo cuadrante, se observa una

importante pérdida de precision, debido a la cancelacion en el integrando.

Recordando la féormula del error para las cuadraturas gaussianas vista en el
teorema 4.2.2, vemos que este depende de las derivadas sucesivas del integrando

(sin considerar la funcién peso de la cuadratura).

Algoritmo 2

Vamos a ver ahora un método para evaluar la funcién gamma incompleta
inferior. Partiendo de su definicién (asumimos a positivo para que tenga sentido

usarla),
v(a,z) = / t*te~tdt

0

con z variable real negativa y sustituyendo z por —z (z > 0), tenemos
v(a,—z) = / t*te~tdt.

0

Hacemos el cambio de variable u = —t, que dara
v(a,—z) = —/ (—u)* e du.
0

Tomando ahora el cambio de variable u = zy, obtenemos

1
v(a,—z) = (—2)“/ Yy edy.
0

Llegados a este punto, podemos tomar dos vias, que conducen a dos algoritmos

distintos.

Si tomamos el cambio de variable r = log (ﬁ) quedando

v(a,—z) = (—z)“/ (1—e ) ter=erdy
0

que vuelve a ser computable mediante la cuadratura de Gauss-Laguerre.
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I'(a, z)

Numero de nodos

Maple

3.67879441171442e-001
3.62879959565922e4-005
1.21645100408832e+017
9.33262154439451e+4-155
4.53999297624848e-005
2.06115362243856e-009
3.72007597602083e-044
2.71828182845904e+-000
3.62879750971969¢e+-005
-1.29723899884863¢e-001
-2.68414168948591e-002
2.20264657948067e4-004
4.85165195409790e+008
2.68811714181613e4-043
1.48495506775922e-001
3.31485447140023e-002
1.74766734970953e-002
3.62700538450228e-003
3.83024046563161e-007
4.70242821542907e-012
3.64782143388037e-048
-2.19651475471813e+-005
-1.04490583064689¢+-013
-9.33851935914154e4-016
3.65363942812955e+4-039
3.00151022358595e+-005
-3.60833622863922e+-012
-1.48575428803235¢4-016
-1.47352360088257e+037

o4
69
79
123
54
54
54
54
70
9
6
54
54
54
49
29
18
7
51
52
53
61
25
27
32
59
31
33
37

3.67879441171440e-001
3.62879959565920e4-005
1.21645100408830e+017
9.33262154439440e+-155
4.53999297624850e-005
2.06115362243860e-009
3.72007597602080e-044
2.71828182845900e+-000
3.62879750971970e+-005
1.21645100408830e+017
9.33262154439440e+-155
2.20264657948070e+-004
4.85165195409790e+008
2.68811714181610e4-043
1.48495506775920e-001
3.31485447140030e-002
1.74766734982340e-002
3.64201018241050e-003
3.83024046563160e-007
4.70242821542910e-012
3.64782143388040e-048
-2.19651475471810e+4-005
-1.04490183896690e+-013
-9.33851873643950e+4-016
3.65363942812950e+-039
3.00151022358590e+-005
-3.60833622359920e+-012
-1.48575428799610e+-016
-1.47352360088260e+037

Tabla 4.1: Resultados del algoritmo 1

35

Observamos que, pese a haber supuesto que z es negativo (donde el algoritmo

parece funcionar eficientemente), también funciona bien para valores pequenos

y positivos de z. Dado que el comportamiento dominante del integrando en los

limites de integracion es el mismo tanto para z positivo como para z negativo,

no parece haber problema para que el algoritmo se pueda usar en z positivo,

aunque la experimentacion numérica muestra que el algoritmo pierde precision

para z positivo grande.
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z a ~(a, 2) Numero de nodos Maple
1 6.32120558828557e-001 75 6.32120558828560e-001
1 10 4.04340775795550e-002 78 4.04340775795550e-002
1 20 1.93114954434349¢e-002 78 1.93114954434350e-002
1 100 | 3.71557871452810e-003 80 3.71557871452810e-003
10 1 9.99954600070235e-001 66 9.99954600070240e-001
20 1 9.99999997938854e-001 53 9.99999997938840e-001
100 1 9.99996368200589e-001 9 1.00000000000000e+000
-1 1 -1.71828182845904e+-000 76 -1.71828182845900e+-000
-1 10 2.49028031297260e-001 78 2.49028031297260e-001
-1 20 1.29723899884824e-001 79 1.29723899884820e-001
-1 100 | 2.69162946926726e-002 80 2.69162946926730e-002
-10 1 -2.20254657948067e+4-004 78 -2.20254657948070e+4-004
-20 1 -4.85165194409790e4-008 78 -4.85165194409800e+-008
-100 1 -2.68811714181614e+-043 80 -2.68811714181610e+-043

Tabla 4.2: Resultados del algoritmo 2

= Algoritmo 3

Si en la eleccién que hicimos en el Algoritmo 2 hubiéramos tomado el cambio

de variable r = log (ﬁ), entonces que

'7<a, —Z) — (_Z)a/ (1 + e—r)—(a+1)€z(1+e*r)—1e—rdr

—00

donde podemos tomar el cambio de variable r = sinh(¢) para obtener
v(a,—z) = (—z)a/ P(t)*e*®@ e Weosh(t)dt

con ¢(t) = (1 +e)~1 y r(t) = sinh(¢). El comportamiento asintético del
integrando es doblemente exponencial cuando ¢ — 4oo. En [8] se prueba
que la aplicacion de la regla trapezoidal para calcular integrales con este tipo
de integrandos produce resultados satisfactorios en cuanto a que se pueden
obtener buenas aproximaciones con la eleccion de un ntimero pequeno de nodos
(tras truncar el intervalo de intregracién). Este tipo de cuadraturas se conocen

como formulas doblemente exponenciales.

Dado que los algoritmos 2 y 3 sirven para evaluar la funcién 7(a, z), podemos

hacer una comparaciéon entre ambos. La figura 4.1 muestra el nimero de nodos



4.3. APLICACION DE LAS REGLAS DE CUADRATURA 37

z a ~(a, 2) Numero de nodos Maple
1 6.32120558828558e-001 65 6.32120558828560e-001
1 10 4.04340775795549e-002 65 4.04340775795550e-002
1 20 1.93114954434349¢e-002 129 1.93114954434350e-002
1 100 | 3.71557871452809e-003 129 3.71557871452810e-003
10 1 9.99954600070238e-001 65 9.99954600070240e-001
20 1 9.99999997938847e-001 129 9.99999997938840e-001
100 1 1.00000000000000e-+000 129 1.00000000000000e+000
-1 1 -1.71828182845905e4-000 65 -1.71828182845900e+-000
-1 10 2.49028031297260e-001 65 2.49028031297260e-001
-1 20 1.29723899884824e-001 129 1.29723899884820e-001
-1 100 | 2.69162946926725e-002 129 2.69162946926730e-002
-10 1 -2.20254657948067e+4-004 65 -2.20254657948070e+4-004
-20 1 -4.85165194409790e4-008 129 -4.85165194409800e+-008
-100 1 -2.68811714181613e+-043 129 -2.68811714181610e+-043

Tabla 4.3: Resultados del algoritmo 3

necesarios para calcular el valor de 7y(a, z) usando estos dos algoritmos con a € [0, 50],
z € [=50,50] y ambas variables enteras.

La gréfica de la izquierda muestra los nodos calculados en el algoritmo 2, mientras
que la de la derecha muestra los nodos calculados en el algoritmo 3. Para visualizar
mejor la grafica del algoritmo 3 se ha dado un color distinto a cada una de las
diferentes posibilidades de cantidad de nodos calculados (pues siempre hay una
cantidad de la forma 2" 41 con n natural). En este caso, los puntos rojos representan
65 nodos calculados y los puntos verdes 129 nodos calculados.

Observamos que en el caso de z negativo el algoritmo 2 necesita calcular menos
nodos para calcular y(a, z) si z es grande, mientras que el algoritmo 3 es més répido
para z negativo pequeno.

A pesar de que para z positivo parece que el algoritmo 2 es mas rapido, recor-
damos que en realidad aumentaba el error a medida que aumentaba el valor de z,
por lo que no hay nada que discutir en este caso. El algoritmo 3 calcula un nimero
razonable de nodos en este caso con la ventaja de tener mejor precision.

Antes de finalizar, senalar que estos algoritmos se pueden usar para argumentos
a y z de tipo complejo con médulo moderado. De hecho, el algoritmo 3 funciona
particularmente bien para valores de z con parte real negativa (el algoritmo 2 falla

cuanto mayor es el médulo de z).
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Figura 4.1: Nodos calculados en los algoritmos 2 y 3

En vista de los resultados obtenidos, puede ser de interés continuar estudiando la
aplicacion de métodos de cuadratura al calculo de las funciones gamma incompleta
con el fin de obtener un procedimiento eficiente para su evaluacién, en el sentido
de que a pesar de que existen procedimientos para evaluar las funciones gamma
incompletas en algunas de las regiones cubiertas por los algoritmos trabajados en
esta seccion, podriamos lograr una mejora en la velocidad de célculo manteniendo

el mismo nivel de precision.

También seria bueno comprobar el alcance de los algoritmos aqui trabajados con
el fin de delimitar su alcance y, en caso de no ser eficaces para ciertos valores de a
y z, intentar cubrir dichas carencias aplicando resultados relativos a la teoria usada

en estos métodos o solapar con otros algoritmos més adecuados.



Apéndice

A continuacion vamos a listar el codigo MATLAB de los algoritmos utilizados en
el capitulo 4. Primero damos el cédigo de los programas principales y terminaremos

incluyendo los métodos auxiliares que se han usado en cada algoritmo.

Algoritmo 1

function [I0,i]=gamxpos(a,x,epsi)
N=200;
mul=1;
[xn,w]=GW(mu0, JLa (0 ,N));
10=0;
delta=l+epsi;
i=0;
while delta>epsi
i=1+1;
Ip=I0 ;
10=I0+fgp (xn (i) ,x,a)*w(i);
delta=abs(1—Ip/10);
end
[0=exp(—x)*10;

39



40 CAPITULO 4. METODOS DE CUADRATURA

function [I0,i]=gamren2(a,x,epsi)
N=200;
mul=1;
[xn,w]=GW(mu0, JLa (0 ,N));
10=0:
delta=l+epsi;
i=0;
while delta>epsi
i=1+1;
Ip=I0;
[10=I0+fgn (xn (i) ,x,a)*w(i);
delta=abs(1—Ip/10);
end
if imag(x)==0
10=I0x*(x) "(a)*xexp(lixpixa);
else
[10=I0x*(x) "(a)*xexp(—lixpixsign (imag(x))=*a);
end

Algoritmo 3

function [I0,i]=gamren(a,x,epsi)

[tiv ,i]=trapE(a,x,epsi);
[0=(—x) "axtiv (length (tiv));
1=2"141;

A continuacién listamos las funciones auxiliares que contienen los integrandos de
cada uno de los algoritmos y los algoritmos de Golub-Welsch, la regla trapezoidal y
la cuadratura de Gauss-Laguerre.

Auxiliar Algoritmo 1

function fgp=fgp(t,x,a)
fgp=(t+x) "(a—1);
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Auxiliar Algoritmo 2

function fgn=fgn(t,x,a)
phi=(1—exp(—=t));
fgn=phi " (a—1)xexp (x*phi);

Auxiliar Algoritmo 3

function fO0=f(t,x,a)

z=sinh (t);

phi=1/(1+exp(=z));

fO=phi "~ (a+1)*exp(xxphi)*xexp(—z)*cosh(t);

Algoritmo de Golub-Welsch
function [x,w]=GW(mu0,J)
N=size (J,1);
[V.D]=eig (J);
for i=1:N
x(1)=D(i,1);
w(1)=mu0«V(1,i)"2;

end

Cuadratura de Gauss-Laguerre

function J=JLa(alpha ,N)

if N>1

for i=1:N-1
a(i)=sqrt(ix(italpha));
b(i)=2«it+alpha —1;

end

b (N)=2«N+alpha —1;
J=diag(a,—1)+diag(a,1l)+diag(b,0);

end
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Regla trapezoidal

function [tiv ,con]=trapE (aa,x,eps)
a=—06;b=5;
h=(b—a) ;
ti=0.5%hx(f(a,x,aa)+f(b,x,aa));
delta=l+eps;
n=1;con=0;
while delta>eps
con=con+1;
h=0.5xh;
sum=0;
for i=1:n
xac=a+(2%i—1)xh;
sum=sum+f (xac ,x,aa) ;
end
tin=0.5%ti+h*sum;
tiv (con)=ti;
delta=abs(l—ti/tin);
ti=tin;
n=2x%n;
end
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