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Abstract— Recent works have shown the potential performance
MIMO systems based on dual-polarized antennas at transmitter
and receiver. These works assume Rayleigh or Ricean channel
models. In this paper we provide closed-form expressions of the
ergodic capacity for arbitrary channels, being the Rayleigh and
Ricean two particular cases. These expressions are function of the
specific physical characteristics of the propagation environment
and antennas, therefore they directly connect the ergodic capacity
with the physical characteristics of the MIMO channel.

I. INTRODUCCIÓN

Para explotar los beneficios potenciales de los sistemas
MIMO (multiple-input multiple-output) convencionales, las
antenas deben estar suficientemente separadas para garantizar
baja correlación entre las señales recibidas. Pero en entornos
pico- y micro-celulares el espacio disponible para las antenas
suele ser limitado. Una alternativa simple y compacta consiste
en utilizar una antena con polarización dual en el transmisor
y el receptor. De esta forma se consigue un sistema MIMO
2x2 utilizando las polarizaciones ortogonales de las antenas.
Trabajos recientes han mostrado las prestaciones potenciales
de esta configuración en canales Rayleigh y Rice [1], [2],
[3]. El objetivo de este trabajo es obtener expresiones de la
capacidad ergódica de estos sistemas en canales arbitrarios.

En la sección II se presenta un modelado general del
canal MIMO que incluye, como casos particulares, los canales
Rayleigh y Rice. En la sección III se deducen expresiones
cerradas aproximadas de la capacidad ergódica en función de
las caracterı́sticas especı́ficas del canal MIMO. Finalmente, la
sección IV presenta resultados de capacidad para diferentes
tipos de canales

II. MODELADO DEL CANAL MIMO
El canal se supone plano en toda la banda frecuencial y

estacionario durante el tiempo de transmisión de una trama.
Bajo estas condiciones el equivalente banda-base de la matriz
del canal MIMO puede expresarse como

H =
[
h11 h12

h21 h22

]
. (1)

donde los elementos de la diagonal de H corresponden a la
transmisión y recepción con la misma polarización, mientras
que los elementos de la anti-diagonal corresponden a trans-
misión y recepción utilizando polarizaciones diferentes.

Cada elemento de la matriz H se modela como la super-
posición de un conjunto de componentes multi-camino:

hij =
N∑

n=1

V ij
n exp(jφn), V ij

n = �Ej
n · �ai

n, (2)

donde N es el número de ondas que llegan a la antena
receptora, �Ej

n es el campo eléctrico a la entrada de la la
antena receptora debido a la onda n-ésima cuando la antena
transmisora transmite con la polarización j, �ai

n es el vector
de polarización [4] de la antena receptora, en la dirección
de propagación de la onda n-ésima, cuando la antena recibe
con la polarización i. Por tanto, los términos V ij

n son valores
complejos que dependen directamente de los diagramas de
radiación y caracterı́sticas de polarización de las antenas,
y de las caracterı́sticas fı́sicas del canal a través de las
reflexiones, difracciones y scattering de las ondas en el entorno
de propagación. En la práctica, los términos V ij

n pueden
obtenerse directamente de medidas o a partir de herramientas
deterministas de propagación [5], [6], [7], [8], [9]. De acuerdo
con [10], [11], las fases de las componentes muti-camino φn se
modelan como variables aleatorias uniformes e incorreladas,
cada una de ellas asociada a cada una de las N ondas que
llegan al receptor. De esta forma ses posible modelar cualquier
tipo de canal con propagación multi-camino en función de
los términos V ij

n , siendo los canales Rayleigh o Rice dos
casos particulares. Por ejemplo, el canal se comporta como
Rayleigh cuando el número de ondas que llegan al receptor
(N ) es grande y la amplitud máxima de los términos V ij

n

es mucho menor que la suma de las amplitudes [10]. Otras
caracterı́sticas del canal MIMO como la correlación potencial
entre los términos, el cruce entre las polarizaciones introducido
por el entorno de propagación, las pérdidas de propagación,
etc., están determinadas implicitamente por los términos V ij

n

y se pueden calcular a partir de ellos.

A. Normalización del canal

El modelo de propagación predice tanto los desvanec-
imientos a gran escala como a pequeña escala. En general,
la capacidad será mayor en localizaciones del receptor con
mayor potencia promedio recibida. Con el fin de analizar
sólo los efectos de los desvanecimientos a pequeña escala, el



canal es normalizado eliminando las pérdidas de propagación
promedio. Ası́, para cada realización del canal, la matriz
normalizada será

Hnorm =
1√
α

, α = E

[ ||H ||2F
4

]
=

1
4

2∑
i=1

2∑
j=1

N∑
n=1

|V ij
n |2

(3)
donde α representa las pérdidas de propagación promedio,
||H ||2F es el cuadrado de la norma Frobenius de las realiza-
ciones de la matriz del canal y E [·] es el operador esperanza
matemática. Es importante tener en cuenta que las pérdidas de
propagación promedio se obtienen directamente, y de forma
determinista, a partir de los coeficientes V ij

n . Después de la
normalización, la potencia promedio recibida, para cada canal
de polarización, será igual a la potencia total transmitida.

B. Coeficientes de correlación
La matriz de correlacı́ón del canal MIMO también se puede

obtener directamente a partir de los coeficientes multi-camino:

R = E

⎡
⎢⎢⎣
h11h

∗
11 h12h

∗
11 h21h

∗
11 h22h

∗
11

h11h
∗
12 h12h
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∗
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∗
12
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∗
21 h12h

∗
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∗
21 h22h

∗
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∗
22 h12h

∗
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∗
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∗
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⎤
⎥⎥⎦

=

⎡
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V11V

∗
11 V12V

∗
11 V21V

∗
11 V22V

∗
11
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⎤
⎥⎥⎦ (4)

Muchas veces la correlación entre las señales en los brazos
de polarización de la antena recibida no depende de la po-
larización transmitida y viceversa. Bajo esta suposición las
caracterı́sticas de correlación del canal MIMO se describen
mediante las matrices de correlación de transmisión y re-
cepción:

Rt =
[
V11V

∗
11 V12V

∗
11

V11V
∗
12 V12V

∗
12

]
≈

[
V21V

∗
21 V22V

∗
21

V21V
∗
22 V22V

∗
22

]
(5)

Rr =
[
V11V

∗
11 V21V

∗
11

V11V
∗
21 V21V

∗
21

]
≈

[
V12V

∗
12 V22V

∗
12

V12V
∗
22 V22V

∗
22

]
(6)

donde los elementos de la anti-diagonal de Rt y Rr son
los coeficientes de correlación de transmisión y recepción,
respectivamente.

III. CAPACIDAD ERGÓDICA

Se considera que el canal es conocido en el receptor pero
no en el transmisor. También se supone que las señales trans-
mitidas por las dos polarizaciones de la antena transmisora
son independientes y con la misma potencia. Entonces, para
una realización dada del canal, la capacidad (en bps/Hz) viene
dada por

C = log2 det
(
I2 +

ρ

2
Q

)
, Q = HHH ; (7)

donde I2 es la matriz identidad 2 × 2, ρ es la relación
señal-a-ruido promedio en los brazos de polarización de la

antena receptora, H es la realización de la matriz del canal
y el superı́ndice (·)H representa el operador hermı́tico. Esta
expresión supone que el canal está normalizado, como se
indica en la sección anterior.

La capacidad ergódica será el promedio de la capacidad
obtenida para todas las realizaciones del canal: E[C]. Para
obtener una expresión analı́tica de la capacidad ergódica, se
expande la expresión de la capacidad de (7) en serie de Taylor
en torno al valor esperado del determinante

C = log2 E[D] + log2(e)
D − E[D]

E[D]
+

− log2(e)
2

(D − E[D])2

(E[D])2
+ · · · (8)

donde
D = det

(
I2 +

ρ

2
Q

)
. (9)

Aplicando el operador esperanza matemática a (8), la ca-
pacidad ergódica vendrá dada por

E[C] = log2 E[D] − log2(e)
2

E[D2] − (E[D])2

(E[D])2
+ · · · (10)

A partir de (9) los dos primeros momentos de D pueden
expresarse como función de los términos de la matriz Q

E[D] = 1 +
ρ

2
E[q11 + q22] +

ρ2

4
E[q11q22 − q12q21], (11)

E[D2] = 1 + ρE[q11 + q22]

+
ρ2

4
E[q2

11 + q2
22 + 4q11q22 − 2q12q21]

+
ρ3

4
E[q2

11q22 + q11q
2
22 − q12q21(q11 + q22)]

+
ρ4

16
E[q2

11q
2
22 + q2

12q
2
21 − 2q12q21q11q22], (12)

donde qij son los términos de Q. Teniendo en cuenta que las
fases φn son incorreladas, el valor esperado de las potencias
de los términos qij se pueden obtener analiticamente como
función de los términos V ij

n . Esto se muestra en el apéndice.
Por tanto, (10) proporciona expresiones cerradas de la ca-
pacidad ergódica en función de los coeficientes V ij

n , es decir,
en función del canal MIMO especı́fico. Además, teniendo en
cuenta la desigualdad de Jensen [12], el primer término de
(10) constituye una cota superior de la capacidad ergódica:

E[C] ≤ log2 E[D]. (13)

Es importante señalar que tanto (10) como (13) son ex-
presiones generales, en el sentido que estiman la capacidad
ergódica para cualquier canal MIMO.

IV. RESULTADOS

El método propuesto en la sección anterior es aplicable a
cualquier canal definido por sus coeficientes V ij

n . Por ejemplo,
la figura 1 muestra las curvas de capacidad ergódica en función
de la SNR para un canal MIMO Rayleigh balanceado e
incorrelado. El canal fue modelado con N = 20 ondas con
términos V ij

n incorrelados y de igual amplitud. En la figura 1



se muestran las curvas obtenidas con las expresiones analı́ticas
de (10) y (13) y la curva obtenida empiricamente mediante
simulación de MonteCarlo. Esta última curva coincide con
con las curvas propias de canales Rayleigh [2].
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Fig. 1. Capacidad ergodica de un canal Rayleigh balanceado e incorrelado
en función de la SNR.

La figura 2 muestra la capacidad ergódica para el caso de
un canal MIMO Rice incorrelado y balanceado modelado con
N = 20 ondas. La figura muestra las predicciones analı́ticas
obtenidas con (10) y (13) y la predicción empı́rica (simulación
de MonteCarlo) en función del factor de Rice. Esta últma curva
coincide con las publicadas para canales Rice [2].
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Fig. 2. Capacidad ergodica de un canal Rice balanceado e incorrelado en
función del factor de Rice.

Finalmente, la figura 3 muestra la capacidad ergódica para
un canal de 6 ondas cuyos términos V ij

n se indican en la
tabla 1. En todos los casos los valores proporcionados por
la expresión analı́tica de segundo orden se ajustan muy bien a
los valores de capacidad. Cuando la varianza de D no es muy
grande, la aproximación de primer orden también constituye
una aproximación ajustada.
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Fig. 3. Capacidad ergodica de un canal Rice balanceado e incorrelado en
función del factor de Rice.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se han presentado expresiones cerradas para
estimar la capacidad ergódica de sistemas MIMO basados en el
uso de antenas con polarización dual. La primera expresión es
una cota superior de primer orden para la capacidad ergódica.
La segunda expresión es una aproximación de segundo orden
muy ajustada a los valores de capacidad en cualquier canal.
Las expresiones son aplicables a cualquier tipo de canal
MIMO del que se conozcan sus componentes multicamino,
siendo los canales Rayleigh y Rice dos casos particulares. Las
expresiones de capacidad son función de las caracterı́sticas
fı́sicas especı́ficas del entorno de propagación y de las antenas.
Estas expresiones pueden ser muy útiles para estudiar la
influencia de caracterı́sticas especı́ficas de las antenas, ó del
entorno de propagación, en la capacidad ergódica de estos
sistemas.

APÉNDICE

Partiendo de (7) y (2), la matriz Q puede escribirse como
[
q11 q12

q21 q22

]
=

N∑
n=1

N∑
m=1

exp[j(φn − φm)]
[
p11

nm p12
nm

p21
nm p22

nm

]
,

donde

p11
nm = V 11

n (V 11
m )∗ + V 21

n (V 21
m )∗,

p12
nm = V 12

n (V 11
m )∗ + V 22

n (V 21
m )∗,

p21
nm = V 11

n (V 12
m )∗ + V 21

n (V 22
m )∗,

p22
nm = V 12

n (V 12
m )∗ + V 22

n (V 22
m )∗.

Los φk son fases aleatorias uniformes e incorreladas con lo
que,

E[exp[j(φn1 +· · ·+φnL)−j(φm1 +· · ·+φmL)]] = χm1,...,mL
n1,...,nL

donde χm1,...,mL
n1,...,nL

es una función indicador que vale 1 cuando
la secuencia (m1, . . . , mL) es una permutación de la secuencia
(n1, . . . , nL), y vale cero en otros casos.



Por tanto,

E[qij ] =
N∑

n=1
m=1

pij
nmE[exp[j(φn − φm)]] =

N∑
n=1
m=1

pij
nmχm

n

E[qijqks] =
N∑

n1,n2=1
m1,m2=1

pij
n1m1

pks
n2m2

χm1,m2
n1,n2

E[qijqksqlr] =
N∑

n1,n2,n3=1
m1,m2,m3=1

pij
n1m1

pks
n2m2

plr
n3m3

χm1,m2,m3
n1,n2,n3

E[qijqksqlrqtu] =
N∑

n1,...,n4=1
m1,...m4=1

pij
n1m1

pks
n2m2

plr
n3m3

ptu
n4m4

χm1,...
n1,...

Estos valores esperados son usados para calcular los momentos
de D en las ecuaciones (11) y (12).
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