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Editorial

El contenido de este nimero nos motivo a reflexionar sobre dos aspectos de
las investigaciones publicadas en EDUCACION MATEMATICA. El primero de ellos
esta relacionado con la internacionalidad de nuestra revista; el seqgundo con el
interés, al parecer creciente, por la investigacion de la ensenanza y el aprendi-
zaje de la geometria, tanto en el escenario nacional como en el internacional.
Empezamos nuestras reflexiones con este ultimo punto. En este nimero apa-
recen tres articulos de geometria que muestran no solo la complejidad de su
ensenanza y su aprendizaje, sino también que es una rama del conocimiento
que ofrece una gran riqueza en la formacién matematica de los alumnos a la
vez que importantes desafios para la ensefanza y la formacion de profesores.

En el articulo "La visualizacién en las figuras geométricas. Importancia y
complejidad de su aprendizaje’, Gustavo Adolfo Marmolejo y Myriam Belisa Vega
ponen de relieve la importancia de la visualizacion en el aprendizaje de las mate-
maticas en general, y de la geometria en particular. A partir de una reflexion sobre
el proceso de desvisualizacion o desespacializacion que se dio entre los siglos
XVII'y XX, los autores afirman que la aparicion de los computadores graficos y
de los programas informaticos, hicieron que el interés de los investigadores por el
papel que juega la visualizacion creciera en las ultimas décadas. En su articulo,
los autores sostienen que, entre los distintos tipos de representaciones que se
movilizan en la geometria, las figuras juegan un papel determinante, pues consti-
tuyen un importante soporte intuitivo para la actividad geométrica.

Complementario del anterior es el articulo "El ‘Conocimiento especializado
del contenido’ de estudiantes para profesor y docentes noveles de matemati-
cas. El caso de los cuerpos geométricos'. Este articulo aborda el estudio del
conocimiento especializado que se hace necesario para ensenar geometria en
educacion basica. En él, sus autoras, Natalia Sgreccia y Marta Massa —sobre la
base del trabajo de Deborah Ball- sefalan que la ensenanza de este contenido
requiere, por parte del maestro, un conocimiento especializado que refiere a los
usos especificos que surgen en el proceso de ensenanza, a las adecuaciones,
adaptaciones y secuenciaciones realizadas para transformarlo en contenido
ensenable. En particular, destacan que en la formacion de profesores en el
ambito de la geometria es deseable la promocion de una fluida relacion 2d-3d
desde la representacion grafica.

En “Andlisis de situaciones de aula en el contexto de la practica de investiga-
cion: un punto de vista semiotico’, Bruno DAmore y Martha Isabel Fandino revi-
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Editorial

sitan investigaciones realizadas hace algunos anos, utilizando los instrumentos
analiticos y criticos que la semidtica les ofrece hoy en dia. Desde una perspectiva
ontosemidtica abordan el estudio de temas relacionados con la geometria y las
representaciones algebraicas, como el calculo del volumen y las representacio-
nes semioticas de relaciones de dos variables. Entre otras cuestiones, y poniendo
como ejemplo el caso de la ensenanza de las piramides, destacan la existencia
de un “salto semiotico fuerte” entre las distintas representaciones que se utilizan
en la escuela y la realidad a la cual hacen referencia. Este hecho lleva a los
autores a pensar en la oposicion entre realidad, modelo concreto, representacion
figural y objeto matematico resultante de las practicas escolares de ensenanza.
Se trata, pues, de un numero que se centra en la problematica en torno a la
geometria, desde una interesante diversidad de aproximaciones tedricas y meto-
dologicas que resultan complementarias.

Tres contribuciones igualmente interesantes completan el numero: “Acerca
de la comprension del concepto del supremo’, de Lidia Aurora Hermnandez y
Marfa Trigueros, y “Dificultades de comprension del teorema central del limite
en estudiantes universitarios’, de Hugo Alvarado y Lidia Retamal. Ambos escritos
abordan contenidos de calculo de nivel superior, mientras que en el titulado
‘Configuraciones epistémicas asociadas al numero irracional. Sentidos y desa-
flos en educacion secundaria’, de Luis Reina, Miguel Wilhelmi y Aitzol Lasa, se
hace un analisis, también ontosemiotico, de este contenido poco abordado en
educacion secundaria.

El sequndo punto que, como anunciamos al inicio, nos interesa destacar, es
el de la diversidad de nacionalidades que concurren en este numero. El nimero
estd integrado con los escritos de autores de seis paises: Argentina, Colombia,
Chile, Espana, ltalia y México. Esta multiplicidad de procedencias refleja el carac-
ter internacional y la importancia de la circulacion de EDUCACION MATEMATICA.
Dicho caracter sustituyo pronto al local con que naciera la revista en el ano
1989, y se ha mantenido y acrecentado a lo largo de sus 24 anos de vida,
como se puede constatar en este numero. La procedencia de los evaluadores
del volumen 24-3 (los paises mencionados, y ademas Canada, Brasil y Pert), es
otra muestra de la importancia internacional de nuestra revista, principalmente
en el mundo de habla hispana. Resulta, como es patente, un érgano indispen-
sable en la difusion de la produccién de la comunidad de investigadores de la
educacién matematica.

El Comité Editorial
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ARTICULOS DE INVESTIGACION

La visualizacion en las figuras geométricas.
Importancia y complejidad de su aprendizaje’

Gustavo Adolfo Marmolejo Avenia y Myriam Belisa Vega Restrepo

Resumen: Si bien las figuras geomeétricas son un importante soporte intuitivo
para el desarrollo de actividades geométricas, no es obvio ni espontaneo que en
la resolucion de un problema matematico los educadores y estudiantes hagan
de ellas elementos claves para realizar exploraciones heuristicas. Por el contrario,
multiples investigaciones evidencian la complejidad de tal aprovechamiento y el
requerimiento de un aprendizaje especifico. En este articulo se destacan, entre
otros, los procedimientos —cognitivamente potentes y economicos— realizados
por un grupo de estudiantes que, habiendo participado de una secuencia de
ensenanza sobre maneras de transformar figuras geométricas, luego realizaron
actividades de comparacion de figuras seguin sus cantidades de area.

Palabras Clave: visualizacion, figuras geométricas, aprehension operatoria,
configuracion, visibilidad.
The display in the geometric figures. Importance and complexity
Abstract: Although geometric figures are an important intuitive support for the
development of geometric activities, it is not obvious or spontaneous for teachers
and students to make them key elements of heuristics exploration in the resolu-
tion of mathematical problems. By contrast, many investigations show the com-
plexity of this type of use and the requirement of a specific learning. This article
is outlined, between others, powerful and economic cognitively procedures, they
were maid by a group of students that participated in an education sequence,
about some ways to transform geometric figures, then they realized activities of
figures comparison according to their area quantities.

Key words: visualization, geometric figures, operative apprehension, configu-
ration, visibility

Fecha de recepcion: | de junio de 2012. Fecha de aceptacion: 30 de octubre de 2012.

! Una version previa, parcial y simplificada de este documento se publicé como Marmolejo, G. y Vega, M.
(2005). Geometria desde una perspectiva semiética: Visualizacion, figuras y areas, en Memorias XV Encuentro
de Geometria y sus Aplicaciones y Ill Encuentro de Aritmética (Tomo I). (661-693). Bogotd, Colombia.
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La visualizacion en las figuras geométricas. Importancia y complejidad de su aprendizaje

INTRODUCCION

La historia de las matematicas entre los siglos XVIl'y gran parte del XX puso en
evidencia una “desvisualizacion” o “desespacializacion” en la geometria (Davis,
1993). Esa tendencia a dejar de lado la visualizacion se debié no solo a que no
se la considerd necesaria, sino a que se la supuso un obstaculo para el desa-
rrollo de las matematicas. La aparicion de los computadores graficos y de los
programas informaticos, junto al desarrollo de estudios sobre el funcionamiento
de la mente, hicieron que el interés de los investigadores en el campo de la
educacién matematica por el papel e importancia que juega la visualizacion en
la ensenanza y aprendizaje de las matematicas creciera en los ultimos decenios
(Presmeg, 2006). Muchos investigadores de finales del siglo XX, entre los que
destacamos a Zimmerman y Cunnighan (1991), afirmaron que estaban viviendo
una etapa de renacimiento de la visualizacion. En la actualidad, existe una ten-
dencia cada vez mas fuerte a reconocer la gran importancia y el especial interés
de la visualizacion en el aprendizaje y en la ensenanza de las matematicas
(Villani, 1998; Arcavi, 2003; Duval, 2003; Presmeg, 2006).

La visualizacion tiene matices y caracteristicas diferentes segun el tipo de
representacion semiotica® que se considere (Duval; 1988a, 2003). En nuestra
investigacion la atencion recae en la visualizacién asociada a las figuras
geometricas de naturaleza bidimensional. Asumimos que la visualizacion es
una actividad cognitiva compuesta por dos maneras de proceder sobre las
figuras geométricas: una, la accion de discernir en una figura geométrica inicial
(figura de partida) las transformaciones que permiten modificarla en otra (figura
de llegada) (Duval, 2003); y dos, los cambios de focalizacion aplicados sobre la
figura, sub-figuras y/o sub-configuraciones que conforman la figura de partida y
que han de considerarse en el desarrollo y comprension de la tarea propuesta.

Como lo indica una exhaustiva revision de la literatura especializada, son
enormes y variados los aportes que la investigacion en educacion matematica
ha realizado en torno a la visualizacion. Entre ellos destacan, por su cantidad,
los estudios sobre el papel que desempena la visualizacion de las figuras
geometricas en el desarrollo de otras actividades cognitivas, por ejemplo, el

? “Las representaciones semioticas son a la vez representaciones conscientes y externas... permiten una
mirada del objeto a través de la percepcion de estimulos (puntos, trazos, caracteres, sonidos...) que tienen
el valor de significantes” (Duval, 1999: 34). Las figuras geométricas, los graficos cartesianos, los esquemas,
la escritura aritmética y algebraica, las tablas son algunas de las representaciones semiéticas de mayor
uso en la ensenanza y el aprendizaje de la geometria.

8 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012
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razonamiento deductivo (Sanchez, 2003), la argumentacion (Mezquita, 1989)
y la modelacion (Ribera y Becker, 2008) y aquellos que procuran dar cuenta
del papel de la visualizacion en el desarrollo de conceptos matematicos en
contextos educativos, por ejemplo, la homotecia (Lemonidis, 1991) y el area
(Outherd y Mitchelmore , 2000). Hay, ademas, serios estudios sobre la inciden-
cia que pueden tener los educadores en el desarrollo cognitivo gracias al uso
de elementos visuales por parte de sus estudiantes (Presmeg, 1986; Markovits,
Rosenfeld y Eylon, 2006) y otros mas que se interesan por el papel que juegan
los materiales didacticos en entornos informaticos en el desarrollo de la visua-
lizacion (Kordaky, 2003). También hay estudios respecto a cémo los manuales
escolares promueven o inciden en el aprendizaje de la visualizacién (Marmolejo
y Gonzalez, 2012).

Sin embargo, aun son incipientes los estudios que exploren la pertinencia
y necesidad de constituir la visualizacion como objeto de la ensenanza en
reconocimiento de que se trata de una actividad cognitiva que, de no orientarse
adecuadamente, puede dificultar aun mas el aprendizaje de las matematicas.
En este sentido, Villani (1998) y Presmeg (2006) hacen un urgente y reiterati-
vo llamado a la comunidad educativa para convertir esta actividad cognitiva
en objeto de ensenanza explicito en los curriculos escolares. Duval (1999) y
Markovits, Rosenfeld y Eylon (2006), por su parte, ponen en evidencia que las
figuras geométricas, como potentes herramientas heuristicas en la resolucion de
problemas matematicos, estan lejos de ser un asunto obvio y espontaneo tanto
para los estudiantes como para los educadores. En un sentido distinto, Clements,
Swaminathan, Zeitler y Sarama (1999), Moriena y Scaglia (2003) y Walcott, Mohr
y Kastberg (2009) muestran las dificultades que tienen los estudiantes para
discriminar y clasificar figuras bidimensionales. Asi mismo, se ha reportado la
existencia de factores que facilitan o dificultan la visualizacion tanto de las sub-
figuras, como de las transformaciones figurales que han de tenerse en cuenta
en la solucion de un problema geométrico dado; Padilla (1992), por ejemplo,
identifico la composicion de elementos distintos que generan niveles de com-
plejidad diferente en la discriminacion de la operacién de reconfiguracion;’
Marmolejo (2007), por su parte, resalta que las caracteristicas del contorno
de una figura junto a la orientacion de los trazos que han de introducirse en
ella, son aspectos que explican la dificultad que tienen los estudiantes para
descomponer una figura en sub-figuras previamente determinadas. En relacion

* “.. tratamiento que consiste en la division de una figura en sub-figuras, en su comparacion y en su

reagrupamiento eventual en una figura de un contorno global diferente” (Duval, 1999: 156).
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con la posibilidad de discriminar en una figura las unidades de dimension 1
y dimensién 2 que le conforman e ‘inferir’ a partir de ellas las propiedades
matematicas relevantes al problema planteado, Duval (2005) y Gal y Linchevski
(2010) han encontrado que los estudiantes privilegian una visualizacion de
naturaleza estatica o iconica, centrada en lo que “a primera a vista se ve’ en la
figura geometrica en estudio; de quedarse en esta manera de ver, esta actividad
cognitiva resulta no solo insuficiente, sino que ademas dificulta la aplicacion y
desarrollo de conceptos y relaciones geométricas.

Por nuestra parte, asumimos una perspectiva tedrica que considera, por un
lado, que la particularidad de los objetos matematicos exige para su apren-
dizaje que actividades cognitivas fundamentales como la representacion, la
conceptualizacion, el razonamiento, la visualizacion, la comprension de textos,
la resolucion de problemas, requieran simultanea y articuladamente de variados
sistemas de representacion semidtica (Duval, 1999). Por otro, que el aprendizaje
de la geometria, en particular, ocurre necesariamente mediante la coordinacion
de actividades de visualizacion, razonamiento y construccion, cada uno con sus
funciones epistemologicas especificas. Si bien el desarrollo del funcionamiento
cognitivo de cada una de estas actividades ocurre de manera separada, la
visualizacion puede privilegiarse en la ensenanza escolar basica de la geo-
metria como la puerta de entrada, soporte e impulso para las actividades de
razonamiento y construccién geométricos (Duval, 1998).

Nuestro interés, como ya hemos mencionado, se centra en la visualiza-
cion vinculada al registro semidtico de las figuras, en particular de las figuras
geomeétricas bidimensionales, puesto que son soportes intuitivos que ayudan de
manera importante a dotar de sentido y significado el aprendizaje de las mate-
maticas. Las representaciones figurales son las que permiten la conducta de
abduccion (Duval, 1999); esto es, la de delimitar de entrada la clase de hipotesis
o alternativas que han de considerarse en la resolucion de un problema o en
la busqueda de una demostracion. Hablar del papel heuristico de las figuras es
decir que la conducta de abduccion es la que guia la deduccion.

No obstante el reconocimiento generalizado de lo anteriormente dicho en
diferentes investigaciones, incluida la presente, pone en evidencia que hacer
de las figuras herramientas heuristicas potentes para la comprension y la reso-
lucion de problemas geométricos esta lejos de ser obvio y espontdneo (Duval,
1999; Padilla, 1992; Marmolejo, 2007, 2010). Por el contrario, es necesario apren-
der a discriminar entre diferentes formas de ver para reconocer las que son
pertinentes y potentes para la resolucion de la actividad matematica planteada;
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es decir, es indispensable aprender no solo a detectar, sino también a aprove-
char o vencer, segun sea el caso, la presencia de factores que hacen posible
discriminar sobre una figura las sub-figuras o sub-configuraciones pertinentes
a la resolucion del problema planteado.

Privilegiamos en este trabajo la tematica area de regiones poligonales
frente a otras presentes en los curriculos de matematicas, pues su aprendizaje
coincide, en gran medida, con caracteristicas del aprendizaje de la visualizacion
(Duval, 1999): aplicacion de modificaciones sobre las figuras, no requiere razo-
namientos de naturaleza deductiva y no exige construcciones con instrumentos
geometricos.

El proposito de esta investigacion es comparar las visualizaciones privile-
giadas por estudiantes que tuvieron la oportunidad de reflexionar sobre las
posibilidades heuristicas y operativas que permiten las figuras geomeétricas,
gracias a actividades propuestas por su profesor en las que, implicitamente, se
compararon areas de regiones poligonales, con las maneras de ver introducidas
por alumnos, que al contrario, no participaron en tales procesos de reflexion.

REFERENTES TEORICOS

De acuerdo con Duval (1998), la ensenanza y el aprendizaje de la geometria
involucran, como minimo, tres actividades cognitivas: la construccion, que alude
al diseno de configuraciones mediado por instrumentos geométricos; el razo-
namiento relacionado con procesos discursivos y la visualizacion, cuya aten-
Cion recae en las representaciones espaciales. Cada actividad tiene funciones
epistemologicas distintas; la visualizacion, por ejemplo, permite la ilustracion
de proposiciones, la exploracion heuristica de situaciones complejas, miradas
sindpticas sobre ellas y verificaciones subjetivas. Si bien cada una puede ser
aprendida o ensenada de manera independiente o separada, la articulacion
entre ellas es requisito ineludible para asegurar el aprendizaje de la geometria.
Para lograr que haya sinergia entre esas actividades, es necesario, en primera
instancia, separar las diferentes maneras de ver que subyacen a su aprendizaje
y luego diferenciar los tipos de razonamiento que conviven en el aprendizaje de
esta discipling, lo uno y lo otro es lo que da base para el aprendizaje de las
construcciones. La visualizacion, pues, se impone como elemento crucial en la
ensenanza y aprendizaje de la geometria.

* Definimos como region poligonal a la union de un poligono simple con su interior. Al poligono se lo
llama contorno o frontera de la region poligonal.
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Entre los distintos tipos de representaciones que se movilizan en la geome-
tria, las figuras juegan un papel determinante, pues constituyen un importante
soporte intuitivo para la actividad geométrica (Duval, 1999). Como todo tipo de
sistema de representacion semidtico, los requeridos por la geometria exigen la
puesta en acto de dos clases de transformacién para asegurar la comprension
de los objetos matematicos en que se reflexiona: la conversion vy el tratamiento,
este ultimo interior, la primera exterior al sistema de representacion en juego
(Duval, 1999). Para describir cual es el aporte heuristico de una figura en el
desarrollo de una actividad matematica, es necesario distinguir el tipo de apre-
hension susceptible de sugerir la solucién al problema planteado. Duval (1995)
mostro que una figura puede dar lugar a aprehensiones de naturaleza diferente:
perceptual (identificacion perceptiva espontanea), operatoria (transformacion
heuristica de las figuras) y discursiva (reconocimiento de unidades figurales y
variabilidad dimensional intrafigural). Y que en algunos casos estas formas de
discriminacion se subordinan unas a las otras, se relacionan y, en otros, se opo-
nen (Duval, 2003). El interés de la presente investigacion recae en la segunda
de estas aprehensiones y en los cambios de focalizacion bidimensionales que
se introducen sobre una figura al desarrollar una tarea geométrica. Ensequida
describimos estos elementos conceptuales.

APREHENSION OPERATORIA

Las posibilidades de exploracion heuristica que permiten las figuras se encuen-
tran intimamente relacionadas con la gama de modificaciones posibles que
se pueden realizar sobre ellas. Son cuatro las clases de modificaciones que es
factible realizar sobre las figuras que se consideran en nuestra investigacion:
las mereologicas (Duval, 1988b), centradas en las relaciones entre las partes y
el todo; las opticas (Duval, 1988b), cuando la transformacién apela a la imagen
de la figura; las posicionales (Duval, 1988b), cuando la transformacion se rea-
liza teniendo en cuenta el cambio de la figura en cuanto a su orientacion en
el campo en que destaca vy, finalmente, las intrinsecas (Marmolejo y Gonzalez,
2011), cuando se transforma la organizacion perceptiva de la figura de partida a
nivel interno bajo la introduccion o inhibicion de trazos. Con cada modificacion
se realizan varias operaciones cognitivas que brindan a las figuras su produc-
tividad heuristica: la reconfiguracion, cuando la modificacion es mereoldgica; la
superponibilidad y la anamorfosis, cuando es optica; la rotacion y la traslacion
en el caso de la modificaciones posicionales y el fraccionamiento, cuando es
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intrafigural. La productividad heuristica de una figura tiene que ver con las
modificaciones que se producen en ella gracias a una operacién cognitiva
determinada. La productividad heuristica genera ideas, procesos y posibilidades
que permiten reconocer los tratamientos matematicos susceptibles de traer a
colacion para resolver la actividad propuesta.

De ofra parte, sucede que ‘las unidades figurales que se han podido iden-
tificar perceptivamente, no siempre concuerdan con las que estan designadas
en el enunciado, o con las que son pertinentes para la resolucion del proble-
ma planteado” (Duval, 1999: 160). La no-congruencia entre lo que muestra la
introduccion discursiva de la figura y lo que se privilegia en su organizacion
perceptiva o, a la inversa, la presencia de una fuerte congruencia entre estos dos
aspectos, junto a que las unidades que han de considerarse no son las direc-
tamente visibles en la figura y designadas en el enunciado, se constituyen, uno
y otro, en fuertes obstaculos para la resolucion del problema planteado. Por el
contrario, la existencia de congruencia y de coincidencia entre las unidades que
se evidencian en la figura y el enunciado con aquellas que es necesario tener
en cuenta, pone en evidencia un espectacular aumento de éxitos en relacion
con el desempefio en tareas donde esto no sucede (Duval, 1999).

Otro aspecto relacionado con la complejidad de operar en las figuras tiene
que ver con que no es suficiente que un alumno pueda acceder a los diferentes
tratamientos que permiten las figuras; es decir, que pueda realizar o resaltar
trazos sobre una figura, dibujar sobre ella sub-figuras, realizar transformaciones
y rotaciones, transformar una figura dada en otra figura de contorno global dife-
rente; también es necesario que pueda discriminar aquellas transformaciones
que, por su naturaleza, son pertinentes, potentes y econémicas cognitivamente
en la solucién del problema planteado. Distintas investigaciones han identifi-
cado factores que facilitan, o por el contrario, dificultan la visualizacion tanto
de las sub-figuras, como las transformaciones figurales que han de tenerse en
cuenta (factores de visibilidad) en la solucion del problema planteado (Duval,
1998; Padilla, 1992; Marmolejo, 2007). Asi mismo, se ha demostrado que estos
factores de visibilidad inciden en los tiempos de respuestas, con lo cual se
resalta la complejidad cognitiva que subyace en la visualizacion al interior del
registro semidtico de las figuras (Padilla, 1992). Entre los factores de visibilidad
se destacan: que la figura de partida sea presentada sobre un fondo cuadricula-
do o sobre uno no cuadriculado, que el reagrupamiento de las partes en que ha
sido dividida la figura forme una configuracion convexa o no-convexa, que sea
necesario aplicar una o varias operaciones posicionales sobre las sub-figuras
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claves para lograr una adecuada colocacion, que una misma parte de una
figura deba entrar simultdneamente en dos reagrupamientos intermediarios
que han de compararse, que solo se deba tener en cuenta las caracteristicas
del contorno de la figura que ha de reconfigurase, que las partes en que esta
dividida la figura que se reconfigurara deban ser desplazadas a su interior o, al
contrario, que algunas deban desplazarse a su exterior, y que el fraccionamiento
de la figura que se transformara en las partes claves sea dado de entrada o
deba ser introducido.

CAMBIO DE FOCALIZACION BIDIMENSIONAL

Como lo expresan Marmolejo y Gonzalez (2011), no basta con la discriminacion
de operaciones que han de realizarse sobre una figura y las transformaciones
que se generan en ella, para describir la visualizacion asociada a las figuras
bidimensionales que subyace al desarrollo y comprension de tareas de areas
de regiones poligonales. Es necesario considerar, ademas, los cambios en la
manera de ver en la figura que ha de medirse, centrados en unidades visuales
2D (figura de partida, sub-figuras y/o sub-configuraciones); es decir, pasar de
centrar la atencion en las caracteristicas globales 2D de la figura de partida, a
hacerlo en sus partes 2D constituyentes (sub-figuras o sub-configuraciones) y/o,
en caso de haber varias figuras de partida, pasar de centrar la atencion de una
a otra y/o considerar simultaneamente la partes 2D que las conforman.

METODOLOGIA

En cuanto a la manera como fueron filtrados los datos, la investigacién es de
caracter cualitativo, puesto que aquellos se consideraron segun los criterios
de los investigadores. Conforme al proposito de comparar, describir y explicar
el procesamiento cognitivo de los estudiantes que participaron en dos grupos
distintos de la situacion sometida a estudio, la investigacion es de naturaleza
comparativa, descriptiva e interpretativa. La captacion y seleccion de los datos
se realizé de forma inductiva; es decir, las categorias de analisis implementadas
en la investigacion se extrajeron de las producciones de los estudiantes. Su
interpretacion considerd el analisis funcional propuesto por Duval (1999) para
la actividad cognitiva vinculada a los registros semioticos de representacion, en
particular el relacionado con las figuras geométricas y la visualizacion asociada
a ellas. Asi mismo, considerando el grado de abstraccion, se trata de una inves-
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tigacion basica que no pretende establecer aplicaciones practicas que puedan
deducirse del estudio.

INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE DATOS

Los datos se acopiaron por medio de las producciones escritas de los estu-
diantes al resolver las tareas propuestas y, en casos puntuales, con entrevistas
semi-estructuradas para ampliar o precisar las descripciones y explicaciones
desarrolladas por ellos.

POBLACION

La poblacion estuvo constituida por 150 estudiantes de cuatro cursos de grado
tercero de primaria, de igual nimero de instituciones educativas de la ciudad de
Santiago de Cali (Colombia), con edades entre ocho y nueve anos. Previo a la
investigacion, en ninguno de los cuatro cursos se habian adelantado procesos
de ensenanza en los que explicitamente se reflexionara sobre el drea de regio-
nes poligonales y su medida.

EL TRABAIO DE CAMPO

Los cuatro cursos de tercer grado de primaria se dividieron en dos grupos: el grupo
E, uno de los cuatro cursos con 30 estudiantes; el grupo G, los tres cursos restantes
con 120 estudiantes. En el primer grupo se implement6 una secuencia de ense-
nanza especial, adicional a la habitual, desarrollada en cinco sesiones de clase,
con una duracion de 60 minutos cada una. Se hizo énfasis en la reflexion sobre
algunos tratamientos que permiten las figuras geométricas y que hacen de estas
representaciones soportes heuristicos en el aprendizaje de las matematicas. Los
tratamientos privilegiados fueron: introducir trazos sobre una figura, dividirla en
partes, aplicar sobre ellas operaciones posicionales como rotaciones y traslaciones
y transformar una figura en otra de contorno global diferente. Los alumnos del
segundo grupo, por el contrario, no participaron en ninguin proceso de ensenanza
sobre las figuras y sus posibilidades operatorias y heuristicas

La secuencia de ensenanza considero el trabajo individual de los estudiantes,
seguido de la presentacion y discusion de sus maneras de proceder en grupos de
tres estudiantes y luego la presentacion, al grueso de estudiantes, de las posibi-
lidades y limitantes encontradas a las maneras de proceder discutidas al interior
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de los pequenos grupos. Por ultimo, cada uno de los estudiantes consigno6 en su
cuaderno la manera de proceder que, de manera posterior a la discusion, asumio
como mas pertinente 0 mas interesante para el desarrollo de la tarea propuesta.
La participacion del profesor a cargo, tanto en el trabajo individual como en el rea-
lizado en pequenos grupos y a nivel grupal, se limito a suscitar en los estudiantes
la descripcion y explicacion en detalle de sus maneras de proceder.

Posteriormente, en los dos grupos, de forma paralela al desarrollo de las
clases de geometria donde los estudiantes iniciaban la construccion del area
de regiones poligonales, se implementaron dos actividades (ilustraciones 1y 2)
que fueron desarrolladas por los estudiantes en parejas escogidas de manera
libre y espontanea, organizados en el aula de la misma manera. En todos los
casos, los estudiantes trabajaron con sus profesores habituales, quienes fueron
informados en detalle en cuanto a la finalidad de las actividades propuestas; su
participacion se limito a entregar a los estudiantes las actividades, acompanar-
los en la lectura de la consigna de las tareas propuestas y a la recoleccion de
la produccion escrita de los estudiantes.

Las parejas de estudiantes emplearon entre 10 y 30 minutos en la resolu-
cion de cada una de las actividades, por lo cual en todos los cursos se requirid
solo una sesion para ello. Todos los estudiantes realizaron las dos actividades
y, por tanto, los datos empiricos recolectados incluyen todos los estudiantes de
la poblacion escogida.

EL INSTRUMENTO DE ANALISIS

El interrogante que orientd nuestro estudio fue el siguiente: Al desarrollar tareas
de comparacion de cantidades de area, icudles son las diferencias y similitudes
existentes entre las maneras de ver privilegiadas por parte de estudiantes que
previamente han tenido la oportunidad de reflexionar de manera explicita sobre
las posibilidades heuristicas y operatorias que brindan las figuras, y las formas
de ver implementadas por estudiantes que no han tenido esa oportunidad?

Se tuvieron en cuenta cuatro categorias de analisis, a través de las cuales
fue posible hacer un registro pormenorizado de los tipos de visualizacion intro-
ducidos por la poblacion participante en la investigacion: operaciones visuales,
focalizacion, rol heuristico y conversion. De esta manera fue posible discriminar
cuatro tipos distintos de visualizacion en las producciones de los estudiantes. En
lo que sigue describimos en detalle cada una de las categorias y los elementos
que les caracterizan:
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»  QOperaciones visuales: aluden a las acciones que se aplican sobre la
figura en estudio y que producen sobre ella transformaciones figurales.
Fueron tres las operaciones privilegiadas por los estudiantes en este
estudio: reconfiguracion (Rec), Traslacion (T) y re-fraccionamiento® (Ref).

*  Focalizacion: considera los saltos de naturaleza bidimensional aplicados
sobre la figura de inicio. Los tipos de focalizacion encontrados en este
estudio fueron: local con pérdida de globalidad (LPG) y local sin pérdida
de globalidad (LSPG). En el primer caso, la atencion recae sobre las
sub-figuras que conforman la representacion de partida, ignorandose
en el proceso de resolucion las caracteristicas perceptuales de la figura
de inicio. En el segundo, si bien la atencion recae en las sub-figuras, las
caracteristicas globales de la figura de partida no son dejadas de lado.

*  Rol heuristico: alude al papel que desempena la figura en el desarrollo de
la tarea propuesta. Encontramos en los procedimientos de los estudiantes
cuatro niveles en que la figura se considera como soporte heuristico: 1)
Nulo (N): la figura no suscita maneras de proceder que lleven a una res-
puesta adecuada a la pregunta planteada; de hacerlo, la manera de ver
en ella conduce a maneras de proceder no pertinentes y/o a afirmaciones
y consideraciones equivocadas. 2) Bajo (B): la figura permite maneras
de proceder que suscitan la resolucion del problema planteado, pero los
procedimientos aplicados se caracterizan por ser engorrosos y poco eco-
nomicos. 3) Medio (M): la figura pasa a ser un soporte heuristico para la
resolucion, pero las maneras de proceder tienden a ser poco economicas,
aunque sean pertinentes y posibiliten una resolucién adecuada. 4) Alto
(A): la figura se constituye en soporte heuristico que suscita maneras de
proceder econémicas y pertinentes al problema planteado

* Transformacion: alude a los dos cambios que permiten los registros
semioticos de representacion, en el caso de esta investigacion, las figu-
ras y el registro numeérico (aritmético): Tratamiento, los que se pueden
hacer al interior de cada registro; Conversion, los que se hacen entre los
distintos registros semidticos en juego. Identificamos cuatro clases de
transformaciones en los procedimientos de los estudiantes: 1) Interno-
interno (T-T): primero tratamientos figurales y después tratamientos
aritméticos, sin que haya conversion. 2) Interna-externa-interna (T-E-T):
primero tratamientos figurales, conversion a registro numerico y por ulti-

° Pasar de centrar la atencién en las sub-figuras que conforman la figura de inicio, a discriminar en
ella sub-configuraciones pertinentes al desarrollo de la tarea propuesta.
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mo tratamientos aritméticos. 3) Interno aritmético (Ta): el procedimiento
de resolucion recae de forma absoluta sobre tratamientos aritmeéticos y
4) Interno figural (Tf): el procedimiento pone en evidencia tratamientos
exclusivamente figurales.

CARACTERIZACION DE LAS ACTIVIDADES IMPLEMENTADAS

Las actividades implementadas en la investigacion (ilustraciones 1y 2) tienen
un enunciado en lengua natural y una figura representada sobre un fondo
cuadriculado. Los conocimientos matematicos necesarios para resolver los pro-
blemas propuestas son minimos y basicos para los alumnos del grado escogido;
se trata de actividades que no requieren de ningun razonamiento que exija la
utilizacion de definiciones, teoremas, propiedades y formulas matematicas. Las
figuras, en cada caso, son potentes heuristicamente, pues permiten varias posibi-
lidades de transformacion pertinentes a la resolucion del problema propuesto. A
pesar que la intencion de cada actividad es que los alumnos reflexionen sobre
el area de regiones poligonales, en las consignas no se hace referencia explicita
a este objeto matematico; esta implicito en el uso de expresiones que ponen en
relieve la comparacion directa entre figuras a partir de sus cantidades de area:
¢Cudl de las dos tiene mayor superficie? ¢{Dénde se gasté mayor cantidad de
pintura? Cada situacion demanda una explicacion y justificacion de los diversos
procedimientos puestos en juego por los alumnos.

ACTIVIDAD 1: Este es el fondo de una piscina. Necesitamos ACTIVIDAD 2: El mural del colegio estd pintado tal como lo
saber cudl superficie es mayor: jla superficie blanca o la super- | muestra la figura. Silos dibujos fueron pintados con color gris
ficie gris? Explica tu procedimiento. y el resto de la pared con color blanco, ;dénde se gasté mayor
cantidad de pintura? Explica tu procedimiento.

Ilustracion 1 [lustracion 2
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La complejidad de las actividades se relaciona con cinco aspectos:

1. No hay congruencia semantica entre el enunciado en lengua natural y
la figura. En las dos situaciones la consigna introduce un anclaje sobre
dos superficies distintas, la superficie blanca y la superficie gris, dandoles
el mismo estatus dentro de la tarea. Al tiempo, la organizacion perceptiva
de las figuras hace que la superficie gris sea espontaneamente vista
como un conjunto de superficies independientes entre si: en la primera
actividad se discriminan 20 cuadrados grises y en la segunda se realzan
seis figuras, dos con forma de caballo de mar y cuatro con forma de
tiburén. Esa misma organizacion hace que la superficie blanca no sea
espontaneamente vista, pues juega el papel de fondo.

2. Sea cual fuere la transformacion por la que se opte, es necesario neutra-
lizar en la figura su organizacion perceptiva, pues esta hace predominar
los contornos de las configuraciones grises y de los cuadrados pequenos
blancos sobre cualquier contorno de las sub-figuras pertinentes para la
solucion del problema planteado. Adicionalmente, luego las sub-figuras
han de ser vistas por separado, aunque tengan parte de su contorno en
comun vy, finalmente, ha de centrarse atencion solo en una de ellas.

3. El grado de potencia heuristica que presentan las figuras en esta activi-
dad es alto. Son posibles varios tipos de transformacién pertinentes para
llegar a la conclusion de que la zona blanca es mayor que la zona gris:
la figura se puede seccionar en diversas sub-figuras superponibles entre
si'y, de esta manera, se pueden comparar las dos superficies.

4. Una figura y otra suscitan maneras de proceder totalmente diferentes
en relacion con las posibles unidades de medida vinculadas con la
cuadricula. En la primera, donde la distribucion de zonas blancas vy
grises sigue una organizacion analoga a la de la cuadricula misma, el
conteo juega un papel determinante y eficaz para ver el fraccionamiento
que la cuadricula introduce sobre las partes que se han de comparar.
No ocurre asi con la figura de la sequnda actividad, en la que el fondo
cuadriculado se constituye en un obstaculo, pues es necesario conside-
rar la figura de partida tanto en su globalidad, como en la semejanza
existente entre sus partes.

5. La exigencia de conocimientos matematicos en cada una de las activi-
dades es de naturaleza distinta. En la primera, no es necesario ningun
tipo de conocimiento sobre area para resolver la tarea planteada; es un
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ejercicio de conteo mas que un problema geométrico. En la segunda
si lo es, pues requiere establecer la relacion de orden que exige consi-
derar el area como un tipo de magnitud mediada por la aplicacion de
una operacion interna propia de la magnitud area (unién de areas). En
este sentido, la actividad 1 permite centrarse en un registro numérico
mientras que la actividad 2 exige la introduccion de transformaciones
de la figura.

ANALISIS DE RESULTADOS

Las actividades propuestas en la investigacion desencadenaron procedimientos
de naturaleza diferente, segun el tipo de visualizacion adoptado. Estas maneras
de proceder no solo permitiran destacar la enorme complejidad de la visuali-
zacion, sino mostrar el error de quienes la consideran obvia y espontanea. Asi
mismo, aportan suficientes elementos para reconocer la visualizacion como
funcion cognitiva susceptible de ser incluida en procesos de ensenanza vy, por
esta via, promover y apoyar su aprendizaje.

En lo que sigue describiremos en detalle las visualizaciones discriminadas
en la investigacion; en algunos casos y a modo de ejemplo, hacemos la des-
cripcion de fragmentos de las estrategias a las que recurrieron los estudiantes.
Posteriormente, describiremos las diferencias y similitudes presentes en las
maneras de ver empleadas por los estudiantes de los dos grupos.

Visualizacién 1 (V1): la atencion de quien enfrenta la situacion planteada
recae exclusivamente en las sub-figuras de la figura de partida. Esta forma de
ver, segun la actividad desarrollada, moviliza dos procedimientos distintos, a
saber:

* |la primera actividad se realiza mediante un procedimiento en el que
la figura no juega un rol heuristico en el intento de dar respuesta a la
pregunta planteada. Se recurre a la figura de partida Unicamente para
discriminar sus partes, que se asumen como disjuntas entre si; es decir,
no se toman en consideracion las caracteristicas perceptivas globales de
la figura de partida. No se realizan operaciones ni sobre la figura global
ni sobre las partes discriminadas. No hay conversion de un registro a
otro; por el contrario, el desarrollo de la actividad se realiza de manera
exclusiva con tratamientos aritmeticos tipo conteo.

* La segunda actividad se realiza mediante un procedimiento que, igual
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que el anterior, no se toman en consideracion las caracteristicas per-
ceptivas globales de la figura de inicio y la atencion recae en las sub-
figuras que le conforman. La diferencia con el procedimiento anterior es
que se hacen transformaciones sobre las partes de la figura de inicio
(reconfigura sub-figuras para conformar nuevas sub-figuras con forma
cuadrada) pero, una vez establecidas las transformaciones, el desarrollo
de la actividad contintia con tratamientos aritméticos tipo conteo.

Esta forma de ver conduce a que el estudiante se enzarce en acciones
monotonas, extensas y engorrosas con un margen de error muy amplio para
dar una respuesta a la pregunta de la situacion. Ademas, esta centracion en las
unidades minimas de la figura y solo en ellas, es decir, asumir como unidad de
visualizacién cada uno de los cuadrados que conforman el fondo cuadriculado,
lleva a una pérdida de la globalidad de la figura y estorba que pueda tomarsela
como soporte heuristico; los estudiantes que desplegaron este procedimiento e
intentaron recurrir a la figura como herramienta heuristica, lo hicieron de mane-
ra que aquella resultaba muy inestable “‘perdiendo o ganando” partes, sobre lo
cual no logran ganar algun control.

Por ejemplo, en la actividad 2 encontramos con frecuencia el caso en que,
cuando los estudiantes terminan de contar los cuadrados que estan completa-
mente coloreados de blanco o gris, se enfrentan con la situacion de que hay
otros cuadrados que no estan coloreados en su totalidad. Ante esto proceden de
formas diferentes: cuentan las fracciones de cuadrado como si fuesen unidades
completas, o las ignoran y solo cuentan los completos, o las asumen como la
mitad o el cuarto de una unidad, dejando de lado sus formas (triangulares,
cuadradas, rectangulares) y posteriormente, por cada dos o cuatro de ellas, res-
pectivamente, completan una unidad. Es claro que estos estudiantes en ningun
momento recurren al registro semidtico de las figuras como tal; por el contrario,
los procedimientos son de tipo conteo. Quienes procedieron mediante este tipo
de visualizacion no lograron llegar a una solucion satisfactoria del problema
propuesto y mas bien, al final, optaron por tratar de adivinar.

Otro caso es el de los estudiantes que no solo ven la figura como si estuviese
fraccionada en una serie de cuadrados adjuntos entre si, sino que reconocen la
existencia de figuras triangulares, cuadradas y rectangulares al interior de cada
una de los cuadrados que no estan totalmente coloreados vy, posteriormente,
las llevan a aquellos lugares en la figura cuya forma permite un encaje y asi
conformar un cuadrado completo (de color blanco o gris). De esta manera obtie-
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nen una nueva figura de contorno global distinto y proceden a contar la union
de las partes ‘no completas’. En este caso se ha hecho uso de algunas de las
posibilidades que permiten las figuras, por ejemplo, por complementariedad de
formas, se unieron partes de un mismo color para conformar cuadrados com-
pletos. Sin embargo, una vez realizado este procedimiento la figura es dejada
de lado y la actividad del estudiante se centra en el conteo. Es en este sentido
que decimos que las posibilidades figurales son puestas en juego en una muy
baja racionalidad.

Pues, esta forma de ver puede convertirse en un obstaculo para el recono-
cimiento del papel heuristico que la figura puede jugar en la solucion de estos
problemas; en la busqueda de totalizar la cantidad de cuadrados que confor-
man las partes blancas y grises de la figura dada, hay estudiantes que no dis-
criminan la presencia de las seis sub-figuras cuyas superficies estan coloreadas
de gris: cuatro peces y dos caballos de mar, y en consecuencia, que tanto peces
como caballos, respectivamente, tienen igual forma y superficie. Esto impide que,
a partir de un reconocimiento global de la figura, se pueda recurrir a ella como
un soporte intuitivo que guie la solucion del problema hacia procedimientos de
racionalidades mayores a las que subyacen al despliegue exclusivo del conteo.

Visualizacion 2(V2): identificada solo en la actividad 1. El interés de quienes
resuelven la actividad recae tanto en las caracteristicas perceptivas globales de
la figura de inicio, como en las sub-figuras que le conforman. Primero intro-
ducen sobre la figura de partida transformaciones internas, luego hacen una
conversion que permite pasar de una representacion figural a una aritmética vy,
posteriormente, despliegan tratamientos aritméticos. La operacion de re-fraccio-
namiento caracteriza esta forma de ver; su aplicacion suscita una reorganizacion
perceptiva de naturaleza interna en la representacion de inicio. Asi, quien inten-
ta resolver el problema planteado pasa de centrar la atencién en un conjunto de
partes adjuntas entre si a privilegiar la presencia de varias sub-configuraciones:
20 rectangulos de area pequenay 4 de drea mayor (llustracion 3).
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i

llustraciéon 3. Modo de Visualizacion 2

Esta visualizacién conduce a procedimientos de racionalidades mayores a
los evidenciados en V1: no solo la figura juega como herramienta heuristica
que guia la solucion del problema, sino que ademas se recurre al uso de
tratamientos aritméticos de mayor envergadura que el conteo. Es el caso del
procedimiento puesto en evidencia en el fragmento de una entrevista realizada
a una pareja de estudiantes y que transcribimos a continuacion, en el que
hacen un uso compuesto de operaciones aditivas y multiplicativas. Tras pedir a
los alumnos que explicaran por qué afirmaban que la zona blanca es mayor
que la gris, uno de ellos argumento lo siguiente:

Lo que hice fue multiplicar los cuadritos de los cuadros grises [un cuadrado gris estd com-
puesto por 4 cuadritos] por la cantidad de cuadrados grises que hay, 20x4 = 80. Los cuadros
blancos los junté y los volvi lineas verticales [rectangulos compuestos por dos cuadrados blan-
cos y que separan verticalmente una configuracion gris de otra] y horizontales [rectangulos
compuestos de 15 cuadritos que separan horizontalmente las configuraciones grises| ... los
cuadritos de las lineas verticales los multipliqué por dos (20x2) y me dio 40. Los cuadritos de
las lineas horizontales los multipliqué por cuatro (154 = 60), luego sumé sus resultados y me
dio 100. Por eso la parte blanca es la mas grande, porque hay mas cuadritos blancos.

Visualizacion 3 (V3): asi como los estudiantes que enfrentaron la situacion 1
mediante la visualizacion anterior, hay otros estudiantes que consideran como
unidad de visualizacion tanto la figura de partida como las sub-figuras que le
constituyen pero que, a diferencia de los otros, realizan transformaciones de
naturaleza figural seguidas de la introduccion de conteo sobre las partes que
componen la figura de llegada. El grado heuristico es de nivel medio. La conver-
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sion, en este caso, no hace parte de los procedimientos que los estudiantes siguen.
Identificamos dos procedimientos que movilizan este tipo de visualizacion:

En el primero se introducen dos operaciones: una de re-fraccionamiento, a
través de la cual los estudiantes transforman la representacion de entrada desde
una figura compuesta por sub-figuras puestas una al lado de la otra, a una de
organizacion perceptual interna distinta; la figura se divide, asi, en dos zonas de
igual forma y cantidad de area, descompuestas cada una en partes igualmente
no solapadas. La segunda operacion es la traslacion que los estudiantes hacen
de algunas de las partes de una de las zonas hacia la segunda de ellas. Asi
pues, tras una reorganizacion de la estructura perceptiva interna de la figura,
los procedimientos de los estudiantes dan lugar a una nueva representacion
de llegada. Teniendo esta, realizan sobre una de las partes de la nueva figura
tratamientos aditivos tipo conteo.

Este procedimiento fue el que llevd a que una pareja de estudiantes logra-
ran resolver satisfactoriamente la situacion 1. Los estudiantes, tras hacer un re-
fraccionamiento en la figura de inicio, la dividen en dos partes iguales (A y B);
luego cambian la unidad de visualizacion, es decir, pasan de centrar la atencion
en la globalidad de la figura de inicio o en los cuadrados blancos y grises en
que se descompone, a hacerlo en las zonas Ay B. Posteriormente, cambian de
nuevo la focalizacion, centrando la atencién en las cuadrados grises presentes
en la parte B. Enseguida vuelven a hacer un re-fraccionamiento, esta vez sobre
cada uno de los cuadrados grises que estan en B, descomponiéndolos en dos
rectangulos iguales entre si (llustracion 4). Para resolver el problema propuesto,
les basto trasladar dichos rectangulos de la zona B y encajarlos en las partes
blancas disponibles en A Al preguntar a los alumnos cual era la conclusion que
alcanzaron tras proceder de esta manera, uno de ellos manifestd lo siguiente:
‘.conclui que la parte blanca es mas grande que la gris, porque a la gris le
hacen falta 10 cuadritos pequenos para completar el lado A, mientras que en
la blanca no le hace falta nada”.

Los estudiantes que presentaron este procedimiento no tuvieron en cuenta
al conteo como herramienta fundamental para el desarrollo de la situacion; ellos
pusieron en juego racionalidades mas complejas y elaboradas, propias de la
geometria. Ademas, el area de regiones poligonales, objeto de ensenanza que
se pretende movilizar con estas situaciones, siempre estuvo implicito a lo largo
del procedimiento que los llevd a la solucion del problema. Sin embargo, la
figura no jugo en su maxima potencialidad, como si sucede en la ultima de las
visualizaciones identificadas en la investigacion.
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Rectangulo A

Rectangulo B

llustracion 4. Modo de visualizacion 3

El segundo procedimiento identificado lo encontramos solo en el desarrollo
de la actividad 2. Se caracteriza por la realizaciéon de un re-fraccionamiento
sobre la figura de inicio que la descompone en dos sub-configuraciones iguales,
cada una compuesta por dos peces y un caballo de mar representados sobre
un fondo cuadriculado. Posteriormente, la focalizacion de quien resuelve la tarea
recae en una de ellas, en particular, en las partes en tono oscuro. Por accion
del fondo cuadriculado, las zonas oscuras tienden a ser discriminadas como
una composicion de tridngulos, cuadrados pequenos y cuadrados grandes. A
continuacion, los estudiantes hacen reconfiguraciones sobre cada cuatro cua-
drados pequenos y cada pareja de triangulos transformandolos en cuadrados
grandes. Simultdneamente, se introduce un conteo uno a uno tanto de los cua-
drados grandes que conforman la figura como de aquellos que aparecen tras
el proceso de reconfiguracion. Asi pues, al ser iguales las dos partes en que los
estudiantes dividieron la figura de inicio, les basté establecer la relacion entre la
zona blanca y gris de una de ellas para resolver el problema planteado. De esta
manera establecen la relacion entre las cantidades de area de la parte blanca
y la gris en la figura en estudio.

Visualizacion 4: un grupo muy pequeno de estudiantes manifestdé una
mayor flexibilidad para ver en la figura. Igual que en las dos maneras de ver
antes descritas, la focalizacion es local sin que haya pérdida de globalidad. El
rol heuristico jugado por la representacion de inicio es alto. En el procedimiento
que le caracteriza se realizan operaciones de re-fraccionamiento y reconfigu-
raciéon; asi mismo, el tratamiento figural es la transformacién semiotica que se
impone. Esta manera de ver la encontramos de manera prioritaria en el desa-
rrollo de la actividad 1, transcurriendo de la siguiente manera: tras reconfigurar
la figura inicial en 20 sub-figuras iguales entre si (ilustracion 5), los estudiantes
asumen como unidad de visualizacién una de estas sub-figuras y, centrados en
ella, concluyen que en la piscina la superficie blanca es mayor que la superficie
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gris. Al exigir una justificacion, uno de los alumnos se limito a senalar primero la
parte blanca y luego la parte gris de la sub-figura diciendo “no la puedo volver
como un cuadrado’, aludiendo de esta manera que no es posible reconfigurar
la zona blanca en la figura de superficie gris.

L ><N

llustraciéon 5. Modo de visualizacion 4

En la tabla 1 se presentan sintéticamente las cuatro visualizaciones previa-
mente descritas, asi como los elementos que les caracterizan descritos en el
instrumento de andlisis:

Tabla 1: visualizaciones presentes en los procedimientos de resolucién aplicados
por los estudiantes al resolver las actividades propuestas

Operacion Ausente Rec. Ref. Ref+T Ref.+Rec Ref.+Rec.
Focalizacidn LPG LPG LSPG LSPG LSPG LSPG
Rol heurfstico Nulo B 8 M M A
Transformacion Ta T T-ET 1T T Tf

CONTRASTE ENTRE LAS VISUALIZACIONES INTRODUCIDAS
POR LOS GRUPOS EN ESTUDIO

En lo que sigue describimos las similitudes y diferencias de visualizacion encon-
tradas en los dos grupos (grupo Cy E) segun cada actividad:
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Actividad 1: El 100% de los estudiantes del grupo C realizaron esta actividad
con la forma de ver y proceder del tipo V1. Este tipo de visualizacion, si bien
suscita una manera de proceder que podria llevar a la resolucion de la tarea
planteada, es la menos econémica y mas engorrosa de todos los procedimien-
tos que se desprenden de las visualizaciones posibles que permite la figura de
inicio. Son muchos los cuadros blancos y grises que destacan en la figura vy,
por tanto, el conteo uno a uno ocupa tiempos mayores que los tratamientos
explicitados por la mayoria de las visualizaciones posibles. Ademads, no pone en
evidencia el proposito de la tarea: comparar cualitativamente las partes en cues-
tion. En relacion con el procedimiento aritmético empleado, no aporta en nada a
reflexiones aritméticas distintas a las que el estudiante ha venido realizando en
la etapa pre-escolar o en los grados primero y segundo. En pocas palabras, los
estudiantes de este grupo se quedaron en un registro numérico donde la figura
no jugo un papel heuristico en la solucion del problema planteado.

Los estudiantes del grupo E, por el contrario, introdujeron cuatro tipos de
visualizacion distintos. También se presento el tipo de visualizaciéon V1, pero solo
por 20% de los estudiantes. La visualizacién de mayor presencia fue la V3; por
medio de ella 60% de los estudiantes de este grupo puso en acto racionalidades
geomeétricas, donde la figura jugd como una representacion dinamica y el area
se tratd como un tipo de magnitud. Sin embargo, no es la manera de ver mas
propicia, pues hacer re-fraccionamientos sobre algunas sub-figuras y su poste-
rior desplazamiento a una zona distinta de la figura son acciones, igual que el
conteo, engorrosas y poco econdmicas.

En relacion con las maneras de ver que suscitaron estrategias potentes
segun el rol que desempeno en ellas la figura, el éxito alcanzado y el tiempo
exigido para su aplicacion, destacan las visualizaciones V2 y V4. Fueron pocos
los estudiantes del grupo E que privilegiaron tales maneras de ver. 13% y 6%
respectivamente. En el primer caso, desencadenando maneras de proceder
poco habituales en estudiantes del grado considerado e introduciendo una
conversion del registro figural al aritmético; en el sequndo, haciendo de la figu-
ra un importante y destacado soporte heuristico para el desarrollo de la tarea
planteada.

Actividad 2: El desarrollo de esta actividad suscito solo dos tipos de visuali-
zacion: el modo de ver V1, movilizado por 100% de los estudiantes del grupo C
y 93% de los estudiantes del grupo E, y el modo de ver V4 por parte de 7% de
los estudiantes del grupo E.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012 27



La visualizacion en las figuras geométricas. Importancia y complejidad de su aprendizaje

La distribucion de las zonas grises y su conformacion en figuras con contor-
nos no continuos en esta actividad, desencadenaron procedimientos poco eco-
nomicos y engorrosos basados en el conteo y no en la comparacion cualitativa
entre superficies. Por tanto, para la gran mayoria de los estudiantes de un grupo
y otro, la complejidad de las figuras geomeétricas, en este caso, no constituyeron
un soporte heuristico en el desarrollo de la actividad.

La pareja de estudiantes (7%) que recurrié al modo de ver V4, logro sobre-
pasar la complejidad de la tarea conformando sub-figuras para cada uno de
los tipos de configuracion de la actividad, con la misma unidad de visualizacion
al interior de cada una de ellas, con base en lo cual luego pudieron hacer una
apreciacion global para la comparacion de areas. Es a través de este tipo de
visualizacién que se puede apreciar que, a los ojos de los estudiantes, las figu-
ras geometricas pueden jugary juegan como soportes intuitivos en su maxima
expresion.

CONCLUSION

La geometria es una de las partes de las matematicas que genera una parti-
cular preocupacion en los educadores matematicos dado su abandono como
objeto de estudio en los curriculos escolares desde la sequnda mitad del siglo
XX. Esta situacion se ve reflejada en las encuestas nacionales e internacionales
que evaltan los conocimientos matematicos de los estudiantes (Villani, 1998).
Actualmente existe en la comunidad matematica internacional una amplia
convergencia de opinion en que la geometria, después de anos de abandono,
debiera ser revitalizada en sus variados aspectos en todos los niveles escolares
(Villani, 1998). No obstante, es utopico, y hasta cierto punto indeseable, pensar
que la geometria ocupe ahora un tiempo analogo al que antano se le dedica-
ba en las instituciones educativas, pues son muchos los objetos, propiedades y
relaciones matematicas sobre los que se ha de reflexionar. Pero eso no justifica
que en la actualidad los tiempos asignados sean cada vez menores. Entonces,
¢como hacer que la geometria ocupe un lugar importante en la ensenanza
de las matematicas? Investigaciones realizadas por Duval (1998, 1999), Padilla
(1992), Lemonidis (1991), asi como las nuestras (Marmolejo, 2005, 2007) aportan
elementos importantes para acercar respuestas tentativas a tal cuestionamiento.
La visualizacion se constituye en un lugar de enorme potencia para devolver
el lugar que le correspondela la geometria en los curriculos escolares. Pero,
como se pone en evidencia en esta investigacion, esta actividad cognitiva no se
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adquiere de forma inmediata ni simple; mas bien es una cuestion de tratamien-
to de informacion susceptible de un aprendizaje especifico.

Para que un alumno pueda discriminar las diferentes maneras de ver que
permiten las figuras geométricas y de esta manera acceder a las figuras como
verdaderos soportes intuitivos en el desarrollo de actividades matematicas, es
indispensable y urgente abrir espacios especificos en los curriculos escolares
de la educaciéon primaria basica dirigidos a su ensefanza. En la unica etapa
de educacion institucionalizada en la que existe tal intencionalidad es en el
preescolar, pero esta mas orientada al desarrollo de la motricidad fina y al reco-
nocimiento de figuras por parte del alumno, que al desarrollo de algun tipo de
racionalidad de orden geométrico. Posteriormente, en los cursos de educacion
basica, los alumnos deberian, a partir de ese reconocimiento visual y de esa
actividad motora adquirida, entender todas las posibilidades que brindan las
figuras. En este sentido es importante resaltar que, si bien la implementacion de
una cuantas sesiones de ensenanza de la visualizacion suscita una variedad de
procedimientos, algunos de ellos de considerable potencia en el desarrollo de
tareas matematicas, no bastan unas pocas sesiones para asegurar una adecua-
da movilizacion de los tratamientos figurales que permitan a la visualizacion ser
una herramienta heuristica ante las exigencias que las matematicas escolares
requieren. Por el contrario, ha de constituirse en objeto constante de ensenanza
durante los primeros ciclos de la educacién basica.

El area de regiones poligonales, por su parte, se constituye en la ocasion
propicia para promover la ensefanza de la visualizacion asociada a las figu-
ras geométricas. Pues como se ha puesto en evidencia en este documento, la
comparacion de figuras a partir de sus cantidades de area es un lugar idoneo
para el desarrollo de habilidades visuales en los primeros grados de la educa-
cion primaria, maxime si se considera que este objeto métrico tiende a ser un
elemento de reflexion a lo largo de toda la educacion bdsica. En este sentido
afirmamos que el drea de regiones poligonales se constituye en una entrada a
la ensenanza de la geometria.
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‘Conocimiento especializado del contenido
de estudiantes para profesor y docentes
noveles de matematicas. El caso

de los cuerpos geométricos

Natalia Sgreccia y Marta Massa

Resumen: EI conocimiento especializado del contenido constituye uno de los
dominios de conocimiento requeridos para ensenar matematicas. En este arti-
culo se presentan resultados, vinculados con dicho dominio, como parte de una
investigacion realizada con estudiantes avanzadas y egresadas de un Profesorado
de matematicas de Argentina. La indagacion estuvo orientada a caracterizar sus
conocimientos para ensefar cuerpos poliedros y redondos en los dos primeros
anos de la escuela secundaria. El estudio, de tipo cualitativo-descriptivo, empled
como instrumento una entrevista abierta. Si bien las participantes dieron indicios
de un conocimiento matematico bastante consolidado, se detectaron debilidades
en la conformacion de su conocimiento especializado del contenido.

Palabras clave: conocimiento especializado del contenido, formacion de
profesores de matematicas, cuerpos geométricos

‘Specialized content knowledge’ of pre-service and novel teachers of
Mathematics. The case of geometrical solids
Abstract: Specialized content knowledge constitutes one of the required domains
of knowledge for teaching Mathematics. Related results with that domain are
presented in this paper, as part of a research done on advanced and graduates
students in Mathematics Teaching in Argentina. The research was oriented to
characterize the knowledge for teaching solids in the two first years of secondary
school. In this qualitative-descriptive study, an opened interview was used as
instrument. While participants gave signs of a quite consolidated mathematical
knowledge, weaknesses were identified in their specialized content knowledge.
Keywords: specialized content knowledge, Mathematics teacher education,
geometrical solids.
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INTRODUCCION

Con frecuencia se observa una reducida competencia espacial en el desempe-
no de alumnos que ingresan a carreras universitarias que la requieren, tales
como ingenieria, arquitectura, quimica, diseno y bellas artes, entre otras. Las
debilidades observadas pueden relacionarse con el escaso tiempo destinado
al desarrollo de la competencia espacial en la escolaridad previa, a pesar de
estar la misma vinculada con el pensamiento critico y la imaginacion. Vazquez
y Noriega Biggio (2010) analizan esta competencia sobre una muestra estadisti-
camente significativa de jovenes que ingresan a la universidad e identifican un
mayor desarrollo en los estudiantes que proceden de escuelas técnicas.

La ensenanza de la geometria que se realiza en las escuelas actualmente
no refleja el reconocimiento atribuido a los sélidos como un buen soporte para
desarrollar actividades de produccion matematica. Gonzalez, Guillén y Figueras
(2007) senalan que tal exclusion podria deberse a la debilidad en la formacion
de los profesores en la didactica de la geometria 3d.

La revision sobre investigaciones en la formacion de profesores de mate-
maticas realizada por Sanchez (2011) muestra cinco ejes de relevancia en este
campo: creencias, visiones y concepciones de los profesores; practicas docentes;
conocimiento y habilidades de los profesores; relacion entre teoria y practica;
practica reflexiva. El eje conocimiento y habilidades de los profesores se vincula
con aquello que debe disponer un docente para generar una buena ense-
fianza. Shulman (1986) inicia esta linea de investigacion sobre la formacion
del profesor, con una propuesta de categorias para conceptualizar la clase de
conocimiento requerido en la ensefanza de cualquier materia. Sin embargo,
todavia no se le ha dado la suficiente importancia a este eje en los programas
de formacion de profesores (Pinto Sosa y Gonzélez Astudillo, 2008), a pesar de
haberse constituido en un tema de interés creciente en Educacién Matematica.'
Ball, Thames y Phelps (2008) avanzan en la linea de investigacion de Shulman,
orientandola hacia las matematicas, e identifican seis dominios de conocimien-
fo matemadtico para ensenar, uno de los cuales corresponde al conocimiento
especializado del contenido.

En el area de geometria, Ribeiro, Monteiro y Carrillo (2010) analizan las impli-
caciones del conocimiento matemdtico para ensefiar en la practica docente en
la escuela primaria, al abordar el contenido cubos. Concluyen que las carencias

' A partir de la tercera edicion del International Congress of Mathematical Education en 1976, existe un
grupo especifico que trata la tematica.
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en el conocimiento especializado del contenido, evidenciadas ante la imposibi-
lidad del docente para que su nocion de cubo se despliegue en explicaciones
y procedimientos matematicos para hacerlo ensenable, repercuten en variados
aspectos de la ensenanza de las matematicas.

Gonzato, Diaz Godino y Neto (2011) elaboran cuestionarios para evaluar
los conocimientos diddctico-matemdticos de profesores en formacion para la
educacién primaria acerca de la visualizacion de objetos tridimensionales.
Su modelo didactico-matematico, basado en el “enfoque ontosemidtico” del
conocimiento y la instruccion matematica (Godino, 2002; Godino, Batanero y
Font, 2007; citados en Gonzato et al, 2011), considera tres componentes en
la faceta epistémica del conocimiento del contenido del profesor: dos de ellas,
conocimiento comun del contenido'y conocimiento especializado del contenido,
corresponden a las definidas por Ball et al (2008), y se incorpora una tercera
definida como conocimiento ampliado del contenido. En su estudio consideran
cinco tipos de tareas relacionadas con dicha tematica: la coordinacién e integra-
cion de las vistas de objetos, la rotacion de un objeto en el espacio, el plegado
y desplegado de desarrollos, la composicion y descomposicion en partes de un
objeto tridimensional y la generacion de sélidos de revolucion. Los resultados
muestran que el profesor en formacién consigue resolver correctamente las
tareas relacionadas con los conocimientos comun y ampliado del contenido,
pero tiene dificultades en identificar los objetos y procesos puestos en juego en
la resolucion asi como en justificar su proceder, dando indicios de debilidades
en su conocimiento especializado del contenido.

Guillén (2000) indaga los objetos mentales conformados por estudiantes
para profesor de escuela primaria para determinadas familias de sélidos que se
presentan mediante diferentes representaciones fisicas. Su perspectiva teorica
se basa en el modelo de Van Hiele (1986) junto con el enfoque de Freudenthal
(1983), e incorpora los procesos visuales y analiticos propuestos por Hershkowitz
(1990) para interpretar la construccion de la imagen de un concepto, asi como
el efecto de ejemplos prototipicos y distractores. Algunas de las cuestiones plan-
teadas” a los estudiantes entrevistados requieren respuestas donde se articulan
nociones sustentadas en un conocimiento que corresponde a lo que Ball et al.
(2008) denominan especializado del contenido. Los resultados de Guillén mues-
tran que los ejemplos de poliedros que tienen mayor incidencia sobre el objeto

? Se muestra, por ejemplo, un modelo de un antiprisma pentagonal de base regular y se pregunta: (A
qué familia pertenece? {Por qué dices que es un antiprisma? Si te fijaras en los vértices, épodrias decir
algo? Y esta propiedad que has dicho, éla cumplen todos los antiprismas?
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mental correspondiente son generalmente aquellos que se han caracterizado
con mayor cantidad de atributos. Ademas, las representaciones fisicas de los
solidos pueden condicionar la identificacion de los mismos como ejemplos o
no-ejemplos de una familia en situaciones de ensenfanza o bien actuar como
distractores visuales de las diferentes representaciones fisicas de los solidos.
Guillén senala como factores que dan lugar a ideas erroneas: problemas de
lenguaje, juicios basados en subfamilias o en parte de una figura; extension de
una propiedad de una familia de sélidos a otra, o de elementos del plano a ele-
mentos del espacio; aplicacion incorrecta de relaciones de inclusion, exclusion
o solapamiento; incomprension de conceptos implicados en cierta propiedad.
Algunos de estos resultados constituyen un aporte significativo para interpretar
posibles dificultades en la organizacion del conocimiento especializado del
contenido “solidos” de los futuros profesores.

Asimismo, si se considera que el conocimiento especializado del contenido
esta vinculado con la capacidad de un profesor de matematicas para represen-
tar con exactitud ideas matematicas y proporcionar explicaciones matematicas
de reglas y procedimientos comunes, entonces resulta importante analizar las
habilidades espaciales de los propios docentes y la manera en que las utilizan
para representar espacialmente y transmitir el concepto representado. En este
sentido, Gutierrez (1998) efectiia un significativo aporte respecto de las repre-
sentaciones en geometria 3d y sus transformaciones planas como contenido
de ensenanza. Guirette y Zubieta (2010) examinan la lectura y construccion de
dibujos geométricos en el quehacer matematico de un conjunto de profesores
de escuela secundaria y de bachillerato en México. Identifican que el diagra-
ma bien puede tener un papel heuristico, bien constituir un obstaculo en una
situacion geométrica. Reconocen que todos los profesores logran distinguir
algunas propiedades geométricas y las relaciones que les permiten organizar un
diagrama satisfactorio, asi como esbozar una justificacion. Sin embargo, senalan
una gran dificultad por parte de los profesores para ofrecer un argumento, ya
que no logran “desempaquetar del diagrama las relaciones pertinentes que, en
sinergia, los hubiera llevado a esbozar una justificacion satisfactoria” (p. 116),
caracteristicas que ponen en evidencia la debilidad en el conocimiento espe-
cializado del contenido.

Finalmente, cabe mencionar los aportes esperados en el desarrollo de las
habilidades espaciales por el empleo de recursos de geometria dinamica tridi-
mensional. Given y Kosa (2008) analizan tales habilidades en un grupo de
futuros profesores de matematicas, desarrolladas mediante el empleo del soft-
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ware Cabri3D. A diferencia de lo que suponian, encuentran un bajo desarrollo
de habilidades espaciales en los participantes de su investigacion. Consideran
que esto puede deberse a la falta de oportunidades para crear y manipular
modelos 3d, asi como al habitual desplazamiento del foco hacia el calculo de
medidas. Samper, Perry, Camargo, Molina y Echeverry (2010) realizan un estudio
sobre la formacion de profesores para la educacion secundaria con software de
geometria dinamica, focalizando particularmente en la l6gica de la demostra-
cion. Sostienen que, al respecto, es necesaria una labor decidida y sistematica
para la formacién del profesor.

Los resultados encontrados senalan debilidades formativas, de los profesores
o futuros profesores, en geometria 3d vy, en especial, en las orientaciones para
transformarlos en contenidos a ser ensenados.

En Argentina se ha iniciado un proceso de acreditacion de la formacion
universitaria de profesores de matematicas, que plantea la necesidad de gene-
rar conocimientos que orienten sobre los modos mas apropiados de desarrollar
acciones formativas. Este estudio, que esta situado en el eje conocimiento y
habilidades de los profesores de matematicas y que forma parte de una inves-
tigacion mas amplia, busca conocer: icuales son los rasgos que caracterizan
el conocimiento especializado del contenido para ensenar cuerpos poliedros y
redondos de los profesores? Interesa conocer las decisiones relacionadas con la
adaptacion de los contenidos geométricos 3d que realizan los docentes noveles
y los futuros docentes para que sean ensefnados en los dos primeros anos de
la escuela secundaria. EI mismo se aborda mediante un estudio de caso que
contempla:

* una carrera: Profesorado de matematicas (PM) de la Universidad
Nacional de Rosario (UNR), Argentina. En este pais, la carrera de grado
Profesorado de matematicas existe diferenciada de la Licenciatura en
matematicas, que estd orientada a la investigacion (pura o aplicada) en
esta disciplina. En Argentina, coexisten dos subsistemas formadores de
profesores, dependientes de diferentes jurisdicciones gubernamentales:
el nacional que se realiza en carreras de Profesorado que se cursan en
las Universidades, y el provincial que se efecttia en los denominados
Institutos de Formacion Docente como formacion superior no universita-
ria. En ambos tipos, a su vez, la gestion puede ser publica o privada;

* dos lipos de actores: estudiantes avanzados -que cursan el tercer o cuar-
to ano de la carrera-y egresados en los ultimos cinco anos. Se considera
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aqui a las personas que han sido formadas en el marco de la carrera
con el Plan de Estudios 2002 vigente;

* un nivel de ensenanza: los primeros anos de la escuela secundaria
(alumnos con edades entre 12 y 14). La decision de centrar el estudio
en este nivel de escolaridad se debe a que el enfoque sintético de la
geometria es requerido desde las disposiciones curriculares con mayor
especificidad en los primeros anos del secundario que en los Ultimos.
Ademas, en esta etapa de la escolaridad, los alumnos transitan entre
el nivel primario de educacion (con tratamiento predominantemente
intuitivo) y el secundario superior (con mayor formalizacion y abstrac-
cion). A nivel universitario, el tratamiento de la geometria es, en general,
axiomatico.

Se considera que esta investigacion puede contribuir al desarrollo del area
formacion de profesores de matemdticas complementando, en geometria 3d
y en la escuela secundaria, los estudios realizados por Ball’ y su equipo, que
giran mayoritariamente sobre el campo numérico en el nivel primario de edu-
cacion. El estudio que aqui se expone busca ampliar la comprension acerca del
conocimiento especializado que los profesores de matematicas poseen sobre
cuerpos geomeétricos.

ENFOQUE TEORICO

Segun Ball et al (2008), la mayoria de la gente estaria de acuerdo en que
conocer matematicas es importante para su ensefanza. Sin embargo, lo que
comprende tal conocimiento y su alcance aun amerita indagacion desde la
investigacion especializada. Por y para ello estos autores proponen un conjunto
de seis dominios de conocimiento matemdtico para ensenar que han de dispo-
ner los profesores:

Dominio 1. Conocimiento comtn del contenido: es el que poseen las perso-
nas que usan las matematicas en cualquier ambito cientifico o profesional, no
solo de ensenanza.

Dominio 2. Conocimiento en el horizonte matemadtico: permite establecer
la manera en que los contenidos matematicos se relacionan con otros en el
curriculum y ofrece una vision para entender las conexiones entre las diversas
nociones matematicas.

> Véase http://www-personal.umich.edu/~dball/

38 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012



Natalia Sgreccia y Marta Massa

Dominio 3. Conocimiento especializado del contenido: atiende a los usos
especificos que surgen en el proceso de ensefanza, a las adecuaciones, adapta-
ciones y secuenciaciones realizadas para transformarlo en contenido ensenable,
aspectos que no se requieren en otras profesiones u oficios que recurren a las
matematicas. Comprende el conocimiento y habilidades matematicas propias de
los docentes, que generalmente no poseen otros adultos, aun cuando hubieran
completado sus estudios superiores (Delaney, Ball, Hill, Schilling y Zopf, 2008).
Este conocimiento involucra un trabajo de desmenuzamiento: organizar la
estructura conceptual en que seran presentadas las ideas matematicas; formular
preguntas matematicamente productivas; encontrar un ejemplo para construir
un aspecto matematico especifico; adaptar el contenido matematico de los libros
de texto; reconocer qué esta involucrado al usar una representacion matema-
tica particular; explicar y justificar por qué se efectia cierto procedimiento o
desarrollo y no otro. Estas tareas demandan un entendimiento y razonamiento
exclusivo de la ensefnanza, mas alla del conocimiento matematico en si que se
esta ensenando.

Andlogamente a los ejemplos sugeridos por Ball (2010) puede senalarse
que, en la ensefanza de cuerpos geométricos en la escuela secundaria, el
conocimiento especializado del contenido se requiere cuando el profesor debe
actuar ante situaciones como las siguientes:

» Para evaluar si los alumnos entienden qué es un prisma, el docente
deberia poder elegir, con fundamento, la representacion plana que seria
conveniente presentarles entre algunas como las que se muestran en
la Figura 1. Para ello debe conocer que en cualquiera de ellas se distor-
siona alguna de las propiedades del cuerpo y que se requiere el conoci-
miento de convenciones en la lectura visual (Guillén, 2010). Por ejemplo,
el docente debe conocer que la proyeccion en perspectiva caballera se
basa en el uso de un triedro trirrectangulo cuyas direcciones se toman
como referencia; sobre dos de ellas se dibuja la cara frontal en su forma
y dimensiones reales, y sobre la tercera direccion, que expresa la pro-
fundidad, se proyectan en forma oblicua las caras perpendiculares a la
frontal aplicando un coeficiente de reduccion. En la proyeccion isométri-
Ca, las tres aristas que convergen en un vértice se representan formando
angulos de 120° entre si y conservando, en la representacion plana, la
relacion con las medidas y el paralelismo entre las aristas paralelas del
cuerpo. En la proyeccion en perspectiva frontal, el prisma se sitia con
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sus caras paralelas al plano de dibujo y las aristas perpendiculares se
proyectan sobre direcciones que convergen sobre un punto (denomina-
do punto principal) en la linea del horizonte, en este caso solo la cara
frontal no se distorsiona.

Proyeccidn en perspectiva caballera Proyeccién isométrica Proyeccion en perspectiva frontal

Figura 1 Posibles representaciones planas de prismas

* El profesor de matematicas deberia poder transformar una definicion
de piramide aprendida en su formacion disciplinar universitaria, que
constituye el conocimiento comun del contenido:

Sean AA,.. A un poligono con- V
tenido en un plano m y un punto
V& 7. El conjunto de los puntos que
pertenecen a todos los segmentos
PV donde P € AA.. A se llama
piramide de vértice V'y base 4 4.
A (Garguichevich, 2007: 279),

3 Ad

A3

en una definicién adaptada al nivel educativo en cuestion -omitiendo
parcialmente notacion simbolica e informacion matematica precisa-
como las presentadas en libros de texto:

La piramide es el poliedro que tiene una base poligonal y sus caras
laterales triangulares. Todas las caras laterales concurren en un veértice
llamado cuspide (Andrés, Latorre y Machiunas, 2000: 194).
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A los cuerpos que tienen todas las caras planas los llamamos poliedros.
En las piramides todas las caras, menos una, tienen un vertice en comun
(Barallobres, 1997: 41).

Dominio 4. Conocimiento del contenido y de los alumnos: integra conoci-
miento acerca de la cognicion de los alumnos y los procesos matematicos que
devienen en ellos. Permite al docente prever respuestas, actitudes, dificultades y
aciertos de sus alumnos en relacion con el conocimiento matematico.

Dominio 5. Conocimiento del contenido y de la ensenanza: requiere una
interaccion entre el entendimiento matematico especifico y los aspectos pedago-
gicos y didacticos que inciden en el aprendizaje del alumno. Comprende, entre
otros, las formas didacticas de abordar el desarrollo de las matematicas para
hacer accesible su contenido a otros, los criterios para distinguir entre conte-
nidos conceptuales, procedimentales y actitudinales que han de ser objeto de
ensenanza, las orientaciones para gestionar la clase, la selecciéon de los recursos
didacticos, la organizacion de instrumentos adecuados para evaluar contenidos
especificos.

Dominio 6. Conocimiento del contenido y del curriculum: comprende los
fundamentos, enfoques y organizacion vinculados con los programas y los
materiales didacticos disenados para la ensenanza de asignaturas y contenidos
particulares en un nivel educativo determinado. Es un conocimiento vinculado
con lo normado jurisdiccional e institucionalmente y que posibilita las decisio-
nes y acciones como docente.

Ball et al (2008) describen situaciones en las que se utilizan conocimientos
de diferentes dominios. Asi, por ejemplo, ante la resolucién de un problema mate-
matico realizada por un alumno, reconocer si la misma es correcta o incorrecta
demanda conocimiento comun del contenido; dilucidar qué anduvo mal mediante
el analisis matematico del error, considerar los pasos seguidos y las suposiciones
hechas implica un conocimiento especializado del contenido; reconocer que ha
visto ese tipo de error antes en otros alumnos frente a situaciones de la misma
naturaleza expresa un conocimiento del contenido y de los alumnos.

En el caso especifico del conocimiento matemdtico para ensenar el Teorema
de Euler para poliedros en la escuela secundaria, el conocimiento comun del
contenido se pone en juego al establecer las condiciones bajo las que se parte
en cuanto a los entes matematicos involucrados como hipétesis (poliedro con-
vexo simple) y la propiedad matematica que se ha de satisfacer como tesis (la
cantidad de vértices mas la de aristas menos la de caras es dos). El conocimiento
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en el horizonte matemadatico involucra conocer que los poliedros convexos sim-
ples son un caso particular de la n-esfera, cuando n es nulo (o de un cuerpo sin
agujeros, topologicamente equivalente a una esfera). En forma complementaria,
este conocimiento implica saber justificar por qué Leonhard Euler (1707-1783)
es considerado el principal matematico del siglo XVIII. ElI conocimiento especia-
lizado del contenido se activa para tomar decisiones en relacion con la eleccion
de ciertos poliedros entre un conjunto posible, para explorar empiricamente entre
los que satisfacen o no la propiedad, y observar regularidades, para reconocer el
tributo geométrico que connota la diferencia. El conocimiento del contenido y de
los alumnos da indicios de posibles limites en el razonamiento geométrico de
los alumnos (qué y hasta donde podran demostrar solos) y en qué parte quizas
requieran un apoyo-guia del docente; saber en qué parte de la propiedad hay
que tener especial cuidado debido a que suele acarrear dificultades cognitivas;
considerar cuales ejemplos posiblemente los alumnos perciben como mas
familiares, favoreciendo sus aprendizajes. EI conocimiento del contenido y de la
ensenanza se utiliza cuando se decide, por ejemplo, si la clase donde se explo-
rara la relacion de Euler en los poliedros convexos y se reconoceran los solidos
platonicos se desarrollara con la modalidad de taller -trabajando los alumnos en
pequenos grupos, en la construccion de poliedros regulares con piezas plasticas
con forma de poligonos regulares (tridngulos, cuadrados, pentagonos, hexagonos
y heptagonos) y bisagras para encastrarlas (Sgreccia y Massa, 2011)- o mediante
acciones individuales de exploracion utilizando recursos informaticos; para idear
una secuencia de actividades de manera que los alumnos den evidencias de
aprendizajes adecuados o erréneos. Finalmente, el conocimiento del contenido y
del curriculum es utilizado para comprender el entramado de la red de conoci-
mientos previos y posteriores del eje Geometria en la articulacion prevista en el
Diseno Curricular Jurisdiccional (Ministerio de Educacion de Santa Fe, 1999) que
contextualiza la planificacion de la unidad correspondiente.

METODOLOGIA

Basados en un enfoque cualitativo-descriptivo (Hernandez Sampieri, Fernandez
Collado y Baptista Lucio, 2006), se recurrié a la entrevista escrita como técnica
para recoger informacion. Esta forma de entrevista estd indicada cuando se
pretende recoger informacion preguntando a un grupo relevante de sujetos, a
un costo viable, con un formato comun en las preguntas (Gonzato et al, 2011;
Rodriguez Gomez, Gil Flores y Garcia liménez, 1999). En una investigacion mas
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amplia se implementd la entrevista, mediante cinco cuestionarios para abordar
aspectos relacionados con los seis dominios del conocimiento matemdtico para
ensenar el contenido cuerpos geométricos.

Los cuestionarios se estructuraron con un total de 29 preguntas abiertas,
con la intencion de que el interrogado respondiera en forma amplia con su
propio vocabulario (Ander-Egg, 2003). Tales preguntas estuvieron orientadas a
recoger hechos, acciones docentes, intenciones y opiniones relacionadas con el
conocimiento matemdtico para ensenar cuerpos geometricos.

Fueron aplicados a 19 estudiantes avanzadas' y 13 egresadas recientes’ del
PM de la UNR. Se emplea el femenino, pues todas las participantes eran mujeres.
Constituyen el 75% de las cohortes 2002-2007 (intervalo que comprende el afo
de inicio del Plan de Estudios y el aho maximo de ingreso de los estudiantes de
cuarto ano al momento de realizar el trabajo de campo). Se administraron fuera
del horario de clase, en forma individual y se respondieron secuencialmente
durante un mes, de acuerdo con un cronograma pre-establecido y acordado con
las participantes, quienes intervinieron voluntariamente en el estudio. EI 25%
restante, si bien manifesto interés en participar, no pudo ajustarse al cronogra-
ma por motivos de estudio o laborales.

En este articulo se analizan las seis cuestiones que se detallan en el Cuadro 1y
que involucran situaciones de aplicacion, es decir, de conocimientos en accion
(Perkins, 1992). Si bien las preguntas requirieron a las participantes elaborar
aspectos relacionados con el conocimiento del contenido y de la ensenanza
(dominio 5), las cuestiones se utilizaron también para identificar el contenido
geométrico que se estaba adaptando para producir explicaciones, interpelacio-
nes u orientaciones a fin de ponerlo en situacion de ensenanza. Con esta Ultima
perspectiva, las cuestiones ofrecieron informacion relacionada con el conoci-
miento especializado del contenido cuerpos geométricos, dominio sobre el que
se centra este articulo. En el Cuadro 1 se presentan, ademas, las categorias de
analisis respectivas.

* ldentificadas en lo sucesivo como Al... A19.
* ldentificadas como Bl1... B13.
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Cuadro 1 Cuestiones formuladas y categorias de analisis

Cuestiones

Categorias de andlisis

naliny

Suponga que sus alumnos dibujaron representaciones pla-
nas de cubos. ;Como les explicarfa que no son apropiadas?

Representacion plana de objetos 3d, en ejemplos relativos
a cubos.

Interesa conocer el foco matemdtico que se tendria en cuenta para
abordar la correccion del error manifiesto cuando los alumnos
representan inadecuadamente en 2d un objeto bdsico 3d. Esto
permite detectar en las participantes la identificacion del con-
tenido usado inapropiadamente y su forma de adecuarlo en la
explicacion.

0

Quizés los alumnos tengan dificultades para entender
que para cubrir la superficie lateral de estos cuerpos se
usan trozos de papel de la misma forma. ;Cémo actuarfa
para superarlas?

Identificacion de formas de partes de los cuerpos, en
particular de la superficie lateral de cilindros y prismas.

Interesa conocer |a manera en que las participantes adaptarian el
contenido para quiar su tratamiento.

Si un alumno piensa que Eiy Eﬂ son

cuerpos diferentes, ;cémo intervendria para superar esta
dificultad?

Exploracion de invariantes geométricos, teniendo en
cuenta la posible identificacion de cuerpos geométricos sequn su
posicion.

Interesa indagar la adecuacion que se prevé para construir la nocion

de invariante geométrico ante una concepcion erroneamente confi-
qurada por el alumno: “los cuerpos difieren por su posicion”.

;Cudles son las dificultades de los alumnos con las que
suele encontrarse, 0 supone que podria encontrarse, al
ensefar cuerpos poliedros y redondos en los dos prime-
ros afios de la escuela secundaria?* ;Cémo contribuye, o
contribuirfa, a superarlas?

Contenido cuerpos poliedros y redondos en general,
pensando en un alumno de los primeros afios de la escuela
secundaria.

El sentido es similar al anterior, pero indagandose ahora en todo el
contenido cuerpos poliedros y redondos, en los dos primeros afios
del secundario.

Siun estudiante piensa que una pirdmide de base
cuadrada es un poliedro reqular, jqué preguntas le harfa
para que modifique esta nocion?

Clasificacion de poliedros, contemplando el caso de una pird-
mide de base cuadrada.

Interesa identificar el foco matematico sobre el que se centra la
interpelacién a los alumnos que estan concibiendo erréneamente
a cierto poliedro, y la secuenciacién con la que se busca la re-
construccién conceptual.

" Esta pregunta es pertinente al dominio 4: Conocimiento del contenido y los alumnos. Por tal motivo

no se analiza en este articulo.
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(uestiones Categorias de andlisis
Reconocimiento de elementos de los cuerpos, en particular
Si un estudiante no reconoce al tetraedro como una para encontrar la base de un tetraedro reqular.

S P "k Lo

pirdmide, porque dice:"no encuentro su base’, ;cmo 1o | jnveresa reconocer los aspectos matematicos que sustentan la
orientaria adecuacion del contenido para la identificaci6n de la base de un
tetraedro reqular.

Para el procesamiento de la informacién se utilizo el analisis de contenido
(Cabrera Ruiz, 2009; Mundina, 2005), reconociendo las ideas, significados y
temas. Se trabajé en forma integrada tanto desde un plano tedrico/prescriptivo
-definiendo a priori un sistema de categorias asociadas con el dominio conoci-
miento especializado del contenido- como desde un plano empirico/inductivo
-a partir de la deteccion de indicadores de cada categoria en las respuestas de
las participantes, elaboracion de modalidades y subcategorias.

RESULTADOS

Para cada categoria de analisis se presentan las subcategorias y modalidades
emergentes del estudio. A cada modalidad antecede un par ordenado (a, b)
donde “a" (entre 0y 19) representa la cantidad de estudiantes y “b” (entre 0y 13)
la de egresadas que hicieron referencia a esa idea. Se transcriben algunas res-
puestas como ejemplo, indicandose entre paréntesis el codigo de la participante
correspondiente. Cabe destacar que las modalidades no resultan mutuamente
excluyentes.

REPRESENTACION PLANA DE OBIETOS 3D
El foco matematico sobre el cual las participantes centraron sus explicaciones
da cuenta de dos tipos de referentes, asumidos como subcategorias, con diferen-

tes modalidades para una adecuacion al nivel de escolaridad, segun se muestra
en el Cuadro 2.
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Cuadro 2 Referente a la adecuacion del foco matematico para la ensenanza

Subcategorias Modalidades Ejemplos
12,7) Andlisis de la forma de ) )
(12.7) £l cubo tiene todas sus caras iguales, pues son cuadrados (A13).
las caras.
Por definicién un cubo o hexaedro reqular es un poliedro de seis
. caras cuadradas congruentes. Un cubo, ademads de ser un hexae-
(6,1) Empleo de la definicion . Iy .
o dro, puede ser dlasificado también como paralelepipedo, recto y
de cubo y la clasificacion gene- .
! rectangulo, pues todas sus caras son de cuatro lados y paralelas
ral de poliedros. : i
dos a dos, e incluso como un prisma de base cuadrangular y altura
(aracterfsticas pro- equivalente al lado de la base (A16).
pias del cuerpo (5,0) Observacion de los Sus dngulos son rectos (.. .) les harfa observar las caracteristicas
angulos diedros y triedros para | de los triedros del cubo. Que observen los diedros que forman las
reconocer la perpendicularidad | caras del cubo, y que se convenzan de la perpendicularidad de las
de planos. mismas (A8).
(2,3) Comparacion de la can- , ) [
: - (udntas caras tiene un cubo y (...) que compare con cudntas se
tidad de elementos (vértices, L i . -
) ) ven en el dibujo. Cudntas aristas y que compare, cudntos vértices y
caras, aristas) del objeto real y
que compare (BS).
del representado.
(Referidas a aristas) Las aristas visibles de la base (cuadrado) infe-
(14,7) Visualizacién del para- | 11" tienen que vers.e plaralelas a la base superiory (....) eso estd
lelismo, como elemento clave | fallando en estos dibujos (B7).
de la perspectiva. (Referidas a caras) Les preguntarfa si todos los pares de caras
opuestas estdn en planos paralelos (A2).
Asociaciones a la . Suponiendo que el cubo en el que estds pensado tiene una de sus
erspectiva (3, 2) Consideracion de las P , )
persp L ) caras apoyada en una mesa, jcudl serfa esa cara?; si el cubo estd
posiciones relativas entre el . .
) apoyado frente a nosotros, jcudl es la cara que veriamos de frente?,
observador y el objeto 3d. . .
;veriamos alguna de las caras laterales?, jcudles? (B4).
(2, 2) Reconocimiento de Sus caras no son cuadrados, son poligonos irrequlares, ya que si
los invariantes geométricos observamos cada uno de los lados no son lineas rectas de igual
mediante perspectiva. longitud’ (A17).

Practicamente la mitad de las participantes (11, 4) organizo explicaciones en
las cuales integra el criterio centrado en la perspectiva con la primera o cuarta
modalidad del basado en la caracteristica del objeto matematico cubo. De acuerdo
con lo senalado por Gutiérrez (1998), tales explicaciones contemplan las propieda-
des matematicas prioritarias en este tipo de representacion. Asi, se podria hablar

de un criterio “semi-consolidado” en este conjunto de participantes.
‘Se destaca en negrita la parte referida a la modalidad asociada. Puede observarse, como sucede en
otros casos, que también hay elementos (“Sus caras no son cuadrados, son poligonos irregulares...") indi-

vidualizados en otra modalidad (“Formas de las caras”). Para evitar la pérdida de sentido de su contenido,
se transcribid la oracion en forma completa.
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Casi esa misma cantidad de participantes (6, 8) produjo explicaciones sus-
tentadas en un Unico foco matemdtico: solo atendiendo a la forma (3, 5) o solo
a la perspectiva basada en las posiciones relativas observador-objeto (3, 3). Una
egresada (B3) no se baso en un referente matemdtico en su respuesta.

Las explicaciones de las participantes involucran tratamientos que aluden
a tres tipos de adecuaciones del contenido matematico a fin de trabajar sobre
el error: la relacion representacion plana-objeto imaginario; la relacion repre-
sentacién plana-objeto concreto; habilidades especificas para una representa-
cion plana formalizada de objetos 3d, con cddigos caracteristicos, como es la
perspectiva caballera. En relacion con este ultimo tratamiento, la egresada B11
senald particularidades del contenido en cuestion, asi como un orden explicito
en el que se procederia en la explicacion:

() para dibujar un cubo, que es una figura tridimensional, en una hoja, es decir en dos dimen-
siones, hay que respetar el paralelismo entre las aristas. Para dibujar un cubo procedemos de
la siguiente manera: Paso 1: dibujamos una de sus caras como un paralelogramo cuyos lados
sean iguales (un rombo), en particular podemos dibujar un cuadrado. Ejemplo: D Paso 2:
trazamos una arista que tenga como extremo uno de los vértices dibujados. Por la perspecti-
va, su longitud debe ser algo menor a las demas aristas ya dibujadas. Ejemplo: . Paso 3:
trazamos ahora todas las aristas que son paralelas a la dibujada en el paso 2. Las longitudes
de estas aristas deben ser iguales a la longitud de la arista dibujada en el paso 2. La arista que
queda “dentro” de la cara dibujada en el paso1 debe hacerse con trazo punteado para dejar en
claro que no pertenece al mismo plano que la cara dibujada en el paso 1. Ejemplo: Paso
4. completamos la cara paralela a la dibujada en el paso 1 uniendo los vértices a los que
hasta ahora concurria una unica arista teniendo en cuenta las aristas que deben ser parale-
las. Las aristas que en el dibujo quedan “dentro” de la figura dibujada deben hacerse con
trazo punteado. Ejemplo:

El analisis de aquellas respuestas en las que se refirieron en simultaneo al
foco matemdtico de la cuestion con las habilidades matemdticas cuyo desarrollo
promoverian en los alumnos, desde el tratamiento del contenido en el nivel de
escolaridad contemplado, permitieron reconocer una gradacion de criterios (A, B
y C) seguin se muestra en la Figura 2.
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Caracteristicas propias del cuerpo
“Débil"  Criterio A" ———> Aplicacion de la definicion de cubo

1

Asociaciones a la perspectiva

(riterio“B" —> o o .
Representacion plana como habilidad a ser ensefiada

“Fuerte”  (riterio (" ——> (riterio "A" + Criterio “B”

Figura 2 Gradacion de los criterios identificados

El criterio mas débil es el “A” que hace foco matematico solo en las carac-
teristicas propias del cuerpo, sin asociar la perspectiva en su explicacion, y en
cuanto a la adecuacion del contenido para ser ensefiado, solo considera la apli-
cacion de la definicion de cubo. Un criterio mas fortalecido es el ‘B, que integra
un foco matematico con asociaciones a la perspectiva mediante adaptaciones
del contenido que conciben a la representacion plana como habilidad a ser
ensenada. Finalmente, un criterio que contemple los dos anteriores se entiende
como el mas fuerte, por cuanto tiene en cuenta en forma mas completa el
aspecto geomeétrico en tratamiento.

IDENTIFICACION DE FORMAS DE PARTES DE LOS CUERPOS

Las explicaciones matematicas de las participantes para superar la dificultad
de reconocer al rectangulo como figura comun en el desarrollo de la superficie
lateral del cilindro y del prisma, pudieron ser agrupadas segun las dos subca-
tegorias que se presentan en el Cuadro 3. Tales subcategorias corresponden a
actividades que las participantes sugieren para adaptar el contenido geométrico
en cuestion para construir a relacion entre figuras en el plano y en el espacio
tridimensional.

Para superar la dificultad, las participantes sefalaron en forma directa, con
cuatro variantes o modalidades, a la construccion de la relacion 2d-3d, donde
predominé la propuesta de forrado y (des)armado de cuerpos, lo cual resulta
atinado, pues apunta al objeto en estudio. También, con mayor tendencia en el
grupo de estudiantes, se avanz6 hacia la nocion matematica de desarrollo plano
de los cuerpos geométricos involucrados.
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Cuadro 3 Identificacion de formas de partes de los cuerpos

Subcategorias Modalidades Ejemplos
Harfa que los alumnos tomen un trozo de papel con forma
. L (10,7) Forrado de cuerpos, d ) pap
Construccidn de la relacidn . rectangular con las medidas adecuadas y que cubran ellos
mediante la envoltura con ) . "
2d-3d a0el mismos la superficie lateral de un cilindro y luego que cubran
Pape:. la superficie lateral de un prisma (B11).
Les pediria que tomen una hoja y que con sus manos unan un
par de sus lados opuestos (A8).

(8, 4) Armado de cuerpos. Les harfa recortar dos rectangulos iguales y luego los dos cir-
culos y las dos bases del prisma y se los harfa notar mediante
la construccién de ambos cuerpos (A13).
Que los alumnos desarmen cilindros y prismas hechos en
Construccidn de la relacidn (6,5) Desarmado de cartulin para visualizar el desarrollo de su superficie lateral y
2d-3d Cuerpos.

comprobar que ambas resultan rectangulares (B9).
Trabajar con cartulinas, armando ambos cuerpos, para que
observen que el desarrollo del cilindro es un rectdngulo y
dos circulos, y el desarrollo del prisma es un rectdngulo y dos
cuadrados, con lo cual efectivamente podran concluir que

(5,1) Desarrollo plano (o
plantilla, reticulado) de

CUerpes ambas superficies laterales tendrdn la misma forma, es decir,
forma rectangular (A6).
Les pedirfa que corten dos rectangulos de cartulina, papel de
(7,5) Vinculacion con regalo o cualquier material (del drea lateral considerada) y
medidas, al restringir el forren el prisma y luego el cilindro, de esta manera pueden
andlisis a superficies laterales | ver que usan la misma cantidad de papel y pueden cubrir
congruentes. ambos cuerpos. Luego, se podria verificar esto mediante
o las formulas de drea lateral de cada cuerpo (B3).
(ontextualizacion del —— - -
contenido La manipulacién de objetos es muy importante para el
estudio en geometrfa. La aproximacion de figuras y cuerpos
(1, 6) Modelizacion, a con objetos 0 cosas de la vida real es importante para que el
partir del empleo de objetos | alumno “vea”las matemdticas que lo rodean (partes o cosas
cotidianos. de una casa como ventana, paredes, puerta, mesa, una habi-

tacion, etc.; pelotas, un barrilete, un cucurucho, un dado, una
pileta, un rollo de papel y mds). (A8).

Solo una egresada no logré enunciar una secuenciacion conceptual para
trabajar la relacién 3d-2d involucrada en la cuestion, expresando simplemente:
Haria que los dibujaran en su carpeta (B2).

En la subcategoria contextualizacion del contenido se incluyeron modali-
dades asociadas con respuestas que vincularon al contenido geométrico en
cuestion con otros contenidos (primera modalidad) o con orientaciones para
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la construcciéon de ciertos modelos (modelizacién) como abstraccion a partir de
objetos concretos (segunda modalidad).

A pesar que la figura que acompana la cuestién muestra claramente dife-
rencias en las dimensiones de los dos cuerpos, llama la atencion la cantidad de
participantes (casi 40%) que desplazo el foco de la actividad hacia las medidas,
como se aprecia en el Cuadro 3. Con el agregado de mismo tamano a la condi-
cion de misma forma establecida en la consigna, sesgaron sus orientaciones a
un caso particular sobre la base de calculo de areas. Esto sugiere una tendencia
hacia lo numérico/algebraico como criterio para propiciar la superacién de una
dificultad de naturaleza geométrica.

La modelizacion, a partir del empleo de objetos cotidianos para superar
eventuales dificultades asociadas a la identificacion de formas, fue notoriamente
mas considerada por parte de las egresadas. Se aprovecharon en algunos casos
las particularidades propias del objeto para relacionarlo con el topico relativo a
la superficie lateral que aqui se esta tratando.

EXPLORACION DE INVARIANTES GEOMETRICOS

Fue posible identificar que las respuestas acerca de la exploracion de invarian-
tes en la situacion planteada podian ser agrupadas, por su contenido, en dos
subcategorias segun se muestra en el Cuadro 4.

Las participantes otorgaron prioritariamente una importancia relevante a
los movimientos de los cuerpos en el espacio, destacando la manipulacion de
objetos. La cuarta parte de estudiantes y una egresada formularon un criterio
semejante, pero se diferenciaron del primer grupo en que organizarian tal
manipulacién trabajando con diferentes objetos congruentes entre si; a fin de
orientar comparativamente la observacion sobre material concreto y no dejarlo
limitado al recuerdo de las posiciones ocupadas temporalmente por un mismo
cuerpo al ser movido. Cuatro estudiantes y una egresada se refirieron a las dis-
tintas posiciones relativas del observador con respecto al cuerpo, poniendo de
manifiesto una nocion mas amplia del concepto de movimiento en sus mentes,
en el sentido de imagen dinamica de acuerdo con Gutiérrez (1996).
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Cuadro 4 Exploracion de invariantes geométricos

Subcategorias Modalidades Ejemplos
(11,9) Manipulacién de un Sia un cuerpo lo movemos en el espacio, sique siendo el mismo
mismO CUerpo para conocer cuerpo, no cambia. No importa la posicion en la que esté (si lo giro, lo
invariancia de forma y tumbo, lo doy vuelta. . .), el cuerpo sequird siendo el mismo. (“Si él
tamafio. estd acostado o parado, jcambia?... iNo!, jsigue siendo €l1") (B1).
(5, 1) Manipulacion de cuer-
Wovimientosenel | P% congruentes para estudiar | Llevar los dos cuerpos iguales y colocarlos en las posiciones del dibujo
) la invariancia mediante la para luego mover solo uno, y asf llevarlo a la misma posicion del otro
espacio iy L
reproduccién de la situacion (A14).
dada.
. ) Uno es el otro en una posicién diferente o visto desde otro sitio, pero
(4, 1) Posiciones relativas o ) o
que en realidad sf es el mismo. Para complementar esto, tomarfa algtn
entre el observador y el cuer- ) - ) . '
. objeto y le pedirfa que lo mirara desde lugares diferentes, por ejemplo:
po geométrico. ,
de costado, de arriba y de frente (A11).
Dos cuerpos son distintos si algunas de las caras son distintas, por
(5,5) Descripcion de caracte- | ejemplo si un cuerpo tiene una cara rectangular y el otro tiene una cara
risticas y definicion. triangular, o si difieren en la cantidad de caras, de aristas o de vértices
(A18).
Armar los dos cuerpos al mismo tiempo y ponerlos en la situacion
(2, 1) (Des)armado de ambos ., P ) /p yp
UETD0S planteada; luego “acostar” el que estd parado, luego desarmar los cuer-
pPos. pos y ver que tienen el mismo patron (A3).
Charlar con los alumnos y concluir que, si fueran diferentes cuerpos,
tendrfan distintas capacidades, entonces realizar los cuerpos y com-
Otros probar que ellos tienen la misma capacidad, por ejemplo, llenando
procedimientos ambos cuerpos con la misma cantidad de arena, arroz, polenta o algun
matemdticos para | (0, 3) Vinculacién con medi- material del estilo (83).
la exploracion de | das (drea total, volumen).
invariantes Podemos calcular su volumen, la superficie total de sus caras, etc,, y
mostrarle que, a pesar de que consideremos la longitud de otra arista
como la altura del prisma y otro paralelogramo como base, hay propie-
dades del cuerpo que no se modifican (B11).
(2,0) Aplicacion de propie- G ) ) ) )
o P ) P p Utilizarfa las propiedades del prisma'y de ese prisma en particular para
dades invariantes del prisma ) - -
. L probar que es el mismo cuerpo, pero posicionado distinto (A4).
frente a movimientos rigidos.
(2,0) Comparacién de ) ) ,
) Podrfan marcar con colores los elementos que tienen en comn y, al
elementos a partir de su - ) )
e finalizar, observaran que son iguales (A13).
identificacion.

En cuanto a otros procedimientos matematicos -distintos a los movimientos
en el espacio- para realizar la exploracion solicitada, predomind la descripcion
de las caracteristicas y definicion. Aqui cabe mencionar que una egresada
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atendié a una condicion necesaria, pero no suficiente, al expresar: Les haria un
cuadrito para completar con el nimero de vértices, caras y aristas de cada uno
de los cuerpos (B8). Es decir, no tiene en cuenta que esos datos no son exclu-
yentes, ya que existen cuerpos con igual cantidad de veértices, caras y aristas
pero que son distintos (por ejemplo, un cubo y un prisma de base cuadrangular
no regular).

También hubo alusiones al (des)armado de ambos cuerpos para compe-
netrarse mas en el patron que los sostiene (como es posible apreciar en la
respuesta de la estudiante A3), uso de propiedades invariantes del cuerpo en
cuestion ante movimientos que no alteran su forma ni tamano (A4) y la identi-
ficacion de elementos congruentes entre los cuerpos (A13).

Algunas participantes recurrieron a las nociones de capacidad y volumen
como criterio de comparacion, trasladando y restringiendo la cuestion geomeétri-
ca a una de medida (seguin expresaron B3y B11). Estas participantes no perci-
bieron que se puede dar el caso de tener cuerpos con igual medida de volumen
y, asimismo, ser distintos (por ejemplo un cono y un cilindro, donde las bases
sean las mismas vy la altura del primero sea tres veces la altura del segundo).
Asi, se aprecia que, intentar superar esta dificultad puede, a su vez, constituirse
en un obstaculo didactico, por cuanto el docente elige orientar a sus alumnos
de una manera que resulta inapropiada y, por lo tanto, no solo no soluciona la
dificultad de origen, sino que introduce un sesgo matematico.

CONTENIDO CUERPOS POLIEDROS Y REDONDOS EN GENERAL

A partir del analisis de las respuestas de las participantes, emergieron las tres
modalidades que se muestran en el Cuadro 5.

Primeramente, cabe observar la notoria diferencia en cantidad de respuestas
que concentré la primera modalidad (casi 80% de las participantes) en compa-
racion con las restantes.

En cuanto a la construccion del contenido cuerpos poliedros y redondos en
la escuela secundaria con soporte de algun recurso, en todos los casos se aso-
cié alguna habilidad matematica con el uso que tal soporte estaria favoreciendo
desarrollar: manipulacion, visualizacién, (des)armado, clasificacion, represen-
tacion, aplicacion. Las participantes atendieron a los procesos graduales de
adecuacion del contenido para identificar semejanzas y diferencias, reconocer
caracteristicas y elaborar criterios de clasificacion. Estos aspectos se trabajarian
sobre objetos concretos o bien recurriendo a lo digital y virtual.
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Cuadro 5 Contenido cuerpos poliedros y redondos en general

Modalidades Ejemplos

(Reconocimiento de diferencias y semejanzas en sus caracteristicas) Hay que hacerles ver que estdn
por todas partes (....) Yo tratarfa de buscar en la vida real ejemplos de poliedros y cuerpos redondos
(.....) para que ellos mismos clasifiquen (B13).

(15,10) Construccion del
contenido con soporte de | (Armado y desarmado) Llevar a la escuela los cuerpos construidos en distintos materiales y poder
algun recurso. desplegarlos para trabajar con la superficie lateral y total (B7).

(Visualizacion de representaciones virtuales) Usar programas matemdticos que permitan hacer
dichas representaciones para una mejor visualizacion (A3).

Aclarar a los alumnos que los objetos geométricos son ideas que viven en nuestra mente pero que
en la realidad podemos ver representaciones de estas ideas y que podemos dibujar estos objetos en

(3, 3) Representacidn 2d

de objets 30 2 dimensiones usando ciertas convenciones (B11).

Hacer un repaso de las figuras geométricas elementales. Para poder consolidar los conceptos basicos
(2,0) Fijacion de con- y asi poder pasar a las dificultades de los cuerpos poliedros y redondos (.. .) Utilizando un voca-
ceptos y notacion. bulario correspondiente, por ejemplo, para indicar los elementos de los prismas y de las pirdmides,

desarrollo plano; ortoedro y cubo (AS).

En menor medida se particularizd la representacion plana de objetos tridi-
mensionales basada en reglas propias del dibujo técnico o sistema de repre-
sentacion (como dijo la egresada B11). Muy pocas participantes mencionaron
acciones centradas en profundizar sobre aspectos conceptuales o ligados a la
notacion matematica. Cabe observar que resulta llamativo que, al ubicarse en
el contenido cuerpos poliedros y redondos, las participantes hayan hecho mas
referencias a los poliedros que a los redondos.

CLASIFICACION DE POLIEDROS

El analisis del contenido y el tipo de las preguntas formuladas por las partici-
pantes permitio identificar los conocimientos y habilidades que ponen en juego
al momento de interpelar a alumnos para que revisen sus ideas. En el Cuadro
6 se detallan las modalidades asociadas con dos enfoques (global y analitico)
en relacion con el contenido de las preguntas.

Puede observarse que la mayoria de las participantes orientd su pregunta al
foco del problema: las caras de la piramide, para desarrollar un proceso anali-
fico. Lo encuadraron tanto en un analisis estdtico -estudio del cuerpo en repo-
so-, como dindmico -al recurrir a la produccién de movimientos con cuerpos
piramidales reales para visualizar la cara desigual-, con predominio del primero
sobre el sequndo. En todos los casos se procuré distinguir la forma de la base
(cuadrado) de la de las caras laterales (triangulos).
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Cuadro 6 Contenido de las preguntas

Subcategorias Modalidades Ejemplos
6mo sabemos si un cuerpo es un poliedro? Este cuerpo
(...) §C6émo sabemos ahora que un poliedro es reqular?

(10,7) Reflexidn acerca de la defi-
nicion del objeto en estudio.

Enfogue global (B11).

(centrado en el objeto (4,2) Reflexion centrada en

pirdmide) as condiciones necesarias y Cumple entonces esta pirdmide con todas y cada una de las
suficientes para que un poliedro condiciones pedidas para ser un poliedro reqular? (B9).
sea reqular.

(Andlisis estdtico) Le preguntarfa si ese cuerpo posee todas
sus caras iquales. Si me contesta que sf, considerando que la
base no forma parte de las caras, le prequntarfa cudles son

“todas”las caras de un cuerpo poliedro (A2).
(14,13) Caras.

Enfoque analitico (Andlisis dinamico) Apoya la piramide en el banco, jqué
(centrado en los figuras son sus caras laterales, es decir, las caras que puedes
elementos constitutivos ver sin levantarla? Ahora levantala y mira su base, jqué figura
del poliedro dado) es?, jes la misma que las laterales? (B10).

(2,0 Angulos. (La suma de!os éngglos imeriores de cada cara es iqual a la

suma de los dngulos interiores de la base? (A3).
(2,0) Cantidad de aristas concu- Les mostrarfa que en uno de los vértices (el que estd “arriba”)
rrentes en cada vértice. convergen mds aristas que en los otros (A13).

Solo una estudiante y una egresada se focalizaron en la comparacion con
un poliedro regular mas familiar, para enfatizar los roles de las caras como fron-
tera y de la base como apoyo: Segtin ese razonamiento, éun cubo tendria 5 caras?
(porque no cuenta aquella sobre la cual se apoya) (B12).

Pocas se detuvieron a analizar los angulos de la piramide, ya sea en la
cantidad que concurre en un vértice (segun expresé la estudiante Al: éCudntos
dngulos se unen en cada vértice del poliedro?) como en la comparacion de
la suma de los angulos interiores de las caras laterales con la base (A3). La
estudiante A13 expresd una idea similar a la de Al, pero aludiendo a aristas
en lugar de vértices.

Muchas participantes acudieron también a un enfoque global apelando
a la definicién de poliedro regular para detectar qué propiedad no se estaba
cumpliendo. Por ejemplo B11 secuencio el interrogatorio de acuerdo con las
caracteristicas de: cuerpo poliedro (definicion general) - este cuerpo (ejemplifi-
cacion concreta) - poliedro regular (definicion general especifica). En particular,
algunas participantes avanzaron hacia un mayor detenimiento en torno a las
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condiciones necesarias y suficientes para que un poliedro sea regular (como el
registro de la egresada B9 en el Cuadro 6).

Un detalle del tipo de las preguntas propuestas se muestra en el Cuadro 7.
En cada modalidad se detalla, ademds, en qué contribuye para la formacion
matematica cada tipo de pregunta en cuestion. Lo deseable seria encontrar
un espectro nutrido de distintos tipos de preguntas en las orientaciones de las
participantes, en consonancia con lo sugerido por Morata Sebastian y Rodriguez
Sanchez (1997). Ante la situacion planteada, que da cuenta de un pensamiento
clasificatorio parcialmente desacertado por parte de un alumno con respecto
a un cuerpo geometrico, las alusiones hacia las preguntas del tipo por qué y
como favorecerian la justificacion o explicacion con base conceptual asi como
la explicitacion de procedimientos por parte de los alumnos.

Cuadro 7 Tipo de preguntas formuladas

Modalidades Ejemplos

¢Las caras son todas iguales? (A4).

(12,9) Preguntas cerradas, para expresar acuer-
do/desacuerdo con respecto a algun concepto o
propiedad geométrica.

;Cada una de sus caras indistintamente puede servir de base? (A12).
;Sobre cada vértice converge siempre el mismo nimero de caras? (A16).

i Verifica las condiciones que definen a un poliedro reqular? (811).

;Qué sucede si roto el cuerpo y dejo como base uno de los tridngulos
equildteros? (A5).

(9, 8) Prequntas del tipo “qué’, para promover

inferencias o descripciones relativas al cuerpo.
;Qué caracteristicas tiene un poliedro reqular? (A11).

(5, 4) Preguntas del tipo “cudles/quiénes”, hacia la
busqueda de identificaciones de contenidos.

;Cudl es la definicion de poligono reqular? (A18).

;Quiénes son sus caras? (B13).

(4,3) Preguntas del tipo “cémo’, que contemplan
la explicitacién de procedimientos matematicos.

iCémo la llevarfas a poliedro reqular? (A18).

(1,2) Preguntas del tipo “cudntos/as’, dirigidas a la
realizacién de descripciones cuantificadas.

¢Cudntos dngulos se unen en cada vértice del poliedro? (AT).

;Cudntas caras tiene tu cuerpo? (B13).

(1,2) Preguntas del tipo “por qué’, que pro-
mueven la justificacién o explicacién con base
conceptual.

¢Por qué la pirdmide de base cuadrada no es un poliedro reqular? (A19).

;Por qué no consideras que la base es una cara? (B12).

(2, 0) Prequntas del tipo “cudndo’, que buscan las
condiciones de reqularidad.

¢Cudndo un poligono es regular? (A7).

En relacion con el tipo de las preguntas, hubo un importante predominio de
aquellas cerradas, orientadas a sefalar acuerdo/desacuerdo con una premisa
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formulada por el docente, sobre las mds abiertas del tipo por qué, que promue-
ven la justificacion por parte del alumno (66% vs. 9%). También fueron frecuen-
tes las preguntas del tipo qué orientadas a la identificacion y reconocimiento
de caracteristicas y, en algunos casos, a la produccion de inferencias (como por
ejemplo la pregunta que formulara Ab).

La formulacién de preguntas matematicamente productivas en la clase
concierne al conocimiento especializado del contenido. Una posible forma de
ordenar los tipos de preguntas emergentes en este estudio, de acuerdo con la
demanda de elaboracion conceptual que requieren para ser respondidas, es la
que se muestra en la Figura 3.

10— (ermadas
B 2 —p  Cudl/quiénes
s Cudntos =
=2 8
= = ) L g
% = 30 ng (descriptivo) E
= Cudndo ]
g - =
5 4o —p Qué (inferencial)
E 50— (6mo

6° —»  Porqué

Figura 3 Posible orden en la formulacion de preguntas matematicamente productivas

Como se puede apreciar en el Cuadro 7, la manera de interpelar por parte
de las participantes de la investigacion se ubicé predominantemente en los
primeros niveles del ordenamiento presentado en la Figura 3. La forma en
que el docente realiza sus preguntas también se constituye en indicador del
alcance que pretende otorgar al tratamiento del contenido matematico. Por
otro lado, cabe destacar que dos participantes (1,1) no formularon preguntas
explicitamente.

RECONOCIMIENTO DE ELEMENTOS DE LOS CUERPOS
Las respuestas se interpretaron contemplando aquellas habilidades que las par-

ticipantes consideraron que se requieren para avanzar en la organizacion de la
estructura conceptual del conocimiento geométrico 3d en cuestion (Cuadro 8).
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Cuadro 8 Reconocimiento de elementos de los cuerpos

Subcategorias Modalidades Ejemplos

Que cologue el cuerpo en distintas posiciones
(12, 12) Comprobacion, mediante movi- | (que vaya apoyando el cuerpo sobre sus
mientos en el espacio, que cualquier cara | distintas caras) y que observe qué sucede
puede ser base. intentando que el alumno vea que cualquier
cara puede ser su base (7).

Que haga una marca en una de las caras del
tetraedro y lo apoye sobre esa marca en el
banco, que vea que el punto que queda arriba

(7,9) Caracterizacion de la base como
cara de apoyo del tetraedro que se opone

ala cispide. es el vértice de dicha pirdmide (B5).
Identificacidn de la forma y rol Es un poliedro limitado por una base, un
de las caras (5,4) Distincién del rol de la base del de | poligono cualquiera (en este caso un tridngulo
las caras laterales. equildtero), y por caras, que son triangulos y

coinciden en un punto (A16).

La base de una pirdmide no necesariamente
es un cuadrildtero. Luego, por ejemplo, a base
de una pirdmide podria ser un pentdgono, un
hexdgono, jy un tridngulo también! (B1).

(4, 2) Reconocimiento que la base de la
pirdmide puede ser cualquier poligono,
en particular un tridngulo.

Le harfa notar que, en un tetraedro, todas sus
caras pueden ser la base del mismo, pues
todas sus caras son congruentes (A11).

(4, 0) Reconocimiento de la congruencia
entre las caras del poliedro.

Que piense qué pasa en un cubo, le pregunta-
rfa cudl es la base en este cuerpo, me parece
que los alumnos ven mds las propiedades en
él,y les serfa mds fdcil reconocer que cualquie-
ra de sus lados puede ser su hase (A9).

(4, 1) Establecimiento de relaciones con
otro poliedro més familiar.
(omparacidn con otras figuras

geométricas — ” —
Lo relacionarfa con un tridngulo equildtero en
(1,0) Establecimiento de relaciones, por | el cual, tomando cualquiera de los tres lados
analogfa, con una figura bidimensional. como base, el tridngulo sigue siendo el mismo
(A13).
- ) ue tome cualquier tridngulo como base y que
(10, 3) Empleo de definiciones o ejem- ¢ q 9 ) ya
e pruebe que cumple con las propiedades de una
plificaciones. .
pirdmide (A4).
(En 2d) Hacemos los dibujos correspondientes
Aplicacidn de propiedades y observamos que a ltima pirdmide dibujada,
geométricas la cual tiene base triangular, es un tetraedro
(0, 2) Realizacion de construcciones (7).
geometricas.

(En 3d) Podria construir un tetraedro con é|
para que pueda percatarse de esta posibilidad
(B2).
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La mayoria propuso realizar movimientos del cuerpo en el espacio para
evidenciar que cualquier cara puede ser tomada como base, incluso apoyando
el tetraedro sobre distintas caras. Esto denota la importancia atribuida a la mani-
pulacién de cuerpos reales para reconocer al tetraedro como poliedro regular.

Casi la tercera parte de las participantes se concentro en distinguir el rol de
las caras del tetraedro, seglin sea base o cara lateral, para reconocer su doble
funcién en el cuerpo en estudio. También, en menor proporcion, se centraron
en el reconocimiento de la forma de la base: puede ser cualquier poligono vy,
en particular, un triangulo, suponiendo que posiblemente los alumnos tengan
mas arraigado el modelo de piramide con un cuadrilatero en la base, como se
infiere a partir de lo mencionado por la egresada B1.

Cabe destacar la emergencia de algunas apreciaciones puntuales respecto
de la congruencia de las caras del cuerpo, para comprender que cualquier cara
lateral puede actuar como base en el tetraedro regular.

Pareceria que todas las modalidades asociadas con la identificacion de la
forma y rol de las caras intentan que el alumno pueda desprenderse de un
eventual modelo mental estatico de piramide, como el generado por la manera
en que habitualmente aparece representada en los libros de texto.

También, aunque en baja frecuencia, se introdujeron comparaciones con
otras figuras geométricas ya sea por considerarlas mas familiares en 3d -por
ejemplo, el cubo (A9) o la piramide de base cuadrada- o por tratarse de conte-
nidos previos en 2d -por ejemplo, el tridngulo (A13).

La mitad de las estudiantes y la cuarta parte de las egresadas recurriria a
la comparacién entre las definiciones de poliedro regular y de piramide en un
intento clasificatorio del tetraedro. Solo dos egresadas realizarian construcciones
geométricas, ya sea en 2d (B1) como en 3d (B2).

CONCLUSIONES

El estudio ha permitido reconocer rasgos de diferentes criterios que docentes
noveles o futuros docentes adoptan al realizar adecuaciones y adaptaciones
para transformar el contenido cuerpos poliedros y redondos en contenido ense-
nable.

En relacién con las categorias de analisis adoptadas (Cuadro 1) y procu-
rando una secuenciacion que atienda a un progresivo nivel de abstraccion, el
conocimiento especializado del contenido cuerpos geometricos que evidencia
este grupo de participantes se caracteriza por:
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* El reconocimiento de los elementos de los cuerpos se orienta hacia
la generacion de un modelo mental no estatico, aunque con escasa
tendencia a involucrar las construcciones geomeétricas para ello. En esta
modelizacién se opera reconociendo la variacion de los roles de distintos
elementos de acuerdo con diferentes orientaciones espaciales: las caras,
en tanto fronteras, pueden actuar como base atendiendo a su ubicacion
como apoyo. Esta adecuacion abre camino a una mirada especializada
que avanza hacia el analisis de las partes, en particular de los angulos
diedros y triedros, al trascender una mirada global que no presta aten-
cion a los detalles.

* La clasificacién de cuerpos 3d, en particular de los poliedros, se basa en
una reflexion mas bien general del objeto en estudio y avanza hacia un
nivel de analisis centrado en la forma de las caras del cuerpo en cues-
tion. Escasamente se propicia la detencion para reconocer condiciones
necesarias y suficientes, y profundizar sobre las mismas para establecer
los criterios de clasificacion.

La forma de pensar una interpelacion para propiciar la construccion del
conocimiento geomeétrico en cuestion esta mayoritariamente centrada en
el senalamiento de acuerdos/desacuerdos o en promover descripciones
e inferencias. Segun la secuencia de preguntas presentada en la Figura
3, no se avanza demasiado hacia niveles de profundidad y completitud
del contenido involucrado; es decir, justificaciones relativas a conceptos
involucrados o procedimientos matematicos seguidos.

La conformacién de un conocimiento especializado requiere operar en
dos niveles de trabajo con respecto a las clasificaciones geométricas:
uno se corresponde con ubicar cierto cuerpo en una clasificacion dada
y otro esta asociado con la definicion de criterios para organizar una cla-
sificacion. De esta manera se focaliza la produccion matematica en los
componentes geométricos cruciales (por identificacion de lo primordial
y lo accesorio) que diferencian o asemejan ciertos cuerpos entre si y se
organizan en una estructura.

* En la exploracion de invariantes geométricos de los cuerpos, que son
sometidos a movimientos rigidos en el espacio, las orientaciones mate-
maticas mayoritariamente se formulan atendiendo a la manipulacién de
un mismo cuerpo geométrico ubicandolo en distintas posiciones espacia-
les, 0 bien, como han adoptado otras participantes, recurriendo a objetos
congruentes en posiciones diferentes. En ambos casos se realiza una
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comparacion: en el primero, del objeto concreto con una representacion
mental de la ubicacion inicial que el alumno debe mantener activa en
su mente mientras se producen los cambios de posicion; en el segundo,
entre dos objetos concretos que deben reconocerse como congruentes.
Si bien ha sido baja la cantidad de participantes que lo expresaron, se
observan casos en los que recurren a algunas de las medidas asociadas
a los objetos en cuestion para sostener matematicamente la exploracion
requerida. Esto sugiere una debilidad en el conocimiento comun del
contenido en relacion con la nocion de invariancia.

Este rasgo da idea de cual seria el soporte disciplinar docente al propi-
ciar la exploracion de invariantes geométricos 3d en un nivel de escola-
ridad especifico. Esta es una actividad no menor, si se tiene en cuenta lo
sugerido por Jones (2000) en cuanto a considerar a la invariancia como
uno de los conceptos geométricos clave a desarrollar en la escuela
secundaria.

En la identificacion de formas comunes de las superficies laterales
de cilindros y prismas, un numero importante de participantes opta
apropiadamente por el procedimiento de forrar o (des)armar cuerpos.
Sin embargo, el estudio muestra que un grupo no despreciable adicio-
na la condicion de igual tamano a la de igual forma al exigir que las
superficies laterales sean congruentes como figuras geométricas. Esto
evidencia un corrimiento de la naturaleza esencialmente geométrica de
la cuestion hacia un enfoque mas bien algebraico/numérico. Con ello se
introduce una mirada sesgada en la delimitacion del atributo forma.
Precisar criterios matematicos para establecer relaciones entre las formas
de las superficies laterales de cuerpos distintos con un sostén geomeétrico
consistente, otorga una funcionalidad esencial al contenido para que el
docente secuencie, de forma oportuna, la identificacion involucrada. Esto
se orienta a un nivel, aunque sea basico, de desmenuzamiento del objeto
geometrico 3d como totalidad/globalidad para superar, consecuentemen-
te, un primer nivel de pensamiento geométrico de Van Hiele (1986).

En cuanto a la representacion plana de objetos 3d, como se muestra en
la Figura 2, se reconocen tres criterios utilizados para organizar concep-
tualmente una explicacion matematica. El hecho de que practicamente
la mitad de las participantes adopta el criterio “C" connota la complejidad
que produce la comprension y lectura de la representacion plana de
objetos 3d. En este tipo de representacion se integran las caracteristicas
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especificas del objeto geométrico con los codigos asociados a la proyec-
cién sobre el plano, aspecto al que Gutiérrez (1998) hace referencia.
Las participantes que aplican el criterio “B” se centran en la complejidad
de la habilidad geométrica en cuestion para organizar la representacion
y la lectura. Dejan en un segundo plano conocimientos sobre las carac-
teristicas del cubo, contenido que presuponen afianzado en la estructura
conceptual del alumno.

La mayor debilidad es la mostrada por las participantes asociadas con el
criterio “A’, que dan por sentado que un alumno en la primera etapa de
la escolaridad secundaria, ya ha organizado una mirada en perspectiva.
Esto supone una debilidad en el conocimiento especializado de 1a geo-
metria 3d, desconociendo que la perspectiva es un componente crucial
en los procesos de representacion de lo tridimensional.

Desde el conocimiento matemdtico para ensenar, este resultado adquie-
re una funcionalidad especifica para orientar la formacion docente,
teniendo en cuenta la fuerte presencia del soporte 2d (papel, pantalla)
para representar objetos 3d. Se concluye que es deseable la promocién
de una fluida relacion 2d-3d desde la representacion grafica, para que
el futuro profesor disponga de herramientas adecuadas.

Este estudio muestra que en la adecuacion del contenido cuerpos poliedros
y redondos para ser ensenado no se avanza demasiado en el reconocimiento o
aplicacion de propiedades matematicas intrinsecas de los cuerpos, tales como:
configuracion de los elementos en una estructura poliedral, condiciones para la
construccion geométrica de un cierto cuerpo geomeétrico, particularidades de los
solidos de revolucion.

Tener en mente orientaciones oportunas con sustento matematico consis-
tente, pensadas a partir de lo que pueda llegar a resultar trabajoso para un
alumno del nivel educativo en cuestion, se constituye en un eslabon elemental
en el conocimiento matemdtico para ensenar cuerpos poliedros y redondos en
la escuela secundaria ElI docente tiene, asi, indicios de los aspectos matema-
ticos que resulta de interés atender en la ensenanza y a los que debe prestar
especial atencion por su posibilidad de conllevar dificultades intrinsecas para
su comprension.

Este conjunto de posibles acciones en las que se requiere hacer uso de
componentes particulares del conocimiento especializado del contenido debe
ser objeto de trabajo durante la formacién inicial de un docente. Su importancia
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radica en que el grado de desarrollo de capacidades para pensar y decidir las
adecuaciones conceptuales requeridas para la construccion de determinado
contenido de geometria tridimensional y organizar secuenciaciones pertinentes
para determinado nivel educativo condiciona, limita o favorece su ensenanza.

A partir de las debilidades identificadas en esta indagacion en el conocimien-
fo especializado del contenido se propone, en el marco de la formacion de profe-
sores de matematicas, la generacién de actividades de produccion de propuestas
de accion ante determinadas situaciones en las que el conocimiento geometrico
3d se piense en funcion a su ensenanza. Basicamente, se procura que el conteni-
do geométrico abordado como formacion disciplinar basica se adapte a distintos
niveles de ensenanza como expresion de un conocimiento especializado a través
de algunas actividades como se mencionan a continuacion:

* QOrientar un proceso reflexivo de produccién matematica, para que la
comprension trascienda la mera percepcion sensorial, cuando se recurre
a la experimentacion empirica con objetos concretos 3d para favorecer
la superacion de dificultades. En este sentido, es conveniente profundizar
y avanzar sobre las propuestas de Guillen (2000), situadas en el nivel
primario de educacion. Las actividades de descripcion de familias de
solidos deberan acompanarse con: ejemplos y tareas adecuadamente
seleccionadas que relacionen familias de solidos y sus propiedades,
explicitacion de los aspectos a observar al comparar la descripcion de
diferentes familias de solidos, reconocimiento de propiedades que se
enuncian para familias de solidos y subfamilias que no las verifican.

* Reconocer la conceptualizacion geomeétrica como un proceso integrado
a la representacion grafica, basado en la nocion de perspectiva.

* Dar sentido prospectivo para la ensenanza al error del alumno gene-
rando instancias de reconocimiento de aquellas nociones geométricas
previas que obstaculizan la organizacion de representaciones planas de
objetos tridimensionales.

*  Favorecer el desarrollo de la perspectiva y la visualizacion de peculia-
ridades, con actividades que puedan introducirse, por ejemplo, de la
siguiente manera:

Leonardo da Vinci (1452-1519) hizo modelos de poliedros con tiras de madera. Cuando uno

de tales modelos se ve en perspectiva teniendo el centro de una de las caras justo frente al
0jo, esta cara aparece como un poligono y las demas caras dentro del poligono. Al dibujo
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con esta perspectiva se lo conoce como diagrama de Schlegel, en honor a Victor Schlegel
(1843-1905), quien profundizé el estudio de esta herramienta en propiedades topoldgicas y
combinatorias de lo politopos. Por ejemplo, el tetraedro regular y el hexaedro regular se ven
como en la Figura 4. Trace los diagramas de Schlegel de los restantes sélidos platonicos.

Figura 4 Diagramas de Schlegel del tetraedro regulary del hexaedro regular

*  Propiciar una mirada en detalle de los elementos de los cuerpos, con
variadas formas de representacion matematica que permitan un des-
menuzamiento del contenido, construccion del lenguaje matematico
y codificacion simbolica. Por ejemplo, @ medida que se avance en la
escolaridad secundaria, introducir la nomenclatura de Ludwig Schlafli
(1814-1895), en la cual un poliedro queda caracterizado por un par
ordenado [p, g}, en donde p es el numero de lados que tiene una cara
del poligono, y g es el numero de caras que concurren en un vertice.
Asi, el tetraedro reqular estd caracterizado por el simbolo {3, 3. De este
modo, la interpretacion de la misma posibilitard dar respuesta a cues-
tiones como: {qué simbolo de Schldfli corresponde a cada uno de los
restantes sélidos platonicos?, épueden existir poliedros regulares con los
siguientes simbolos de Schl&fli: {3, 6); {4, 5}; {5, 5]?

* Organizar y analizar argumentaciones matematicas consistentes para la
construccion de conocimientos geométricos a partir de un interrogatorio
que atienda a la explicitacion de procedimientos, la justificacion de ideas
y la demostracion matematica.

Se coincide con Ball (2009) en que uno de los desafios en la formacion de
profesores de matematicas es el desarrollo del conocimiento especializado del
contenido cuya construccion en la etapa de formacion inicial podria potenciarse.
Este articulo ha intentado aportar posibilidades concretas de trabajo a partir de
las necesidades formativas reconocidas en los hallazgos de la investigacion.
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Configuraciones epistemicas asociadas
al namero irracional. Sentidos y desafios
en Educacion Secundaria

Luis Reina, Miguel R. Wilhelmi y Aitzol Lasa

Resumen. La evolucion historica del numero irracional determina diferentes
significados parciales de dicha nocién. Estos significados pueden ser descritos
mediante configuraciones epistémicas, constituidas por diferentes redes de
objetos matematicos (situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades
y argumentos). Estas configuraciones permiten el analisis de libros de texto
de secundaria donde se introduce el numero irracional, de tal forma que este
andlisis puede permitir a su vez la planificacion de procesos de estudio de la
nocion.

Palabras clave: didactica de las matematicas, numero irracional, configura-
cion epistémica, holosignificado.

Epistemic configurations associated with the irrational number.
Senses and challenges in secondary education
Abstract. The historical evolution of the irrational number determines different
partial meanings of this notion. These meanings can be described by epistemic
networks configurations, which are made up of different mathematical objects
(situations, actions, language, concepts, properties and arguments). These confi-
gurations allow us to analyze how the textbooks introduce the irrational number,
and this analysis might come in useful for the planning of study process of the
notion.

Key words: mathematics education, irrational number, epistemic configura-
tion, holistic meaning.
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La reconstruccion de la nocion de “‘numero irracional” permite el analisis de las
practicas operativas, discursivas y regulativas en Educacién Secundaria. En par-
ticular, se puede abordar el analisis de los libros de texto y, por lo tanto, valorar
la presencia efectiva de distintos usos y significados de la nocién en el curri-
culo, asi como su repercusion en procesos de estudio potenciales. Realizamos
esta reconstruccion de la nocion mediante algunas herramientas del “enfoque
ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos’ (EOS; Godino Font,
Wilhelmi y Lurduy, 2010).

Segun el EQS, el andlisis de la actividad matematica comporta, en primera
instancia, la determinacién de los tipos de entidades intervinientes en dicha
actividad. Se distinguen seis tipos primarios: situaciones, acciones, lenguaje,
conceptos, propiedades y argumentos. En una segunda fase, estos objetos se
relacionan entre si formando, ‘configuraciones’, definidas como las redes de
objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas.

Estas configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas
(redes de objetos personales). Los sistemas de practicas y las configuraciones se proponen
como herramientas tedricas para describir los conocimientos matematicos, en su doble ver-
sion personal e institucional (Font, Godino y D'Amore, 2007: 6).

La identificacion de configuraciones epistémicas permite el analisis compa-
rativo de libros de texto, por cuanto determinan una referencia para identificar
ausencias y presencias relevantes para la introduccion o desarrollo de una
nocion matematica. Con otras palabras, permiten un andlisis de la idoneidad
epistémica de procesos de ensenanza y aprendizaje potenciales basados en
dichos libros de texto.

La idoneidad epistémica se refiere al grado de representatividad de los significados institucio-
nales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia (Godino, Font
y Wilhelmi, 2006: 2).

¢Cudl es el significado de referencia del numero irracional en secundaria?
Esta nocion ha tenido diversos usos vy significados a lo largo de la historia (sec-
cién 2), que nos permitiran construir las configuraciones de referencia (seccion
4), seguin el marco tedrico (seccion 3). Este trabajo epistemologico permitira el
analisis de libros de texto (seccién 5) y la conclusiéon sobre aspectos esenciales
de la actividad matematica que puede potencialmente llevarse a cabo, asi como
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algunas recomendaciones para los profesores. Pero antes de todo ello, en la sec-
cion 1, se motiva la necesidad de un estudio de la nocion de niimero irracional
en la ensenanza preuniversitaria.

EL NUMERO IRRACIONAL COMO OBJETIVO
PROPIO DE LA EDUCACION SECUNDARIA

El nimero irracional no puede ser, en secundaria, una mera formacion prope-
déutica, que encontraria su pleno sentido solo anos mas tarde en la universidad,
en particular en las facultades de ciencias. En esta seccion, justificaremos la per-
tinencia de su estudio con “carta de ciudadania” en la educacion secundaria.

PRINCIPIO DE NECESIDAD

Bergé y Sessa (2003) justifican por qué se puede afirmar que Euclides relaciono
estrechamente la nocion del continuo con los segmentos inconmensurables y
coémo esta relacion encierra una dificultad epistemoldgica esencial que dificulta
la adquisicion por parte de los estudiantes. De hecho, esta dificultad es estable
en el tiempo, pudiéndose observar errores persistentes en estudiantes universi-
tarios con relacion a la completitud de la recta numérica real (Bergé, 2010).

Shinno (2007) resalta la importancia de los numeros irracionales como resul-
tado de una medicién o de una ecuacién. Este autor concluye que la fracciéon
continua puede ser un método que permita el necesario proceso de formaliza-
cion para dar respuesta a las necesidades matematicas en la transicion practica-
teoria. Asi, “la introduccion de nuevos numeros debe ser una actividad cuyo fin
sea responder a una necesidad o superar una limitacion” (p. 187).

Scaglia (2000), basandose en la historia de las matematicas, muestra
como la nocion de inconmensurabilidad “fuerza la necesidad” de trascender
la manipulacion concreta y progresar en el estudio de procesos infinitos. Esta
necesidad no es por supuesto privativa de la inconmensurabilidad ni tiene su
fundamento en la historia de las matematicas. Muy al contrario, se refiere a un
aspecto esencial en todo proceso de construccion y comunicacion de un objeto
matematico, ya en condiciones escolares, ya en relativo a la investigacion de los
matematicos profesionales.

La introduccion y desarrollo de un topico matematico debe fundamentarse en un principio
de necesidad, segun el cual una nocién, proceso o significado matematicos son necesarios
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para el calculo de un ejercicio, la resolucion de un problema o el analisis de una situacion;
calculo, resolucion o analisis que de otra forma serfa muy costoso realizar e incluso inviable.
La necesidad matematica se mide entonces en términos de costo, eficiencia o viabilidad
(Contreras, Ordonez y Wilhelmi, 2010, 378).

LA FRACCION CONTINUA EN LA ENSENANZA SECUNDARIA

Los numeros irracionales pueden ser clasificados y diferenciados gracias a la
potencia de métodos que involucran fracciones continuas (Reina, 2010). Estos
métodos y otras propiedades, llevan a laffei (2008) a plantear la necesidad de
incorporar las fracciones continuas como técnica de aproximacion de irraciona-
les en la ensenanza de las matematicas en secundaria.

Sin embargo, los irracionales y las fracciones continuas suelen aparecer en
secciones del tipo “curiosidades matematicas’, “para saber mas’, etc, normalmen-
te desvinculadas de una verdadera actividad matematica y de un proyecto de
ensenanza institucionalizado. De hecho, es clasica la introduccion del nimero
aureo (y de manera relacionada, en su caso, de la sucesién de Fibonacci), pero
sin referencia a la familia de los “niimeros metalicos” (Spinadel, 1995; 2003) o a
la familia de los “numeros morficos” (Redondo, 2008) de la que forma parte.

Sin embargo, Condesse y Minnaard (2007) han razonado por qué algunos
acercamientos didacticos a esta familia pueden ser importantes en diferentes
niveles de la ensenanza. Asimismo, la aparicion mas reciente del numero
iracional “plastico” (Stewart, 1996) y su relacioén con las espirales matematicas
como la logaritmica (Reina, 2008) son también conocimientos matematicos que
podrian motivar la importancia y utilidad del ndmero irracional y, en particular,
de las fracciones continuas (Redondo, 2008).

Por otro lado, la fraccion continua como técnica de aproximacion podria
aportar ‘transparencia’ en la representacion, por parte del alumno, en la diferen-
ciacion entre un numero racional y otro irracional, con el objetivo de disminuir
la complejidad semiotica (Zaskis y Sirotic, 2004; 2010).

EL INFINITO MATEMATICO: CONFLICTOS COGNITIVOS
Y DIFICULTADES EPISTEMOLOGICAS

Con relacion al infinito matematico se presentan fenomenos didacticos como
el de aplastamiento, que juega en contra de la construccion del sentido del
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infinito (D)Amore et al, 2006) necesario para el reconocimiento de numeros
irracionales.

En alumnos entre 16 y 17 anos, este sentido del infinito se encuentra en
construccion, suponiendo el infinito actual como una nociéon contraintuitiva
(Garbin, 2005).

¢Como proponen Arrigo y D'Amore (1999) superar los obstaculos provocados
por la cardinalidad de los conjuntos infinitos? A través de la nocion de densidad,
clave en la construccion de los niimeros reales y, por lo tanto, en la necesidad
de los numeros irracionales. Pero, como justifican Mamolo y Zazkis (2008), no
solamente hace falta una “cultura matematica” de base que ayude a los alum-
nos a entender la nocion de infinito matematico, sino que sera necesaria una
intervencion sostenida, especificamente disenada, que permita la conceptualiza-
cion del infinito matematico.

EL PROBLEMA DE LAS REPRESENTACIONES DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Zaskis y Sirotic (2004) observan una dualidad “transparencia-opacidad” en las
representaciones de los alumnos de los numeros racionales e irracionales que
dificulta su distincion, hecho potenciado por el uso de la calculadora. Asimismo,
la ubicacién de un numero irracional en la recta real plantea a los estudiantes
conflictos cognitivos en general dificiles de gestionar (Sirotic y Zazkis, 2007).

Scaglia (2000) identifica dos dificultades de los estudiantes relacionadas con
la representacion: una, écomo un ndmero cuya representacion (decimal) infinita
puede asignarsele un punto determinado en la recta real?; otra, épor qué la
marca o trazo efectuados con lapiz para representar un objeto geomeétrico no
‘son realmente” el objeto ideal?

De hecho, las definiciones escolares usualmente utilizadas de numero
iracional parecen “‘competir’ con las concepciones de los estudiantes (Zaskis
y Sirotic, 2010) hecho que, evidentemente, debe ser tenido en cuenta en su
ensenanza.

Desde un punto de vista ontosemiotico, el problema no es si hay que introducir una sola
representacion de un objeto o mas de una, ni qué traducciones o relaciones entre represen-
taciones hay que tener en cuenta. El problema esta realmente en determinar si las represen-
taciones introducidas facilitan, o no, la realizacién de las practicas que interesan que formen
parte del significado global del alumno, en saber si aumentan o disminuyen la complejidad
semiodtica y también en saber si producen o no conflictos semidticos innecesarios (Font,
Godino y D'Amore, 2007, 15).
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Asi, los profesores tendran que elegir las representaciones mejor adaptadas
al proceso de construccion de los significados personales de los estudiantes. En
particular, habra que tener en cuenta que esta construccion puede exigir un
alejamiento de una realidad concreta (D'Amore, 2004) que, en el caso de los
numeros irracionales, serd insoslayable.

ORIGEN HISTORICO Y CONTEXTOS DE USO DEL NUMERO IRRACIONAL

Conmensurabilidad, proporcionalidad o aproximacion de irracionales por racio-
nales son términos que actualmente son reconocidos como “préximos’. Sin
embargo, un breve analisis histérico nos permitird comprender la complejidad
de estas conexiones matematicas y el coste intelectual que la humanidad ha
debido invertir para establecerlas. Asimismo, nos dara un marco para la deter-
minacion de configuraciones asociadas al numero irracional, que servira de
referencia para el analisis de libros de texto (seccion 5).

LOS INCONMENSURABLES

Dadas dos longitudes ay b, se dice que son conmensurables si existen dos
numeros n'y m, enteros positivos (n, m € Z*), tal que:

a.n=b.m

Esto es, 1a razon de ay b es el nimero racional n/m.

En caso contrario (no existencia de n'y m en las condiciones antes dichas),
las cantidades a y b se dicen inconmensurables. La existencia de cantidades
‘inconmensurables” se debe al desarrollo de la geometria por la escuela pitago-
rica griega (siglo V a. C). Entonces se observo, en particular, que no es posible
determinar una razén entre las longitudes de la diagonal de un cuadrado y su
lado, esto es, tales longitudes son inconmensurables.

La nocion de inconmensurabilidad se mantendra largamente ‘atada” a la
geometria y a los problemas “clasicos” propuestos en la matematica griega (Rey
Pastor y Babini, 2000a: 53). Es mas, se evito la entrada al infinito matematico,
aspecto clave en la comprension de los inconmensurables.

Al desarrollar el estudio de la composicion entre los entes geométricos, los griegos pusieron
de manifiesto su gran intuicion respecto a las nociones del continuo, del infinito matematico
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y del limite. Sin embargo, dichas nociones se quedaron solamente en un plano implicito y
el énfasis se centro en la busqueda de alternativas que tornaran "innecesarios" los procesos
infinitos (que se remontan al periodo del descubrimiento de los inconmensurables) en la
matematica (Criséstomo et al, 2005: 132).

PROPORCIONALIDAD E INCONMENSURABILIDAD

A pesar del origen de la nocion de inconmensurabilidad en un contexto geome-
trico, esta emerge asociada a la proporcion. Eudoxo de Cnido (408?-355? a. C),
en su teoria de proporciones, introduce el proceso de comparacion entre magni-
tudes inconmensurables preservando la “homogeneidad” de las mismas.

Mas aun, Eudoxo, en un contexto exclusivamente geomeétrico, logré una ver-
dadera evolucién, “pues resolvié al mismo tiempo las dos maximas dificultades
que entonces se oponian a ese progreso: los irracionales y las equivalencias
(Rey Pastor y Babini, 2000a: 63).

Esta evolucion provocada por la teoria de las proporciones en el tratamiento
de la inconmensurabilidad provoca no solo una nueva configuracion epistémi-
ca, sino una falla epistemologica con la anterior.

Las rupturas epistemologicas se producen a partir de la constatacion de la existencia de
magnitudes de caracter inconmensurable y para eludir el infinito se crean los métodos
de exhauscion y de las razones entre las magnitudes, con la doble reduccion al absurdo
(Crisostomo et al, 2005: 135).

LA APROXIMACION DE IRRACIONALES

Ya en la produccién matematica de los babilonios se puede apreciar la aproxi-
macion sexagesimal de la raiz cuadrada de dos. El método general se desconoce,
pero se propusieron diferentes alternativas (O'Connor y Robertson, 2001; Fowler y
Robson, 1998) como el empleo de la media aritmética (Collette, 1985). Asimismo,
estaban en conocimiento de las hoy denominadas “ternas pitagoricas’.

El método de aproximacion de irracionales por "fracciones continuas' tiene
origen en la matematica babilonia. Una fraccion se denomina “continua simple”
cuando es posible expresarla en la forma:
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Siendo a un numero entero y a (i € N, i > 0) numeros enteros positivos.
Si el numero es racional es posible aproximarlo por una fraccion continua
simple finita (es decir, con un numero finito de a (j € N Us[0]). Si el numero
es irracional, puede ser aproximado por una fraccion continua simple infinita
(existen infinitos a (j € N Us{0)).
Los babilonios ’/trabajaron en la resolucion de problemas mediante fracciones
continuas "ascendente" (Hayrup, 1990), cuya expresion actual es:

Seguin Hayrup (1990) este método, utilizado también en Egipto, perdurd
hasta el Medievo.

Numerosos analisis histéricos (Heath, 1897; 1921; Hardy y Wright, 1975;
Courant y Robbins, 1962; Rey Pastor y Babini, 2000a) refieren el uso mas o
menos estable en las distintas escuelas matematicas de la fraccion continua
como método de aproximacion de medidas y distancias. Desde la matematica
griega a los desarrollos de Rafael Bombelli a finales del siglo XVI, hasta Euler
(1707-1783) o Lagrange (1736-1813), las fracciones continuas fueron utilizadas
como método para indagar, describir o utilizar nimeros irracionales con una
aritmética racional.

LA IRRACIONALIDAD

Las cortaduras de Dedekind (1831-1916) suponen una ruptura epistemologica
con la teoria de las proporciones de Eudoxo, a pesar de las concomitancias
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sugeridas por diversos historiadores (Corry, 1994). Dedekind consideraba el
principio de continuidad de Eudoxo inconsistente, estableciendo la necesidad
de un desarrollo de la aritmética.

En efecto, la forma en que los numeros irracionales usualmente se introducen se basa direc-
tamente en el concepto de las magnitudes extensivas -concepto que no se define cuidadosa-
mente en ninguna parte- y explica el nimero como el resultado de medir una magnitud por
otro numero de la misma naturaleza. En lugar de este enfoque, exijo que la aritmética sea
desarrollada a partir de si misma (Dedekind, 1901: 9-10).

El trabajo de Dedekind, cambid el estatus epistemoldgico de los irracionales,
que pasaron a ser ‘numeros’. Este hecho es crucial, puesto que matematicos
notables, como Kronecker (1823-1891), negaban su existencia.

¢A qué vienen sus hermosas investigaciones sobre el numero w? -observaba a Lindemann-.
¢Por qué elige tales problemas si en verdad no existen numeros irracionales de ninguna
clase? (citado por Rey Pastor y Babini, 2000b: 169).

La definicion matematica de numero irracional, tal y como la conocemos
actualmente, tuvo que afrontar, por lo tanto, cuestiones cruciales relativas al
infinito matematico y el cardinal de conjuntos infinitos, la densidad de Q en R
0 la necesaria axiomatizacion debido a la imposibilidad de construir “efectiva-
mente” cierfos numeros.

Todo ello permite enunciar, en el ambito de la didactica de las matematicas,
la hipdtesis seguin la cual esta complejidad epistémica esencial de los nimeros
irracionales determina sobremanera los procesos de ensenanza y aprendizaje
relativos a dicha nocion. En la seccion siguiente introducimos el marco tedrico
que nos permitird un analisis de los libros de texto y, de manera indirecta, de los
procesos de ensenanza potenciales que con ellos se podria llevar a cabo.

MARCO TEORICO

El enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matematicos (EOS)
es una perspectiva fundada en tres aspectos: 1) las matematicas son una
actividad humana (fundamento antropoldgico); 2) los objetos matematicos se
relacionan entre si de una manera “vital y necesaria’ (fundamento ecoldgico);
y 3), el conocimiento matematico es una respuesta a una cuestion practica o
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tedrica, ya intramatematica ya extramatematica (fundamento pragmdtico). La
nocion central de esta perspectiva es la de situacion problemdtica, a partir de

la cual emergen las nociones de “practica matematica’, “objeto matematico” y
‘significado de un objeto’.

En concreto se considera que los objetos matematicos son emergentes de sistemas de prac-
ticas. Dicha emergencia es un fenémeno complejo cuya explicacién implica considerar, como
minimo, dos niveles de objetos que emergen de la actividad matematica. En el primer nivel
tenemos aquellas entidades que se pueden observar en un texto matematico (problemas,
definiciones, proposiciones, etc). En un segundo nivel tenemos una tipologia de objetos que
emerge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc, sobre los objetos del nivel anterior;
nos referimos a objetos personales o institucionales, ostensivos o no ostensivos, unitarios o
sistémicos, etc. (Godino, Batanero y Font, 2009: 6).

Esta actividad matematica es analizada por el EOS a partir de las seis enti-
dades primarias siguientes (Godino et al, 2009: 7):

*  Elementos lingUisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos..) en
sus diversos registros (escrito, oral, gestual...).

»  Situaciones-problema (aplicaciones, tareas, ejercicios, cuestiones, etcétera).

»  Conceptos-definicion (introducidos mediante definiciones o descripcio-
nes) (recta, punto, numero, media, funcion..).

*  Proposiciones (enunciados sobre conceptos..).

*  Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo..).

* Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposicio-
nes y procedimientos, deductivos o de otro tipo..).

Estas entidades primarias se interrelacionan formando configuraciones o redes
de objetos, que seran cognitivas (relativas a una persona) o epistémicas (si son
compartidas en el seno de una institucion por un grupo de personas). Estas redes
no son unicas para una determinada nocion o proceso matematicos, sino que
estan vinculadas a los contextos de uso que determinan sus distintos sentidos.

Podemos entender que hay un uso ecolégico del término contexto que permite situar el
objeto matematico en diferentes “lugares’, por ejemplo, diferentes instituciones (universidad,
secundaria, etc). Estos “lugares’ no tienen por qué ser solo instituciones; pueden ser también,
por ejemplo, diferentes programas de investigacion o diferentes ‘juegos del lenguaje” (Ramos
y Font, 2006: 539).
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El estudio de estos diferentes ‘lugares” donde vive el objeto numero irracional
nos llevara a conocer los distintos “nichos” donde se alojo y se aloja este objeto
que se manifiesta complejo.

Ahora bien, puesto que cada problema se enmarca dentro de una configuracion epistémica
diferente se puede entender, de manera metaforica, que la situacion-problema “situa” el obje-
to en un ‘lugar” o en ‘otro” es decir, lo relaciona con un determinado tipo de lenguaje, un
determinado tipo de procedimientos y técnicas, un tipo de argumentaciones, una determinada
definicion del objeto y unas determinadas propiedades. Desde esta perspectiva, cada situacion
problema sittia al objeto en un determinado “nicho’. De esta manera, se tiene que la situacion
problema cumple dos funciones, una de referencia particular al activar la dualidad extensivo-
intensivo y otra, de tipo “ecoldgico’, al situar el objeto matematico en un “nicho” o bien en
otro. (Ramos y Font, 2006: 541).

Entonces nos podriamos preguntar si “ées posible estructurar en un comple-
jo coherente distintas definiciones de una nocion matematica emergentes de
diferentes sistemas de practicas en contextos de uso determinados?® (Wilhelmi,
Godino y Lacasta, 2007: 80). La nocion de holosignificado introducida por estos
autores permite responder a esta cuestion; es decir, determinar qué expresamos
al afirmar que una persona comprende una determinada nocion.

La adquisicion del holosignificado supone la capacidad de poner en funcio-
namiento un pensamiento matemadtico flexible (PMF; Wilhelmi, 2003); es decir,
la capacidad de transito rutinario entre diferentes significados asociados a un
objeto matematico, reconociendo las limitaciones propias de cada uno de ellos;
asimismo, el PMF permite establecer nexos firmes entre dichos significados y
uno o varios contextos matematicos, que determinan un control eficaz de la
actividad y capacitan al sujeto para responsabilizarse matematicamente de los
resultados que produce. El holo-significado incorpora las relaciones entre dichos
significados y las tensiones, filiaciones y contradicciones que entre ellos se esta-
blecen (que el pensamiento matematico flexible permite identificar, describir y
controlar).

Asi, el objetivo de este trabajo es la descripcién de los diferentes “sentidos’
asociados al numero irracional, que pueden ser asociados a practicas matemati-
cas propias de ciertos momentos historicos y su reflejo en los textos escolares.
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CONFIGURACIONES EPISTEMICAS DE REFERENCIA

En esta seccion describimos los distintos sentidos segun las entidades primarias
(situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades y argumentos), que nos
permitird una comparacion objetiva de las configuraciones asociadas.

CONFIGURACION EPISTEMICA IMPLICITA DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion, que puede ser relacionada con la comparacién entre mag-
nitudes en un contexto preponderantemente geométrico y cuya nocion funda-
mental es la inconmensurabilidad entre segmentos por medida comun, puede
ser descrita segun los siguientes elementos de significado:

Lenguaje:

*  Verbal Predominantemente geométrico, ya que incluso el lenguaje
aritmético es, en cierto sentido, ‘geométrico”; es decir, los parametros
representan magnitudes geomeétricas.

*  Grdfico: Dibujos de segmentos y figuras geométricas, que nos han llega-
do a través de la obra Elementos, donde se muestran los procedimientos
para considerar conmensurables o no segmentos entre si y areas de
poligonos entre si.

*  Simbdlico. Sistema notacional griego antiguo para nimeros enteros positivos.

Situaciones. Problema de division de un segmento en media y extrema razon.

Conceptos. Numero entero positivo. Magnitud. Segmentos conmensurables
por medida comun. Seccion aurea. Razén. Proporcion. Segmentos inconmensu-
rables por medida comun. Nocion de infinito potencial, horror al infinito, que
surge y que se mantendra por mucho tiempo.

Procedimientos. Métodos geomeétricos, tales como: diagonal de un cuadrado
en relacion con su lado, diagonales de un pentagono regular en relacion con sus
lados, medicién por medio de comparacion de magnitudes geométricas, division
de un segmento en extrema y media razon, antifairesis' método axiomatico (mate-
rial, informal) en contraposicion con la axiomética formal de Hilbert (1993).

! Antifairesis: “a 'y b estan en la misma razén que c y d cuando la antifairesis o sustraccion reciproca entre
ay b es la misma que entre c y d". Euclides usa esta nocion para definir la inconmensurabilidad: “Si al restar
continua y sucesivamente la menor de la mayor de dos magnitudes desiguales, la que queda nunca mide a la
anterior, las magnitudes seran inconmensurables” (Proposicién 2 del libro X de los Elementos).
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Propiedades. Proposiciones y definiciones presentes en los ‘Elementos’”.
Argumentos. Deductivos. Demostracion por reduccion al absurdo (Dantzing, 1954).

CONFIGURACION EPISTEMICA EXPLICITA PARA LOS NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion, que puede ser relacionada con el problema de preservacion
de la ‘homogeneidad de las magnitudes” y cuya nocion fundamental es la de
proceso de comparacion entre magnitudes inconmensurables, puede ser descri-
ta seguin los siguientes elementos de significado:

Lenguaje

»  Verbal Predominantemente geométrico, aunque también se presenta un
lenguaje aritmetico-geometrizado.

*  (rdfico: Dibujos de segmentos y figuras geométricas que nos han lle-
gado a través de los Elementos, que muestran los procedimientos para
considerar el tratamiento de magnitudes inconmensurables.

* Simbodlico. Sistema notacional griego antiguo, para numeros enteros
positivos y fracciones.

Situaciones: Existencia del infinito potencial, imposibilidad del infinito actual.
Problema de razones y proporciones entre magnitudes inconmensurables.

Conceptos. Numero entero positivo. Magnitudes homogéneas. Numero par e
impar. Nimeros primos entre si. Razdn. Proporcion. Segmentos conmensurables por
medida comun. Segmentos inconmensurables por medida comun. Razén entre mag-
nitudes inconmensurables. Proporcion. Continuidad de la recta (implicita).

Procedimientos. Medicion por comparacion de magnitudes geométricas.

Propiedades. Definiciones y Proposiciones plasmadas en los Elementos.

Argumentos. Deductivos. Método de exhaucion. Demostracion por doble
reduccion al absurdo (Rey Pastor y Babini, 2000a).

CONFIGURACION EPISTEMICA DE LA APROXIMACION RACIONAL
DE NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion, que puede ser relacionada con el proceso de aproxima-
cion mediante racionales de numeros irracionales, empleando originariamente
métodos geometricos y mas adelante analiticos, puede ser descrita segun los
siguientes elementos de significado:
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Lenguaje

*  Verbal Geométrico. Algebraico.

*  (rdfico: Dibujos de figuras geomeétricas.

*  Simbolico: Notacion de fracciones en el sistema sexagesimal. Diferentes
notaciones para la fraccion continua a través de los tiempos.

Situaciones. Problema de aproximacion racional de numeros irracionales
por distintos métodos. Problema de aproximacion de irracionales por fracciones
continuas.

Conceptos. Fracciones sexagesimales. Procedimientos para la extraccion de
raices cuadradas. Maximo comun divisor entre numeros. Métodos de aproxima-
cion: fraccion continua ascendente. Fraccion continua. Familia de los numeros
metalicos. Familia de los nimeros mérficos (Redondo, 2008).

Procedimientos. Estudio de irracionales por aproximacion. Algoritmo de
Euclides.

Propiedades. Propiedades de las fracciones continuas. Propiedades de la
familia de los niimeros metalicos. Propiedades de la familia de los ndmeros
morficos (Redondo, 2008).

Argumentos. Deductivos.

CONFIGURACION EPISTEMICA ARITMETICA DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion, que puede ser relacionada con la crisis de los fundamen-
tos del calculo, cuestiona lo que hasta ese momento se consideraba como
transparente; a saber, la definicion de numero irracional como resultado de la
medicion de una magnitud mediante otra homogénea. Puede ser descrita seguin
los siguientes elementos de significado:

Lenguaje

»  Verbal Conjuntista. Algebraico.

*  (rdfico: Construcciones graficas realizadas por Cantor para emparejar
biunivocamente a los niimeros enteros con los racionales.

»  Simboalico: Notacion para las cortaduras de Dedekind. Diferentes notacio-
nes para algunos conjuntos numeéricos propuestos por Dedekind.

80 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012



Luis Reina, Miguel R. Wilhelmi y Aitzol Lasa

Situaciones. Problema de fundamentacion aritmética de nimeros irraciona-
les por distintos meétodos. Problema de fundamentacién de la completitud de la
recta geomeétrica. Problema de diferenciacion entre conjuntos infinitos. Problema
planteado por el infinito actual.

Conceptos. Relacion de equivalencia. Numeros racionales. Numeros irra-
cionales (fundamentacién geométrica). Limite de sucesiones. Infinito potencial.
Principio de continuidad de la recta. Cortaduras. Nimeros irracionales (funda-
mentacion aritmética). No numerabilidad del continuo. Infinito actual. Conjuntos
infinitos completos. Principio de correspondencia entre conjuntos infinitos.
Cardinal de un conjunto infinito. Densidad del conjunto de los irracionales.
Numeros transfinitos.

Procedimientos. Cortaduras de Dedekind. Limite de sucesiones fundamenta-
les. Encaje de intervalos cerrados racionales. Busqueda de funciones biyectivas
entre conjuntos infinitos para establecer la coordinabilidad entre ellos.

Propiedades. Propiedades de orden. Axioma del Supremo. Propiedades de la
continuidad. Conjunto perfecto (Velazco, 2005). Conjunto conexo.

Argumentos. Deductivos formales.

CONFIGURACION EPISTEMICA DE LA EXISTENCIA
Y CLASIFICACION DE NUMEROS IRRACIONALES

Esta configuracion asociada a un estado evolucionado de la nocion de numero
irracional, donde la distincion entre niimeros algebraicos y trascendentes es ya
posible, puede ser descrita segun los siguientes elementos de significado:

Lenguaje

»  Verbal Conjuntista. Algebraico.
*  Grdfico: Construcciones geomeétricas de los numeros construibles.
*  Simbdlico: Conjuntista. Algebraico.

Situaciones. Problema de diferenciacion entre nimeros irracionales. Problema
de construccion de numeros irracionales. Problema de representacion en la
recta numérica de numeros irracionales.

Conceptos. Relacion de equivalencia. Numeros racionales. Numeros irra-
cionales (fundamentacion geométrica). Limite de sucesiones. Infinito potencial.
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Numeros algebraicos y trascendentes. No numerabilidad de los niimeros tras-
cendentes. NUimeros construibles. Cuerpos.

Procedimientos. Clasificacion de irracionales y de irracionales cuadraticos
(familia de los numeros metalicos) por fraccion continua. Construccion geométri-
ca de numeros irracionales (nimeros construibles). Representacion de irraciona-
les en la recta numérica. Enumeracion del conjunto de los numeros algebraicos.
Meétodo axiomatico formal (segunda formulacién).

Propiedades. Propiedades de los niimeros construibles.

Argumentos. Deductivos formales.

La determinacion de las configuraciones epistémicas relacionadas con una
nocion matematica permite un analisis fino de la presencia y alcance de dicha
nocion en los libros de texto escolares. Contreras, Ordofiez y Wilhelmi (2010)
han mostrado este extremo con relacién a integral definida. En la seccion
siguiente, proponemos un analisis de textos escolares argentinos que incluyen
el numero irracional para su ensefanza con alumnos de 2° de educacion
secundaria (14-15 anos).

ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO DE SECUNDARIA

La muestra que analizamos es intencional, no habiendo un muestreo aleatorio.
El criterio de seleccién es Unico: editoriales de mayor difusion en Argentina para
2° (14 anos) o 3° (15 anos), segun la jurisdiccion de la Educacién Secundaria
Basica.’ Este criterio asegura una alta representatividad con relacion al signifi-
cado institucional de referencia, maxime cuando: por un lado, el Ministerio de
Educaciéon propuso unos nucleos de aprendizaje prioritarios (MECT, 2006) para
el conjunto de las distintas jurisdicciones, hecho que ha homogeneizado las
directrices generales de los libros de texto; por otro lado, el numero de textos
utilizados en toda la Republica con un ndmero de colegios no marginal es
aproximadamente de quince, considerandose tres textos los de mas amplia
difusion. Seran estos lo que se utilizaran en el presente estudio.
Los libros seleccionados son:

o Alvarez C, Alvarez F, Garrido L, Martinez S, Ruiz A. (2004). Matemdticas
9. Buenos Aires. Cuspide (Vicens Vives).

? El numero irracional se ha encontrado inmerso en un proceso de desincretizacion (Chevallard, 1991)
por lo que en el curriculum de matematicas de secundaria esta nocion se hace presente en 2° (14 anos)
y en 3° (15 anos) de Educacion Secundaria.
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»  Pineiro G, Rigetti G, Serrano G, Pérez M.(2008). Matemdtica Ill. Buenos
Aires. Santillana.

e Stinsin L, Ziger, D. (2010). Matemdtica 9 Activa. San Isidro. Puerto de
Palos.

Para hacer mas agil la escritura, codificaremos las configuraciones epistémi-
cas de la siguiente manera:

*  CE-implicita: Configuracion epistémica implicita de los numeros irracio-
nales.

*  CE-explicita: Configuracion epistémica explicita para los numeros irra-
cionales.

*  CE-aprox. Configuracion epistémica de la aproximacion racional de
numeros irracionales.

e CE-aritmética: Configuracion epistémica aritmética de los nimeros irra-
cionales.

»  CE-existencia: Configuracion epistémica de la existencia y clasificacion
de nUmeros irracionales.

En las siguientes secciones se muestra un analisis exhaustivo de cada uno
de los libros de texto.

CUSPIDE (ALVAREZ ET AL, 2004)

» Situaciones. Se incluyen situaciones de aproximacion propias de la
CE-aprox. Asimismo se introduce un método geométrico para la repre-
sentacion de numeros irracionales en la recta numérica real propio de
la CE-existencia, pero este método no se aplica o se pone a prueba en
la resolucion de problemas.

* lenguaje. Todos los tipos de lenguaje de las configuraciones son utili-
zados de alguna manera: geomeétrico, aritmético, simbdlico, algebraico y
conjuntista. A pesar de esta exhaustividad, el conjunto de los nimeros
irracionales no es denotado ni se establece de manera explicita la parti-
cion de R en numeros racionales e irracionales (R = Q U (R\Q)).

*  Conceptos-regla. La determinacion de valores aproximados por tanteo
(ensayo-error), asi como calculos aproximados, redondeo y encuadra-
miento implican la definicion segun la CE-aprox. La definicion segun
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la CE-aritmética no se aborda, pero la necesidad de “otros numeros
distintos de los racionales’, relacionada con la densidad y el continuo
de la recta real son sugeridos segun el tipo de expresion decimal de un
numero (figura 1).

5. {Existen otros numeros aparte de los racionales?

Existen numeros con infinitas cifras decimales no periédicas. Uno de ellos es el conocido
numero ©

n=3.141592653..

Estos numeros pueden ponerse en forma de fraccion, y se llaman irracionales. En el
siguiente punto veremos que al extraer una rafz aparece casi siempre irracional.

Figura 1. Definicion de numero irracional (Alvarez et al, 2004, 30).

La CE-existencia se concreta en la observacion de que raices cuadradas y

cubicas de la mayoria de nimeros son numeros irracionales, como sugiere el
texto de la figura 1 (al extraer una raiz aparece casi siempre un irracional).

84

*  Propiedades. No se consideran propiedades de todas las configuraciones
epistémicas, salvo un analisis de la propiedad de densidad de QO en R.

*  Procedimientos. En su mayoria se refieren a la CE-aprox, como una
forma de garantizar la manipulacion y el calculo. Ademas, se muestra un
procedimiento de representacion y construccion de raices de numeros
cuadrados y no cuadrados (seguin el procedimiento geométrico atribuido
a Teodoro de Cirene).

* Argumentos. Unicamente tres cuestiones precisan de una respuesta
argumentada, sin necesidad de que esta sea formal. Asi, por ejemplo,
se solicita: “Justifica que la suma de un racional mas un irracional es
siempre irracional. Razona igualmente para el producto de un racional
por un irracional’ (Alvarez et al, 2004: 39). Asimismo, se solicita justificar
que “la diagonal de un cuadrado de lado 7 es d=IN2" y que ‘la altura de
un tridngulo equildtero de lado 2a es h=aV3 " (Alvarez et al, 2004: 163).
El resto de ejercicios y problemas suponen una mera aplicacion o uso de
numeros irracionales sin el analisis de su naturaleza o su necesidad.
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SANTILLANA (PINEIRO ET AL, 2008)

Situaciones. Se presentan situaciones de todas las CE, excepto de la
CE-existencia. En particular, se solicita la construccion geométrica de
irracionales y su representacion en la recta real.

Lenguaje. Se utilizan lenguajes de todas las CE.

Conceplos-regla. Se identifica a la CE-aprox en el método de redondeo y
truncamiento. La CE-aritmética se hace presente en las caracterizaciones de
numero irracional (figura 4), pero estas no son confrontadas ni analizadas.

Se intenta dar significado a la introduccion de las definiciones a través de la
medida irracional de la raiz cuadrada de dos, para inmediatamente introducir
las definiciones y los ejemplos (figura 4).

Propiedades. La CE-aritmética es movilizada para el analisis de la den-
sidad de Qy (R\Q) en R, asi como para la observacion de que los con-
juntos Ny Z son discretos. Asimismo, la CE-existencia es considerada por
cuanto se menciona la continuidad de la recta numeérica y se analiza
con cierta formalidad la sucesion de Fibonacci y sus propiedades vy el
numero aureo con ayuda de la calculadora.

Un numero se llama irracional si no es posible escribirlo como una fraccion. La
expresion decimal de un numero irracional es infinita y no es periodica.

Un ejemplo irracional es\[2, observé sus primeras cifras 1,4142135623730950488..
Hay muchas raices cuadradas de nimeros naturales que son irracionales. (dCoémo te
podés dar cuenta?

Si la raiz cuadrada de un ndmero natural no es un natural, entonces se puede ase-
gurar que es un numero irracional.

Por ejemploN 9= 3\[49 = 7, etc, son naturales; en cambio) 7, 15\ 39, etc, son irra-
cionales.

Figura 4. Definicién de nimero irracional y ejemplos (Pifieiro et al, 2008, 46).

Procedimientos. Se explicitan los métodos propios de las CE-explicita y
CE-aprox. Asimismo, la CE-existencia aporta métodos especificos para
la representacion y construccién de algunas raices de numeros no
cuadrados.
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Argumentos. Los procesos de argumentacion y validacion estan practica-
mente ausentes, puesto que solo se solicita la argumentacion de la acti-
vidad en dos ejercicios, en ambos formalmente segun la CE-aritmética.

PUERTO DE PALOS (STINSIN Y ZIGER, 2010)

86

Situaciones. Si bien se presentan situaciones de todas las CE, la CE-existencia
se presenta de manera marginal Unicamente en alguna situacion que impli-
ca reglas de formacién de conjuntos de ndmeros irracionales.

Lenguaje. Se presentan todos los tipos de lenguaje de las distintas CE:
geometrico, aritmético, simbolico, algebraico y conjuntista. Si bien se define
el conjunto R como union de los conjuntos de los niimeros racionales e
iracionales, al igual que en la editorial Cuspide, el conjunto de los niime-
ros irracionales no es denotado ni se establece de manera explicita la
particion de R en numeros racionales e irracionales (R = Q U (R\Q)).
Conceplos-regla. La introduccion de las definiciones no se basa en
un principio de necesidad. No se define al conjunto de los numeros
irracionales, pero si es simbolizado. La definicion segun la CE-aprox se
identifica con los métodos de redondeo y truncamiento. Las caracteriza-
ciones del numero irracional se dan de una manera “fusionada’ (figura
7). La CE-existencia es utilizada en la definicion de la raiz enésima de
un numero, pero no se extiende a raices cubicas u otras que también
pueden ser numeros irracionales.

Tedricamente

Hasta ahora se trabajoé con numeros racionales, que son aquellos que pueden ser
expresados, como el cociente entre dos numeros enteros. Existen expresiones deci-
males con infinitas cifras decimales no periédicas, que no pueden ser expresadas
como el cociente entre dos enteros. Se conoce a este tipo de nimeros como nimeros
irracionales

Algunos ejemplos de nuimeros irracionales son:
7 = 3.141592654.. V2 = 1414213562 .. /4 = 1587401052..
o bien todo nuimero de infinitas cifras decimales con alguna regla de formacion,
por ejemplo:
11223334444 -20102030405..  -0.1133557799..

Figura 7. Definicién de ndimero irracional y ejemplos (Stinsin y Ziger, 2010: 25).
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*  Propiedades. La introduccién de la CE-aritmética evita las propiedades
de continuidad de la recta numérica y la de completitud del conjunto
de los reales (por ampliacion del campo numeérico mediante R1Q). Las
propiedades de las CE-aprox y la CE-existencia son asimismo omitidas.

*  Procedimientos. La CE-aprox se extraen los métodos de redondeo y trun-
camiento y la CE-existencia la representacion de numeros irracionales
en la recta real, pero este Ultimo método no es analizado segun su
campo de validez. Asi, por ejemplo, no se explicita que existen nimeros
iracionales como 1 ov4 , usados como ejemplos (figura 7), para los
cuales no es posible su construccion en la recta real mediante regla y
compas.

* Argumentos. Los procesos de argumentacion y validacion estan practi-
camente ausentes.

BREVE DESCRIPCION GENERAL DE LOS LIBROS DE TEXTO

Los textos escolares muestran, evidentemente, concordancias y discrepancias en
la forma en que los distintos objetos del significado asociados al numero irracio-
nal son introducidos y desarrollados. Estos libros comparten algunos elementos
de las entidades primarias.

*  Situaciones. Todos los textos introducen situaciones de aproximacion
racional de irracionales. La mayoria presenta construcciones numéricas
por alguna regla de formacion. También son mayoritarias las situaciones
de clasificacién entre racionales e irracionales. Asimismo se presentan
cuestiones o problemas relacionados con niimeros “famosos’ (7, nimero
aureo) con un claro objetivo motivacional.

* lenguagje. Todos los tipos de lenguaje de las configuraciones son utili-
zados por las editoriales, siendo los lenguajes aritmético y geomeétrico
los mas abundantes. Este uso permite, por un lado, ampliar el universo
numérico y dotar de sentido a los numeros irracionales; por otro lado,
restringe su uso en contextos algebraicos (como paso hacia la simbo-
lizacion y la generalizacion) y en contextos analiticos (como procesos
de paso al limite). Asimismo, el conjunto de los numeros irracionales
en algunos libros de texto no es denotado, ni se establece de manera
explicita la particion de R en numeros racionales e irracionales (R = Q

U RQ)).
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*  Conceptos-regla. Se introducen meétodos para aproximar numeros irra-
cionales. EI numero irracional es usualmente definido en un contexto
geométrico (donde la medida es la nocion clave), o como solucion de
ecuaciones polindémicas sin solucion en Q. Se definen raiz cuadrada,
cubica y enésima de un nuimero entero positivo. Sin embargo, la continui-
dad de la recta numérica o la completitud de los reales no son, en gene-
ral, abordadas, y la definicion de nimero irracional no se introduce como
respuesta a un problema intramatematico, sino de manera ostensiva.

*  Propiedades. Las propiedades de densidad y orden de (R/Q) en R son
implicitamente consideradas como consecuencia de la aproximacion por
exceso y por defecto de irracionales por racionales. En general, dado que
las practicas operativas estan en el centro de interés de los libros de texto,
las propiedades de las distintas configuraciones epistémicas, mas propias
de las practicas discursivas, quedan relegadas a un segundo plano.

*  Procedimientos. Es mayoritaria la introduccién de procedimientos para
representar geometrica y numéricamente los irracionales. Sin embargo,
no se discute el hecho de que existan numeros irracionales no construi-
bles con regla y compas.

* Argumentos. Los procesos de argumentacion y validacion estan practi-
camente ausentes.

Es posible, asimismo, resaltar algunos aspectos generales del desarrollo de
las configuraciones en los libros de texto. Asi, en la introduccion de los nimeros
irracionales, se privilegian situaciones de aproximacion mediante decimales. La
practica matematica que se propone estd fundamentada basicamente en el
desarrollo de la CE-aprox. Esta opcion se justifica, no siempre de forma explicita,
por el hecho de que en otras ciencias, como la Fisica, las aproximaciones racio-
nales son “suficientes” (Scaglia, 2000) y por la irrupcion de la calculadora en
las aulas como un medio comun. La aproximacion, ademas, esta vinculada al
concepto-regla privilegiado; a saber: ‘numero que no admite expresion decimal
periddica”.

Esta decision, el paso a la aproximacion, implica asimismo la renuncia
implicita a la introduccion de propiedades fundamentales de los numeros irra-
cionales. Esto es asi, por cuanto se presume que ‘las operaciones con decimales
son de sobra conocidas” y, por lo tanto, operar con las aproximaciones de los
irracionales los hace ‘transparentes’. Este hecho no impide la presentacion de
procedimientos para representar y construir geométricamente algunos numeros

88 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012



Luis Reina, Miguel R. Wilhelmi y Aitzol Lasa

irracionales, como una forma de desvincular dichos niimeros de sus aproxima-
ciones, pero sin llegar a justificaciones o argumentaciones formales basadas en
situaciones que, forzosamente, tendrian que ser intramatematicas.

El “abandono” de la aproximacién como Unica via para introducir los irracio-
nales se realiza por medio de la discusion de la naturaleza de los ‘radicales’ y
de la forma en que se opera con estos.

Por ultimo, es importante senalar que todos los tipos de lenguaje de las con-
figuraciones (geométrico, aritmético, simbolico, algebraico y conjuntista) estan
presentes en los libros de texto. Cierto que de forma no homogénea, siendo pri-
vilegiadas las representaciones geométricas (notablemente en la introduccion),
algebraicas (en la manipulacion simbdlica de expresiones y en la resolucion de
ecuaciones de segundo grado) y aritméticas (en situaciones de aproximacion).

SINTESIS, CONCLUSIONES Y CUESTIONES ABIERTAS

Vinculados al numero irracional, se pueden introducir conceptos, propiedades y
procedimientos que permiten la resolucion de una gran variedad de situaciones,
mediante distintos registros de lenguaje y formas de argumentacion especificas.
Asi, el analisis realizado sobre el origen histérico de la nocioén “‘numero irracio-
nal” permite la determinacion de distintas configuraciones que dan respuesta
a problemas intramatematicos que no tienen solucion en el conjunto de los
numeros racionales. La integracion de todas estas configuraciones constituye
el holosignificado de la nocion, es decir, permiten dar una respuesta a las pre-
guntas:

*  (Cudl es el significado del numero irracional? EI conjunto de todos los
objetos involucrados en las distintas configuraciones epistémicas y las
relaciones que pueden establecerse entre ellas.

*  JQué significa conocer el numero irracional? La comprension de una
nocion matematica puede tener distintos grados o niveles, que indican
la adquisicion de ciertos objetos de las configuraciones epistémicas y
su relacion entre ellos. De esta forma, la respuesta a la pregunta no es
absoluta, sino relativa a un proyecto educativo concreto. El holosignifi-
cado no es, pues, un objetivo de ensefanza, sino una referencia para
valorar los proyectos de estudio con relacion a la nocion.
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Aqui, el holosignificado basado en el estudio histérico de la nocion, sirve de
referencia para el analisis de los textos escolares de las editoriales de mayor
difusion e impacto en el sistema educativo.

A pesar de que la diferenciacion entre racional e irracional es una preocupa-
cion comun a los libros de texto analizados, las discrepancias y concordancias
halladas dan cuenta de la heterogeneidad de las propuestas. Ademas, la intro-
duccién del nimero irracional no siempre se basa en un principio de necesidad,
lo que podria redundar en una pérdida de sentido, por parte del alumno, en el
aprendizaje de la nocion de ndmero irracional.

Se observa en la muestra de textos una introduccion reduccionista basada en la
aproximacion y cuya justificacion, explicita o no, se sigue de cuatro presupuestos:

*  Prdctico. Las aproximaciones mediante racionales son suficientes en la
técnica, puesto que esta esta sujeta a los instrumentos de medida, y para
la resolucion de situaciones “de la vida real”.

*  FEscolar. Las calculadoras son un instrumento naturalizado en la escue-
la que permiten la manipulacion numérica de aproximaciones de
irracionales, pero no en general el trabajo con expresiones simbolico-
literales (tal es el caso de paquetes informaticos especializados como
Mathematica o Maple).

* De ensenanza. Los métodos de ensenanza basados en la aproxima-
cion de irracionales mediante decimales garantizan la introduccion y
desarrollo de aquellos mediante una actividad matematica (operativa y
discursiva) naturalizada en la institucion “secundaria’, hecho que facilita
su eficacia y minimiza su coste.

*  Cognitivo. Los estudiantes de secundaria, en general, no tienen la
capacidad de asimilar los conocimientos fundantes relacionados con el
numero irracional (conmensurabilidad, densidad de Q en R, continuidad
de R, etcétera).

La utilizacion sistematica de aproximaciones por estas razones prdcticas
(resolucion de situaciones extramatematicas), escolares (uso de calculadora),
de ensenanza (referencia a la actividad naturalizada con decimales) y cogniti-
vas (dificultades de aprendizaje) hacen que los irracionales tengan un estatus
‘accesorio y prescindible” en la actividad matematica; es decir, no se motiva su
pertinencia y necesidad ni en relacion con el coste, ni la eficiencia ni la viabili-
dad (Contreras, Ordofez y Wilhelmi, 2010: 378).
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De esta forma, si bien estos presupuestos deben ser tenidos en cuenta en
el diseno y puesta en marcha de proyectos de ensenanza y aprendizaje de la
nocion, es necesario, asimismo, observar que los niimeros irracionales permiten
progresar en el estudio de procesos de paso al limite, claves en el desarrollo de
las nociones propias del Analisis Matematico (Artigue, 1998). Ademas, la repre-
sentacion en la recta real de numeros irracionales acarrea la problematica del
infinito actual (Scaglia, 2000).

El paso al limite y el infinito actual son imprescindibles para la compren-
sion de cuestiones tipicamente escolares tales como: expresion como fraccion
de decimales periddicos puros y mixtos, resolucion de ecuaciones de segundo
grado con una incégnita, progresiones aritméticas y geomeétricas (en particular,
sumas infinitas de razon positiva menor que la unidad), limites sucesionales o
el estudio de ecuaciones polinomicas de grado superior a 2 (en particular de
grados 3y 4) sin solucion racional (y que, por lo tanto, no son resolubles por el
método Ruffini de factorizacion de polinomios).

Fundamentada la pertinencia de los numeros irracionales, queda todavia
un largo camino para transformar las configuraciones epistémicas descritas
en material de ensefanza. Las configuraciones no constituyen una ingenieria
didactica, sino la referencia obligada para su construccion. La construccion de
tal ingenieria tendra que implicar, asimismo, la determinacion de pautas para la
valoracion de su idoneidad didactica (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007),
tanto a priori (previa a la puesta en marcha del proceso instruccional) como a
posteriori (analisis de la experimentacion en contraste con las expectativas).

Esta ingenieria tendria que integrar el paso a la aproximacion como un pro-
cedimiento previo a un proceso infinito, donde las propiedades fundamentales
de los numeros irracionales serian entonces necesarias. Este hecho supondria
superar la maxima erronea siguiente: “‘puesto que las operaciones con decima-
les son de sobra conocidas, operar con las aproximaciones hace transparentes
los nimeros irracionales’, que justifica de manera general la intervencion actual
en la secundaria.

Asi, se deberfan proponer situaciones de aproximacion por defecto y por
exceso no solo que involucrasen decimales, sino también fracciones (figura 14),
que tendrian que ser acompanadas por técnicas de control del error cometido.
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T<A3 <2 yaquel’=1<3<4=7’

3 4 3 9 12 16 4 ' .3
—<+3<—,yaque| —| =—<—<—=|—| .Mejoraproximacion: = (por defecto)
2 2 2 4 4 4 2 2

2
(5 25 27 36

2
5 6 6 ' 5
—<+/3<—,yaque = <—<— g . Mejor aproximacion: — (por defecto)
3 3

3 9 9 9

2 2
6 7 6 36 48 49 7 , T
—<3<—,yaque| — | =—<—<—=| —| .Mejoraproximacién: — (porexceso)
4 4 4 16 16 16 4 4

Figura 14. Aproximacion dev3 por fracciones.

Los procesos infinitos podrian incluir situaciones que impliquen el estudio de
la “periodicidad’, pura o mixta, de fracciones continuas. En la figura 15 se mues-
tra una aproximacion a un irracional mediante una fraccién continua “truncada”
y la notacion del desarrollo infinito (Rey Pastor, Pi Calleja y Trejo, 1969).

efieas— Y Ay !

I+ — 1+

1443 = 21] 3 =[112]

Figura 15. Aproximacion y periodicidad pura y mixta en irracionales cuadraticos.

Serfan asimismo necesarias actividades especificas que cuantificaran la pér-
dida de informacién que se tiene al aproximar un irracional por racionales. Por
ejemplo, suponiendo que la tierra es una esfera cuyo radio mide 6 378 km, si se
toman 3.14 o 3.1415926535 como aproximaciones de m, ées representativa la
diferencia de la longitud del ecuador en cada caso?
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Por Ultimo, es necesario abordar un estudio tedrico que describa las diversas
configuraciones epistémicas como un todo coherente y articulado (holosigni-
ficado), identificando aspectos que promuevan un pensamiento matematico
flexible entre los objetos (situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades
y argumentos) que las constituyen.
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Acerca de la comprension
del concepto del supremo

Lidia Aurora Hernandez Rebollar y Maria Trigueros Gaisman

Resumen. Esta investigacion tiene como objetivo estudiar la construccion del con-
cepto del supremo en el nivel de educacion superior. EI marco teérico que se utiliza
es la teoria APOE (Dubinsky, 1991) sobre la construccion de objetos matemaéticos. Se
presenta una descomposicion genética del concepto en la que se modelan las cons-
trucciones mentales que los estudiantes pueden llevar a cabo para la comprension
del concepto. Para validar estas posibles construcciones se disend un cuestionario y
se aplicé a estudiantes de las licenciaturas de matematicas y de fisica de una uni-
versidad publica. Algunas de las respuestas que presentamos permiten observar que
el proceso de construccion del concepto por el que pasan los estudiantes es muy
complejo y que la mayoria no construye una concepcion de tipo accion del mismo.
El andlisis de las respuestas de los estudiantes ha sido dtil también para conocer
las dificultades a las que se enfrentan los estudiantes cuando intentan demostrar
que cierto nimero es el supremo de un conjunto dado.
Palabras clave: Teoria APOE, comprension, supremo.

About the understanding of the supremum concept

Abstract. The main goal of this work is to study how university students construct
the supremum concept The theoretical framework, used in this study, is APOS theory
(Dubinsky, 1991); that describes mathematical objects construction. We present a
genetic decomposition of the supremum concept that describes the mental construc-
tions that the authors consider students should perform to understand such concept
To validate these possible constructions we designed and applied a questionnaire for
mathematics and physics students of a public university. Some answers show that
the student's construction process is a hard task, and most students do not construct
an action conception of this concept The analysis of the student answers has been
also useful to know the difficulties that students face when they try to demonstrate
that a number is a supremum of a given set

Key words: APOS Theory, understanding, supremum.
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INTRODUCCION

El concepto del supremo, como la minima de las cotas superiores de un con-
junto de niimeros reales, permite establecer el axioma del mismo nombre en un
curso introductorio de Analisis Matematico a nivel superior, y tanto el concepto
como el axioma son elementos indispensables en el desarrollo de esta materia,
de acuerdo con las presentaciones que hacen algunos autores de libros de cal-
culo como Hasser (1988), Apostol (1982) y Spivak (1992). Los libros tradicionales
de esta rama de la matematica varian en poco la presentacion de este concepto,
después de una definicion formal se demuestran rigurosamente los teoremas
correspondientes. Nosotros situamos nuestro estudio en una universidad publica
donde el concepto se presenta en el primer curso de matematicas a estudiantes
de las carreras de fisica y matematicas. Este curso se denomina Matematicas
Basicas y la mayoria de los profesores que lo imparten siguen la presentacion
de Angoa, Contreras, Ibarra, Linares y Martinez (2004) o alguno de los men-
cionados arriba. Una descripcién de la forma en que estos libros presentan el
concepto aparece en la tesis de Acevedo (2011). El numero de reprobados en
este curso (alrededor de 60% entre 2008 y 2010) ha llamado nuestra atencién, y
el reporte de una encuesta aplicada a varios grupos de estudiantes que cursan
esta materia muestra que, en particular, el concepto del supremo presenta gran
dificultad (Maldonado, 2012). Al impartir este curso durante mas de cinco anos
hemos observado que los problemas propuestos al final del tema en el libro de
texto son particularmente dificiles de resolver para los estudiantes. Cabe mencio-
nar que dicho libro no esta basado en investigacion en Matematica Educativa
y que su presentacion también sigue el modelo formal.

La teoria APOE de Dubinsky y colaboradores ha sido util en el analisis de la
construccion de conceptos de matematicas de nivel superior, diversos autores la
han utilizado para estudiar la comprension de conceptos tales como funcién de
dos variables, derivada, integral, base, etc. (Tall, Thomas, Davis, Gray y Simpson
2000; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares 2006; Trigueros, 2005; Salgado vy
Trigueros 2009; Martin, Loch, Cooley, Dexter y Vidakovic 2010, Aldana, 2011,
Roa-Fuentes, 2012, Martinez-Planell y Trigueros, 2012); por esta razén la con-
sideramos apropiada como marco teorico de este trabajo. Una ventaja de esta
teoria es que la informacion generada a partir de una descomposicion genética,
validada mediante investigacion con estudiantes, se puede utilizar para disenar
material didactico, con el fin de alcanzar un mejor aprendizaje del concepto.
Una secuencia didactica basada en este trabajo ya ha sido disenada y reportada
en la tesis de Acevedo (2011).
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Utilizando esta teoria, las preguntas que nos hemos planteado resolver
son:

1. éQué construcciones mentales son necesarias para la construccion del
concepto del supremo?

2. ¢Qué construcciones mentales han alcanzado los estudiantes cuando
estudian el concepto del supremo en un curso tradicional?

3. ¢A qué dificultades se enfrentan los estudiantes cuando requieren apli-
car el concepto del supremo?

Hasta este momento no tenemos conocimiento de estudios que reporten
las dificultades en la ensenanza y el aprendizaje del concepto del supremo, ni
tampoco acerca de propuestas para su ensenanza y aprendizaje; sin embargo,
ha sido el alto numero de reprobados y las dificultades observadas en el curso
impartido por la primera autora, lo que ha motivado esta investigacion.

Después de esta introduccion, presentamos una breve descripcion de la teoria
APOE por ser la que sustenta este trabajo de investigacion. Continuamos con la
descripcion de la metodologia que se siguié para conocer las concepciones por
las que transitan los estudiantes al construir el concepto en estudio. Dentro de la
metodologia utilizada se incluye el diseno de una descomposicion genética del
concepto, la que se utilizd para elaborar el instrumento de investigacion y para
analizar las concepciones de los estudiantes. La seccion de resultados presenta
dichas concepciones, las cuales se deducen del analisis de las respuestas de los
estudiantes. Finalmente, en las conclusiones, se resume el proceso que siguen
los estudiantes para construir el concepto del supremo y que se ha observado
al final de esta investigacion.

MARCO TEORICO

Si deseamos investigar como los individuos construyen conceptos matematicos,
encontramos que diversos autores nos remiten a la idea de construccion de
objetos mentales, que se pueden manipular en un proceso que generalmente es
realizado paso a paso. En realidad, esta idea tiene sus origenes en la epistemo-
logia de Piaget, quien explica tal proceso de construccion mediante la abstrac-
cion reflexiva. Dubinsky y el grupo de investigadores integrados en Research in
Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC) han adaptado la
teoria piagetiana relativa a la abstraccion reflexiva al pensamiento matematico
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avanzado (Asiala et al, 1996). Para Dubinsky (1991, 1991a, 1996), la abstraccion
reflexiva es el mecanismo por el cual se construyen objetos mentales a traves
de acciones fisicas o mentales sobre estos objetos matematicos. La teoria APOE
(Accion, Proceso, Objeto, Esquema), desarrollada por RUMEC, propone un mode-
lo para explicar la manera en la que se construyen o se aprenden conceptos
matematicos de nivel superior. Dicha construccion se puede describir mediante
tres construcciones basicas: accion, proceso y objeto. En la teorfa APOE se parte
de un andlisis de los conceptos matematicos en el que se ponen de relieve las
construcciones cognitivas que pueden ser requeridas para su aprendizaje. A
este analisis se le conoce como descomposicion genética del concepto. Cuando
se utiliza la teoria APOE en la investigacion o en el diseno de material didactico,
se empieza por hacer una descomposicion genética del o de los conceptos de
interés. En ella se destacan las acciones y los distintos procesos, la forma de ir
estructurandolos para posibilitar la construccion de la concepcion objeto y las
relaciones con otros objetos 0 esquemas necesarios para la construccion de
esquemas. Con esta descomposicion genética se disena material didactico o un
instrumento para conocer las concepciones que los estudiantes han desarrolla-
do acerca del concepto. Si se elige la primera opcion, se puede pasar al diseno
y a la aplicacion de un instrumento de investigacion. Despues, el andlisis de
las respuestas del instrumento se puede usar para refinar la descomposicion
genética inicial y para volver a la primera opcion (Trigueros, 2005).

METODOLOGIA

Para llevar a cabo esta investigacion se diseno, en primer lugar, una descom-
posicion genética del concepto del supremo. Con base en esta descomposicion
genética, se diseno un cuestionario con preguntas o problemas relativos a este
concepto. El cuestionario se aplico a dos grupos distintos de estudiantes y se
analizaron sus respuestas. Posteriormente, se entrevistdo a siete de los estu-
diantes que habian contestado el cuestionario y la entrevistadora registré las
preguntas y las respuestas mediante escritura manual. Las respuestas de ambos
cuestionarios se analizaron en conjunto para extraer la informacion relativa a
las acciones, procesos y objetos; es decir, a las construcciones predichas por la
descomposicion genética de los conceptos involucrados y que se pueden inferir
del trabajo de los estudiantes a partir del analisis de las respuestas. Los resul-
tados que se presentan en este articulo son precisamente los que se derivan
de este andlisis.
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PARTICIPANTES

Participaron en esta investigacion 34 estudiantes: 24 que se encontraban repi-
tiendo el curso de matematicas bdsicas, donde se estudia el supremo y al que
llamaremos grupo A, y diez que cursaban la materia Calculo Diferencial, con-
secuente del curso Matemdticas Basicas y al que denominaremos grupo B. Los
estudiantes del grupo A habian estudiado el tema del supremo un mes antes
de que respondieran nuestro cuestionario. Los del grupo B aprobaron la materia
matematicas basicas el semestre anterior y en la materia de Calculo Diferencial
conocieron algunas aplicaciones del concepto que nos ocupa. En ambos grupos
habia estudiantes de las licenciaturas de fisica y de matematicas, quienes res-
pondieron el cuestionario en la parte final de sus cursos (junio de 2010). Estos
estudiantes no tenian ninguna otra caracteristica especial y participaron en la
investigacion de manera voluntaria.

INSTRUMENTO

El instrumento es un cuestionario que se disen6 expresamente para detectar
el proceso de construccion del concepto del supremo, basandonos en la teoria
APOE, pero sin incluir la concepcién de esquema. Ademas, se realizaron siete
entrevistas a estudiantes que habian contestado el cuestionario y que tuvieron
la disposicion para responderlas, con el fin de recabar mayor informacion sobre
sus contestaciones al cuestionario. Las entrevistas fueron transcritas manual-
mente al momento de realizarse y se utilizaron Unicamente para reforzar la
interpretacion y el analisis de las respuestas del cuestionario. ElI diseno del
instrumento siguio dos etapas:

Etapa 1. Andlisis del concepto del supremo a través de una descomposi-
cion genetica.

Etapa 2. Diseno y seleccion de los problemas con base en la descompo-
sicion genética.

Etapa 1. Una descomposicion genética de un concepto matematico es un
modelo que se construye a partir del analisis de las construcciones cognitivas
que se requieren para el aprendizaje de dicho concepto. En ella se incluyen las
acciones, los procesos y la forma en que estos se coordinan e interiorizan, de tal
forma que se posibilite el encapsulamiento del concepto, a lo cual se denomina
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concepcion objeto del concepto. La descomposicion genética también puede
incluir la descripcion de la construccion de relaciones entre dichas acciones,
procesos y objetos involucradas en la construccion de esquemas. En la descom-
posicion genética del supremo que nosotros proponemos aqui, hemos incluido
Unicamente un analisis hasta la concepcion objeto del supremo.

DESCOMPOSICION GENETICA DEL CONCEPTO DEL SUPREMO

Para comprender el concepto del supremo, los alumnos deben haber construido
un esquema de conjuntos, lo cual significa: el manejo de notacion formal, ope-
raciones bdasicas con conjuntos, identificacion de complementos de conjuntos,
representaciones analiticas y graficas (en recta numérica o con diagramas de
Venn). También deben haber construido un esquema de logica que implica:
traduccién de proposiciones no cuantificadas, las cuales incluyan conectivos
y, 0, no e implicacién y su negacion, del lenguaje natural al simbdlico y vice-
versa; el uso de cuantificadores y su negacion en proposiciones compuestas
(que incluyen varios cuantificadores, conectivos y negaciones) como proceso.
Ademas, la posibilidad de construir argumentos simples y demostraciones direc-
tas e indirectas como un proceso. Deben también haber construido el concepto
de cota superior.

CONSTRUCCION DE LA NOCION DE COTA SUPERIOR

Dado un conjunto numérico discreto A, el estudiante hace la accion de iden-
tificar un conjunto de numeros B que sean mayores o iguales que todos los
elementos del conjunto A, asi como el mayor de los elementos del conjunto A
y las acciones de comparacion necesarias para mostrar que, efectivamente, los
elementos de B son mayores o iguales que los elementos de A

Estas acciones se interiorizan en el proceso de generalizacion, que consiste
en identificar el conjunto B de todos los nimeros mayores o iguales que todos
los elementos de un conjunto A, cuando este pasa de ser discreto a un con-
junto continuo, y en el proceso de generalizacién que consiste en identificar el
conjunto de todos los nimeros mayores o iguales que todos los elementos de
un conjunto A de cualquier tipo, si existe. El proceso anterior se coordina con
el proceso de demostracion de que, efectivamente, ese conjunto B contiene
Unicamente elementos que son mayores o iguales que todos los elementos
del conjunto dado A. Los procesos anteriores también se pueden revertir en el
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proceso de encontrar un conjunto para el cual, otro conjunto dado, constituye
un conjunto de cotas superiores.

CONSTRUCCION DE MINIMA COTA SUPERIOR

Dado un conjunto de cotas superiores B de otro conjunto no vacio dado A el
estudiante debe hacer la accién de identificar el elemento minimo del conjunto
By las acciones necesarias para justificar que efectivamente lo es. Estas accio-
nes se interiorizan en el proceso de generalizacion que permite encontrar la
minima cota superior de un conjunto A, arbitrario, acotado superiormente y no
vacio. Este proceso se coordina con el proceso necesario para demostrar que,
efectivamente, ese nimero es la menor de las cotas superiores (la minima cota
superior). Los procesos anteriores se pueden revertir en el proceso de encontrar
un conjunto para el cual un numero dado constituye una minima cota supe-
rior.

Los procesos de encontrar el conjunto de cotas superiores y de encontrar la
minima cota superior se generalizan y se coordinan para encontrar el conjunto
de cotas superiores para un conjunto abstracto dado, y en el proceso de encon-
trar la minima cota superior de ese conjunto. Estos procesos involucran el uso
de notacion simbdlica de conjuntos y de logica, por lo que se deben coordinar
con los elementos de los esquemas correspondientes. Los procesos anteriores
de demostracion se deben generalizar para incluir las demostraciones para este
tipo de conjuntos.

El estudiante efectiia las acciones y los procesos necesarios para determinar el
conjunto de cotas superiores y el supremo de conjuntos definidos mediante opera-
ciones con otros conjuntos. Esto hace necesaria la coordinacion con el esquema
de conjuntos, incluyendo el uso de distintas representaciones de los mismos, y el
proceso de demostrar que el supremo determinado efectivamente lo es.

ENCAPSULACION DEL OBJETO SUPREMO

Ante la necesidad de demostrar proposiciones que involucran supremos de con-
juntos generales obtenidos mediante operaciones con conjuntos, el estudiante
encapsula los procesos descritos anteriormente en el objeto supremo de cada
uno de los conjuntos para poder hacer las acciones necesarias sobre ellos.
Etapa 2. De acuerdo con la descomposicion genética anterior es posible
observar la presencia de las concepciones involucradas en la construccion del
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concepto del supremo en los estudiantes, a través de las respuestas al cues-
tionario disenado. Para detectar las concepciones mencionadas, tendremos en
cuenta lo siguiente.

Nosotros consideraremos que un estudiante muestra una concepcion accion
del concepto del supremo, cuando este es capaz de identificar el supremo de
conjuntos dados numericamente, con un numero finito de elementos y, ademas,
que puede comprobar que, efectivamente, ese elemento satisface la definicién;
de identificar el supremo en intervalos acotados utilizando reglas memorizadas,
o de identificar que no existe el supremo cuando los conjuntos no estan acota-
dos, también utilizando reglas memorizadas.

Un estudiante muestra una concepcion proceso de supremo cuando, para
distintos tipos de conjuntos y, en particular, para conjuntos definidos de manera
general o abstracta, es capaz de encontrar el supremo y de argumentar, inclu-
yendo cuantificadores en su justificacién, al menos en algunos casos.

Un estudiante muestra una concepcion objeto del concepto del supremo
cuando es capaz de encontrar el supremo de conjuntos arbitrarios, incluidos los
que se obtienen a través de operaciones entre conjuntos, y demostrar formal-
mente que efectivamente lo es.

Los problemas del cuestionario fueron disenados o elegidos tomando en
cuenta la descomposicion genética anterior. Se considerd que la demanda del
problema propuesto al estudiante fuera tal, que pudiéramos inferir las construc-
ciones y las concepciones del objeto del supremo. Por ello tuvimos en cuenta la
lista de ejercicios y los ejemplos propuestos en el libro de texto.

En la Figura 1 se muestra el cuestionario disenado. Notemos que en el cues-
tionario se presenta la definicion formal del supremo; sin embargo, debemos
aclarar que, antes de que los estudiantes contestaran este cuestionario, se les
pidio escribir la definicion del supremo tal y como la recordaran.

La pregunta uno, en cada uno de sus incisos, corresponde a la accion de
comparar los elementos de cada conjunto para determinar si existe alguno de
ellos mayor o igual que todos los elementos del conjunto. Aunque en algunos
casos se requiere de una generalizacion, este tipo de ejemplos se trabajan en
clasey, por lo tanto, pueden ser resueltos por memorizacion, como es el caso de
identificar el supremo de intervalos abiertos o cerrados.
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Cuestionario No 1

Este cuestionario tiene como objetivo identificar el proceso de construc-
cién del del de un J real.
Nombre:

Matricula:

Definicion del supremo. Sea A C R, A # @. Se dice que & € R es el
p de A, si ple las dos proposici iguientes:

iyVzeda>z
il) Sic€Restal que ¥z € A, c > z entonces ¢ >
1. ;Cuadl es el supremo de los conjuntos siguientes?

a. [-1,5]

- (-8,-1/2)

(3,00)

. {-2,10,8,0,—5}

N

o Ao o

.
3

10 la

2. D« ra que los ni que
y 1b cumplen con la definicién.

3. Sea B=|[-1,5U(-8,—1/2).

como sup en el ej

a. ;Es B acotado superiormente?
b. ;Existe el supremo de B? ;Cusl es?
4. Sea D = (3,00) U {—2,10,8,0, -5} .
a. ;Es D acotado superiormente?
b. ;Existe el supremo de D?;Cusl es?
5. Si A, B C R son conjuntos no vacios acotados superiormente:
a. ;Qué puedes decir de AU B?
b. ;Cusl de las igualdades sigui es verdadera?.
sup(A U B) = max {sup A4, sup B} 6 sup(AU B) = min {sup A,sup B} .

6. Demuestra la igualdad que hayas elegido como verdadera.
Figura 1.

La pregunta dos requiere de una concepcion de tipo proceso para el con-
cepto del supremo, ya que debe demostrar que cierto numero concreto es el
supremo de un conjunto dado. En primer lugar, debe demostrar que el nimero
seleccionado como supremo es cota superior del conjunto, para lo cual debe-
ra recurrir a la definicion del mismo conjunto, en nuestro caso, de intervalo.
Después, para demostrar que dicho numero es la menor de las cotas superiores
se supone la existencia de alguna otra cota superior y se demuestra que esta
es mayor o igual que el numero que se pretende demostrar que es el supremo.
La manera tradicional como se demuestra esta proposicion, por ejemplo en la
23, es la siguiente: Sea ¢ € R una cota superior de [-1, 5] entonces para todo
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x € [-1,5] se tiene que ¢>x. Como 5 € [-1,5] obtenemos que ¢>5. Sin embargo,
en el ejercicio 2b, el supremo, que es 'x no pertenece al conjunto por lo que la
sequnda parte de la demostracion cambia a: Sea ¢ una cota superior de (=8, ')
y supongamos que c<'h. Sea z=c+_b tenemos que z € (c, b, pero esto es un
absurdo, pues supusimos que ¢ es cota superior de (=8, %). Por lo tanto ¢> .

La respuesta a esta pregunta dos permite observar también si el estudiante
ha alcanzado una concepcion proceso de los conceptos cota superior y conjun-
to, ya que debe ser capaz de generalizar las acciones requeridas en la pregunta
1, interiorizarlas y coordinarlas con el proceso que le permite considerar distintos
tipos de conjuntos. Ademas, requiere de la légica para establecer una demostra-
cion, inclusive por reduccion al absurdo como en el caso 2b.

Las preguntas 3 y 4 también corresponden a acciones del mismo tipo
que las requeridas en la pregunta 1. Sin embargo, se eligieron para observar,
principalmente en la pregunta 4, si los estudiantes mostraban una concepcion
proceso del concepto union de conjuntos.

El inciso a) de la pregunta 5 exige un proceso de operacion con los conjun-
tos dados, asi como la coordinacion con el proceso de encontrar una cota supe-
rior para el conjunto resultante de la operacién, y el inciso b) exige un proceso
de comparacion mental de todas las posibles cotas superiores para determinar
entre ellas la existencia del supremo.

Finalmente, la pregunta 6 requiere de la encapsulacion del proceso de
encontrar el supremo de un conjunto general para demostrar que tal supremo
satisface la definicion; cuando es respondida correctamente, muestra una con-
cepcion objeto del concepto supremo.

PROCEDIMIENTO

El cuestionario fue aplicado en el horario de clase de cada uno de los grupos
mencionados y se les invitd para que, posteriormente, en diferentes horarios a
escoger, asistieran para ser entrevistados. Debido al caracter voluntario de la
entrevista y a que nos encontrabamos en un periodo de fin de cursos, se realizo
un total de siete entrevistas, cada una de ellas de manera individual. De manera
previa a la realizacion de las entrevistas, se examinaron las respuestas dadas
por los estudiantes a las preguntas del cuestionario, a fin de elaborar preguntas
adecuadas a las respuestas producidas, con el objetivo de que los estudiantes
explicitaran lo que estaban pensando al resolver los problemas y determinar,
asi, con mayor claridad que la permitida por el cuestionario, qué construcciones
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mostraban en sus respuestas. Preguntas y respuestas se presentaron oralmente
y fueron transcritas a mano en el momento de manifestarse.

Una vez realizadas las entrevistas, se procedid a un nuevo analisis de los
cuestionarios y de las encuestas, ahora de manera conjunta.

ANALISIS

En una primera etapa, el andlisis de las respuestas consistio en detectar las
respuestas correctas e incorrectas y, al mismo tiempo, en elaborar una lista de
errores cometidos por los alumnos. La segunda etapa consistié en analizar las
respuestas de los alumnos en términos de las construcciones senaladas en la
descomposicion genética y en extraer la informacion relacionada con las accio-
nes, procesos, objetos y esquemas considerados en la descomposicion genética
que mostraban las respuestas de los alumnos. En esta sequnda etapa se ana-
lizaron también las respuestas de las entrevistas con el fin de retroalimentar
los datos y las interpretaciones del andlisis del cuestionario. A través de estos
analisis fue posible observar la dificultad de la construccion de este concepto
por parte de los estudiantes y la concepcion que mostraban al momento de
contestar el cuestionario. Al encontrar algunas diferencias entre las respuestas
de los estudiantes de los grupos A'y B, se tomo la decision de exponer los resul-
tados de estos grupos por separado. Ademas, gracias a la riqueza de conceptos,
representaciones y relaciones que involucra la construccion del concepto de
supremo, el analisis realizado nos permiti6 observar también elementos de la
construccion de los conceptos conjunto, cota superior y elemento minimo de
un conjunto. Por otro lado, observamos la gran importancia que tiene, en la
construccion del concepto del supremo, el manejo fluido de la notacién simbo-
lica y una concepcion estructurada de la logica a la cual hemos denominado
esquema de logica.

RESULTADOS

En esta seccion presentamos los resultados obtenidos del cuestionario. De
manera global y mediante las graficas siguientes, mostramos las respuestas
correctas e incorrectas de cada una de las preguntas o problemas. También
describimos, después de cada grafica, los errores detectados en cada grupo. La
grafica 1 muestra los resultados del grupo Ay la grafica 2 los del grupo B.
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Grafica 1. Resultados del grupo A con 24 estudiantes.

En la grafica 1 observamos que los estudiantes del grupo A muestran pro-
blemas desde la definicion de supremo: 87% no pudo darla correctamente. En el
analisis de las respuestas a esta pregunta detectamos que algunos estudiantes
confundieron la definicion de supremo con el axioma del supremo, mientras
que otros no pudieron escribir correctamente el inciso dos de la definicion. Estos
estudiantes abusaban de los cuantificadores o los usaban incorrectamente al
tratar de escribir simbolicamente que cualquier cota superior debe ser mayor o
igual que el supremo. En la pregunta 1 hubo mas errores en este grupo que en
el grupo B. Mas adelante analizamos estos errores. En el grupo A observamos
también que las demostraciones de las preguntas 2 y 6 no pudieron ser reali-
zadas. A diferencia del grupo B, en este grupo A encontramos mas respuestas
en blanco, inclusive, en la pregunta 2; la mayoria no pudo demostrar que los
numeros seleccionados eran cotas superiores de los intervalos dados.

En la grafica 2 podemos observar los resultados del grupo B. La mayoria de
los estudiantes de este grupo pudo dar la definicién de supremo correctamente,
asi como identificar el supremo de conjuntos concretos y de conjuntos que
resultan de la unién de dos conjuntos. Sin embargo, 80% no pudo demostrar
que cierto numero concreto era el supremo de un conjunto (pregunta 2) y 90%
no pudo demostrar que el supremo de la union de dos conjuntos acotados
superiormente, no vacios, es el mayor de los supremos de los dos conjuntos
(pregunta 6).
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Grafica 2. Resultados del Grupo B con 10 estudiantes.

A continuacion presentamos las construcciones observadas en los estudian-
tes en relacion con la descomposicion genética del concepto del supremo. Esta
informacion nos permite verificar las construcciones que los alumnos fueron
capaces de hacer y relacionar las dificultades de los alumnos con construccio-
nes especificas. Todo ello, nos permite obtener informacion sobre la construc-
cion del concepto para, posteriormente, disenar estrategias didacticas con el
fin de ensenarlo de manera mas efectiva. Elegimos algunas respuestas de los
estudiantes para ilustrar las construcciones que consideramos mas importantes
en la construccion del concepto y su relacion con las dificultades de los estu-
diantes. En esta seccion no hacemos diferencia entre los grupos A y B, sino un
andlisis global de las concepciones de los estudiantes al momento de aplicar
el cuestionario.

Concepcion Accion del concepto supremo

La mayoria de los estudiantes entrevistados pudieron realizar la accion de iden-
tificar el supremo de conjuntos dados numéricamente, discretos o continuos
como lo son intervalos abiertos o cerrados. De los 34 estudiantes encuestados,
20 contestaron correctamente a la pregunta nimero uno. Quienes contestaron
incorrectamente, mostraron las siguientes dificultades:
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1. No identificar el supremo. Algunos confundieron el supremo con el mini-
mo de un conjunto. Algunas respuestas que muestran esta situacion
son: Sup (-8-14) =-8 Sup (3,00) =3, SupN = 1.

2. No tener una respuesta acerca del supremo de conjuntos no acotados,
como el intervalo (3, ) 0 N, lo cual muestra que dichos estudiantes no
han alcanzado una concepcion accion del concepto cota superior.

3. No manejar adecuadamente la notacion simbolica. Por ejemplo, algunos
responden: Sup (3, o0) = oo, Sup (-8-14) = ASup (3, o0) = 0. Ver Figura 2

1. ;Cuél es el supremo de los conjuntos siguientes?
15 = 6

. (-8,-1/2) = !

(Bix) @

. {-2,10,8,0,-5} - 1O

N >0

o

o oo T

Figura 2. Respuesta de un estudiante a la pregunta 1.

Las preguntas 3 y 4 también exigen acciones y fueron contestadas correc-
tamente casi por 100% de los estudiantes. Sin embargo, algunos estudiantes
que intentaron justificar su respuesta, mostraron problemas en la construccion
cognitiva de conjunto, por lo que consideramos que algunos de ellos no han
interiorizado las acciones en una concepcion proceso de conjunto. Por ejemplo
algunas respuestas fueron:

1. B =1[-15]U (-8, -1/2) no tiene supremo porque hay un intervalo vacio
en esta union. (Figura 3).

2. D=3 0)U{2 10 8, 0, -5} no tiene supremo porque no existe la union
entre un intervalo y un conjunto. (Figura 4).

3. El supremo de D no existe porque (3, o0) tiende a infinito.

El supremo de D no existe porque N no esta acotado superiormente.

5. El supremo de D es 10.

~
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Figura 3. Respuesta de un estudiante a la pregunta 3.

Ys Sea D = /3m>U/2/ogoj,¢
o r ho  se peeck
é‘\ (kg ) ‘\cd(' J 50@:110!@%’\«"0 //y(;(/) g,e /

w (upevveloe oo UM couj“"l‘/ el el in Levi fo (‘3 bq}
v
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Figura 4. Respuesta de un estudiante a la pregunta 4.

Concepcion Proceso del concepto supremo

La respuesta a la pregunta dos, como se menciond anteriormente, permite
observar una concepcion proceso de los conceptos conjunto, cota superior y
supremo, debido a que el alumno debe generalizar las acciones requeridas en
la pregunta 1, interiorizarlas y coordinarlas con el proceso que le permite con-
siderar distintos tipos de conjuntos. Las respuestas de los estudiantes al cues-
tionario y a las entrevistas nos mostraron que la actividad solicitada implicaba
también un proceso de uso de la l6gica, pues observamos que el estudiante no
concluia la tarea solicitada, porque no era capaz de reproducir la demostracion
requerida. La mayoria de los estudiantes puede demostrar que 5 es cota superior
de [-1,5], lo cual muestra una concepcion proceso para cota superior, pero no
pueden demostrar que es la menor de las cotas superiores. Solo cuatro estu-
diantes demostraron correctamente que 5 es la menor de las cotas superiores
de [-1,5]. Detectamos tres tipos de problemas en las respuestas dadas por los
estudiantes para la demostracion de esta proposicion:
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1. Le dan a c un valor concreto en la segunda parte de la demostracion.
(Figura 5)

2. No manejan adecuadamente la notacion simbolica.

3. No logran estructurar una demostracion. Algunos estudiantes empiezan
suponiendo lo que deben demostrar y, a partir de ahi, implican sin
demostrar. Encontramos en varios estudiantes el formato seguido en la
Figura 5. Ver, por ejemplo, la Figura 6.

1a. S o= suprema de (-1,971
Y o= 9, enfonces
Nxoe 051,850 se cwnple
B2 x vy
e o« R que vx€ (-1,5] c2x,

s ¢ =5 (-..,,m?'t qL-C C 2 X, X'GL".S:”

cntonces <> et , g St e F S v

S

o< = 5 = syprem©

¢u~?l<. que < } o<

Figura 5. Respuesta de un estudiante a la pregunta 2a.

2b. (-8, %)
SiY%a=Sup A=
. 1
i) 3 >avVa€eA
ii) simes cota superior de A = % <m

i) Puesto que el intervalo es, (el estudiante dibuja el intervalo (-8, %) sobre la recta real)

. . 1 _1
esta acotado superiormente, ya que 7 < 5 duees el mayor de todos.

" . . 1
i) simes cota superior de A = 2 <m.

. 1 . .
Tomo a 1 como cota superiorde A= 1 > 5, como el conjunto de las cotas superiores es [1/2, o)

por lo tanto % =Sup A

Figura 6. Transcripcion de la respuesta de un estudiante a la pregunta 2b. Observar que el estudiante
parte de lo que desea demostrar y hace implicaciones.
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Concepcion Objeto del concepto supremo

Claramente, la mayoria de los estudiantes que participaron en este estudio no
ha encapsulado el concepto de supremo pues, como hemos explicado antes,
la mayoria no pudo realizar las acciones o el proceso que implica demostrar
que cierto numero concreto es la menor de las cotas superiores de un conjunto
dado, en este caso, un intervalo cerrado. La pregunta 6, que exige lo mismo
pero para la union de dos conjuntos arbitrarios, acotados y no vacios, solo fue
respondida correctamente por una estudiante. Algunos de los problemas detec-
tados en las respuestas de esta pregunta son:

1. Intentan demostrar que Sup(AUB) = min {SupA SupB]. Estos estudiantes
muestran apenas una concepcion accion del concepto supremo.

2. Equivocan el planteamiento de la demostracion. Estos estudiantes mues-
tran procesos en los conceptos cota superior y supremo, pero no han
construido un esquema de logica.

3. Algunos pretenden demostrar que Sup(AUB)}= max [SupASupB} demos-
trando que Sup(AUB)= min {SupASupB} no se cumple.

4. Demuestran que la igualdad se cumple considerando algun caso parti-
cular para los conjuntos Ay B. (Figura 7).

5. No manejan adecuadamente la notacion simbolica. Algunos denota-
ban algun objeto con un simbolo y luego este simbolo lo usaban para
denotar otro objeto.

6 Py svp (RUR) = max SSV{) A, sp B3
Sea Re(a, ) ®=(b/d) A 3 A c=sphA , d=sw B-
De esto ce fiere qve‘b' es cofa svpetiov de A ¢ B pov b ant

Solg “alta ew\my que ‘\5\‘\(2" es <ok spevir  de Q\"B) enfonees 3 <P
Denostracisn por Confradicewdn

Supanga mos P<A en fonces 3 E%G(AVS) * p(L',%<3
t <.3,*_"
S\ p:d:j(i?‘fma*r =Y §1p43*9 17%2%6.3_% :7{9 N

ptdcdty exdcd Efé“—é; ﬂi,(é St
L a confradiccion se debe a que k"{e(hﬁ) ~ ey 4 esels
69@\/8)

Ahota coro c< = S'fA< S8 > "‘Qiasupﬁ,&?ﬁg: SpB<4

v

N s:/(:,(ﬁvB); max {Sva/SuF B§

Figura 7. Respuesta de un estudiante a la pregunta 6. Observemos que realiza la demostracion pero
para los conjuntos A'y B cuando estos son intervalos abiertos.
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A partir del analisis de las respuestas de los estudiantes al cuestionario y
en las entrevistas pudimos observar que la mayor parte de ellos muestra Unica-
mente una concepcion accion de los conceptos de cota superior y de supremo,
dado que son capaces de responder memoristicamente, en algunos casos, o de
hacer las acciones de comparacion necesarias para determinarlos en el caso de
conjuntos finitos y simples.

Pocos estudiantes muestran haber interiorizado estos conceptos en procesos,
y parece claro que un obstaculo que se presenta a la interiorizacion es la falta
de construcciéon de un esquema de conjunto que permita a los estudiantes ope-
rary comparar conjuntos, algo que en la descomposicion genética propuesta se
establece como necesario. Otro obstaculo que se presenta a la interiorizacion de
las acciones requeridas en la construccion de estos conceptos es la construccion
de un esquema de logica que incluya la construccion de los cuantificadores
como objeto.

El hecho de que unicamente una alumna muestre una concepcion objeto de
estos conceptos pone de manifiesto la complejidad involucrada en su construc-
cion, asi como el hecho de que, en los cursos que han recibido, no ha habido
un énfasis en actividades que permitan a los alumnos interiorizar y encapsular
las construcciones descritas en la descomposicion genetica.

Respecto a las construcciones predichas en la descomposicion genética
propuesta en este trabajo, encontramos que los alumnos no han construido
un esquema de conjunto y un esquema de légica y que, justamente, la falta
de construccion de estos esquemas, representa un obstaculo importante en la
construccion del concepto de supremo. Consideramos que, para que los alum-
nos aprendan efectivamente este concepto, es necesario disefiar actividades que
partan de la construccion de estos esquemas, antes de iniciar la construccion
del concepto de supremo.

En las respuestas de los alumnos encontramos las acciones y procesos
descritos en la descomposicion genética para la construccion del concepto de
cota superior y de minima cota superior, aunque una limitacion de nuestros
instrumentos consiste en que no se incluyeron preguntas para determinar si los
estudiantes construyen el proceso de reversion de los procesos de construccion
de estas nociones. Ello tendra que estudiarse en un futuro. El hecho de que en
las respuestas de la alumna que demostro la construccion de estos conceptos
como objeto, se identificaran las construcciones propuestas en la descomposi-
cion genética, nos permite considerarla como valida, si se toma en cuenta la
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importancia de la construccion de los esquemas considerados en ella como
construidos.

CONCLUSIONES

El manejo inadecuado de la notacion simbdlica es una constante en las res-
puestas de los estudiantes y, de acuerdo con la descomposicion genética del
concepto del supremo, requerimos del manejo adecuado de esta para la coor-
dinacion de los procesos necesarios para generalizar y abstraer dicho concepto.
La construccion de la concepcion proceso del concepto del supremo no es
alcanzado sin un manejo adecuado de la notacion simbolica, asi como de la
concepcion objeto de conjunto que, como se observa en los resultados, no ha
sido construida por estos alumnos. Por otro lado, es requerido un esquema de
logica para encapsular el concepto del supremo y lograr la concepcion objeto
de este. Los resultados muestran que los alumnos no han construido dicha
concepcion proceso, pues se obtuvieron solo seis respuestas correctas en el caso
concreto de demostrar que 5 =Sup [-1,5]. Estas respuestas correctas correspon-
dieron a los estudiantes del grupo B que, como se menciono, se encontraban
cursando la materia de Calculo Diferencial. Estos seis estudiantes mostraron
una concepcion proceso en la construccion del concepto supremo pero, al no
contar con un esquema de logica, no mostraron la encapsulacion del proceso
del supremo en un objeto. Lo anterior se concluye de la sequnda parte de la
demostracion de la pregunta 6, en la que estos alumnos cometieron errores
en el planteamiento de la demostracién o hicieron suposiciones incorrectas o
contradictorias.

La demostracion de que cierto numero concreto cumple con la parte 2 de
la definicion, requiere que el estudiante sea capaz de realizar esta accion con
diferentes tipos de conjuntos, hasta interiorizar este proceso y poder demostrar
que cierfo numero abstracto es el supremo de un conjunto arbitrario, dado en
forma general. Finalmente, los datos obtenidos nos muestran que la construc-
cion de este concepto debe pasar por la construccion de todos los conceptos
involucrados, coordinados con los esquemas de logica y de conjuntos y relacio-
nados mediante la estructura logica que dan las demostraciones, tal y como lo
habiamos supuesto en la descomposicion genética que presentamos.

La validacion de la descomposicién genética, asi como el analisis de las
dificultades de los alumnos en términos de las construcciones que son capaces
de hacer, nos ha permitido proponer una secuencia de actividades, basada en la

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012 117



Acerca de la comprension del concepto del supremo

descomposicion genética, que brinde a los estudiantes la oportunidad de hacer
las construcciones necesarias para entender el concepto del supremo como
objeto. Tal secuencia se puede conocer en Acevedo (2011).
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Analisis de situaciones de aula en el contexto
de la practica de investigacion:
un punto de vista semiotico

Bruno D’Amore y Martha Isabel Fandino Pinilla

Resumen: Un gran numero de investigaciones en didactica de la matematica
presentan analisis de situaciones de aula que son resultado de practicas de inves-
tigacion o de experimentacion generalmente ligadas a la negociacion de significa-
dos (entre el docente que hace referencia al saber institucional y el estudiante). No
siempre el objetivo de la investigacion esta relacionado con la semidtica directa
0 conscientemente; pero, aunque esto no sea asi, siempre es posible proponer la
semidtica como lente para interpretar los resultados, como medio para una lec-
tura comun. En este articulo quisimos recoger resultados de dos investigaciones
experimentales, diversas entre si (hechas con estudiantes de diferentes niveles
escolares) e interpretarlas desde un punto de vista semiotico. Realizamos dichas
investigaciones entre 1996 y el 1999; ya tienen tiempo y son muy diferentes entre
ellas, pero aqui las reunimos porque nos interesa analizar sus resultados desde
una perspectiva semiotica. Las investigaciones tienen como base los siguientes
temas: dominio de los instrumentos algebraicos para calcular el volumen de una
piramide ideal vs el fracaso en el calculo del volumen de una piramide real (8°
ano de escolaridad); analisis del dominio de diversas representaciones semidticas
del concepto de relacion binaria en un ejemplo particular (diversos niveles de
escolaridad). De cada una de estas investigaciones se da una breve descripcion, y
se remite al lector a la bibliografia que acompana cada estudio, por si es el caso
que desee conocer en profundidad la investigacion a la cual se hace referencia.
Palabras clave: situaciones de aula, practica investigativa, representaciones
semidticas de los objetos matematicos, dualidad significante /significado

Analysis of classroom’s situations in the context of the research’s practice: a
semiotic point of view

Abstract: Much research in mathematics education presents analyses of clas-
sroom situations that are the result of research or experimental praxis generally
linked to negotiation of meaning between the teacher, who refers to institutional
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knowledge, and the student The focus of this research is not always related
directly or consciously to semiotics, but even when this does not happen it is
always possible to propose semiotics as a perspective for interpreting the research
or as a means to achieving a common reading. Our intention is to take the
results of two different experimental research projects, each one conducted with
students from different school levels, and interpret them from a semiotic point of
view. These researches were conducted between 1996 and 1999 and have very
different characteristics, but they can be linked together by analyzing them from
a semiotic point of view. They are based on the following topics: the domain of
algebraic tools for calculating the volume of an ideal pyramid vs. the failure in
calculating the volume of a real concrete pyramid (8th year of schooling); analysis
of the domain of various semiotic representations of the concept of binary relation
in a particular example (different levels of schooling). For each of these examples,
we propose a brief description together with bibliographical references that will
enable the reader who wishes to study in more depth the research in question.

Keywords: classroom situation, research practice, semiotic representations of
mathematical objects, duality signifier/signified

Fecha de recepcion: 23 de enero de 2012. Fecha de aceptacion: 3 de diciembre de 2012
PREMISA

El objetivo de este texto es presentar investigaciones antiguas que ya fueron obje-
to de investigacién, pero con ojos mas modernos, con los instrumentos analiticos
y criticos que la semidtica ofrece hoy en dia. Por lo tanto, primero se presentan
brevemente las investigaciones y sus resultados, y después se comentan bajo una
vision semidtica, como dice el titulo. El foco comun de los analisis son las relacio-
nes entre significantes (registros de representacion) y significados.

EL VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE

Preliminares relativos a la investigacion

En el trabajo de A Cassani, C. Deleonardi, B. DAmore y G. Girotti (D’Amore
siendo ftitular del curso de Didactica de la Matematica, y los otros tres autores

estudiantes del curso) (Cassani et al, 1996) se consideran como problemas ruti-
narios los ejercicios en los cuales se debe calcular el volumen de una piramide
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recta de base cuadrada, cuando se dan las medidas del lado de la base y de
la arista lateral. El estudiante aplica un procedimiento que conoce muy bien,
usando dos veces el teorema de Pitdgoras. Son ejercicios rutinarios para un
curso de 3° de educacién media en lItalia (grado 8°, 13 anos), que se resuelven,
generalmente, al final del ano escolar (en el mes de mayo, seguin el calendario
italiano).! La difusion de este ejercicio en las escuelas es tal, que parece razo-
nable hacer la hipotesis de que un alto porcentaje de estudiantes lo pueden
resolver correctamente.

Los investigadores, entre los cuales estaba entonces uno de los autores del
presente articulo se preguntaron:

1. ¢Cudl sera la actitud del estudiante frente a una situacion decididamente
poco comun, en la cual se proporciona una piramide real, y no un simple
dibujo, para medir el volumen de dicha piramide (modelo concreto)?

2. ¢Se tendra, por parte de los estudiantes, un comportamiento dirigido
principalmente a usar el conocimiento formal (la formula que se usé en
el desarrollo del ejercicio escrito) que requiere para resolver el problema,
cuando frente a si tiene el objeto concreto o, por el contrario, se hara
evidente el contraste entre la aplicacion de una formula en condiciones
rutinarias y la aplicacion de la misma en una situacion del todo insolita?

3. ¢Qué diferencia se presenta en las respuestas, si el problema con la pira-
mide concreta se propone inmediatamente después de la resolucion del
problema formal, o si se propone sin ninguna referencia explicita a este
tipo de problema formal?

4. ¢Qué diferencia se presenta en las respuestas si se da al estudiante solo
la piramide (modelo concreto) con la tarea de medir el volumen, o si
se le proporciona dicha piramide junto con un instrumento de medida
como una regla? En este caso, ése dirige la atencion del estudiante a la
medicion de algo si se da el instrumento?

Hipdtesis de investigacion

Las hipotesis de la investigacion, que se presentan enseguida, fueron las
siguientes.

' El sistema escolar italiano prevé: cinco anos de escuela primaria (6-11 afios), tres afios de escuela
media (11-14 anos) y cinco anos de escuela superior (14-19 anos).
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Hipdtesis 1: Se tomd como hipdtesis de base que los estudiantes de este
nivel escolar sabian resolver el problema rutinario para este momento particular
del ano escolar, pero dicha hipotesis se debia verificar. Si se verificaba, serian
interesantes las siguientes hipdtesis.

Hipotesis 2: Se supone un fuerte descenso, en porcentaje, de los estudiantes
que resuelven el problema concreto respecto a los que lo resuelven de forma
rutinaria. Ademas, si el problema con la pirdmide concreta se propone después
de la resolucion del problema formal, aumentard probablemente el porcentaje
de estudiantes que tenderan a repetir la misma estrategia de solucion.

Hipdtesis 3: Pareceria plausible considerar que el contacto con la piramide real
podria haber hecho pensar en sistemas de calculo del volumen que no requirie-
sen el uso de las medidas de las aristas (por ejemplo, la inmersion en un cilindro
graduado lleno de agua), mientras que proporcionar explicitamente una regla
orientaria a reconducir el problema sobre la piramide real, a lo formal y rutinario.

Metodologia de la investigacion

La metodologia fue la que se expone enseguida.

Para llevar a cabo la investigacion, se hicieron pruebas experimentales
durante tres anos (1992, 1993, 1994), en clases de 32 de educacion media (8°
grado) en Bologna (norte de Italia) y en localidades cercanas, con una pobla-
cion de mas de 200 estudiantes. Trabajamos siempre con los alumnos en la
ultima semana del ano lectivo, momento en el cual, sequn varios docentes de
la escuela media, el ejercicio propuesto por nosotros seria realmente (o deberia
ser) considerado rutinario.

Se eligio el siguiente ejercicio sugerido por los docentes y presente en los
libros de texto:

Se da una piramide recta de base cuadrangular regular con vértice V'y base ABCD.
Calcula el volumen de esta piramide.
V

‘AB = {0cm
AV = 20cm

B
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El ejercicio se escribio en una hoja tamano carta, se fotocopio y se entrego
una copia a cada uno de los estudiantes elegidos para realizar el test de reso-
lucion escrita.

Ano 1992 1993 1994
Ne alumnos N=87 N=93 N=15
68 solo test Solo entrevista
Instrumento Test + 10 test+entrevista(*) 5 pirdmide maciza
(aracterfsticas | unas entrevistas 15 solo entrevista(*) 5 esqueleto
51as dos (*%)
Verificar los resultados de la hipétesis 1 del afio anterior.
Hipdtesis 1 Verificar la hipétesis 3.
Verificar la hipétesis 2

Experimento 1993. (*) 25 entrevistas eligiendo de forma aleatoria cinco alumnos de cada una de cinco
clases diferentes: de manera aleatoria, a 15 se les dan la dos piramides, diez solo piramide maciza y
luego se les muestra el esqueleto. A cada uno de los 25 se proporciond una regla, con la tarea de
medir el volumen de una de las dos piramides, la que eligiesen (o de la pirdamide maciza). Los estudi-
antes disponian, en todo momento, de hojas en blanco y de un boligrafo. Los 15 entrevistados que no
realizaron el test escrito, no conocian el contenido del mismo; los diez entrevistados, que si lo habian
realizado, fueron entrevistados apenas terminado el test escrito.

Experimento 1994. (**) Los 15 entrevistados pertenecian a tres clases distintas (cinco por clase) elegi-
dos de forma aleatoria. No se proporcionaba nada mas de forma explicita y la consigna era idéntica:
‘Encuentra el volumen de esta piramide" (en el caso de una sola), o bien: "Encuentra el volumen de una
de estas piramides, la que tu elijas’ (en el caso de disponer de las dos).

Resultados de la investigacion

Los resultados se comentan a continuacion.

Recordemos que en 1992 realizamos el test escrito solo para verificar si los
estudiantes sabian resolver el problema rutinario.

Encontramos lo siguiente:
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n=78 estudiantes)

Prueba ;
. Prueba no terminada o
sustancialmente " Prueba non
Prueba confusa; pero indica que el
correcta (solo errores ) aceptable y con
correcta ) alumno sabe lo que tiene L
de cdlculo o de e hacer errores geomeétricos
aproximacion) 9
1992 53 20 6
(test escrito a 91% 8
n=387 estudiantes)
7993
(test escrito a 77% (%)

(*) La explicacion del resultado mas bajo para nosotros fue la siguiente: la prueba del ano 1992 se realizo
en la ciudad de Bologna, mientras que la de 1993 se llevd a cabo, principalmente, en las escuelas de
la periferia 0 en centros no urbanos. Estd ampliamente demostrado que los resultados de la escolaridad
obligatoria en los centros urbanos es superior a la de las zonas rurales, en todos los paises.

Con referencia a la Hipotesis 2, veamos los resultados que se obtuvieron con
los 25 estudiantes que se entrevistaron en 1993.

la pirdmide a la regla: 2;

Estudiantes que miden la arista de la base y a altura de la
pirdmide maciza, apoyando la regla sobre la mesa en la cual
estaba la pirdmide y manteniéndola perpendicular, trazando

una paralela imaginaria al plano de la base, desde el vértice de | Fordiantes que miden la arista de la base y otro segmento:

[uno disponfa de la pirdmide maciza tnicamente y el otro
disponia de las dos pirdmides; el primero habfa resuelto el
problema de rutina con anterioridad y el otro no]

23 (%)

(*) De estos 23:

Miden ademds la arista lateral

Miden ademds la apotema aproximando la regla a una cara de la pirdmide
(independientemente de que se trate de la maciza o del esqueleto)

6

17

De estos 6:

1: usa las medidas para reconducir
su estrategia al caso del problema
formal, como declara de forma
explicita

De estos 17:

9: proceden después correctamente, aplicando el teorema de Pitdgoras una sola vez a las
medidas de la mitad del lado de la base y a la apotema medida (por tanto, desarrollan un
procedimiento de rutina conocido)
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Miden ademds la arista lateral Miden ademads la apotema aproximando la regla a una cara de la pirdmide
(independientemente de que se trate de la maciza o del esqueleto)

8: proceden como si la apotema encontrada fuese la altura y, por tanto, proponen la for-

5: no completan el procedimiento mula: drea de la base por la altura (que en realidad es la apotema) dividido por 3

[de estos 8, solo 3 escriben su procedimiento sobre el papel]

El comportamiento de los estudiantes es variopinto y, por tanto, tendriamos
que presentar de forma mas detallada otros casos que observamos. Pero, por el
fin de este trabajo, no entramos en detalles que el lector interesado puede ver
en el texto original (Cassani et al, 1996).

En lo que respecta a la Hipdtesis 3, veamos los resultados que se obtuvieron
con los estudiantes entrevistados en 1994.

De los 15 estudiantes, ninguno propuso estrategias para calcular el volumen
de la piramide que no implicasen la medida de alguna arista; en particular,
ninguno penso6 en sumergir la piramide en un cilindro graduado lleno de agua
0 cosas similares, ni siquiera en el caso de la pirdmide maciza.

Ademas, la posibilidad de usar la regla como instrumento para medir algo
con lo cual poder evaluar el volumen aparece solo en cinco de los 15 casos; en
nueve casos la regla es aceptada tras una propuesta explicita del entrevistador;
en un solo caso el instrumento se considera inutil ("Pero esta, no sé, no sirve
para nada"), incluso después de haberlo propuesto el entrevistador.

Resumamos las diferencias encontradas entre los 40 entrevistados (entre
1993 y 1994) bajo otro punto de vista que sera interesante mas adelante.

Disefno experimento entrevistados 1993 y 1994 (n= 25+15 =40)

Realizando el test previamente Sin realizar el test previamente
10 15
(on regla
(aso A Caso B
15
Sin regla
(aso (

Discusion de los resultados de la investigacion

Podemos ahora discutir los resultados de las investigaciones de los anos 1993
y 1994

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012 127



Anadlisis de situaciones de aula en el contexto de la practica de investigacion...

Hipdtesis 1. Con relacion a la Hipdtesis 1, los resultados la confirmaron ple-
namente; esto hace interesante la discusion de la Hipotesis 2.

Hipotesis 2. La Hipdtesis 2 también se confirmé. De los diez estudiantes
entrevistados que se sometieron al test escrito [caso Al, solo uno replica el
problema de rutina. La realizacion anterior del test no lleva a repetir la misma
estrategia frente al problema concreto. Si se tiene en cuenta que la entrevista
se realizd poco después de la prueba escrita, se corroboraba que, para muchos
estudiantes, no hay relacién alguna entre la prueba formal “de rutina” y la situa-
cion concreta “poco comun’”.

Por otra parte, se confirmo el fuerte descenso en el porcentaje de estudian-
tes capaces de resolver el problema concreto; lo hicieron solo diez de los 25
estudiantes (40%), uno replicando el ejercicio escrito y nueve usando otra estra-
tegia (la que usa la arista de la base y la apotema y, por tanto, una sola vez el
teorema de Pitdgoras). Estos nueve estudiantes pertenecen a los dos casos Ay
B, indistintamente.

Confirmamos que, porcentualmente, no aparece en absoluto relevante la
opcion de reutilizar el procedimiento del test escrito. Sin embargo, se debe decir
que seis de los diez estudiantes usaron la hoja y el boligrafo intentando, cuando
menos, rehacer (inspirandose en la piramide concreta) un dibujo como el del
test escrito, aunque con gran dificultad.

Hacemos notar que la eleccion entre la pirdamide maciza o vacia no modifica
las respuestas de los estudiantes, al menos en lo concerniente a la Hipotesis 2.

Destacamos que de los 15 estudiantes a quienes se les dio la posibilidad de
elegir entre la piramide maciza o el esqueleto, 11 eligieron la maciza y cuatro
la vacia; charlas informales con ellos nos inducen a pensar que la eleccion fue
debida, sobre todo, a un hecho estético: la piramide de madera esta bien hecha,
es elegante, mientras que la de metal tiene la punta ligeramente mocha. La elec-
cion de la maciza parece contrastar con un hecho observado marginalmente:
de los 78 estudiantes sometidos al test escrito en el ano 1993, 68 dibujaron las
aristas no visibles en el dibujo que les propusimos.

Hipdtesis 3. En cuanto a la Hipotesis 3, repetimos que de los 15 estudiantes
sometidos a la prueba, ninguno propuso metodologias de evaluacion del volumen
distintas a la de la medida de las aristas. Por tanto nuestra Hipotesis 3 aparece
totalmente desmentida.

En el curso de las entrevistas se presentaron casos particulares de interés;
aqui omitimos la descripcion de estos puntos, remitiendo a los interesados al
texto integral de la investigacion (Cassani et al, 1996).
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Respuestas a las preguntas planteadas

Es indudable que, salir de las situaciones de rutina para introducirse en situacio-
nes ‘poco comunes’, alejandose las clausulas adquiridas por contrato didactico,
lleva al estudiante a una actitud de incertidumbre.

Por otra parte, un procedimiento rutinario parece desligado de la practica, dado
que son muy pocos los estudiantes capaces de conectar el problema concreto con
el ejercicio rutinario, incluso si este ultimo ha sido resuelto correctamente.

Parece no existir una diferencia significativa entre el hecho de que el proble-
ma concreto, en este caso con la piramide, sea propuesto, 0 no, a continuacion
de un test escrito sobre el mismo tema.

La incertidumbre causada por el caso real es evidentemente la connotacion
mas fuerte de toda la prueba.

La presentacion de la piramide concreta junto con un instrumento como la
regla, da resultados diferentes al caso en el cual la piramide se presenta sola, sin
dicho instrumento. La presencia de la regla impulsa (no siempre de inmediato)
a los estudiantes a medir alguna arista (muy difundida y casi espontanea la
medida de la arista basica, como hemos visto). La ausencia de la regla deja sor-
prendidos a gran parte de los estudiantes; solo la sucesiva sugerencia por parte
del entrevistador, de pedir cualquier cosa para actuar, los lleva a aceptar hacer
uso de este instrumento, pero con dificultad. Algunos testimonios manifiestan
que la pirdmide real queda fuera de las costumbres didacticas (Giada declara:
‘La pirdmide la hemos encontrado en el libro de geometria y luego hemos
aprendido las formulas"). Otros testimonios muestran que algun estudiante se
cree obligado a reconducir la situacion a un caso formal, “de rutina” (Carmelo
usa la hoja y el lapiz para dibujar una piramide, después pide la regla y mide
la altura de la piramide dibujada; pero a continuacion parece expresar la duda
de que esa altura podria no ser la misma de la piramide real propuesta por
nosotros).

Hay muchos estudiantes que, incluso disponiendo de la regla y de la piramide,
no saben resolver el problema real (Mohamed establece la hipotesis de que "la
regla no sirve para nada, ya que, segun €|, 'los datos se deben dar al azar").

También es posible la aparicion de artificios (“trucos") orientados a encontrar
la solucién: Enrico encastra la piramide maciza dentro de la otra y declara que,
conocido el volumen de una, se conoceria el de la otra.

Emergen ademas, de forma dramatica, errores de todo tipo. Federica, aun
encontrandose frente a una piramide maciza, habla de las ‘dos’ bases de la
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piramide; otros hacen referencia a formulas no adquiridas en la escuela que
evocan solo vagamente la formula del volumen de la piramide, situacion esta
ultima que no se presento, en ningun caso, en el test escrito “de rutina’, como
vimos precedentemente.

¢Por qué esta notable dificultad para los estudiantes? En nuestra opinion, las
causas son por lo menos las siguientes.

El' problema no rutinario. Algunas clausulas del contrato didactico establecen
que el trabajo en la escuela debe ser repetitivo; un elemento novedoso introduci-
do en la rutina escolar desestabiliza la relacion didactica; el ajuste necesario no
se puede hacer de un dia para el otro, pues toma tiempo (Véanse las célebres
observaciones de Wertheimer a este proposito en el clasico Wertheimer, 1959,
y el paragrafo 13.3. de D'Amore, 1996/2011). Seria como introducir un elemento
nuevo entre la ingenieria didactica o en el milieu'y esto cambia la conformacion
del triangulo de la didactica en unos de sus elementos.

La quimera del cdlculo exacto. El exceso de uso de cifras después de la
coma en los ejercicios y la escasa presencia en la escuela de una sana activi-
dad de aproximacion induce la creencia, tal vez inducida explicitamente, de que
en matematica se debe siempre operar “de forma exacta” (cualquiera que sea
el significado de esta frase). Medir directamente la altura, sabiendo que esto
producira medidas no exactas sino aproximadas, incomoda a la mayor parte
de los estudiantes (incluso si esta actitud no se muestra a menudo de forma
consciente y explicita).

La falta de experiencia con material concreto. Consideramos Util, en general,
salir de la rutina proponiendo problemas que se salgan de lo habitual y mejor
aun si estan ligados a la experiencia concreta. El caso del “volumen de la pira-
mide’, examinado aqui, no es mas que un ejemplo, pero ya que se ha trabajado
sobre esto, nos parece util recomendar no menospreciar los problemas concre-
tos. Estamos de acuerdo con Fischbein (1993) y Fisher (1978) sobre el peligro
que se corre al transformar toda la geometria en modelos concretos (véase
también Mariotti, 1989, 1991, 1992a y b), pero de esto a hacer un menosprecio
total, nos parece que hay una gran diferencia.

Un punto de vista semiético

¢Qué es para el estudiante de 8° grado una piramide? Existe una contradiccion
evidente y explicita. Si se habla de vida vivida, de historia, de viajes, entonces la
piramide es una forma arquitecténica que remite a Egipto, a Chichén Itz4, o al
museo Louvre. Pero si se habla de matematicas, en Italia la piramide como obje-
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to forma parte de la modelizacion matematica hasta 5° de primaria y después
desaparece; reaparece en 8° con representaciones esquematicas de disenos de
piramides vistas en perspectiva y en forma estereotipada estandar, aquella de
los ejercicios que se encuentran en manuales o que el docente propone como
tarea para verificar sustancialmente dos cosas:

* los conocimientos acerca de algunas nociones relativas al objeto mate-
matico piramide;
* el dominio de la aplicacion del teorema de Pitagoras.

Existe un salto semidtico fuerte que nos lleva a pensar en la oposicion entre
realidad, modelo concreto, representacion figural y objeto matematico que, si ya
esta construido, podria estar a la base; y, todo esto, como resultado que emerge
de la practica escolar.

En la situacion de aula, en funcion del contrato didactico y por el continuo
uso de registros semioticos que, a veces, operan uno dentro del otro, paradoji-
camente, la propuesta de un modelo concreto (pirdamide maciza de madera o
piramide “esqueletada” de metal), al contrario de dar tranquilidad por la posibi-
lidad que lleva a la realidad, crea incertidumbre por la aparente contradiccion
respecto a lo habitual.

Nosotros consideramos que la representacion semiotica figural de la pira-
mide en perspectiva deberfa ser la esquematizacion de la realidad, no ser la
realidad; porque en tal caso, hay algo que no estd bien. Tanto la piramide
(modelo concreto) como el disefio en perspectiva no son sino representaciones
semioticas del objeto matematico “piramide’; tanto el modelo de madera como
el de metal deberian ser interpretados como la referencia concreta a la cual el
dibujo que aparece en el texto escrito de la tarea inicial hace alusién. Si asi no
es, significa, segun nuestra opinion, que en la cadena significativa o represen-
tativa algo fallo.

APRENDER A COMPARAR LAS DIFERENTES REPRESENTACIONES
DE UNA RELACION BINARIA

Preliminares a la investigacion

En D'Amore (1998) se afronta el tema del aprendizaje de diferentes represen-
taciones de una misma relacion binaria, para discutir como el sujeto establece
relaciones entre diversas representaciones.
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Pero esta investigacion necesita de consideraciones preliminares.

En su trabajo clasico, Raymond Duval (1993) deja claro que, a menudo en
matematica, se usan distintos significantes para referirse a un mismo significado.

Ejemplo 17 Los tres significantes diferentes: 0,5; 1/2; 5x10" representan el
mismo objeto. Son, pues, significantes distintos de un mismo significado, asumi-
do como objeto y, por tanto, denominado significado-objeto.

Ejemplo 2. La desigualdad x > 0 en RxR y la figura:

y
A

4

_’x

son dos significantes distintos del mismo significado-objeto [el objeto en cues-
tion es el semiplano (abierto)’ de las abscisas (x) positivas]. Por tanto, en el
trabajo citado, el autor estudia el caso de distintos significantes S1, S2, .., Sn
de un mismo significado S, en el caso en el cual S es un determinado objeto
matematico.

Siguiendo las ideas de Duval, se puede plantear el caso en el cual el objeto
a estudiar sea una relacion binaria entre conjuntos; esta relacion se puede des-
cribir recurriendo a distintos registros de representacion dando lugar a un caso
analogo al precedente. Se trata, pues, de distintos significantes de un mismo
significado, pero en el caso especifico en el cual este ultimo es la expresion de
una relacion binaria que se llamara, en lo que sigue, objeto relacional.

’ Los dos ejemplos siguientes han sido extraidos de (Duval, 1993).
* En tal sentido, la figura es ambigua y por esto es necesario especificar.

132 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2012



Bruno D'Amore y Martha Isabel Fandino Pinilla

Ejemplo 1.
Verona
Firenze 1
Bologna
Pisa
Reno  Amo Adige
Reno Pisa
Ao Bologna
2
) Firenze
Adlge\
Verona
¥ | Reno [ Amo [Adige
Verona X
Firenze X 3
Bologna | X
Pisa X

El Reno es el rio de Bologna,
el Ao es el rio de Firenze y de Pisa,
el Adige es el rio de Verona.

El mismo objeto relacional se expresa mediante cuatro registros de represen-
tacion distintos que usualmente se denominan: 1. Cartesiano, 2. de Euler-Venn,
3. de Carroll, 4. Proposicional.

Como se ve, no nos interesa que el objeto en discusion sea matematico
[aqui el objeto en discusion podria remitir a la geografia: ‘rios que pasan por
ciudades']; lo que es importante para nosotros es la relacion entre entes: es el
concepto mismo de relacion el que tiene naturaleza matematica.
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Ejemplo 2. Consideremos dos representaciones:
* la escritura algebraica: (a+b)=a*+b*+2ab
* el area de la siguiente figura:

a+b

axb a

pensada como la descripcion grafica de una relacion entre el cuadrado cuyo
lado mide a+by las siguientes subdivisiones de su superficie: el cuadrado cuyo
lado mide @, el cuadrado cuyo lado mide by los dos rectangulos cuyos lados
miden ay b.

Es evidente que se trata de dos registros de representacion distintos, uno
extraido del lenguaje algebraico, el otro del lenguaje figural (geométrico-sintéti-
co) de un mismo objeto relacional, esto es, de la relacién existente entre el area
del cuadrado de lado a+by la de los cuadrados de lados ay b, ademas de la
del rectangulo de lados ay b

Ejemplo 3. Consideremos la relacion entre niimeros reales que asocia a cada
numero su doble; el objeto relacional (significado) es dicha relacion en R’. Puede
ser representada acudiendo a distintos registros de representacion, por ejemplo,
a los siguientes:
registro: lenguaje algebraico: y = 2x con x® R y y* R pensado no como objeto-
recta, sino como relacion entre niimeros reales

“Véase (Bagni, 1996) para ejemplos de este tipo.
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X 2
-2 -4
-1 -2
0 0
1/2 1
1 2
2 4

pensada a propdsito como una tabla que evidencia la relacion entre numeros;
obviamente la representacion es parcial y sirve sélo como indicacion;

registro: cartesiano

A
\
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pensado como una grafica que ilustra la relacion entre nimeros, tales que uno
es el doble del otro;

registro: proposicional: La relacion en R entre x e y es tal que y es el doble de
X (expresion proposicional).

Ejemplos de este tipo hay muchos (disponemos de una coleccion bastante
consistente, resultado de la practica escolar, en todos los niveles escolares, y de
los libros de texto).

El problema de investigacion

Es posible plantear varias preguntas sobre este tema.

¢Es posible considerar como equisignificantes los distintos significantes de
un mismo significado, caso en el cual tal significado sea un objeto relacional?
Es decir. dEs neutra la eleccion de registro representativo?

¢Cada uno de los significantes proporciona la misma cantidad y tipologia
de informacion?

¢Es “facil” el paso de un registro a otro? Si llamamos a este paso ‘traduccion”
entre expresiones Ay B, ées posible pensar que Ay B son consideradas seman-
ticamente equivalentes?

Las preguntas anteriores se pueden plantear en todos los niveles escolares,
pero lo que nos interesa aqui es plantear la cuestion en términos de epistemolo-
gia del aprendizaje y, precisamente, en el ambito de la comunicacion didactica:
éson equivalentes los instrumentos linguisticos y representativos utilizados en
la comunicacién en el aula?

Transformamos pues las mas que licitas (y, a nuestro parecer, necesarias)
preguntas precedentes en peculiares problematicas de caracter didactico.

¢Cual registro representativo ve el alumno de forma inmediata? Por ejemplo,
considerando solo dos categorias, la algebraica y la figural, écudl es privilegiada
de forma espontdnea? élLa respuesta a esta pregunta depende del nivel escolar
y, por tanto, de la edad?

¢Hasta qué punto el estudiante esta dispuesto a admitir que se trata de regis-
tros representativos distintos (y por tanto de significantes distintos) de un mismo
significado-objeto relacional? ¢'Ve” el estudiante tal objeto relacional como
objeto o lo considera solo como relacion entre conjuntos? élLogra traducir de un

* Kaldrimidou (1987) y Bagni (1996), sobre el tema de la visualizacion, muestran que el asunto es mas
bien complejo.
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registro a otro? ¢Con qué facilidad? ¢En qué sentido es mas facil tal traduccion?
¢Por qué? iCudles son las causas de eventuales dificultades?

En todo esto, ddesempenan algun papel las clausulas del contrato didactico?
Cual? Por ejemplo, des licito decir algo en matematica “solo con palabras™; es
decir, éusar como registro representativo el proposicional?

¢Qué obstaculos intervienen sobre la capacidad de reconocer que varios sig-
nificantes relacionales corresponden, sin embargo, al mismo significado-objeto
relacional? Por ejemplo, dobstaculos externos (de naturaleza extra-relacional) u
obstaculos internos (ligados, pues, a casos aislados)? Y écomo se manifiestan?
¢Como se dan cuenta de esto los estudiantes?

¢No podria ser que la relacion se viese mas como instrumento que como
objeto?®

Las preguntas podrian continuar; es obvio que el objeto de estudio disenado
precedentemente es muy amplio y complejo; supone la intervencion de distintas
competencias y exige, por tanto, muchas pruebas empiricas y analisis, no bana-
les, de los resultados.

En este trabajo, nos limitamos a un simple ejemplo que describiremos en
detalle.

Limitacion del campo de investigacion

Al elegir el ejemplo para realizar la investigacion, nos vimos obligados a limitar
el campo.

Preferimos evitar la presencia de variables relacionales, es decir simbolos
como R en escrituras del tipo xRy. Somos conscientes que la presencia de este
tipo de escritura modificaria completamente el sentido y los resultados de la
experiencia.

Evitamos la presencia de variables individuales, es decir simbolos como x 0
yen la escritura precedente, fijando simplemente dos conjuntos de objetos a los
cuales referirse explicitamente.

Estas decisiones redujeron el peso de la investigacion, en la primera fase. En
otras palabras, nos limitamos a un ejemplo particular que expresa una cierta
relacion muy concreta entre dos conjuntos dados; nada impide, a otros inves-
tigadores 0 a nosotros mismos, realizar otras pruebas en casos cada vez mas
generales. Consideramos que debiamos iniciar con el caso mas elemental, de
forma tal que nuestros estudiantes lo pudiesen entender.

® Una clara referencia a Douady (1984/86).
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Consideramos un mismo significado que fuese un ejemplo clasico de objeto
relacional para la escuela obligatoria, pero expresado en cuatro diferentes regis-
tros de representacion [rr] (es decir, a través de cuatro significantes distintos):

rr: de Carroll (a continuacion lo llamaremos: 1)
rr: cartesiano (2)

rr. de Euler-Venn o de flechas o sagital (3)

r.r: proposicional (4).

Esta en

|'> Grecia | Italia |Francia

(1) Atenas X
Mildn X

Parfs X

Roma X

(2) Atenas
Mildn

Paris

Roma

|_> Francia  Italia Grecia
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(4) Atenas estd en Grecia, Mildn y Roma estdn en Italia y Parfs estd en Francia

Se tuvo presente que en los libros de texto usados en las clases de primaria
(de 1° a 5° 6-10 anos) en las cuales se realizo la experiencia (en ltalia), se cita-
ban expresamente y se explicaban los r. 1. 1, 2 y 3. En los libros de secundaria
de primer grado (de 6° a 8°, 11-13 anos) y de los primeros anos de secundaria
de segundo grado (9°y 10°, 14 — 16 anos) se usaban solamente sin una expli-
cita explicacion los mismos r.r; pero tales r.r. no se encontraban repartidos por
igual en todo el texto: el r.r. 3 aparecia en diversos ejercicios, mientras los rr. 1
y 2 aparecian en la parte teorica, no muy usada por los docentes. En los libros
de texto de secundaria aparecia solo un ejemplo de rr. 2, algunos del 3y no se
encontraron r. 1. del tipo 1: pero todo esto en la parte tedrica y nunca en la parte
de ejercicios, la cual siempre es mas extensa que la parte tedrica (excepto en un
ejercicio de légica en el cual aparecia el rr. 2; incluso en este caso, la parte de
teoria fue descuidada por parte de los docentes, por admision de ellos mismos.

Respuestas preliminares y metodologia

Con el objetivo de iniciar a dar respuestas preliminares a algunas de las pregun-
tas planteadas anteriormente, se propuso a 152 estudiantes de 4° de primaria
(9-10 anos), 161 de 2° de educacién media (7°, 12-13 anos) y 98 de educacion
media superior (9°-11°, 14-16 anos) (en total 411 estudiantes), el analisis de los
cuatro significantes (cada uno en un folio de formato A5), plantedndoles una
serie de preguntas (que explicitaremos a continuacion).

Primera pregunta (un tanto vaga, formulada solo para verificar si el estu-
diante se da cuenta, sin sugerencias y por tanto espontaneamente, que se trata
de un mismo significado-objeto relacional): "Observa estas cuatro hojas. {Qué
piensas?'. Si el estudiante dice, de forma aceptable y, sobre todo, consciente,
que se trata de cuatro significantes distintos de un mismo significado, bien;
en caso contrario, se le encaminé en esta direccion con la sequnda pregunta:
"¢Hay dos que dicen lo mismo?', con la idea de que primero vea dos y luego
tres o todos.

Asi las cosas, se le plantea la tercera pregunta: "¢Cudl consideras sea el
mensaje mas claro, significativo, legible, comprensible?".

Solo a los estudiantes de la escuela secundaria,” una vez establecido que se
trata de cuatro mensajes equisignificantes, se les proponia la cuarta pregunta:

’ Es decir de la escuela media (11-13 anos) o de la escuela secundaria (14-16 anos).
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'Si tu fueras un maestro de tercero de primaria y quisieras que tus estudiantes
entendieran, icual de las cuatro hojas elegirias?".

La idea clave es que el estudiante no siempre identifica el mensaje mas
claro para él, con el que piensa que seria el mas claro para un nino pequeno
(véanse las conclusiones de D’Amore y Sandri, 1996, al respecto). El estudiante
revela, de esta forma, la que considera seria la eleccion mas plausible para el
estudiante mas pequeno o la suya de ese entonces o, de forma oculta, la que
¢l prefiere actualmente, eleccion que no siempre puede dejar ver directamente
a causa de ciertas clausulas del contrato didactico que le impiden revelar sus
preferencias reales:?

Todo este andlisis se realizd mediante entrevistas directas (que se registraron
y se transcribieron, escuchando y discutiendo en mas de una ocasién cada una
de las intervenciones). Se pensaba que no se podrian haber recogido opiniones
relevantes a traves de un simple test escrito, en cuanto que el entrevistador debe,
en cierto modo, advertir (mas alla de lo que se dice de forma explicita) lo que
el estudiante intenta decir.

La prueba se realizo con ocho clases de 4° de primaria (9 anos), a diez de 2°
de educacion media (12 anos) y a seis de la media superior (14-6 anos).

A continuacion, analizamos los resultados de cada uno de los niveles esco-
lares. Después presentaremos el andlisis y los comentarios generales.

® Para un analisis de las clausulas de este tipo, véase D’Amore y Sandri, 1996, donde se trata la cuestion
de esta investigacion detalladamente; y D’Amore, Fandino Pinilla, Marazzani y Sarrazy, 2010, donde la idea
de contrato didactico es analizada desde un punto de vista mucho mas moderno.
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Como era obvio, la capacidad de reconocimiento espontdneo de la equiva-
lencia de significado entre 1, 2, 3y 4 crece con el nivel escolastico pasando, con
cierta constancia, de 59% de 4° primaria a 74% de la superior.

Por otra parte, no parece que exista una tendencia o una relacién significati-
va entre la eleccion del registro mas facil y el nivel escolastico. Las unicas cons-
tantes son: los altos valores de eleccion del registro 4, la “fuerza semiotica” del 1,
el gran ‘vaivén” del 3. La verdadera constante es, sin embargo, el rechazo del 2
(elegido, solamente y paradojicamente, por algtin nifo de 4° primaria, porque se
trata de un ejemplo grafico examinado hace poco en una clase de aquellas en
las que se realizo la prueba). No obstante el registro 2 tenga una gran difusion
entre los docentes, la poca fortuna de que ha gozado el diagrama debe hacer
reflexionar si se debe usar tanto, sin verificaciones preventivas de una segura
comprension y, eventualmente, de una diddctica explicita sobre su uso.

Aqui omitimos la descripcion de puntos especificos relacionados con los
diferentes niveles escolares, remitiendo a los interesados al texto integral de la
investigacion (D'Amore, 1998).

Eleccion de los estudiantes y facilidad de comprension

Ahora presentamos algunas consideraciones sobre la eleccion de los estudiantes
en relacion con el orden de facilidad de comprension de los diversos registros.

Punto 1. El registro 3 no concita muchas simpatias. éPor qué? En un pasado
reciente, muchos autores consideraban que era este el registro que proporciona
mayor seguridad didactica, el maximo posible en el campo de la intuicion y de la
legibilidad. Sobre esto, opinamos que es necesario investigar todavia. A la espera
de nuevos resultados, es bueno que el docente sepa como estan las cosas.

Punto 2. Cada estudiante debe hacer un esfuerzo mayor o menor para inter-
pretar algunos graficos y un menor esfuerzo para aceptar otros; no todas las
posibilidades de eleccion son idénticas para cada estudiante. Opinamos que es
bueno ser conscientes de esto. Parece una buena estrategia introducir, en con-
diciones de igualdad, todos los registros, invitando a los estudiantes a practicar
la traduccion de un registro al otro.

Punto 3. Es necesario no dar por descontada la idea de significantes diferen-
tes de un mismo significado-objeto relacional. Los esquemas deben ser también
objeto de estudio y no mero soporte adquirido, no se sabe como, a priori. Usar
tales esquemas debe ser, por tanto, objeto de un objetivo didactico especifico y
explicito.
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Punto 4. Aparecen informaciones pardsitas que la eleccién de un esquema,
en lugar de otro, arrastra y, con frecuencia, el docente no es consciente de esto.
Por ejemplo el orden en que aparecen las ciudades, en 1, no se considera
casual y por tanto los estudiantes se empenan en descifrar un mensaje que, sin
embargo, no existe como tal en la mente del docente-disenador de la prueba
(alejando al estudiante del mensaje real). Por esto, es importante conocer estos
aspectos ligados a la tipologia de la representacion elegida. En nuestro caso no
se ha revelado, pero no se excluye que el orden de las ciudades podria causar,
también en 2, pardsitos analogos.

éComo y con qué criterios los estudiantes mas maduros
eligen para los mds jovenes?

Consideraremos ahora los resultados de la eleccién, por parte de los estudiantes
de la escuela media y de la escuela superior, del significante mas facil, no para
ellos mismos, sino para hipotéticos nifos mas pequenos.’

No se observan analogias explicitas generales de comportamiento en el
paso de la facilidad para uno mismo a la hipotética para ninos mas pequenos.
Se pueden recoger solo algunas especificas.

Por ejemplo, la eleccion de 4 como registro representativo mas facil, para
uno mismo, es la mas alta, como habiamos ya notado, sea en la escuela media
(68%), sea en la superior (41%). En ambos casos, tales porcentajes bajan nota-
blemente, cuando se trata de elegir la facilidad para los ninos (se transforman,
respectivamente, en 41% y 24%). Hay dos motivos que justificarian todo esto y
que, por orden de importancia creciente, serian:

e primero: para los ninos pequenos leer un texto y comprenderlo es dificil,
mientras que es mas facil para ellos interpretar una figura, un esquema,
un dibujo;

* segundo: la 4 parece ser un registro especial, no oportuno, poco mate-
matico, no usual.. Justamente por el motivo opuesto, sin embargo, el
registro 3 ve aumentar en ambos casos sus porcentajes de eleccion, en
el paso de la facilidad para uno mismo a la de los ninos: en la escuela

° No tenemos en cuenta los resultados obtenidos con los estudiantes de 16-17 anos, por el bajo nimero
de estudiantes entrevistados. Sin embargo, es interesante evidenciar como, en esas dos clases, no hay
practicamente diferencias entre la eleccion de la facilidad para uno mismo y la facilidad para los ninos;
quizés se deba a la gran diferencia de edad y, por tanto, a que los estudiantes mas maduros podrian haber
olvidado los problemas, las dificultades y las exigencias de los nifios pequeios.
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media pasa de 12 a 42%; en la superior de 29 a 32%. El aumento no
es uniforme, pero esto podria depender del hecho que solo los nifios de
la media recuerdan todavia, bastante bien, qué actividades sobre signifi-
cantes expresados en registros figurales, como el 3, son muy frecuentes
en la escuela primaria.

Hay, ademas, discrepancias, por ejemplo sobre el registro representativo 1; en
la escuela media hay una pequena disminucion en el porcentaje al pasar de la
facilidad para uno mismo a la de los estudiantes de la primaria (de 20 a 17%);
mientras en la superior se da, incluso, un aumento (de 27 a 44%).

Todo esto podria significar que no hay una verdadera y propia relacion defi-
nitiva, estable y general entre lo que se cree facil para uno mismo y lo que se
cree facil para ninos pequenos, lo que nos induce a pensar que se necesitaran
pruebas posteriores para estudiar esta interesante relacion.

Por otra parte, todo este analisis nos lleva a pensar que hay variables de
comportamiento escondidas, cuando se pide elegir para otros en general y para
los mas pequenos en particular; a algunas de estas, de caracter comportamental
y linguistico, nos hemos referido ya en D'Amore y Sandri (1996).

Respuestas a algunas preguntas: un punto de vista semiotico

Los hechos absolutamente evidentes y que responden a algunas de las pregun-
tas planteadas son:

* el registro representativo proposicional se considera distinto de los
demas, no oportuno, no apto en matematica, y esto por varios motivos:
porque no da lugar a hacer algo; porque no contiene nimeros o figuras,
elementos tipicos de la matematica;

* algunos registros arrastran elementos de confusion (sea en su parte
grafica, sea en la escrita, que parece deba ser interpretada en cualquier
caso), informaciones pardsitas que no se pueden eliminar (si no es
haciéndolas explicitas), por ejemplo, ligadas a un orden de escritura que
para el adulto es casual, pero que no lo es para el nino;

*  por tanto, los registros no son neutros o de igual valor informativo y
semantico; no solo representan el objeto relacional deseado sino otra
cosa; la traduccion, pues, no es posible o, en cualquier caso, no es ni
banal ni inmediata;
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* |a relacion entre registros representativos distintos, es decir, entre sig-
nificantes distintos de un mismo significado-objeto relacional se ve de
forma espontanea solo por 59% de los estudiantes de escuela primaria,
por 60% de los de media, por 74% de los de superior; los otros 41%, 40%
y 26% (respectivamente), pues, no perciben esto; ya que se trata de una
praxis habitual, en didactica, pasar de un significante a otro en el mismo
0 en otro registro dando todo esto por descontado, es necesario tener en
cuenta estos resultados en el plano didactico, segun los distintos niveles
escolasticos.

Aparece evidente que no hay mucha diferencia entre trasformaciones de
tratamiento o de conversion, lo cual, a distancia de anos, nos llevd a estudiar el
fendmeno de cambios de sentido que los estudiantes dan a representaciones
del mismo objeto que son obtenidas la una de la otra por tratamiento.*

CONCLUSIONES

Nosotros usamos continuamente, en la practica de ensefanza, varios sistemas
semidticos que confundimos entre si y no explicitamos; hoy sabemos que es
parte de los aprendizajes deseados que nuestros estudiantes dominen estos
sistemas; eso si, sin caer en el error de modificar el objeto mismo de aprendizaje,
el de la matematica (que se sirve de dichas representaciones) por las repre-
sentaciones en si mismas. Este fue un grave error de la llamada ‘matematica
moderna’, que sustituy6 el contenido “matematica” por el contenido ‘lenguaje de
la matematica, sus simbolizaciones, estudio de los simbolos, sus descripciones
y su uso”. Este es uno de los posibles errores graves de la ensenanza, cuando
no hay una consciencia critica, lo que hace inevitable la primera parte de la
paradoja de Duval, llevando al estudiante a confundir el objeto matematico con
sus representaciones, haciendo de estas ultimas el objetivo del aprendizaje.
Espontaneamente, el estudiante tiende a esto, pero aiin mas grave sera si
somos nosotros mismos quienes lo impulsamos. Es algo similar al absurdo de
querer reducir a un algoritmo la actividad de resolucion de problemas, con la
vaga esperanza que esto sea posible o de que con esto se pueda ayudar en el
proceso de resolucion del mismo (Brousseau y D'’Amore, 2008). Si un problema
es un problema y no un ejercicio (Fandifo Pinilla, 2010), durante la investiga-

1 Véase: D'Amore (2006), D'Amore y Fandino Pinilla (2007 a, b), Radford y D’Amore (2006).
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cion estratégica que lleva de la formulacion del texto problematico a la respues-
ta, existe por lo menos un momento de creacion (que algunos felizmente llaman
‘Eureka”) indefinible, ingobernable, no reducible a un algoritmo.

Las sugerencias ingenuas del docente van desde las banales e inutiles
practicas normativas (lee con cuidado, debes estar atento, reflexiona) hasta tru-
cos del todo contraproducentes (subraya con rojo los datos numéricos, subraya
con verde las palabras claves del texto, subraya con amarillo la pregunta..) que
cambian la atencion del problema por una serie de convenciones semioticas
absurdas que la investigacion didactica denuncié.
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Dificultades de comprension del teorema
central del limite en estudiantes universitarios

Hugo Alvarado Martinez y Lidia Retamal Pérez

Resumen. En este trabajo presentamos un estudio de evaluacion de la compren-
sion del teorema central del limite en estudiantes universitarios de ingenieria. Un
cuestionario en linea formado por diez ftems de opcién multiple y un problema
abierto fue aplicado a un grupo de estudiantes de ingenieria después de haber
estudiado las distribuciones muestrales. Los resultados indican que los estudiantes
no comprenden el efecto de los parametros sobre la precision de aproximacion y
no son capaces de comparar probabilidades aproximadas y exactas para valores
de una variable aleatoria con distribucion binomial. Otras dificultades se presentan
en las aplicaciones de la correccion por continuidad, determinar el tamano de
muestra y la distribucion de la suma de variables aleatorias.

Palabras clave: Teorema central del limite, evaluacion, plataforma virtual
Moodle, estudiantes universitarios.

Difficulties in understanding the central limit theorem in university students
Abstract. We present the results from a research directed to assess students’
understanding of the central limit theorem in engineering undergraduate stu-
dents. An online questionnaire composed by ten multiple choice items and an
open problem was applied to a group of engineering students after they studied
the sampling distributions. Results suggest that students do not understand the
effect of the parameters on the accuracy of approximation and are not able to
compare approximate and exact probabilities for values of a random variable
with binomial distribution. Other difficulties are related to applying of the correc-
tion for continuity, determining the sample size and the distribution of the sum
of random variables.

Keywords: central limit theorem, assessment, Moodle virtual platform, univer-
sity students.
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INTRODUCCION

El teorema central del limite, uno de los fundamentales en estadistica, estudia
el comportamiento de la suma de un gran nimero de variables aleatorias, ase-
gurando su convergencia hacia una distribucion normal en condiciones muy
generales. En inferencia estadistica muchos metodos estadisticos requieren la
condicién de normalidad para su correcta aplicacion. El teorema se relaciona
con otros conceptos y procedimientos (poblacion y muestra, experimento esta-
distico de muestreo, error de aproximacion, determinar tamanos de muestra,
uso de tablas estadisticas, etc), sobre los cuales la literatura describe errores
frecuentes de comprension. Por ejemplo, hay confusion entre los conceptos
de estadistico y parametro en los trabajos de simulacion de las distribuciones
muestrales (Garfield, delMas y Chance, 2004), en los contrastes de hipotesis
(Batanero, 2000), en la distribucion normal (Tauber, 2001), intervalos de confian-
za (Olivo y Batanero, 2007).

Un caso particular de lo que hoy es el teorema central del limite es la aproxi-
macion de la distribucién binomial a la normal (llamado Teorema de Laplace
De-Moivre), pues se puede considerar la distribucion binomial bin(n,p) como la
suma de variables aleatorias Bernoulli independientes idénticamente distribui-
das B(p). Una dificultad es consensuar cuando n es suficientemente grande,
puesto que la precision de la aproximacion para un n particular depende de la
forma de la distribucién original y la sensibilidad del parametro p (Alvarado y
Batanero, 2007).

Respecto a las Escuelas de ingenieria, existe un gran interés por estructurar
sus carreras enfocadas al desarrollo de competencias (Letelier, Lopez, Carrasco
y Pérez, 2005) y definir estandares para el curriculum de pregrado, siendo uno
de ellos los resultados de aprendizaje (ver http://www.cdio.org). Especificamente,
consideramos este teorema importante en el trabajo del ingeniero, ya que pro-
porciona herramientas metodoldgicas para analizar la variabilidad, determinar
relaciones entre variables, disefiar de forma optima experimentos, mejorar las
predicciones y la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre.

Este trabajo se interesa por analizar la comprension tedrica y practica del
teorema central del limite en estudiantes universitarios, al finalizar una experien-
cia de ensenanza basada en la simulacion. Se ha preparado un cuestionario
comprensivo de evaluacion de las dificultades de comprension del teorema cen-
tral del limite, incluidas las diferentes entidades primarias que lo conforman de
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acuerdo con el marco tedrico. Se analizan las preguntas a priori del cuestionario
considerando las investigaciones relacionadas con el tema.

En nuestra investigacion hemos intentado completar los estudios sobre el
teorema central del limite (Alvarado y Batanero, 2007), y de su relacion con la
simulacion computacional de las distribuciones muestrales (delMas Garfield y
Chance, 2004; Inzunsa, 2006; Retamal, Alvarado y Rebolledo, 2007).

INVESTIGACIONES SOBRE COMPRENSION
DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Las investigaciones sobre el teorema central del limite son pocas en el contexto
universitario; entre ellas destacamos la de Méndez (1991) que identifica cuatro
propiedades basicas que deben entenderse para poder lograr una compren-
sion solida del teorema: a) la media de la distribucion del promedio muestral
es igual a la media de la poblacion, cuando el tamano de la muestra tiende al
infinito; b) la varianza de la distribucion de la media muestral es menor que la
varianza de la poblacion; ) la forma de la distribucién muestral tiende a ser
acampanada en la medida que se incrementa el tamano muestral, y aproxima-
damente normal, de manera independiente de la forma de la distribucion en
la poblacién; d) La forma de la distribucion muestral crece en altura y decrece
en dispersion en la medida que el tamano muestral crece.

Estas propiedades han sido estudiadas en trabajos recientes de Alvarado
(2007) sobre los significados y comprensién del teorema central del limite. En
particular, evalud la comprension intuitiva del teorema de Laplace De Moivre,
asociada a la tercera y cuarta propiedad, y sobre las tres componentes que
deben considerarse para una buena aproximacion, cualquiera sea la distribu-
cién de origen relacionada con la propiedad b). En general, obtuvo mejores
resultados, indicando que los estudiantes muestran mejor dominio de vocabu-
lario técnico, y reconocimiento de que la rapidez de convergencia del teorema
depende de la distribucion de la suma de variables aleatorias, de los valores
de los parametros, y del tamafo de la muestra. En consecuencia, diferencia los
siguientes niveles de configuraciones cognitivas: 1) alumnos que consideran
el problema de aproximacion de la distribucion binomial a la normal y de la
convergencia de la media muestral como casos particulares del teorema central
del limite, e identifican los diferentes enunciados del teorema y condiciones de
convergencia, 2) alumnos que no incluyen en el teorema los anteriores campos
de problemas, aunque identifican sus diferentes enunciados y las condiciones
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de convergencia que se diferencian entre si por errores en algunos conceptos
relacionados, y en la correcta /incorrecta tipificacion; es decir, en algunos errores
procedimentales, 3) alumnos que, aunque incluyen el caso de la aproximacion
de la distribucion binomial a la normal como un caso particular del teorema,
no comprenden las condiciones de la convergencia y confunden los diferentes
enunciados.

En general, las investigaciones destacan la falta de comprension del efecto
del tamano de la muestra sobre la variabilidad de la distribucion muestral y
confusion entre la media de la poblacion (parametro) y la media muestral. Estas
mismas dificultades son observadas por delMas, Garfield, y Chance (2004) tras
una ensenanza basada en la simulacion, utilizando un programa de elabora-
cion propia. Los autores sugieren que la tecnologia, por si sola, no es suficiente
para la comprension, sino que las actividades y la ensenanza de tipo construc-
tivista tienen un papel importante. Otros trabajos recientes relacionados con las
distribuciones muestrales son el de Inzunza (2006), que analiza el significado
de las distribuciones muestrales en un ambiente de simulacion computacional.
Concluye que, a pesar de que el software Fathom permite evaluar procesos en
la manipulacion de parametros y datos en distintas distribuciones de probabili-
dades, los estudiantes cometen errores frecuentes en el uso de representaciones
numéricas, tienen un manejo superficial de los conceptos y propiedades de las
distribuciones muestrales y presentan pocos elementos argumentativos.

Si bien la tecnologia se considera un recurso didactico en la resolucion de
problemas con distribuciones exactas y aproximadas, son escasas las investiga-
ciones que evaluan la efectividad de la simulacion en procesos de aprendizaje
del teorema central del limite. Nuestro trabajo intenta contribuir en la solucion de
este problema, y es una continuacion de otros experimentos de ensenanza de las
distribuciones muestrales para ingenieros (Retamal, Alvarado y Rebolledo, 2007).

MARCO TEORICO

Al hacer matematicas emergen objetos matematicos que son representados
en forma escrita, oral, grafica o incluso por gestos. Se incluye en la idea de
objetos personales las concepciones, esquemas, representaciones internas, etc.
La actividad matematica queda modelada en términos de sistemas de practicas
operativas y discursivas. Font, Godino y D'Amore (2007) sefalan que de estas
practicas emergen diferentes tipos de objetos matematicos primarios, que se
denominan ‘elementos del significado” y corresponden a: situaciones y proble-
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mas que inducen actividades matematicas y definen el campo de problemas
asociado al objeto, en nuestro caso, el teorema central del limite; procedimientos
y operaciones que se realizan en distintos tipos de practicas que pueden llegar
a convertirse en objeto de ensenanza; representaciones materiales utilizadas en
la actividad de resolucion de problemas (términos, expresiones, simbolos, tablas,
graficos); definiciones y propiedades caracteristicas del objeto y sus relaciones
con otros conceptos y proposiciones; demostraciones que empleamos para
probar sus propiedades y que llegan a formar parte de su significado. Ademas,
establecen que si las interpretaciones realizadas por los alumnos no son las
esperadas por el profesor, se produce un conflicto semiotico, entendido como
cualquier disparidad entre los significados atribuidos a una expresion por dos
sujetos (profesor y alumno).

Los elementos de significado estan relacionados entre si, formando configu-
raciones que Godino, Contreras y Font (2006) definen como redes de objetos
intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas. Segun los autores, una
institucion (en este caso la universitaria, donde se recogié la informacion) dira
que un sujeto ‘comprende” el significado de un objeto, si dicho sujeto es capaz
de realizar las distintas practicas que configuran el significado del objeto institu-
cional, ademas de fundamentarlas y de reflexionar sobre el proceso seguido.

En este trabajo, el objeto teorema central del limite surge al estimar la distri-
bucion muestral del promedio de la muestra, dar solucion a la aproximacion en
distribucion y su relaciéon con la inferencia estadistica. Ademas, se implementan
las configuraciones computacionales que acrecientan el lenguaje, sobre todo
en la variedad de representaciones graficas dinamicas, se incorpora como pro-
cedimiento la simulacién y el argumento preferible es inductivo, y algebraicas
que se caracterizan por el lenguaje simbdlico, el procedimiento analitico y la
demostracion deductiva.

METODOLOGIA DE TRABAJO
MUESTRA Y CONTEXTO EDUCATIVO

La experiencia de ensenanza del teorema central del limite, inserto en la unidad
de las distribuciones muestrales, se desarroll¢ en la asignatura de Estadistica de
la Universidad Catolica de la Santisima Concepcion, con inscripcion inicial de
114 estudiantes de ingenieria, y dividido en dos secciones de 62 y 52 alumnos.
El tiempo dedicado en el aula al estudio de la unidad fueron tres semanas (12
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moédulos de 60 minutos); hubo sesiones con uso de pizarra y canén de mul-
timedia, y dos de laboratorio trabajando con Excel y Applets de la distribucion
binomial y de Poisson. EI material escrito estaba disponible en la plataforma
Moodle del curso. También, de acuerdo con el tiempo disponible y los cono-
cimientos previos, se han tenido en cuenta las habilidades de los estudiantes
para realizar experimentos de variacion de parametros de las distribuciones
de probabilidades por medio de recursos informaticos, y las de comunicar con
claridad sus resultados provenientes del analisis estadistico.

La implementacion del teorema central del limite considera un acercamiento
global acerca del teorema, siguiendo el andlisis de contenido en una muestra
de 16 libros de estadistica dirigidos a la ensefanza en ingenieria (Alvarado y
Batanero, 2008). De este estudio se seleccionaron los problemas mas adecuados
para este nivel educativo, asi como las propiedades, representaciones y procedi-
mientos, que fueron la base del cuestionario (ver Anexo 1).

INSTRUMENTO DE RECOGIDA DE DATOS

Para recoger los datos se disen6 un cuestionario en linea utilizando la plata-
forma Moodle. La prueba consta de diez items, con tiempo controlado por el
ordenador de 50 minutos para las respuestas. El estudiante, al momento de
responder, debe ingresar con una clave dada por el profesor al inicio de la
actividad, y los items son asignados a cada alumno en orden aleatorio, al igual
que las alternativas. La novedad de esta evaluacion fue incorporar en cuatro
ftems un enlace web con micro programas escritos en Java, de las distribuciones
de probabilidades binomial y de Poisson, como una herramienta de calculo y
alcance dinamico de manipulacion (ver ejemplo en Figura 1).

El item 1 estudia la bondad de aproximacion en diferentes valores del rango
de la variable. La respuesta correcta seria la (d): mejor aproximacion en valores
cercanos al valor esperado de la distribucion. Los distractores implican esperar
mayor exactitud de la convergencia en valores alejados de los centrales,

El ftem 2, valora las condiciones que aseguran la rapidez de la convergencia,
que son el aumento del tamano muestral, forma distribucional de la poblacion
y valores de sus parametros. Por ejemplo, la distribucion uniforme discreta
converge muy rapidamente y también la distribucion Poisson se aproxima a la
distribucion normal a partir del valor de p > 5. Por lo tanto, la opcion d) es la
correcta.
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24 El departamento de finanzas de una empresa ha detectado un porcentaje importante de articulos con algin tipo de fallas producidas por sus méguinas. Se muestrearon ¢
Bnes D inco méquinas obteniendo 20 articulos defectuosos de una partida de 50 articulos. La diferencia en probabilidad, de la distribucién terica y la dada por el teorema de
Laplace-De Moivre, de obtener mas de 22 articulos defectuosos de una muestra de 50 articulos es de:

Applet binomial A http://portal53.cl - ::Applet Distribucion Binom...
Tiempo restante Seleccione una O a.004702 Applet Distribucién Binomial
0:46:15 respuesta. o bope:
O 0238 = W —v==
O 402338 PO
© e Ninguna de las anteriores N
O 1009962

34 La aproximacion de la distribucién binomial bin{n,p) a la distribucién normal es.

Punto/s: ~/1 o 1 s
Applet binomial [ 7 @7 3 T

Seleccione una
respuesta

a. n mayor que 30 y cualquier p
* Media: 20

b. n es mayor que 30 y p aproximadamente igual a 05
Desviacion Estandar : 3,464

d. n es menor que 30 y np aproximadamente igual a 5 Probabiidadx [Meyorawe [ - ]
e. n es mayor que 30 y p menor que 0,05 e — e

o
o
©  c.nmayorque 30 y pigual a0
)
o

Figura 1. Dos items del cuestionario sobre el teorema central del limite

El item 3 evalta la importancia de la forma o distribucién de la poblacion
original para una buena aproximacion, cuando la muestra no sea grande. La
convergencia rapida se establece en distribuciones de probabilidades simétricas
y en la distribucién uniforme, ya sea discreta o continua; es decir, la opcion
correcta es la (b).

El item 4 se refiere a los supuestos y propiedades del teorema central del
limite. La respuesta correcta corresponde a una de las aplicaciones del teore-
ma, apartado (d): El teorema surge de situaciones de estimacion de la media y
otros parametros de poblaciones no normales, por intervalos de confianza en
muestras grandes. Los distractores estan asociados a la validez del teorema para
muestras grandes, en relacion con la desviacion estandar de la media muestral
(a), a la forma de la poblacion (b), y diferenciar los valores esperados (c), mien-
tras que la varianza (e) para la media muestral y suma de variables aleatorias.

El item 5 evalla la adecuada estandarizacién de la distribucion normal (c y
d) y la simetria de la distribucién normal (a y b). La opcion e) es la incorrecta ya
que el valor de la probabilidad es 0.5.

El ftem 6 es una variante del problema de Kahneman, Slovic y Tversly (1982)
sobre heuristica de la representatividad, donde los sujetos no tienen en cuenta
el tamano muestral al analizar la convergencia de la frecuencia a la probabili-
dad. Lo correcto es considerar mas probable el caso de muestra mas pequena
como la de n = 15. Para hallar esta solucion en forma algebraica, se debe
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estandarizar la suma de variables aleatorias Bernoulli y utilizar la correccion
por continuidad.

El item 7, evalua el reconocimiento de las condiciones que han de cumplirny
p para que la aproximacion de la distribucion binomial a la normal sea suficien-
temente precisa. EI alumno debe razonar acerca de la convergencia como caso
especial de un resultado general utilizando el Applet de la aproximacion binomial.
La respuesta correcta seria la alternativa (c), ya que la forma de la distribucion es
simétrica y cumple las condiciones de muestras de tamano mayor a 30 y ser tanto
np como ng mayores a 5 (Walpole, Myers y Myers, 1999).

El item 8 se refiere a resolver situaciones de la ingenieria mediante el
teorema de Laplace DeMoivre. Los alumnos se apoyan con el Applet de la
distribucién binomial, determinando los parametros y calculando acertada-
mente la probabilidad aproximada con la correccion por continuidad (c). En
las alternativas a) y b) no utilizan la correccion por continuidad y calculan la
probabilidad mayor que 30. Las opciones (e y d) consideran los complementos
de las probabilidades (a'y c).

También el item 9 utiliza la aproximacién binomial por la normal y se
determina el margen de error de precision dada correctamente en (e), entre
la distribucion tedrica y la obtenida por el teorema de Laplace De-Moivre. Los
distractores son el recorrido de la variable binomial (a), no reconocer el teorema
(c) y errores de correccion por continuidad (b y d).

El item 10 es un caso particular del teorema central del limite, de la aproxi-
macion de la distribucion Poisson por la distribucion normal y uso adecuado
de la correccion por continuidad (a). La alternativa (b) corresponde al calculo
de probabilidad exacta, la opcion (d) presenta un distractor del recorrido de la
variable, al igual que la (c), pero sin aplicar la correccién por continuidad.

RESULTADOS EN TEMS DE OPCIONES MULTIPLES

Una vez concluida la leccion de las distribuciones muestrales, se aplico el cues-
tionario de 10 items durante una sesion en el laboratorio de computacion, con
asistencia de 104 alumnos. Se presenta en cada ftem del cuestionario (Anexo
1) la frecuencia de respuestas de los estudiantes, y el porcentaje de aciertos se
obtiene con respecto al total de alumnos, aunque no todos contestaron algunos
ftems.

La plataforma virtual EV@, en la seccion de resultados del cuestionario, propor-
ciona un resumen cuantitativo de frecuencia de aciertos en los ftems (Tabla 1). El
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indice de dificultad (ID) de un item es la proporcién de sujetos que lo aciertan
entre aquellos que han intentado resolverlo. Cuanto mayor es el ID, el item
es mas facil para los alumnos y ha sido adquirido por una mayor proporcion
de los mismos. El indice de discriminacion es la diferencia en proporcion de
aciertos entre el grupo que tiene puntuacion superior e inferior en el total del
cuestionario.

Tabla 1. indice de dificultad y de discriminacion

frem D(%) dicede

discriminacion
1 77 037
2 31 071
3 63 045
4 52 0.56
5 80 034
6 28 0.50
7 73 034
8 30 061
9 15 0.96
10 36 0.77

Del andlisis de los items de opciones multiples podemos sefalar que hubo
gran variabilidad de dificultad en cada uno; los aciertos fluctuaron de 15% (item
9) a 80% (item 5). Todos los items resultaron discriminativos (indice mayor que
+0.3). Los items que, en general, fueron bien respondidos por los estudiantes son
los 5, 1y 7, que califican los siguientes aspectos: a) aplicar la estandarizacion
de la distribucién normal, b) aproximar una distribucién discreta para diferentes
posiciones del rango de la variable, y ¢) bondad de ajuste de la distribucion
binomial por la normal.

Los errores se deben a la precision de los calculos, a utilizar equivocadamente
la propiedad de correccion de continuidad o de estandarizacion. Los mas dificiles
fueron los items 9, 2, 8 y 10, referidos a las aplicaciones del teorema central del limi-
te con los Applet de la distribucion binomial (items 9y 8) y la distribucién Poisson
(item 10), ademas de la parte conceptual de convergencia rapida (item 2).

A continuacioén, se describe la apropiacion de las propiedades mas impor-
tantes del teorema central del limite y los procedimientos con uso de recursos
informaticos, de mas facil a mas dificil.
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Comprension de procedimientos y propiedades de tipo conceptual

Los resultados de los items 1 al 6 indican que las siguientes propiedades
resultaron sencillas a los estudiantes: 80% reconoce las propiedades
de la distribucion normal y su correcta estandarizacion (item 5e); la
aproximacion mejora en los valores centrales de la distribucion (item
1d); condicion de rapidez de convergencia (item 3b); circunstancias
de aplicacion del teorema central del limite (item 4d). En el item 1d se
obtuvieron mejores resultados, en 11%, que los obtenidos en Alvarado
y Batanero (2007).

En cuanto a las fallas mas frecuentes: 16% tiene errores de estandari-
zacion (ftem 5cy d); 16% espera mejor exactitud en la convergencia en
valores alejados de los centrales (item 1); 31% reconoce la importancia
de rapidez de convergencia del tamano de la muestra, sensibilidad de los
parametros y de la distribucion que se modela, en particular de uniforme
continua (item 2); 34% no considera la distribucion de probabilidad en
la aproximacién de la suma pequefia de variables aleatorias (item 3);
9% confunde esperanza y varianza tedricas con esperanza y varianza
experimentales respectivas (item 4c y e); 30% asocia la aplicacion del
teorema central del limite con la forma de la distribucion poblacional
(item 4b), y solo 10% considera que crece la desviacion estandar de la
media muestral cuando aumenta la muestra; en Retamal, Alvarado y
Rebolledo (2007) se obtuvo 40% de error. En el item 6, 28% considerd
mas probable el caso de muestra mas pequena; es decir, se presenta en
60% la heuristica de la representatividad, sin diferenciar el tamano de la
muestra en el calculo de probabilidad. Comparando con los resultados
de Alvarado y Batanero (2007) hubo una mejora en considerar, ademas
del tamano de la muestra, los valores de los parametros de una distribu-
cion (item 2c) en la rapidez de aproximacion de la distribucion normal.

Comprension de propiedades y procedimientos con applets

160

Los resultados de los item 7 al 10 nos muestran que las propiedades
asimiladas fueron: 73% reconoce condiciones de la precision de aproxi-
macion (item 7¢); obteniendo mejores resultados de Alvarado y Batanero
(2007); 30% realiza correctamente el calculo aproximado con la correc-
cién de continuidad (item 8c); solo 15% calculé el error de aproximar
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la distribucién binomial por la normal (item 9d) y 36% aplico la aproxi-
macion de la normal a la Poisson calculando correctamente el recorrido
de la variable aleatoria, el parametro del modelo, la estandarizacion y la
correccion de continuidad (item 10a).

* las dificultades encontradas fueron: 14% atribuye el teorema de Laplace
De-Moivre solo al parametro n (item 7d); 13% no utiliza correccion de
continuidad (item 8a y b); 27% no reconoce el teorema de Laplace De
Moivre (item 9¢); 11% presenta errores de correccion de continuidad
(item 9b y d) y 26% sobre el recorrido de la variable binomial (item 9a);
33% no utiliza la propiedad de aproximacion de una distribucion discre-
ta por una continua (item 10b).

RESULTADOS EN UN PROBLEMA ABIERTO

Como parte de la prueba final del semestre académico, se propuso a 114 estu-
diantes un problema abierto a fin de examinar las estrategias de resolucion y
argumentacion del teorema central del limite, para el caso de la aproximacion de
la distribucion binomial por la normal, asi como valorar la probabilidad de pensa-
miento de mas alto nivel (Gal, 1997). Las respuestas se indican en la Tabla 2.

Problema 1. Un gerente de crédito ha descubierto que 28 de los 80 usuarios
de tarjeta no paga el monto completo de la deuda durante un mes dado.

a) Determine la probabilidad aproximada de que, al seleccionar 30 cuentas
de manera aleatoria, se obtengan entre 6 y 14 cuentas no pagadas.
Comente sobre el calculo de probabilidad obtenida.

b) Compare con el valor exacto de la probabilidad anterior, determinada
mediante la probabilidad binomial, que es 0.9115.

c) Calcule la probabilidad aproximada de obtener, en una muestra aleatoria
de 90 cuentas, al menos 40% de tarjetas no pagadas.

d) Calcule el tamafio de muestra necesario para que la estimacion difiera de la
verdadera probabilidad en menos de 4.5% con probabilidad al menos 0.96.

La solucién correcta en el apartado a) sitia que los estudiantes deben
definir la variable aleatoria en estudio Sp=2X;: el numero de usuarios de
tarjeta que no paga el monto completo de la cuenta en una muestra de 30
cuentas, e identificar la distribucion de probabilidad (binomial), determinando
los parametros n=30y p=0.35: proporcién de usuarios de tarjeta que no paga el
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monto completo de la deuda. Debido a que la muestra es grande, y se cumplen
los supuestos (n grande, np>5), se puede aproximar mediante una distribucion
normal de media np y varianza npg, es decir 2X; ~ N(np,npg)=N(10.5, 6.83). Para
calcular la probabilidad estimada hay que estandarizar y aplicar la correccion
de continuidad, esto es:

55-105 _ 145-105

<I<
~/6.825 ~/6.825

P(S < ZXi < 14)zP(5,5 < ZXi <145 = P( j =P(Z>1,53)-P(Z <—-1.91) = 0,9089

Ademas, se espera que el estudiante considere la probabilidad alta, ya que
la E(X)=10.5 se encuentra entre los valores 6y 14.

En el apartado b) se pretende que el estudiante compare los valores del
calculo aproximado y exacto de las probabilidades de la suma de variables
aleatorias S, =XX;; justificando el teorema para valores grandes de los tama-
nos muestrales y la convergencia rapida de la aproximacion para valores de p
cercano a 1/2.

En el apartado ), se espera que el estudiante reconozca el estimador de la pro-
porcion p como promedio muestral; obtener la distribucion aproximada del estima-
dor de la proporcion p; justificar el teorema mediante la demostracion algebraica
de que la distribucién aproximada es la normal; determinar la esperanza y varian-
za del estimador P. Es decir, considerar la muestra de n, =9 cg%Jentas de tarjetas
no pagadas; aplicando el teorema central del limite, sustituir >x =s, ~NG31.5,20475).
Estandarizar el estimador P vy calcular la probabilidad pedida. a

El procedimiento de andlisis pretendido por los estudiantes en la resolucion
es el siguiente:

355-315

~/20.475

Por ultimo, en el apartado d) hay que expresar el error e = 0.045 y el nivel de
confianza de 1ot = 0.96. Se pide estimar el tamano muestral adecuado mediante
la expresion:

P(S2 >36) ~ P(S2 >355)~P(Z> ) = P(Z>0.88) =0.189%4

0.045
r{z < J =096 = 0,094346-/n =205=n=473

1[035-0,65/n
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Tabla 2. Resultado de cada apartado del problema (n =114)

Apartado Pasos correctos en la resolucion del problema n %
a Identificar la distribucion de probabilidad binomial 72 63
(dlculo correcto de la media y varianza de la normal aproximada 85 75

Aproximar S, = > X; ala distribucion normal 85 75
Estandarizar lav.a. S, =2 X; en una normal estandar 80 70

Aplicar correctamente la correccién por continuidad 51 45

b Comparar los valores aproximados y exacto de 5, =3°X. 73 64
Justificar el TCL para valores grandes de n ' 42 37

Justificar la convergencia del teorema para valores de p cercanoa 1/2 4 4

¢ Determinar la esperanza y varianza de 8 75
Estandarizar el estimador p 80 70

(alcular probabilidades con calculadora 04 56

Reconocer el estimador p como el promedio muestral 31 27

Estimador de mdxima verosimilitud tienen distribucién asintética normal 23 20
Demostracion formal algebraica y/o deductiva 13 11

d Reconocer y expresar el error en valores de 0 a 1 46 40
Obtener el tamafio adecuado de una muestra aleatoria 16 14

dentificar el valor de probabilidad 13 11

En la Tabla 2 se presentan los resultados de los porcentajes de aciertos res-
pecto al total, siguiendo la secuencia de desarrollo, donde cada paso requiere
del anterior. Se observa que 63% de los estudiantes identifica la distribucion de
probabilidad binomial y expresa la probabilidad a calcular en el apartado a),
aunque se producen algunos errores en reconocer los valores de n'y p. Debemos
destacar que 75% de los estudiantes es capaz de aproximar la suma de v. a.
que conduce a la distribucion normal y realiza el calculo correcto de la media
y la varianza. Los principales errores se producen para el calculo correcto de la
probabilidad, porque los estudiantes olvidan realizar la correccion de continuidad.
Ademas, solo 11 estudiantes (10%) realizaron comentarios sobre la probabilidad
obtenida, de los cuales ocho consideran la probabilidad alta justificando que la
E(x)=10.5 se encuentra entre los valores 6 y 14. En resumen, en el apartado a)
hubo 64 respuestas correctas de procedimientos, de las cuales 51 (45%) llegaron
al calculo de probabilidad aplicando bien la correccion por continuidad.
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En el apartado b), 64% compara el valor aproximado y exacto de la pro-
babilidad, indicando correctamente su buena aproximacion, aunque solo 37%
comenta que la excelente aproximaciéon se debe al valor de la muestra (30), y
tan solo 4% comenta la influencia del parametro p cercano a ‘.

En el apartado o), 75% de los estudiantes determina bien la media y la
varianza de la distribucion muestral de la proporcion, y 70% logra estandarizar
de manera correcta, de los cuales 56% calcula la probabilidad pedida. De ellos,
solo 20% hace referencia explicita a la distribucion normal aproximada de la
proporcion, y 11% justifica explicitamente el uso del teorema central del limite.
Ademas, solamente 27% de los estudiantes hace referencia a la proporcion
como promedio.

Los resultados del apartado d) indican que debemos dedicar mas tiempo
a las situaciones de obtener tamanos de muestras adecuados. De los partici-
pantes, 40% representa el error en valores de 0 a 1, 14% ha logrado calcular
el tamano de la muestra y 11% identifica el valor de p. La Tabla 3 muestra un
resumen de los aciertos en los apartados.

Tabla 3. Resultados correctos en cada apartado del problema

Frecuencia Porcentajes (n = 114)
Parte a) 51 45
Parte b) 73 64
Parte ) 64 56
Parte d) 16 14
DISCUSION Y CONCLUSIONES

Nuestros resultados indican que los estudiantes logran familiarizarse con los
recursos informaticos presentados, y que incluso son capaces de simular expe-
rimentos y de utilizar mas propiedades y procedimientos de manera correcta
en las actividades de tipo conceptual. Cabe destacar que, a pesar del tiempo
limitado, se observa una alta implicacién de los alumnos en las distintas acti-
vidades efectuadas, pese a sus caracteristicas de ingreso a la universidad, con
competencias matematicas débiles que, en alguna medida, inciden en las tasas
de reprobacion y desmotivacion de los alumnos.

En relacion con la comprension de propiedades, 50% de los participantes com-
prenden el efecto de los parametros sobre la precision de aproximacion, forma de
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la distribucion, sensibilidad de los parametros y variabilidad para distintos tamanos
muestrales. Hay que reforzar la aplicacion de la correccién por continuidad.

Respecto a la comprension de procedimientos, son capaces de comparar
probabilidades aproximadas y exactas para valores de la variable aleatoria, y
se presenta una mejor comprension en el estudio de la aproximacion a la dis-
tribucion binomial. Sin embargo hay errores, especialmente en el calculo de la
probabilidad aproximada, que llevan a una solucion incorrecta.

Los resultados muestran variabilidad en las respuestas, poniendo de mani-
fiesto que los items de tipo conceptual son los mas alcanzados por la mayoria
de los alumnos participantes, tales como la estandarizaciéon de la suma de
variables Bernoulli (ftem 5) y la bondad de aproximacion en diferentes interva-
los (item 1). No obstante, hubo solo 31% de alumnos que han asimilado que
la convergencia depende tanto del tamano muestral, como de la distribucion y
de sus parametros (item 2). Se observé que la heuristica de la representatividad
no mejord en estos estudiantes respecto de lo descrito en Kahneman, Slovic y
Tversly (1982). Sin embargo, hubo un aumento leve de 18% con los resultados
de Alvarado y Batanero (2007).

Las aplicaciones del teorema central del limite con apoyo informatico presen-
taron una serie de dificultades, para el caso particular del teorema de Laplace
De-Moivre (item 9), debido, principalmente, a que no aplicaron la propiedad de
correccion por continuidad, aunque mejoraron en el problema abierto. También
resulto dificil el calculo algebraico de la aproximacion de la binomial por la nor-
mal (ftem 8) y la aproximacion a la distribucion Poisson (item 10). Sin embargo,
se obtuvo 73% de aciertos en reconocer las condiciones de la aproximacion
a la binomial (item 7). Cabe sefnalar que, en los textos consultados por los
estudiantes, no todos concuerdan con la regla practica respecto al valor de n.
Montgomery y Runger (1996: 303) senalan “Si n > 30, se puede usar el teore-
ma central del limite’, lo que puede conducir a que los estudiantes utilicen el
teorema sin considerar la naturaleza de las variables, su distribucion y pensar
que siempre bastarfa una pequena muestra de 30 observaciones. No obstante,
Walpole, Myers y Myers, (1999: 217) indican, para el caso particular, que ‘la
aproximacion normal a la distribucién binomial sera buena si np y n(1-p) son
mayores o iguales a 5", y para Devore (2001: 232) que “En la practica, la aproxi-
macion es adecuada siempre que np = 10 y nq = 10". Estas dos afirmaciones,
aungue no concuerdan en la cota inferior, apuntan a que el tamano muestral
necesario para una buena aproximacion depende del valor de p. Por lo tanto,
es conveniente explorar las representaciones graficas a partir de la simulacion,
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entendida como experimento estadistico de muestreo, y conducir a los estudian-
tes a verificar la calidad de convergencia en distribucion por medio del estudio
de la sensibilidad de los parametros.

El trabajo proporciona informacion sobre las dificultades observadas en un grupo
de estudiantes de ingenieria en el teorema, lo que nos ayudard a mejorar la ense-
nanza y a establecer un modelo de actuacion docente adecuado. Se considera un
avance poner de manifiesto alternativas de evaluacién. Por un lado, al replicar los
items 1, 6 y 7 (Alvarado y Batanero, 2007) en nuestro cuestionario con uso de infor-
matica, hemos tenido mejores resultados acerca de la bondad de la aproximacion
segun el intervalo de probabilidad (11%) y para la aproximacion de la distribucién
binomial (13%). Ademas, contar con la posibilidad de utilizar un medio informatico
mediante el que los alumnos puedan simular diferentes fenomenos estocasticos,
ayuda a tener mas sequridad y a redudir la ansiedad epistemoldgica (Wilensky, 1997).
Se establecieron conexiones entre la obtencion experimental del teorema e investigar
el comportamiento asintético de la distribucion de estadisticos cuando cambian los
parametros; exploracion de la variacion de parametros y experimentacion; utilizacion
de las propiedades de aproximacion normal en distribuciones clasicas y efecto de los
parametros sobre la aproximacion.

Sin embargo, como lo sefala Inzunza (2006) en su experimentacion del
tema con un software especifico, si bien los alumnos han presentado cierta
evolucion de los significados de las distribuciones muestrales, muchos no logran
comprender adecuadamente el efecto del tamano de muestra y el valor de las
probabilidades. El uso de medios, como la plataforma virtual, aumenta las posi-
bilidades de trabajo y amplia las representaciones conectando los modelos de
probabilidad con la experimentacion, aunque hay que tener presente el esfuerzo
cognitivo de los estudiantes (delMas, Garfield y Chance, 2004).
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ANEXO 1. RESULTADOS EN LOS {TEMS PROPUESTOS A LOS ALUMNOS.

Frecuencias y porcentajes de respuestas a distractores en los diez items (n = 104)

[tem 1. La aproximacién normal mejora cuando el intervalo a calcular en probabilidad:

Frecuencia | Porcentaje
a) Se acerca al extremo superior de valores de la distribucion binomial 10 10
b) Se aparta del término central de valores de la distribucién binomial 4 4
¢) Se acerca al extremo inferior de valores de la distribucion binomial 2 2
d) Se acerca al término central de valores de la distribucién binomial 80 77
e) Ninguna de las anteriores 8 8

(;Cudl de las afirmaciones es incorrecta?)

[tem 2. La rapidez con la que la suma de variables aleatorias se aproxima a la distribucion normal depende:

Frecuencia | Porcentaje
a) De las distribuciones de las v.a. X i 10 10
b) Del tamafio de la muestra n 15 14
0) De los valores de los pardmetros 6 6
d) Del estimador de la media poblacional 32 31
e) Si la poblacion de datos tiene distribucién uniforme continua 41 39

[tem 3. La aproximacidn a la normal es buena para valores pequefios de n en variables aleatorias con distribucidn:

media de la poblacién.

Frecuencia | Porcentaje
a) Asimétrica 5 5
b) Simétrica 66 63
¢) Poisson 20 19
d) Sesgada 4 4
e) Binomial 6 6
[tem 4. ;Cudl de las siguientes afirmaciones sobre distribuciones muestrales es CIERTA?
Frecuencia | Porcentaje
a) La desviacidn esténdar de la media muestral aumenta a medida que crece el tamafio de la muestra. 10 10
b) La media muestral tiene una distribucién aproximadamente normal cuando n es suficientemen-| 3 30
te grande, dependiente de la forma que tenga la poblacién.
¢) El valor esperado de la distribucion muestral de la suma de variables aleatorias es igual a la 6 6
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[tem 4. ;Cudl de las siguientes afirmaciones sobre distribuciones muestrales es CIERTA?
Frecuencia | Porcentaje

d) El teorema central del limite surge de situaciones de estimacion de la media y

otros parametros de poblaciones no normales por intervalos de confianza en 54 52
muestras grandes.
e) La varianza de la suma de variables aleatorias independientes es igual a la varianza poblacional. 3 3

[tem 5. ;Cudl de las siguientes afirmaciones sobre la distribucién normal es incorrecta?
Frecuencia | Porcentaje

a) Siuna variable estd distribuida normalmente, los casos extremos son poco frecuentes. 3 3
b) En la curva normal, la media es iqual a la moda. 1 1
¢) El ndmero de articulos con fallas de una mdquina tiene una distribucion normal con media 6 y 9 9

varianza 16. El valor estandarizado de 12 articulos con fallas es de 1.5.
d) El ntimero de chips defectuosos de dispositivos semiconductores tiene una distribucién normal

de media 1y desviacion estandar 1. Si el valor estandarizado es 3, entonces el nimero de chips 7 7
defectuosos es 47

e) El riesgo individual de reclamos de seguro automotriz de una empresa asegu-
radora en Chile tiene una distribucion normal de media 3 y desviacion estandar 83 80

0.255. La probabilidad de que reclamen a lo mas 3 clientes es de 0.975.

[tem 6. En una empresa de sequro de vida la probabilidad de que reclame un dliente es de 50%
¢Cudl de estos casos te parece mds probable?

Frecuencia | Porcentaje
a) Que entre los préximos 15 clientes seleccionados 10 0 més reclamen a la empresa. 29 28
b) Que entre los préximos 150 estudiantes seleccionados 100 0 mds reclamen a la empresa. 13 13
0) Los dos casos anteriores son igual de probables. 62 60

[tem 7. La aproximacidn normal a la distribucién binomial bin(n,p) es suficientemente buena cuando
(Utilice el Applet de la distribucion binomial):

Frecuencia | Porcentaje
a) n es menor que 30 y np aproximadamente igual a 5 6 6
b) n es mayor que 30y p menor que 0,05 2 2
¢) n es mayor que 30 y p aproximadamente igual a 0.5 76 73
d) n mayor que 30y cualquier p 15 14
e) n mayor que 30y piguala 0,9 2 2
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[tem 8. Un ingeniero ha comprobado que 40 de los 120 accidentes industriales en su planta en los tiltimos cinco
arios, se deben a que los empleados no siguen las instrucciones. La probabilidad aproximada de que de 84 nuevos
posibles accidentes, a lo menos 30 se deban a negligencia de los empleados es de
(Utilice el Applet de la distribucion binomial):

Frecuencia | Porcentaje
a) 0.2981 6 6
b) 0.3707 7 7
¢) 0.3409 31 30
d) 0.6591 4 4
e) 0.7019 1 1
f) Ninguna de las anteriores 47 45

[tem 9. El departamento de finanzas de una empresa ha detectado un porcentaje importante de articulos con algiin
tipo de fallas producidas por sus mdquinas. Se muestrearon cinco mdquinas obteniendo 20 articulos defectuosos
de una partida de 50 articulos. La diferencia en probabilidad, de la distribucidn tedrica y la dada por el teorema de
Laplace-De Moivre, de obtener mds de 22 articulos defectuosos de una muestra de 50 articulos es de
(Utilice el applet de la distribucion binomial):

Frecuencia | Porcentaje
a) 0.09182 27 26
b) 0.09962 5 5
0 0.23398 28 2
d) 0.2358 6 6
e) 0.04702 16 15
f) Ninguna de las anteriores 17 16

[tem 10. Se supone que X, el niimero de accidentes por mes en un cruce de carreteras dado, tiene una distribucién
Poisson con w = 2 . Si el niimero de accidentes durante seis meses es mayor a 10, se deberd reconstruir el cruce
debido a un programa otorgado por el estado. La probabilidad aproximada de que el cruce en cuestion sea conside-
rado en el programa de emergencia del estado es de (Utilice el applet de la distribucidn Poisson):

Frecuencia | Porcentaje
a) 0.6664 37 36
b) 0.65277 34 33
0 071904 4 4
d) 0.7642 2 2
f) Ninguna de las anteriores 20 19
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Politica editorial

La revista EDUCACION MATEMATICA es una publicacion internacional arbitra-
da que ofrece un foro académico para la presentacion y discusion de ideas,
conceptos, propuestas y modelos que puedan contribuir a la comprension y
la mejora de la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas en diversos
contextos vy latitudes. La revista aparece tres veces al ano y publica articulos
de investigacion y ensayos teoricos sobre temas relacionados con la educacion
matematica. Adicionalmente, difunde resenas y contribuciones para la docencia
en matematicas.

OBIJETIVOS
EDUCACION MATEMATICA se propone:

* Actuar como un foro académico internacional en lengua espanola en el que
se discutan problemdticas y hallazgos en torno a la ensenanza y el aprendiza-
je de las matemadticas en diferentes contextos.

* Fadilitar la comunicacion entre investigadores, estudiantes de posgrado y
maestros de matematicas.

* Promover la investigacion en educacion matematica en los paises ibero-
americanos.

» Colaborar en la comprension de la naturaleza, la teoria y la practica de
la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.

LECTORES

EDUCACION MATEMATICA estd dirigida a investigadores de la educacion matema-
tica, maestros en formacion y en ejercicio, estudiantes de posgrado, disenadores
de programas y proyectos educativos, evaluadores, administradores y cuadros
técnicos vinculados con la educacion matematica.

PRINCIPALES TEMATICAS

El contenido de EDUCACION MATEMATICA se orienta principalmente a los siguien-
tes temas:
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Educacion matematica en el nivel basico.

Educacion matematica en el nivel preuniversitario.

Educacion matemadtica en el nivel universitario.

Los sistemas educativos y las politicas educativas en educacion matematica.
Saberes matematicos y procesos de ensenfanza y de aprendizaje de las
matematicas en contextos no escolares.

Historia y epistemologia de las matematicas y de la educacion matematica.

INFORMACION PARA LOS AUTORES

La revista EDUCACION MATEMATICA publica articulos de investigacion y
otras contribuciones (ensayos, resenas y contribuciones para la docencia)
en espanol, en las tematicas enlistadas en esta Politica Editorial.

Todos los escritos que se reciben se someten a un proceso de evaluacion
doble-ciego.

El Comité Editorial, con base en los resultados de la evaluacién de los
escritos, se reserva el derecho de aceptar o rechazar un material o hacer
sugerencias de correccion para su publicacion.

El Comité Editorial y el Consejo Mexicano de Investigacién Educativa
tendran los derechos de publicacion de los articulos aceptados, para lo
cual el autor debe firmar una licencia de publicacion no exclusiva que se
hara llegar a los autores una vez aprobada la publicacion.

PREPARACION DE LOS ESCRITOS

La revista EDUCACION MATEMATICA publica los articulos en espafol v, eventual-
mente, articulos de investigacion en portugues.

ARTICULOS DE INVESTIGACION:

176

Deberan tener originalidad y rigor, y mostrar, explicitamente, el aparato
conceptual y metodologico utilizado.

Prepararse electrénicamente, en Word o en algun otro procesador com-
patible.

Debera tener un maximo de 10 000 palabras, incluidas notas, referencias
bibliograficas, tablas, graficas y figuras. Se recomienda ampliamente que
en total la extension del articulo no sea mayor a 30 cuartillas.
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* Deberd incluir, también, un resumen de entre 150 y 180 palabras en el
idioma en que se haya escrito el articulo (espafol o portugués). Ademas,
se incluira una versiéon en inglés o francés del resumen, y cinco palabras
clave en los dos idiomas elegidos.

* En archivo aparte, deberd prepararse una caratula que contenga: a) titulo
del articulo; b) declaracion de que el material es original e inédito y que
no se encuentra en proceso de revision para otra publicacién (debe men-
cionarse, explicitamente, si el material ha sido presentado previamente en
congresos y ha aparecido de manera sintética (maximo seis cuartillas) en
las memorias del mismo); ¢) el nombre, institucion de adscripcion, direc-
cién electronica, teléfono, domicilio completo (incluyendo codigo postal)
del autor o los autores.

» Las figuras, tablas e ilustraciones contenidas en el texto deberan ir inclui-
das en el archivo del escrito. En caso de que el articulo sea aprobado,
se enviaran en blanco y negro las fotografias o ilustraciones en formatos
Jjpg, if o .eps, insertos en el documento y también en archivo aparte, con
una resolucion minima de 300 dpi.

* Debera evitarse el uso de siglas, acrénimos o referencias locales que no
sean conocidas por un lector internacional; si estas se utilizan, debera
explicitarse su significado a pie de pdagina, la primera vez que aparezcan.

» Las referencias dentro del texto deben senalarse indicando, entre parén-
tesis, el autor, afo de la publicacion y pagina o paginas (Freudenthal,
1991: 51).

» Al final del articulo se debe incluir la ficha bibliografica completa de
todas las referencias citadas en el texto siguiendo el modelo APA.

Briand, J. (2011). El lugar de la experiencia en la construccion de las matemati-
cas en clase. En Educaciéon Matemadtica, 23 (1), pp. 5 - 36.

Fuenlabrada, . (compiladora) (2008). Homenaje a una trayectoria: Guillermina
Waldegg. DIE-CINVESTAV/COMIE/UPN. México.

Stigler, J. W. y J. Hiebert (1999). The Teaching Gap. Best ideas from the World's
Tachers for Improving Education in the Classroom. Free Press. New
York

Moreno, L y J. Kaput (2005). Aspectos semioticos de la evolucion historica de
la aritmética y el algebra. En: M. Alvarado y B. Brizuela (compilado-
ras). Haciendo numeros. Las notaciones numéricas vistas desde la
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psicologia, la diddctica y la historia. Paidos. Col. Educador Num. 179.
Meéxico.

Hernandez, S. y H. Jacobo (2011). Descripcién de algunas tesis de maestria en
educacion matematica. Revista Electronica de Investigacion Educativa,
13 (1). Consultado el 28 de marzo de 2012 en: http://redie.uabcmx/vol
11nol/contenido-hdezjacobo.html

ENSAYOS

EDUCACION MATEMATICA publica ensayos de alta calidad con un méaximo de 6 000
palabras (y 12 cuartillas incluyendo imégenes y bibliografia), que aborden de
manera rigurosa y original algun tema relevante en el campo de la educacion
matematica. A diferencia de los articulos, los ensayos implican la interpretacion
de un tema desde el punto de vista del autor, sin que sea necesario explicitar
el aparato metodoldgico o documental especifico que lo sustenta, ni aportar
datos empiricos. Los ensayos se someten al mismo proceso de arbitraje que los
articulos de investigacion.

CONTRIBUCIONES PARA LA DOCENCIA

EDUCACION MATEMATICA considera para su publicacion un numero limitado de
contribuciones para la docencia, consistentes en propuestas originales de pre-
sentacion de un tema, acercamientos novedosos que hayan sido probados en
clase, lecciones, practicas, ejercicios, puntos de vista sobre algin material educa-
tivo y, en general, cualquier producto de la experiencia en el aula o de planea-
cion de proyectos en educacion matematica que se considere valioso compartir
con los docentes de los distintos niveles educativos. Las contribuciones para la
docencia no deberan exceder 4 000 palabras o 10 cuartillas incluyendo tablas,
graficas y figuras, y deberan enviarse en formato Word, con los mismos linea-
mientos que para la presentacion de articulos.

RESENAS
EDUCACION MATEMATICA publica también resenas de libros especializados, libros
de texto, software, tesis de doctorado y eventos relevantes relacionados con

las tematicas de la revista y que hayan aparecido recientemente. Las resenas
deben expresar el punto de vista de su autor; es decir, que no seran meramente
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descriptivas, y no excederan 2000 palabras. Asimismo, deben incluir la ficha
completa del texto o software resefiado; el nombre, institucién de adscripcion y
el correo electronico del autor. En el caso de las resenas de tesis de doctorado,
se incluird también el grado, institucion, director de tesis y fecha de defensa.

PROCESO DE ARBITRAIE
ASPECTOS GENERALES

Todos los manuscritos recibidos estan sujetos al siguiente proceso de arbitraje:

El Comité Editorial hace una primera revision del manuscrito para verificar si
cumple los requisitos basicos para publicarse en EDUCACION MATEMATICA. Esta
revision interna se realiza en un plazo aproximado de un mes. En este término,
se notificara por correo electronico al autor si su manuscrito serd enviado a
evaluadores externos. En el caso en el que el manuscrito no se considere ade-
cuado para su eventual publicacion en Educacion Matematica, se expondran,
por escrito, las razones al autor.

ARTICULOS Y ENSAYOS

Las contribuciones que cumplan los requisitos basicos para ser evaluados seran
enviadas para arbitraje doble-ciego de al menos dos expertos en el tema. Este
proceso de arbitraje se realizara en un plazo maximo de tres meses. Después de
este periodo, el autor recibira los comentarios de los revisores y se le notificara
la decision del Comité Editorial: Aceptado en su version original, Aceptado con
modificaciones menores, Aceptacion condicionada a incorporacion de modifica-
ciones mayores, 0 Rechazado.

El autor debera responder electronicamente si estd de acuerdo o no en
elaborar una segunda version de su contribucion, incorporando los cambios
propuestos. La version revisada, que incluya una relacion de los cambios
efectuados, debera enviarse en un periodo no mayor de tres meses. Si el autor
0 autores envian su segunda version en un plazo mayor al estipulado, el
escrito sera considerado como Nueva contribucién, y se reiniciara el proceso
de arbitraje.

El caso en que un arbitro apruebe una contribucién con modificaciones
menores y otro la rechace, la contribucion se enviara a un tercer revisor.
Prevalecera la opinion de dos, de los tres arbitros.
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CONTRIBUCIONES PARA LA DOCENCIA

Las contribuciones para la docencia se someten a un proceso de arbitraje en el
que participan como arbitros un miembro del Comité Editorial y un arbitro exter-
no. Los plazos del proceso son los mismos que para los articulos y los ensayos.
En caso de discordancia en las evaluaciones, se seguira un proceso similar al
de articulos y ensayos.

RESENAS

Las resenas son evaluadas por un miembro del Comité Editorial y el resultado
de su evaluacion se comunica al autor una vez que haya sido discutido en el
pleno del Comité Editorial. Para hacer la evaluacion, en este caso, se consideran
la actualidad y relevancia del objeto de la resena y la calidad de la perspectiva
personal que el autor incorpora en su escrito.

ENVIO DE LOS ESCRITOS

Los escritos deberan enviarse en archivo electronico a la siguiente direccion elec-
tronica: revedumat@yahoo.com.mx.
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