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OZET

Bu c¢alismada durgun halde, dogrusal olmayan, bir boyutlu bir 1s1 iletimi problemi
varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢oziilmiistir. Farkli mertebelerden dogrusal olmayan
denklemler i¢in sicaklik dagilimlar: elde edilmis ve sonuglar ayn1 denklemlerin sonlu eleman
analizinden elde edilen sonuglariyla karsilastirilarak varyasyonel iterasyon yonteminin
etkinligi test edilmistir. Ayrica hata analizi de yapilmis ve sonuglar yontemin dogrusal
olmayan 1s1 iletimi problemlerinin ¢oziimiinde etkin bir yontem oldugunu gostermistir.

ABSTRACT

In this study, a one-dimensional steady-state heat conduction equation is solved using
variational iteration method. Temperature distributions are obtained by means of the method
for equations with different levels of nonlinearities and the method is tested by comparing
obtained results with the finite element solutions of the same equations. In addition, error
analysis is also conducted and the results have shown that variational iteration method is an
efficient solution technique for the analysis of nonlinear heat conduction equation.
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1. GIRiS

Is1 iletimi problemleri ve uygulamalar1 c¢esitli ¢aligmalarda genis bir sekilde
incelenmigtir [1]. Bir boyutlu ve dogrusal olmayan bir 1s1 iletimi problemi, boyutsuz formda
asagidaki sekilde verilmistir [2,3]:

d’o
dx?

~NO" =0, 0<x<I (1)

Probleme ait sinir sartlar1 ise soyle verilmektedir:
6'(0)=0, o) =1 (2)

burada tiirev boyutsuz koordinat x’e gore alinmakta olup 0 sicakligi gostermektedir. N 1s1
iletkenlik parametresi ve m ise 1s1 transferi modu olup, bunlarin farkli degerleri farkl fiziksel
problemlere tekabiil etmektedir [13].

Denklem (1) ve (2) m’nin belirli degerleri i¢in analitik ¢Oziimlere sahiptir
[3,4,5,6,7,8]. Ancak [4]’de verilmekte olan ¢0ziim li¢ parametreli hipergeometrik ¢6ziim,
[3]’de verilen ¢6ziim ise Dawson integrali icermektedir.

Bu tip problemler daha 6nce Taylor doniisiimii [9], diferansiyel doniisiim yontemi [10]
ve Adomian dekompozisyon yontemi ile ¢oziilmiistiir [11,12,13].

Son zamanlarda varyasyonel iterasyon yontemi adi verilen varyasyonel tabanli
analitik bir ¢ozlim teknigi dogrusal olmayan diferansiyel denklemler veya denklem sistemleri
iceren problemlere basari ile uygulanmaktadir. [14,15,16]. Yontemin en 6nemli avantaji
¢Ozlim icin dogrudan analitik bir ifade vermesidir. Domain dekompozisyon yontemine gore
kiyaslandiginda ise gerek formiilasyon ve gerekse ¢oziim asamalarinda daha kolaylikla
uygulanabilir bir yontemdir. Bu nedenle dogrusal olmayan diferansiyel denklemler igeren
miihendislik problemlerinin ¢6ziimiinde etkin bir sekilde kullanilabilir

Bu calismada bir boyutlu, dogrusal olmayan, boyutsuz bir 1s1 iletim problemi
varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢oziilmiistiir. Analizde Denklem (1)’de dogrusal olmama
mertebesini etkiledigi diisiiniilen N ve m parametrelerinin ¢oziime etkileri incelenmistir. Elde
edilen sonuclar1 test etmek i¢in Denklem (1)’in sonlu eleman yontemi ile ¢oziimii de
yapilmistir. Bu analiz i¢in FlexPDE ver.5 kullanilmistir. Sonlu eleman sonuglarina bagl
olarak varyasyonel iterasyon yonteminden elde edilen sonuglar i¢in hata analizi de
yapilmistir. Hata analizi i¢in, tiim varyasyonel iterasyon ¢oziimlerinde dordiincii iterasyon
sonunda elde edilen ¢oziimler kullanilmustir.

2. VARYASYONEL iITERASYON YONTEMI
Bu yonteme gore, asagidaki diferansiyel denklem ele alinabilir:
Lu+ Nu = g(x) 3)

burada L dogrusal operator, N dogrusal olmayan operatdr, ve g(x) ise homojen olmayan bir
terimdir. Varyasyonel iterasyon yontemine gore dogru bir fonksiyonel su sekilde yazilabilir:

798



U, (X)) =u, (x)+ fk(i) {Lu, () + Nu,, (1) —g(v)}de (4)

burada A genel Lagrange ¢arpanini, alt indis n iterasyon sirasini, U ise sinirli varyasyonu,
du =0 gostermektedir. Yontemin uygulanmasi ile A(§) i¢in alttaki denklem elde edilir:

L'(E)=0 (5)

Denklemle ilgili sinir sartlar1 ise asagidaki gibi elde edilirler.

&), =0 (6)
[1-2(®)],_, =0 (7

Denklem (5)’in ¢ozlilmesi ile Lagrange ¢arpani A(§) asagidaki gibi elde edilir:
ME) =E—-x (8)

Varyasyonel iterasyon yonteminin Denklem (1)’e uygulanmasi ile asagidaki iterasyon
formiilii elde edilir.

0,.,(x)=0,(x)+ P»(&) {67(8)—NO (8)3dg ©)
0

Denklem (9)’da verilen iterasyon formiilii ayn1 problemin Adomian dekompozisyon yontemi
ile ¢oziimiiyle kiyaslandiginda ¢ok daha basit bir ifadedir [14].
3. PROBLEMIN COZUMU

Varyasyonel iterasyon c¢Oziimiinde baglangic icin sicakligin  sabit oldugu
varsayllmistir. Asagida N = 1 ve m = 2,3,4 degerleri icin yontemden elde edilen analitik
ifadeler verilmektedir.
N =1, m = 2 i¢in, ilk {i¢ iterasyon:
0,(x)=B (10a)

2.2
B°x

0,(x)=B+

(10b)

B’x? B’x* B*x¢
0,.(x)=B+ + + 10c
2 (%) 2 12 120 (102)
B2X2 B3X4 B4X6 BSXS 11B6X10 B7X12 B8X14

+ + + + + +
2 12 72 560 64800 95040 2620800

0,(x)=B+ (10d)

799



N =1, m = 3 i¢in, ilk {i¢ iterasyon:

0,(x)=B (11a)
3.2

0,(x)= B+ (11b)
3.2 5.4 7.6 9_8

GZ(X)=B+BX JBx Bx Bx (11c)
2 8 40 448
3.2 5.4 7.6 9.8 11_10 13_12

63(x):B+BX +Bx +3Bx +23BX +83B X +101B X L (11d)
2 8 80 2240 33600 197120

N =1, m = 4 i¢in, ilk {i¢ iterasyon:

0,(x)=B (12a)
4.2
0,(x)= B+ (12b)
B4 2 B7 4 10_ 6 13_8 16 _ 10
0,(x)=B+ X + X +B X +B X +B X (12¢)
2 6 20 112 1440
4_2 7.4 10_6 13_8 16 _ 10 19 _ 12
63(x):B+B X +B X +13B X +17B X +1789B X +701B X L (12d)
2 6 180 560 151200 166320

Analiz N = 0.1, 1, 5 ve her bir N i¢in m = 2, 3, 4 alinarak gerceklestirilmistir. Cozlim i¢in
dordiincii itersyon sonucu elde edilmis olan ifade (04(x)) kullanilmistir. Bu parametreler
yardimiyla dordiincii iterasyon sonucu elde edilen ¢oziimiin farkli mertebelerden dogrusal
olmama durumlar1 i¢in ne kadar hassas oldugu arastirilmistir. Bu amagla, elde edilmis olan
dordiincii iterasyon sonuglari, aym1 denklemlerin Flex PDE ver.5 kullanilarak elde edilmis
olan sonlu eleman sonuglar1 ile karsilastirilarak, Denklem (13)’de verilmekte olan hata
kriteri yardimiyla hata analizleri ger¢eklestirilmistir.

1/2

Z|eSE _ev1|2

Hata=|11 — (13)

= 2
2105
=

burada Osg sonlu eleman ¢oziimii, Oy; dordiincii iterasyon sonucunda elde edilmis olan
varyasyonel iterasyon ¢oziimii ve n ¢éziim elde edilen nokta sayisidir.

4. SAYISAL SONUCLAR

Onerilen ¢oziim teknigi N ve m parametrelerinin farkli degerleri icin Denklem (1)’e
uygulanmistir. Elde edilen sonuglar grafik olarak Sekil 1-3 arasinda goriilmektedir. Bu
sonuclardan varyasyonel iterasyon yontemi ile elde edilen dordiincii iterasyon ¢oziimlerinin
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sonlu eleman ¢oziimleri ile iyi bir uyum igerisinde oldugu sdylenebilir. Ancak grafiklerde
belirgin olmamakla birlikte, N ve m parametrelerinin artan degerleri ile ¢oziimlerdeki hata
da artmaktadir. Bununla birlikte hatanin artmasina ragmen, sonuglar iyi bir uyum igerisinde
olmay1 siirdiirmektedirler. N ve m parametrelerine bagli olarak hatanin nasil degistigi ise
Sekil 4-5’de goriilmektedir. Buradan da gozlemlenebilecegi gibi, hata, N ve m’nin artan
degerleriyle birlikte 10™*-10™* mertebeleri arasinda degismektedir.

1
N=0.1 p
o
——m=2(SE) 7
0.99 - P
-—--m=3(SE) .
------- m=4 (SE) 7
o m=2 (V) 7
0.98 - a m=3(V) %
o m=4(Vl) %
@ s
g
0.97 e
,o‘;'//
_,,;/K
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X

Sekil 1. Sicaklik dagilimi (N = 0.1)
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Sekil 2. Sicaklik dagilimi (N = 1)
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Sekil 3. Sicaklik dagilimi (N = 5)
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1.E-03

1IEM4 +—nnni"——-------1+-+---------\"-\"------\\-\ -\ - -----------""-""-

1E-05

Hata

1.E-06

1.E-07

1E-08

1.E-03

1.E-04 4

1.E-05 4

Hata

1.E-06 4

1.E-07 4

1.E-08
0.1 1 5

Sekil 5. Is1 iletkenlik parametresi (N) ne bagli olarak farkli m degerleri i¢in hatanin degisimi
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5. SONUCLARIN iRDELENMESI

Bu caligmada bir boyutlu, dogrusal olmayan, boyutsuz bir 1s1 iletim problemi
varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢Oziilmiistiir. Analizde denklemin dogrusal olmama
mertebesini etkiledigi diigiiniilen N ve m parametrelerinin ¢oziime etkileri de incelenmistir.
Elde edilen sonuglari test etmek i¢in kullanilan sonlu eleman sonuglarina bagli olarak
varyasyonel iterasyon yonteminden elde edilen sonuglar i¢in hata analizi de yapilmistir. Hata
analizi i¢in, tiim varyasyonel iterasyon ¢oziimlerinde dordiincii iterasyon sonunda elde edilen
¢oztimler kullanilmistir.

Denklemde dogrusal olmama mertebesinin artigina gore iterasyon sayisi artirilarak
¢Ozlim hassasiyeti artirilabilmekle birlikte, incelenen durumlarda dordiincii iterasyon sonucu
elde edilen ¢oziimiin, incelenen en iist seviyede dogrusal olmama durumunda bile 107
mertebesinde bir hata meydana getirdigi, bunun da sonuglarin kiyaslandigr Sekil 1-3
arasinda yer alan grafiklerde belirgin bir farkliliga yol agmadig1 goriilmiistiir.

Ayrica, dogrusal olmayan 6™ terimi ile dogrusal olarak c¢arpilan 1s1 iletkenlik
katsayisinin da (N), m’nin sabit bir degeri i¢in, ¢dzlimde meydana gelen hatay1 6nemli Olcilide
etkiledigi goriilmistiir.

Sonuglar varyasyonel iterasyon yonteminin incelenen durumlarda dordiinci
iterasyonda bile hassas oldugunu goéstermistir. Buna gore, yontemin dogrusal olmayan 1s1
iletimi problemlerinin ¢éztimiinde etkin bir sekilde kullanilabilecegi sdylenebilir.
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