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ÖZET 

Bu çalışma, fiber takviyeli viskoelastik ve piezoelektrik özellikler taşıyan ortamların elektro-
termomekanik davranışlarını temsil eden bünye denklemlerine ait matematiksel bir modelin 
oluşturulması amacını taşımaktadır. Biyolojik doku ve yapı elemanları bu matematiksel 
modelde bahsedilen özellik ve davranışları tamamen veya kısmen bünyesinde 
bulundurmaktadır. Modern sürekli ortamlar mekaniğinin temel ilke ve aksiyomları, bu 
çalışmanın gerçekleştirilmesinde yol gösterici ve belirleyici olmuştur. Ele alınan malzemenin 
matris kısmı viskoelastik ve piezoelektrik anizotropiye sahip olup buna ilave olarak fiber 
takviyesi nedeniyle de malzeme tüm ortam olarak anizotropik bir yapıya sahip olacaktır. Bu 
bağlamda cisim davranış olarak kendisini elastik gerilme, disipatif gerilme, ve elektriksel 
polarizasyon alanları tarzında ifade etmektedir. Elde edilen bünye denklemlerinden, elastik 
gerilmenin ve polarizasyonun, işlemler içinde tanımlanan bir termodinamik potansiyelden 
türetildiği, dissipatif gerilme ise kendi argümanlarına bağlı tansörel bir fonksiyon olarak 
ortaya çıktığı görülmüştür. Gerilme potansiyeli ve dissipatif gerilme fonksiyonları bağlı 
oldukları argümanlarına göre bir kuvvet serisi ile temsil edilerek bünye denklemleri ortaya 
konulmuştur. 

ABSTRACT 

Main objective of this study is construct a mathematical model belong to constitutive 
equations which represent electro-themomechanical behavior of viscoelastic and piezoelectric 
media, where the material was brought to a composite state by fiber reinforcing. Physical 
properties and behaviours mentioned in this mathematical model have been comprised wholly 
or partially in the biological tissue elements. Fundamental principles and axioms of modern 
Continuum Mechanics have been used as a guide. In addition to the strong anisotropy being 
caused by distribution of fibers in an otherwise isotropic material, we have assumed here that 
the matrix material is also by itself anisotropic with piezoelectric property. In this context the 
material will respond by means of elastic stress, dissipative stress and electric polarization as 
relevant constitutive response functions. In this general approach elastic stress and 
polarization is derived from a thermodynamic potential (elastic stress potential), while 
dissipative stres is expressed as a tensorial function in terms of its relevant arguments. After 
necessary information was obtained on the constitutive functions, power series expansions 
were made based on the assumption that such functions are analytic. 
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1. Giriş 
 
Biyomekanik, Mekaniğin kanunlarını biyolojik cisimlere ve sistemlere uygulamaya çalışan, 
canlı cisim ve sistemlerin mekaniksel ve fonksiyonel davranışları üzerinde kuvvet 
dağılımlarının etkisi ile ortaya çıkan hareketleri ve deformasyonları inceleyen bir bilim 
dalıdır. Biyolojik malzeme ve sistemler çok amaçlı fonksiyonel görevler üstlendiğinden 
genellikle kompozit yapılar şeklinde dizayn edilmişlerdir. Biyolojik yapı elemanlarının 
sürekli ve/veya süreksiz fiberlerle takviye edildiğini ifade eden ve bu yapılara uygun 
matematiksel modeller oluşturmaya çalışan araştırmalar; [1-3] gibi bir çok araştırmacı 
sayılabilir. Viskoelastik özellik, biyolojik yapı elemanı içerisinde suyun tutulması, iletilmesi 
ve hareketine karşı gösterilen direncin göz önüne alınması demektir. En önemli doğal 
kompozitlerden biri kemik yapısıdır. Biyolojik terimlere göre kemik bir bağ dokusudur. 
Mekanik bilimi açısından kemik, birkaç farklı katı ve akışkan fazı bir arada bulunduran 
kompozit bir malzemedir. Doğal bir yapı elemanı olan kemiğin pyroelektrik ve piezoelektrik 
özellik gösterdiği uzun zamandan beri bilinmektedir [4-8]. Fukada ve Yasuda [9], kemikler 
üzerinde yaptıkları deneysel çalışmalarda kemiğin  (C6) hegzagonal simetrisine uyduğunu 
ifade etmişlerdir [6, 8, 10]. Parkus [11]’a göre,  piezoelektrik bir malzemeye ait lineer bünye 
denklemleri karteziyen koordinatlarda: kjiklklkjiji EeECt −= , jjikjkjii EEeP Ν+=  şeklinde 
verilmektedir. Burada, lkjiC  elastik sabitleri, jike  piezoelektrik sabitleri, jiΝ  dielektrik 
sabitleri karakterize eden tansörel büyüklüklerdir. jit  ve jiE  sembolleri ise sırasıyla gerilme 
ve şekil değiştirme tansörlerini,  iP   ve  iE  ise polarizasyon ve elektrik alan vektörlerini 
göstermektedir Bu sabitlerin deneysel ölçümleri ya sıfır elektrik alanda ya da sıfır gerilme 
alanı etkisinde yapıldığında aşağıda verilen daha basit ifadeleri yazabiliriz.  lklkjiji ECt ≅ , 

kjkjii EeP ≅ ,  kjikji EdE ≅ ,  kkii EP ε≅ . Burada bahsedilen malzeme sabitlerine ait deneysel 
sonuçlardan elde edilen nümerik değerler Güzelsu ve Demiray [6], Güzelsu ve Saha [8]‘ nın 
çalışmalarında detaylı bir şekilde verilmiştir. 
 
2. Fiber Kinematiği ve  Balans Denklemleri 
 
Fiber ailesi deformasyondan önce sürekli bir  )(XA vektör alanı ile deformasyondan sonra ise 
yine sürekli bir )(xa  vektör alanı ile temsil edilmektedir. Deformasyondan önceki ve sonraki 
diferansiyel fiber uzunluğu ise dL ve ld ile gösterilmekte olup aλ ; fiber ailesine ait uzama 
oranı olarak ifade edilmektedir  [12]. 

KKkak Axa ,
1−=λ ,    

a
a Ld

ld
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=λ ,                  LKKLa AAC=2λ                                                      (1) 

Elektrostatiğin denge denklemleri, kütle, lineer momentum, açısal momentum, enerji 
dengeleri ve entropi eşitsizliği özet olarak verilmiştir [13, 14].  
 
Gauss Yasası:  0D =⋅�Ş                                                                                                              (2) 
Faraday yasası: φ�Ş�Ş −=⇒=× E0E   , PED += 0ε   veya    rrr PED += 0ε                                (3)      

Kütlenin korunumu;    0v , =+ kkρρ&    ve       ( ) ( )
( )tJ

t
,

, 0

x
Xx ρ

ρ =   (Maddesel gösterilimde)        (4) 

Lineer momentumun dengesi;    prrrprpp EPt ,,fv −+=ρρ &                                                        (5) 



 747

Açısal momentumun dengesi;     0=prprk tε ,      rpprprpr tEPtt =+�ß                                  (6) 
Enerji dengesi;        Π⋅++−= && Eρρερ hqt kkkllk ,,v                                                      (7) 

Clausius-Duhem eşitsizliği;   0¡İ�ß�Ş1�Ş1h
2

γρθ
θθθ

ρηρ ⋅−⋅+− qq&                                 (8) 

 
Burada, D  elektrik yer - değiştirme vektörü, E  elektrik alan vektörü, φ  elektrostatik 
potansiyel, 0ε  boşluğun elektriksel permitivitesi, P  polarizasyon alan vektörü, v  sürekli 
ortamdaki hız alanı, v&  ivme, klt  gerilme tansörü, lkkl tt =  simetrik gerilme tansörü, kf  birim 
kütle başına mekanik hacımsal kuvvet, ε  birim kütle başına iç - enerji yoğunluğu, qk ısı akısı 
vektörü, h birim kütle başına ısı kaynağı, η  birim kütle başına entropi yoğunluğu, Π birim 
kütle başına polarizasyon vektörü ( ΠP ρ=  ), ( )t,Xθ  bir t anında X maddesel noktasının 
mutlak sıcaklık dağılımı, γρ  birim kütle başına entropi üretimi olup kjiε  permütasyon 
tansörünü temsil etmektedir. 
 
3. Termodinamik Kısıtlar ve Bünye Denklemlerinin Modellenmesi 
 
Enerji denklemi ve Entropi eşitsizliği birleştirildiğinde   

( ) 0¡İ1v1 �ß ,2, kkkllk qt θ
θθ

ηθε
θ
ργρ −+Π⋅−− &&& E  eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte ortaya 

çıkan, entropi yoğunluğunun, iç-enerjinin, polarizasyon yoğunluğunun ve deformasyonun 
zamanla, sıcaklığın da uzaysal koordinatlara göre değişimi termodinamik prosesi temsil 
etmektedir. Bir termodinamik proseste iç–enerji, entropi ve polarizasyon değişiminin kontrolü 
mümkün olamayacağından kk PE1−−⋅−≡ ρεψ ΠE  şeklinde bir Legendre transformasyonu 
uygulanıp bu eşitsizlik maddesel formda,  
  
( ) 01

2
1- ,0 ≥Π−−++Σ KKKKLKLK EQCT &&&& θ

θ
θηρ                                                                          (9) 

 
şeklinde yazılmıştır. Burada geçen büyüklüklerle ilgili terimler aşağıda verilmektedir: 

ψρ 0�ßΣ ,   LlKklkKL xxC ,,d=& ⇒ lLkKKLkl XXCd ,,2
1 &= ,    kkKK qXJQ ,�ß ⇒ KKkk QxJq ,

1−= , 

lklLkKLK tXXJT ,,�ß ⇒ LKLlKklk TxxJt ,,
1−= ,          kkKK PXJ ,�ßΠ ⇒ KKkk xJP Π= −

,
1 ,   

kKkK ExE ,�ß ⇒ KkKk EXE ,= ,      kKkK x ,,, θθ = ⇒ KkKk X ,,, θθ =                                           (10) 
(9) eşitsizliğinin kullanılabilir hale getirilebilmesi için serbest enerji fonksiyonunun (Σ),  
hangi bağımsız değişkenlere bağlı olduğunun bilinmesi gerekir. Eringen [15] ve Şuhubi [16], 
tarafından tüm bünye fonksiyonları için geliştirilmiş olan bünye aksiyomları ve bunların 
neticeleri, Σ  için dile getirilmiştir. Kozalite ve Determinizm aksiyomlarına göre, 
  

[ ] ttBXXtXEtXtXxtX ≤<∞−∈Σ=Σ '''''''' ,,,),(,),(,),(),( θ                                                    (11) 
 
şeklinde yazılmaktadır. Objektivite, Yakın civarsallık,  Yakın-hafıza ve Uygunluk 
aksiyomlarının uygulanması sonucunda Σ nın hangi argümanlara bağlı olması gerektiği ortaya 
konulup bünye denklemlerine ait formülasyon aşağıdaki gibi ifade edilmiştir [17]. 
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( )θ,,, EACΣ=Σ ,     
θρ

η
∂
Σ∂

−=
0

1 ,       
K

K E∂
Σ∂

−=Π ,          ( )θ,,,, EACCTT
DD

&= ,  

( ) 0,,,, ≥LKLKD CEACCT && θ ,    ( KLDLKD TT = ),      ( ) 0,,,0, == θEACTT LKDLKD , 

 LKDLKELK TTT +≡ ,   1−Π−= LMMKLKLK CETT                                                                           (12) 
Uygulama açısından önem taşıyan sıkışmaz ve uzamaz fiber ailesi ile takviye edilmiş 
davranışı kısıtlanmış ortamlar, ele alınan biyolojik malzemenin yapısına da uyduğundan 
ortam sıkışmaz ve fiber ailesi uzamaz kabul edilmiştir. 1det === IIIJ C  (sıkışmazlık),  

12 == LKLKa AACλ  (uzamazlık). Bu durumda elastik gerilme için bünye denklemi maddesel 
koordinatlarda aşağıdaki gibi elde edilir. 
 

LK
LKaLKLKE C

AATCpT
∂

Σ∂
++−= − 21                                                                                     (13) 

Burada  aTp   ve  , Lagrange çarpanları olup alan denklemleri ve sınır şartları ile belirlenir. 
Elde edilen bünye denklemlerinden, elastik gerilmenin ve polarizasyonun, işlemler içinde 
tanımlanan bir termodinamik potansiyelden türetildiği, dissipatif gerilme ise kendi 
argümanlarına bağlı tansörel bir fonksiyon olarak ortaya çıktığı görülmüştür. Elastik 
gerilmenin, polarizasyon alanının ve dissipatif gerilmenin belirlenebilmesi için gerilme 
potansiyeli ve dissipatif gerilme fonksiyonları bağlı oldukları argümanlarına göre bir kuvvet 
serisi ile temsil edilmiştir. Seri açılımlarında alınacak terimlerin türü ve sayısı tespit edilirken, 
göz önüne alınan malzemede mekanik ve elektromekanik erkileşimlerin durumu dikkate 
alınmıştır. Bu çalışmada; mekanik etkileşimler lineer, elektromekanik etkileşimler nonlineer 
kabul edilmiştir. Ayrıca malzeme fiber boyunca yön değişimine duyarsız kalacağından 
matematiksel olarak AA −→  değişiminden etkilenmeyeceği için A  vektörünün 
bileşenlerinin dış çarpım sayısı çift olan terimler alınmıştır [14]. 
 
4.  Elastik Gerilme ve Polarizasyon Bünye Denklemlerinin Tayini 
 
Green deformasyon tansörü ile genleme tansörü arasında LKLKLK EC 2+= δ  bağıntısı 
olduğundan, ( )θ,,, KKLK EAEΣ=Σ  fonksiyonunun KKKL EAE ,,  büyüklükleri cinsinden 
analitik olduğu varsayılarak  0,0 == KKL EE  ,ve 0=KA    civarında Taylor serisine açılırsa 
gerilme potansiyeli için,  
( ) ++Σ+Σ=Σ QQLKLKQSLK EEEAE βθ 0,,, ++Σ NSNSNMLKNMLK AAEE γ

2
1

+NQNQ EEβ
2
1

+QLKQLK EEλ ++ QNMLKQNMLKSNQSNQ EEEEEE λβ
2
1

3
1

+NQLKQNLK EEEλ

++ QNSQNSNSLKNSLK EAAAAE ξα …                                                                                    (14) 
ifadesi bulunur. Bu denklemdeki katsayıların sadece sıcaklığa bağlı olduğu açıktır.  
Uzamaz fiber aileli sıkışmaz ortamlar için elastik gerilmenin bünye denklemi ile polarizasyon 
alanı (13) ve (12)3 ifadeleriyle verilmişti. Bu ifadelerdeki türevler (14) den alınıp yerlerine 
yazıldığında elastik gerilme ve polarizasyon aşağıdaki gibi elde edilmiştir. 

NQNQRPNSNSRPQQRPNMNMRPRPaRPRPE EEAAEEAATCpT λαλ +++Σ++−= −1                        (15) 
 

]2[ NSNRSQKLRKLQNQNQRKLKLRQRQR AAEEEEEE ξλβλβ ++++−=Π                                           (16) 
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5. Dissipatif Gerilmenin Tayini 
 
Dissipatif gerilme, doğal durum olarak seçilen referans konumu etrafında bağlı olduğu 
argümanların bileşenleri cinsinden bir kuvvet serisine açılmıştır. KLC  ve KLC&  tansörleri, KLE  
ve KLE&  tansörleri cinsinden ifade edildiğinde dissipatif gerilme için 

( )KKKLKLLKDLKD EAEETT ,,, &=   ,   ( ) 0,,0, == KKKLLKDLKD EAETT                                          (17) 
 
ifadeleri yazılabilir. Dissipatif gerilme bünye denklemi, bağlı olduğu argümanların bileşenleri 
cinsinden Taylor serisine açılarak,  

( ) +++Γ++Γ= NSNSRPQQRPNMNMRPLKLKRPRPRPD AAHEBEEGEAEET && ,,, +SQSQRP EEB  
+QLKQLKRP EEF +QNMQNMRP EEK & +NSLKNSLKRP AAEC +SQLKSQLKRP EEEF

+QSNMQSNMRP AAEN & +SQNMSQNMRP EEEK & +QNSQNSRP EAAM  …                                      (18) 
denklemi elde edilir. (17)2 kısıtlamasında 00 =⇒= KLDKL TE&  olduğuna göre (18) 
denklemindeki aşağıdaki katsayılar sıfır olmalıdır. 
 

0=========Γ QNSRPSQLKRPNSLKRPQLKRPSQRPNSRPQRPLKRPRP MFCFBHBG            (19)     
 
Bu kısıtlamadan sonra dissipatif gerilmeyi veren bünye denklemi aşağıdaki şekle dönüşür. 
 

+++Γ= QSMNPRMNSQQMNPRMNQMNPRMNPRD AAENEEKET &&&
SQMNPRMNQS EEEK &                                (20) 

 
(15) ifadesiyle verilen elastik gerilme ile (20) ifadesiyle verilen dissipatif gerilme denklemleri 
(12)8 denkleminde yerlerine yazılırsa simetrik gerilme için bünye denklemi, 
 

++++Σ++−= −
NQNQRPNSNSRPQQRPNMNMRPRPaRPRP EEAAEEAATCpT λαλ1      

   ++Γ QNMQNMRPNMNMRP EEKE && +QSNMQSNMRP AAEN &
SQNMSQNMRP EEEK &                 (21) 

elde edilir. (21) ifadesiyle verilen simetrik gerilme ile (16) ifadesiyle verilen polarizasyon 
alanı (12)9 denkleminde yerlerine yazılırsa asimetrik gerilme aşağıdaki gibi bulunmuş olur.   
 

++++Σ++−= −
NQNQRPNSNSRPQQRPNMNMRPRPaRPRP EEAAEEAATCpT λαλ1      

++Γ QNMQNMRPNMNMRP EEKE && ++ SQNMSQNMRPQSNMQSNMRP EEEKAAEN &&  
++ −− 11

RMMLKPLKRMMQQP CEECEE λβ +−12 RMMQLKPQLK CEEEλ 1−
RMMNSPNS CEAAξ               (22) 

 
(22) denklemi ele alınan malzeme için söz konusu kabüller altında elde edilen gerilmenin 
nonlineer ifadesidir. Etkileşimler ve fiber ailesiyle ilgili yapılan basitleştirici kabullere rağmen, 
bu denklemde 5. ve 6. mertebeden malzeme tansörleri ortaya çıkmıştır. Bu malzeme 
tansörlerinin pratikte tespiti zor olduğundan, lineer bünye denklemleri elde edilmiştir.  
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6. Lineer Bünye Denklemleri ve Hegzagonal Simetri 
 
Şekil değiştirmeler ( Kkx , ), yer değiştirme gradyanları )( , LKU  ve genleme hızları )( LKE& , çok 
küçük kabul edildiği taktirde ve elektromekanik etkileşimlerin de sadece lineer katkısı göz 
önüne alındığında; (15), (16) ve (20) denklemleri ile verilen polarizasyon alanı, elastik gerilme 
ve dissipatif gerilme kolaylıkla lineerleştirilebilir ve aşağıdaki denklemler yazılır. 
 

NSPRSNQPRQMNPRMNRPaPRPRE AAEEAATCpT αλ ++Σ++−= −1                                                        (23)  
 

][ NSRNSLKRLKQQRR AAEE ξλβ ++−=Π                                                                                   (24) 

 
NMNMRPRPD ET &Γ=                                                                                                             (25) 

 
(23)-(25) ifadelerindeki katsayılar, KLE , KLD T  ve KLE&  tansörlerinin simetrileri ve açılım 
terimlerindeki türevlerin sıraya bağlı olmaması nedeniyle aşağıdaki simetri özelliklerini taşır. 
 

MNPRPRNMRPMNPRMN Σ=Σ=Σ=Σ ,     QRPPRQ λλ = ,    PRNSRPSNPRSN ααα == , 
QNNQ ββ = , QKLQLK λλ = ,   QSNQNS ξξ = ,    PRNMRPMNPRMN Γ=Γ=Γ                              (26)         

 
Relaksasyon tansörü NMRPΓ  nin lineer tersinir termodinamikteki onsager ilkesinin sonucu 
olarak; RPNMNMRP Γ=Γ   şeklinde simetri özelliğinin olduğu kabul edilmiştir. PRSNα  malzeme 
modülündeki son iki indis iki fiber vektör alanına aittir. İki vektörün dış çarpımı 2nci  
mertebeden bir tansöre denk olduğundan, bu malzeme modülündeki son indis çifti 2nci 
mertebeden bir tansöre ait indis gibi düşünülebilir. Seri açılımındaki tanımlardaki türevlerin 
sıraya bağlı olmamasından dolayı SNPRPRSN αα =  şeklindeki simetri özelliğini de taşıdığı 
varsayılabilir. Genel anizotropik ortamlarda, yukarıda verilen simetri şartlarından bu malzeme 
modüllerinin bileşen sayıları,  NMRPΣ , NSRPα , NQRPλ  ve NMRPΓ  tansörlerinin 21 e,  QRPλ , 

RLKλ  ve RNSξ  tansörlerinin 18 e,  QRβ  tansörünün de 6 ya düşer  [17].  Şimdi de Maddesel 

İnvaryans Aksiyomunu dikkate alalım. [ ]LKS  maddesel koordinatların ortogonal 
dönüşümünü karakterize eden ve ortamın simetri grubuna ait keyfi bir matris olmak üzere, 
bünye denklemleri böyle bir dönüşüm altında biçimsel invaryant kalmalıdır. Buna göre; 
 
( ) ( )KKKLKKKL EAEEAE ',',',, Σ=Σ ,     ( ) ( )KKKLKLD

T
KKKLKLD

EAEETSEAEETS ',',',',,, && = ,  
 MNLNKMKL ESSE =' ,      MNNLKMKL ESSE && =' ,        MMKK ASA =' ,      ℑ∈∀= SASE MMKK ,'        (27) 
 
ifadeleri yazılır. Bu durumda (23)-(25) ifadeleriyle verilen lineer bünye denklemlerinde yer 
alan malzeme modülleri üzerinde her S  matrisi için, aşağıdaki bağıntılar sağlanmalıdır. 

ABCDNDMCRBPAPRMN SSSS Σ=Σ ,       ABCQCRBPAPRQ SSS λλ = , 

ABCDNDSCRBPAPRSN SSSS αα = ,        ABQBRARQ SS ββ = ,           ABCRCLBKAKLR SSS λλ = ,  

ABCRCNBSASNR SSS ξξ = ,                ABCDNDMCRBPAPRMN SSSS Γ=Γ                                             (28) 
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Bir biyolojik malzeme olan kemik üzerinde yapılan incelemeler kemiğin hegzagonal polar 
)( 6C  yapısına sahip olduğunu göstermektedir [18]. Simetri düzlemine dik olan eksen X3 

ekseni olarak seçilirse, düzlem içerisindeki X1-X2 eksenlerinin X3 ekseninin etrafında 
hegzagonal simetriyi belirleyen dönmelerini  S  dönüşüm matrisi,  

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=≡

100
0
0

αα
αα

CosSin
SinCos

SS LK                                                                                              (29) 

 
şeklinde verilir. Burada α , hegzagonal simetriyi temsil edecek şekilde X3 ekseni etrafındaki 
dönme miktarına tekabül eden açıdır. Buna göre maddesel özellikleri yansıtan 2., 3. ve 4. 
mertebedeki tansörler (28) ifadesinden aşağıdaki gibi yazılabilir. 
 

NMNLMKLK SS Σ=Σ ,      SQPSMQLPKMLK SSS Σ=Σ ,    RSQPRNSMQLPKNMLK SSSS Σ=Σ        (30) 
 
(29) dönüşümü (30)  ifadelerinde yerine konulup 0180=α  alınacak olursa 2., 3. ve 4. 
mertebe malzeme tansörleri için yapılacak olursa aşağıdaki formlar elde edilir. 
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(23)-(25) denklemlerinde görülen 2., 3. ve 4. mertebeden tansörel maddesel katsayıları (31) 
ifadesiyle verilen formata uydurularak ve bu katsayıların simetrileri göz önünde 
bulundurularak, elastik gerilme, polarizasyon ve dissipatif gerilme için aşağıdaki denklemler 
yazılır. 
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Polarizasyon alanı için;  
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Dissipatif gerilme için; 
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(32)-(34) denklemlerinin sağ tarafındaki matrislerin çarpımları yapılırsa elastik gerilme, 
polarizasyon alanı ve dissipatif gerilme matrislerinin her bir bileşeni aşağıdaki gibi elde edilir.  
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Polarizasyon alanı,  
 

( )311153211413115231141111 AAAAEEE ξξλλβ ++++−=Π  
( )311143211513114231152222 AAAAEEE ξξλλβ −+−+−=Π  
( )3333322332113313333322332113313333 AAAAAAEEEE ξξξλλλβ ++++++−=Π                                   (36) 

 
Dissipatif gerilme, 
 

33113322112211111111 EEETD &&& Γ+Γ+Γ=  
33113322111111112222 EEETD &&& Γ+Γ+Γ=  
33333322113311113333 EEETD &&& Γ+Γ+Γ=  

23232323 ETD &Γ=  
13232313 ETD &Γ=  

( ) 121122111112
2
1 ETD &Γ−Γ=                                                                                                        (37) 

 
 
7. Sonuçlar 
 
Biyolojik malzemeye gelebilecek dış kuvvetlere göre malzemede meydana gelen 
deformasyonları belirlemek için, bu çalışmada tek fiber aileli kompozit viskoelastik bir 
piezoelektrik ortamda, hem polarizasyonu hem de elastik ve viskoz davranışı belirleyen bir 
sürekli ortam modeli geliştirilmiştir. İlk önce,  maddesel ortamı anizotropik hale getiren 
fiberlerin ortamla birlikte hareket ettiği varsayılmış ve fiber dağılımını temsil eden fiber 
vektörünün deformasyondan önceki ve sonraki durumu kısaca ifade edildikten sonra, 
elektrostatiğin denge denklemleri, kütle, lineer momentum, açısal momentum, enerji dengeleri 
ve entropi üretim eşitsizliği yazılmıştır. Açısal momentumun yerelleştirilmesinden, mekanik 
gerilme tansörünün )( rpt  simetrik olmadığı ortaya çıkmaktadır. Mekanik gerilme tansörü ile 

polarizasyon gerilme )( rp
E

rp EPt =  tansörünün toplamından oluşan ve )( rpt  şeklinde 
gösterilen, simetrik bir gerilme tansörü tanımlanmıştır. Clausius-Duhem eşitsizliğinde ortaya 
çıkan, iç–enerji, entropi ve polarizasyon değişiminin kontrolü mümkün olamayacağından 

ΠE ⋅−≡ εψ şeklinde bir Legendre transformasyonu uygulanmıştır. Clausius-Duhem 
eşitsizliğinin kullanılabilir hale getirilebilmesi için serbest enerji fonksiyonunun (Σ), bağlı 
olduğu bağımsız değişkenler bünye aksiyomları kullanılarak ortaya konulmuş[15, 16] ve 
bünye denklemleri elde edilmiştir. Elde edilen bünye denklemlerinden, elastik gerilmenin ve 
polarizasyonun, işlemler içinde tanımlanan bir termodinamik potansiyelden türetildiği, 
dissipatif gerilme ise kendi argümanlarına bağlı tansörel bir fonksiyon olarak ortaya çıktığı 
görülmüştür. Sıkışmaz ve uzamaz fiber ailesi ile takviye edilmiş davranışı kısıtlanmış 
ortamlar, ele alınan malzemenin yapısına da uyduğundan ortam sıkışmaz ve fiber ailesi 
uzamaz kabul edilmiştir. Elastik gerilme ile polarizasyon alanı, gerilme potansiyeli Σ  dan 
türetildiğinden Σ  doğal durum olarak seçilen referans konumu etrafında, bağlı olduğu 
argümanların bileşenleri cinsinden bir kuvvet serisine açılmıştır. Bu açılımda Σ  nın KLE  
tansörüne ve KE  vektörüne göre türevleri alınıp elastik gerilmenin ve polarizasyonun bünye 
denklemlerinde yerlerine yazılarak, elastik gerilmenin ve polarizasyon alanının nonlineer 
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bünye denklemleri bulunmuştur. Gerilme potansiyeli için yapılan yaklaşım dissipatif gerilme 
için yapılmış ve dissipatif gerilme, doğal durum olarak seçilen referans konumu etrafında 
bağlı olduğu argümanların bileşenleri cinsinden bir kuvvet serisine açılmıştır. 0E =&  iken 

0T=D  kısıtlaması da kullanılarak, ele alınan malzemede oluşan dissipatif gerilmenin bünye 
denklemi ortaya konulmuştur. Daha sonra, simetrik ve asimetrik gerilme denklemleri, elde 
ettiğimiz elastik gerilme, poalrizasyon alanı ve dissipatif gerilme ifadeleri kullanılarak 
bulunmuştur.  Etkileşimler ve fiber ailesiyle ilgili yapılan basitleştirici kabullere rağmen, elde 
edilen denklemlerde 5. ve 6. mertebeden malzeme tansörleri ortaya çıkmıştır. Bu malzeme 
tansörlerinin pratikte tespiti zor olduğundan, lineer bünye denklemleri yazılmıştır. TD veΣ  
bünye fonksiyonelleri üzerine maddesel simetri kısıtlaması uygulanmış ve ele alınan 
malzemenin hekzagonal )( 6C  simetrisine sahip olduğu düşünülerek lineer bünye 
denklemlerindeki malzeme katsayıları üzerine gerekli kısıtlamalar getirilip yerlerine 
yazılmıştır.  
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