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OZET

Bu caligmada, harmonik tekil kuvvet zorlamasi i¢cin homogen, izotrop ve lineer elastik,
silindirik bosluklu yarim uzayin davranigi incelenmistir. Silindirik boslugun ekseni boyunca
geometri, malzeme 6zellikleri ve zorlamanin degismemesi nedeni ile diizlem sekildegistirme
hali g6z oniine alinmistir. Helmholtz yerdegistirme potansiyellerinin kullanilmasi ile yonetici
denklem takimi kutupsal koordinatlarda iki adet ayrik dalga denklemine indirgenmistir.
Indirgenmis dalga denklemleri Fourier-Bessel serileri ile analitik olarak ¢oziilmiistiir. Coziim
sonunda ortaya ¢ikan bilinmeyen sabitler delik yiizeyi ve serbest yiizey iizerinde yazilan sinir
kosullar1 yardimiyla hesaplanmistir. Oyuk yiizeyinde sinir kosullarinin tam olarak
saglatilmasiyla bilinmeyen sabitlerin yarisi diger yarisi cinsinden elde edilmistir. Geri kalan
bilinmeyenler, serbest yiizey lizerindeki gerilme bilesenlerinin sifir olmasi kosulunun “En
Kiiciik Kareler Yontemi” kullanilarak yaklasik olarak saglatilmasi ile elde edilmistir. Cozim
sonunda @ zorlama frekansi ve N terim sayisinin ¢esitli degerlerine gore yerdegistirme ve
gerilme bilesenlerinin degisimleri grafikler yardimi ile verilmistir.

ABSTRACT

In this study, response of a homogeneous, isotropic and linear elastic semi-infinite medium,
which includes a cylindrical cavity, is investigated when subjected to a harmonic point load.
Because of the geometry, material properties of the medium and the forcing function have
never changed through the axis of cylindrical cavity; the plane strain case is used. Coupled
equation of motions is reduced into two wave equations by use of Helmholtz potentials in
polar coordinates. Fourier-Bessel series are used to solve these reduced wave equations.
Unknown coefficients are calculated by applying boundary conditions on the cavity and free
surface. Boundary conditions on the cavity surface are satisfied exactly. Using these
conditions, half of the unknown coefficients are calculated in terms of the others. The stress
components on the free surface must be zero. Using the Least Square Technique, these
conditions have been satisfied approximately. Graphical variation of displacement and stress
components on cavity and free surface are evaluated with respect to w circular frequency and
N number of term.

649


https://core.ac.uk/display/147332911?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

1.GIRiS
Literatiirde, bosluk igeren sonsuz ortamin dinamik etkiler altindaki davranigi, matematik
modellemesinin kolay olmasi nedeniyle Eringen ve Suhubi [1], Graff [2] tarafindan genis

olarak incelenmigtir. Sonsuz ortamla ilgili ¢alisma ¢okluguna karsilik yar1 sonsuz ortamdaki
yapilarin dinamik etkiler altindaki davranigiyla ilgili ¢alismalar yakin zamana dayanmaktadir.

Yarim uzaya gOmiilii, bir silindirik borunun diizlem veya Rayleigh dalgalar1 altindaki
davranis1 El-Akily and Datta [3, 4] tarafindan incelenmistir. Bu ¢alismalarda ¢6zliim teknigi
olarak, asimptotik acilimlarin birbiri ile uyusturulmasi ve ardisik yansimalar yontemleri
kullanilmigtir. Datta vd. [5] yar1 sonsuz elastik bir ortamdaki gdmiilii borularin dinamik
davranigini, Wong vd. [6] ise tiinel geometrisinin dairesel kabuktan farkli olmasi halini goz
Online almislardir. Calismalarda i¢ bdlgede sonlu eleman modiilasyonu yapilmis, dis
bolgedeyse analitik ¢oziim teknikleri kullanilmistir. Elastik bir yarim uzayda gomiili,
harmonik i¢ basi¢ etkisindeki silindirik kabugun ve yarim uzayin davranist Bayiroglu [7]
tarafindan incelenmistir. Calismada ortamin davranisi Fourier-Bessel serileri yardimiyla ifade
edilmigstir. Elastik bir yarim wuzaydaki, dairesel silindirik bir bosluktan, diizlem SV
dalgalarinin sagilmasi ve kirilmasi Lee ve Karl [8] tarafindan arastirilmistir. Dalga denklemini
ve sinir kosullarini saglatmak i¢in Fourier-Bessel serileri kullanilmistir. Homogen, elastik bir
yarim uzayda, dairesel bir oyuk ve iizerindeki yar1 dairesel bir vadiden, SH dalgasi sagilmasi
ve kirilmasini, Lee vd. [9] incelemislerdir. Keyfi bir acida gelen dalga icin kesin analitik seri
¢Oziimiini  kullanarak oyukta, serbest yiizeyde ve vadi civarinda yer hareketini
hesaplamislardir. Yeraltindaki silindirik bosluklarin, SV kayma dalgalar1 etkisindeki enine
davranist Davis vd. [10] tarafindan arastirilmistir. Elastik yarim uzaya gomiilii boslugun,
Fourier-Bessel serileri ve yarim uzay sinir1 i¢in igbilikey serbest yiizey modeli kullanilarak
analitik ¢O0ziimii yapilmistir.

Bu calismada, silindirik bir oyuk iceren yarim uzayin, oyuk i¢ yiizeyinden yapilan bir
harmonik tekil zorlama etkisindeki davranisi incelenmistir. Navier hareket denklemine,
Helmholtz ayristimi uygulanarak kutupsal koordinatlarda iki adet dalga denklemi elde
edilmistir. indirgenmis dalga denklemleri Fourier-Bessel serileri yardimiyla analitik olarak
¢cOziilmiistiir. Coziim sonunda ortaya ¢ikan bilinmeyenler oyuk ylizeyi ve serbest ylizey
tizerinde yazilan sinir kosullar1 saglatilarak hesaplanmistir. Serbest yiizey tlizerindeki sinir
kosullariin saglatilmasinda “En Kii¢iik Kareler Yontemi” kullanilmastir.

2.TEMEL DENKLEMLER VE COZUM YONTEMI

Yar1 sonsuz ortamda, serbest yiizeyden H kadar derinlikte, a yaricapli, Sekil 1°de goriildigi
gibi silindirik bir oyuk g6z oniine alalim. Bu oyuk x ekseni ile « agist yapan bir noktada,
P=Pe™ seklinde harmonik bir tekil yiik ile zorlansin. z oyuk ekseni boyunca ortamin

geometrisi, malzeme Ozellikleri ve zorlamanin degismedigi kabul edildiginden, problem bir
diizlem sekildegistirme hali olarak gz oniine alinir. Problemin geometrisi nedeniyle kutupsal
koordinatlarin kullanilmas1 uygundur. Bu durumda yonetici denklemimiz olan Navier
denklemi asagidaki gibi vektorel formda yazilabilir.

A+ 0)VV.O + (VU = pU (1)

Burada U (r, Q,t) yerdegistirme vektoriinii, p kiitle yogunlugunu 4 ve 4 Lamé degismezlerini,

V Nabla operatoriinii, #'de zaman1 gostermektedir. » ve @ kutupsal koordinatlardir.
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Sekil 1. Problemin geometrisi

Zorlamanin harmonik olmasi nedeni ile ortamin davranisi da harmonik olacaktir. Bu nedenle
yerdegistirme vektorinii  U(r,6,1) =ii(r,0)e " olarak almabilir. i(r,0) yerdegistirme
genligidir. Bu durumda kutupsal koordinatlarda yonetici denklem:

(A + w)VVii+ uV3i + po'ii =0 ()

olarak elde edilir. Yerdegistirme genligi ¢(r,8) ve w(r,0) Helmholtz potansiyelleri cinsinden
u = gradp+rot(ye.) seklinde yazilirsa, hareket denklemi asagida verilen indirgenmis dalga
denklemlerine doniistir.

Vio+klp=0, Viy+ky=0 3)

Burada, ¢oziimiin tek degerli olabilmesi i¢in y vektor potansiyeli lizerinde V.ye, =0 kisiti
konmalidir. Indirgenmis dalga denklemindeki &, =w/+/p/(A+2u) boyuna dalga saysi,
k,=w/~p/u de enine dalga sayis1 olarak tanimlanmaktadir.

Carpanlara ayirma yonteminin kullanilmasiyla (3) dalga denklemlerinin seri ¢dzlimii
asagidaki gibi olur.

" (r,0) = Z[ CH® (kr)+C,H® (kyr )]ei"w (4a)

v (r,0)= Z[ C,H" (k,r)+C,H® (k, r)] i (4b)

Burada H{"(.)ve H”(.) birinci ve ikinci nevi Hankel fonksiyonlaridir. Coziimde

kullanilacak fonksiyonlarin se¢imi, tamamen problemin fizigine baghdir. Sonsuzda
Sommerfeld 1s1ma kosulu saglatilmalidir. Bunun i¢in Hankel fonksiyonlarmin asimptotik

agilimlaria bakilacak olursa A" 1s1ma kosulunu saglamaktadir. Bu durumda ¢ziim,
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oV (r,0)= Z H" (kr) [A,El) cosnf+ B'" sin n¢9] (5a)

n=0

v(r,0)= Z HY (k,r) [Cf) sinnd+ D'" cos n6’] (5b)
n=0
seklinde elde edilmektedir. Harmonik i¢ zorlamadan dolayi silindirik oyukta meydana gelen

titresimlerden dogan dalgalarin, serbest yiizeyden yansimasi sonucu olusan yeni dalga
(2) (2)

potansiyelleri @'~ ve '~ ise sirast ile
P (r,0)=>J, (k) [A,(lz) cosnf + B'? sin né?} (62)
n=0
yP(r,0)=>"J, (k1) [Cf) sinnd+ D'” cos n@] (6b)
n=0

olacaktir. Burada J,(.) birinci nevi Bessel fonksiyonudur. Bunun sonucunda lineer teori

kabulii ile ortama ait toplam dalga potansiyelleri ¢ ve i ayri ayri

o(r, 0) =V (r, Oy (r, ) ve w(r, )=y (r, )ty (r, 0) @)
seklinde  yazilabilir.  Coziim  serilerindeki A}El),Bil),Cil), D,Sl),A,EZ),B,SZ),C,Ez) ve D,(f)

bilinmeyen katsayilar olup, bu katsayilar sinir kosullarinin saglatilmasi ile hesaplanacaktir.
Buna gore yerdegistirme ve gerilme bilesenleri asagidaki gibi elde edilir.
u, :li{[ AY (nH (k) = krH ), (ki) + nCOHY () + AP (0], (k) = ki, (i)
r n=

+nCPJ, (kyr) |cosng+ [B(') (nH® (k)= k)

n+l

(k7)) —nD"H (kyr) (8a)

+B:12) (n‘]n (klr) - klrJ)Hl (klr)) - nD)(12)Jn (k2r):| Sin ne}

U, = i z{[ ~nAPH (k)= C" (nH " (k) = kyrHLY, (o) )= nAP ()
n=0

~C2(nJ, (kyr) = kyrd, (k, r))]sm ne+[nB“>H“>(k r)= D (nH " (kyr) ~kyrH ), (kyr)) - (8D)

+nB?J (k;r)— D (nJ" (kyr)—k,rJ, (k2r))} cos n@}

2/1 Z[{A(l) [ n2 —n—0.5k, 2r2 HY (k) +krHY, (k, r)}

=
+AP [ (1 =0 =05k ) J, () + k] (r) |
+C‘”[ n2 H( ) (kyr) — nkyrH, (K, r)] +C? |:(n2 —n)Jﬂ (kyr)—nkyrd, (kzr)]}cos n&} (%)
[{ B[ (n* ~n =05k, ) H () + kY, (i) |
+B® [ (n* =05k ) J, (k) + ko, (h, r):|

D[ (= 4 0) H ) 4 nkyrH () | +D2 [ (<1 +0).J, (k) + ke ()]s neJ
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_2u Z[{A(” [(=® +ne ke = 0.5k ) H Gy =k H ) (k)
HAP [ (= n 2 =058 )T, ()~ k], ()|

+CP[ (= +n) H Gy + mleyrH (), (eyr) [ +CE2 [ (= +0) J, (ko) + by, (kzr)]}cosnﬁ} ob)

+[{B‘” [(~n 4 n k2 =05k, ) HO ()= kO ()

n

+BO [ (= n = 0.5K17 )T, ()~ ()|

[
+D(1)[ H(l)(k r)—nk,rH'", (k, V)J +D? [( n)-],, (kz”)_”kQ’”Jm(kzr)J} sin n@]
=

:_,ui[ D ( n’ +n H(l)(kr)+ner(1) (klr)J+Af12) [(—nz+n)Jn(klr)+nklrJn+1(k1r):|
T =0

n+l
+Cfll)[(—n2 +n+0.5k r )H(l)(k r)—ky,rH\?, (k, ”)J
+Cy(,2) |:<—I’12 +n+ 0,5k22r2 ) Jn (kzr) — ker’Hl (kzr)]} sin I’laj‘ (9(:)
N ey S P
+D}5”[(—n2 +n+0.5k r’ )H(l)(k r)—k,rH,) (k, r)}
+D? [(_nz +n+0.5kr ) J,(kyr)—kyrd (kz”)]} cos ne}

Buraya kadar yerdegistirmeler ve gerilmeler elde edildi. Simdi sinir kosullar1 kullanilarak
bilinmeyen sabitler hesaplanmalidir. Bu ifadelerdeki serilerinin pratik olarak sonsuza
gotiirilmesi miimkiin degildir. Bu nedenle seriler N gibi sonlu bir sayida kesilmelidir. Bu
durumda hesaplanmasi gereken bilinmeyen sabitlerin sayis1t 8<N+8 olmaktadir. Boylece oyuk
ve serbest yiizey lizerinde 8xN+8 adet kosul yazilmalidir.

3. SINIR KOSULLARI
1- Dairesel oyuk yiizeyindeki sinir kosullari;
=—tr(0) tr@ | :0 (10)

r=a r=a

Tekil kuvvet zorlamasina gegmeden Once, oyuk ylizeyi lizerinde f merkez agili sektoriin
Sekil 2 de goriildigii gibi, p, genlikli harmonik bir kismi yayili yiikle yiiklendigini goz
Ontine alalim. Bu durumda yiik fonksiyonu asagidaki gibi tariflenebilir.

t,(0)=p,[H(O-a)-H(0-a~-p)] (In

Sekil 2. Yiikleme durumu
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Bu yiik fonksiyonu, siir kosullarinin saglatilmasi amaciyla (0, 27) peryodlu Fourier serisine
asagidaki gibi acilir ve

t(0)= Z[T; cosn@+T, sin ne] (12)
n=0
bu serideki 7 ve T katsayilari, Fourier teoremi yardimu ile hesaplanip yerine koyulursa
_PB PN i — - i
t.(0)= 5 + Z {[sm n(a+ f)—sin na]cos né [cos n(a+ f)—cos na]sm n@} (13)
T mion
yiik fonksiyonu siirekli bir fonksiyon seklinde elde edilmis olur. Simdi tekil kuvvet yiiklemesi
durumunda f—0 icin (13) ifadesinin limitine gecilirse, Fourier serisi (0, 2m) araliginda
asagidaki gibi elde edilir. Burada Py = poaf = sabit tir.
B B —
t,(0) =—+—2"[cos na cos nf +sin na sin nd| (14)
2ra  mwa i

(9) formiillerindeki radyal gerilmeye ait ifadeden sinir kosulunun saglatilmasiyla n = 0 i¢in;

A" [ 0.5k a’HY (kia) + kaH\" (ka) |+ A7 | =0.5k,a> J (k,a) + kaJ, (ka) | = - f:; (15)

bir adet bagint1 elde edilir. #»’ nin sifirdan farkli her degeri i¢in radyal gerilme ifadesindeki
trigonometrik terimlerin katsayilartyla yiik ifadesindeki katsayilar ayr1 ayri eslestirilmelidir.
Buradan da n > 0 igin;

{Af,“ [(#* =n-0.5ka>) B (ka) + kaH (), (ka) |+ AP [ (* =n=0.5k;a* ) J, (k@) + kaJ ., (k) |

+

+

+C[ (n = n) HY (kya) —nkya Oy () |+C2 [ (07 = n) J, (ky0) ke . (kza)]} =— ;0; cosna (16)
n=12,..N
{B,ﬁ” [(#* =n=05ka> ) H (kia) + kiaH ), (ka) |+ BY | (n* = n=0.5k%a” ) J, (ka) + kad,., (ka) |
1(kza)]} - _%Sm nee  (17)

n=12,.,N

+Df11)[(—n2 + n)Hil)(kza) +nkyaH "), (kza)J+D,(,2) [(_nz + ")Jn (k,a)+nk,aJ

n+ n+

2xN adet bagint1 elde edilir. Boylece radyal gerilmeye ait sinir kosulundan toplam 2xN+1
adet baginti elde edilmis olur.

Ayni sekilde kayma gerilmesine ait (11) formiillerindeki ifadeden de n = 0 i¢in;
D[0.5k,’a” HY (kya) — kyaH " (kya) |+ DY 0.5k, a*J, (kya) - kyaJ (kya) | = 0 (18)

bir adet bagint1 elde edilir. #»’ nin sifirdan farkli her degeri i¢in kayma gerilmesi ifadesindeki
trigonometrik terimlerin katsayilar1 ay1 ayri sifira esitlenmelidir. Buradan da; # > 0 i¢in;

{ALI)[(—nZ + n)Hil)(kla) +nk,aH"), (kla)} +Cfll)[(—n2 +n+ O.Skzzaz)Hil)(kza) —k,aH ", (kza)]

+A4? [(—zf +n)J,(ka)+nkal,,, (kla)] +C? [(—n2 +n+0.5ka’)J, (k,a) - kyal, (kza)]} =0 (19)
n=12,.,N
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n+

{B},”[( n)H (ka) - nkaH ), (ka) |+ D[ (~n® +n+0.5ka> | H (k,a) - kyaH ) (k) |
+BO | (n* =n)J, (@)~ nkad, (k@) |+ DX [ (~n* + 1+ 0.5k, a* ) J, (kya) - kyad,, (kza)]} =0 (20)
n=12,.,N
2xN adet bagint1 elde edilir. Boylece kayma gerilmesine ait sinir kosulundan toplam 2xN+1
adet baginti elde edilmis olur.
Sonugta, (10) sinir kosullarinda, (13) Fourier agiliminin kullanilmasi ile 4x/N+2 adet baginti

elde edilir. Elde edilen bu bagintilarda B(g ), B( ), C(()l) ve ng) bilinmeyenlerinin 6zdes olarak

sifir olduklar1 goriiliir. Béylece ¢6ziim sonunda ortaya ¢ikan etkin bilinmeyen sayis1 8xN+4
olur. Oyuk tizerindeki sinir kosullarindan elde edilen 4xN+2 adet bagintidan, bilinmeyenlerin

yarisy, diger yarisi cinsinden hesaplanir. Bu bagmtilardan, B,(ll), B}Ez), C}El) ve C,(f)
bilinmeyenleri, A,El), A,(f), D,El) ve D,Sz) cinsinden elde edilir.

2- Serbest yiizey iizerinde sinir kosullar1 ise asagidaki gibidir.

t =0, t, ] =0
xle ’yx=|H 21)
Oyuk tizerindeki siir kosullarin saglatilmasi sonucu, geri kalan 4xN+2 adet bagint1 serbest
ylizey lizerinde yazilan sinir kosularindan elde edilecektir. Serbest yiizeyde yazilan (20) sinir
kosullar1, bu yiizey ilizerinde her noktada saglanmasi gereken kosullardir. Ancak ¢ozim
serileri belli bir N sayisinda kesildigi icin sonlu sayida kosul yazilabilir. Cozlimiin tek
degerliligi i¢cin 4xN+2 adet kosul yazilmaldir. Serbest yiizey iizerinde her noktada gerilme
bilesenlerinin sifir olmasi yerine, bu ¢alismada gerilme fark vektoriiniin normunun minimum
yapilmasina ¢aligilacaktir. Yani, agagidaki ifade minimum yapilmalidir.

= g[(rf;) SEOY () - )2} (22)

Boylece “En Kiiclik Kareler Yontemi” olarak isimlendirilen bu yontem kullanilarak ve
yiizeyde oldukg¢a fazla nokta géz dniine alinarak yarim uzayin serbest ylizeyi boyunca gerilme
bilesenleriyle ilgili kosullar yaklasik olarak saglatilmaya ¢alisilacaktir. Burada S serbest ylizey

tizerinde alinan toplam nokta sayisini, t)(;;) ve td(;) serbest yiizeyde herhangi bir s noktasinda

hesaplanan gerilme bilesenlerini, t:fj) ve ff;) ise serbest yiizeye herhangi bir s noktasinda
disardan etkiyen gerilme bilesenlerini gdstermektedir. Serbest ylizeye gerilme etkimedigi i¢in
ff:) ve f)g‘f) gerilmelerinin her ikisi de sifirdir. Serbest ylizey lizerindeki bu toplami minimize

etmek i¢in geri kalan serbest bilinmeyenlere gore tiirev alinacak olursa

s ) at(S)
A(” kZ:: A(n xy 6A“) =0, n=0,12,..,N (23a)
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oM & ot ) o)

aA(z) zgl:txx aA(2) +txy aA(z) :0: nzl,z,...,N (23b)
O _ | o o) g ot
oD :2; L N +1,, D0 =0, n=0,1,2,...N (23¢)
ol & o) ol

aD(z) _2;[txx aD(2) +txy aD(z) :0> nzl,Z,...,N (23d)

bagintilar1 elde edilir. Boylece (22) bagintilarindan da 4xN+2 adet kosul elde edilmis ve
sonucta geri kalan bilinmeyen sayisi kadar kosul yazilmis olur. Elde edilen bu lineer denklem
takimi ¢oziilerek bilinmeyen katsayilar hesaplanir.

4. SONUC

Secilen Py zorlama genligi, w zorlama frekansi, a oyuk yarigapi, H oyuk merkezinin serbest
ylizeye olan derinligi, A ve ¢ malzeme sabitleri ve N terim sayisi i¢in istenilen herhangi bir
noktada yerdegistirme ve gerilme bilesenleri hesaplanabilir. Sayisal uygulama i¢in kiitle
yogunlugu p= 2665 kg/m’, Elastisite modiilii E=7.567x10° Pa, Poisson oranm1 v=0.25, ic
basing genligi Py = 100000 N/m alinmus, dairesel silindirik oyugun yarigapt a =5 m, oyuk
merkezinin serbest yiizeyden olan derinligi H =10 m se¢ilmis ve sayisal hesaplamalarda N
sayisinin 8 alinmasinin yeterli yaklasikligi sagladigi goriilmiistiir. Py tekil yiik zorlamasinin
oyugun ikinci bolgesine = 32/4 merkez acili bir nokta iizerine yiiklenmesi géz Oniine
alinarak, bu bolgedeki yiikleme durumundaki sonuglar elde edilmistir.

Denklemlerin kapali olarak ¢oziilmesine karsilik sinir kosullarinin saglatilmasinda giicliik
ortaya ¢ikmistir. Kutupsal koordinatlarin kullanilmasi ile oyuk yiizeyindeki sinir kosullar1 tam
olarak saglatilmis, ancak serbest yiizey {iizerindeki smir kosullar1 yaklasik olarak
saglatilabilmistir.

@ ve N'nin gesitli degerlerine gore yerdegistirme ve gerilme bilesenlerinin degisimleri
grafikler yardimi ile verilmistir. Bu grafiklerden, serbest yiizey iizerinde, her iki tarafta
derinligin ortalama olarak 5 kati gibi bir bolgede oyuktan gelen dinamik etkilerin 6nemli
oldugu, bu bolgenin disinda etkilerin hizla azaldig1 gézlenmistir.
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degisimi
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