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CESITLI SINIR SARTLARINA SAHIP ELASTIK KiRISLERIN HAREKETLI YUK
ETKIiSi ALTINDA DINAMIK ANALIZI

Volkan Kahya !, Mehmet Akkose ', Ragip Erdol 2

Karadeniz Teknik Universitesi, Miihendislik Fakiiltesi, insaat Miihendisligi Boliimii, 61080, Trabzon, Tiirkiye

OZET

Bu caligmada, sabit hizla hareket eden tekil yiik etkisi altindaki Euler-Bernoulli kirislerinin
degisik sinir sartlart i¢in dinamik analizleri yapilmistir. Kirislerin hareketli yiik etkisi
altindaki davranisi analitik ve sayisal metotlar kullanilarak elde edilmis ve yiikk hizinin
dinamik davranis iizerindeki etkileri incelenmistir.

ABSTRACT

DYNAMIC ANALYSIS OF ELASTIC BEAMS WITH VARIOUS BOUNDARY CONDITIONS
UNDER A MOVING LOAD

In this study, dynamic analyses of Euler-Bernoulli beams to a moving force with constant
speed for various boundary conditions are carried out. The dynamic responses of beams are
obtained by using an analytical and a numerical method and effects of the load speed on the
dynamic behavior are studied.

1. GIRIS

Hareketli yiik problemleri, yapt dinamiginin temel problemlerindendir. Bdoyle yiiklerden
dolay1 yapilarda meydan gelen yer degistirme ve gerilmeler, statik yiliklerden dolay1 meydana
gelenlere gore onemli Olclide artis gostermektedir. Bu sebeple, hareketli yiikler etkisi altinda
yapinin nasil davrandigmin dogru bir sekilde anlasilmasi gereklidir. Hareketli yiik
problemlerinin tipik miihendislik uygulamalar1 arasinda, karayolu ve demiryolu kdpriileri,
hizli tren etkisi altindaki demiryolu raylari, bilgisayar disk siiriiciileri, malzeme tasima-
aktarma aragclari, yiiksek hizli hassas makine parcalari ve boru sistemleri sayilabilir. ingaat,
makine, endiistri ve elektronik gibi ¢esitli mithendislik dallarinda uygulamalarinin olmasi,
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arastirmacilarin konuya ilgisini artirmaktadir. Literatiire bakildiginda, hareketli yiikiin genel
olarak 3 sekilde modellendigi goriiliir: Hareketli kuvvet modeli, hareketli kiitle modeli ve
hareketli ara¢ modeli.

Hareketli kuvvet modelinde [1-10, 20-25, 27], yiikiin atalet etkileri ve yiik ile yap1 arasindaki
dinamik etkilesim ihmal edilmektedir. Bu model, tasit trafigi etkisi altinda koprii
titresimlerinin incelenmesinde arastirmacilar tarafindan benimsenen en basit modeldir.
Model, vyiikiin hareketinden dolayr yapimin davranisini etkileyen esas dinamik
karakteristiklerin yeterli dogrulukta belirlenebilmesini miimkiin kilmaktadir. Hareketli kuvvet
modeli, yiik kiitlesinin yapininkine gore ¢ok kiigiik oldugu durumlarda basariyla
uygulanabilir. Karayolu kopriileri, bu modelin uygulanabilecegi yapilara 6rnek olarak
verilebilir.

Yiikiin kiitlesinin ve hizinin kii¢lik olmadig1 durumlarda atalet etkileri ihmal edilemez. Bu tip
problemlerde yiik, hareketli kiitle seklinde modellenir [1, 11-21, 26]. Bu model, arag¢-kdprii
etkilesim problemleri i¢in kullanilabilecek en basit modeldir. Kiitleyle yap1 arasinda temasin
siirekli oldugu kabul edildiginden, hareket ylizeyinin piiriizli olmasi durumunda model
basarisiz olmaktadir.

Hareketli yiik problemlerinin modellenmesinde arastirmacilar tarafindan kullanilan diger bir
model, hareketli ara¢ modelidir [1, 20, 22]. Burada yiik, bir veya daha fazla serbestlik
dereceli hareketli sistem olarak modellenmekte; arac-yap1 etkilesimi ve yiikiin atalet etkileri
g0z Oniine alinmaktadir. Boylece problemin daha gergekgi bir modellemesi yapilabilmektedir.

Hareketli yiik problemlerinin ¢oziimiiyle ilgili ¢ok sayida analitik ve sayisal metot
gelistirilmigstir. Hareketli kuvvet etkisi altindaki tek agiklikli kirisler, basit olmalar1 sebebiyle
ozellikle analitik ¢oziimler i¢in uygundur. Fryba [1], sonlu Fourier ve Laplace-Carson
dontisiimlerini kullanarak cesitli problemlerin analitik ¢éziimiinii yapmistir. Hamada [2], cift
katli Laplace doniisiimii uygulayarak sabit hizla hareket eden tekil kuvvet etkisi altindaki basit
elde etmistir. Timoshenko kirisi lizerinde hareket eden yiik problemi, Mackertich [3]
tarafindan ¢oziilmiistlir. Arastirmaci, yer degistirmeleri modal seri agilimi seklinde kabul
ederek analitik ¢o6ziim yapmistir. Hareketli yiik problemlerinin analitik ¢éziimlerinde yaygin
olarak kullanilan mod-yer degistirme ve mod-ivme metotlarinin karsilastirmasi Baber ve
Massarelli [4] tarafindan yapilmistir. [2—4] nolu ¢alismalarda ¢éziimler basit mesnetli kiris
icin yapilmstir. Cesitli sinir sartlarina sahip elastik kirislerin deterministik [5, 6] ve stokastik
[7, 8] hareketli yiikler etkisi altinda enine titresimlerinin incelendigi ¢alismalar da mevcuttur.
Bu ¢alismalarda, yiikiin sabit ve ivmeli hizlarla hareket etmesi durumlarinda yer degistirme
icin kapal1 formda ¢oziimler elde edilmistir. Pesterev v.d. [9, 10], hareketli kuvvet modelini
kullanarak, elastik kirislerde yer degistirme, egilme momenti ve kesme kuvvetini analitik
olarak elde etmislerdir.

Literatiirde yiikiin atalet etkilerinin dikkate alindigi ¢alismalar da azimsanmayacak kadar
coktur. Stanisic [11] ve Mackertich [12], hareketli yiik etkisi altindaki basit kiris problemini
modal seri agilimini kullanarak ¢ozmiislerdir. Cesitli sinir sartlarina sahip elastik kirislerin
hareketli kiitle etkisi altindaki dinamik titresimleri Mofid ve ¢alisma arkadaslar1 tarafindan
incelenmigstir. Bu ¢aligsmalarda ¢oziim i¢in yar1 analitik bir metot gelistirilmistir [13-16].
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Ting v.d. [17], hareketli kiitle problemlerinin ¢6ziimii i¢in bir algoritma gelistirmislerdir. Bu
algoritma ile yer degistirmeyi ifade eden integro-diferansiyel denklem sayisal olarak
¢Ozllmiistiir. Ayn1 problem, Sadiku ve Leipholz [18] tarafindan ele alinmig ve ¢oziim Green
fonksiyonu formiilasyonu ile yapilmistir. Foda ve Abduljabbar [19], ayn1 problemi dinamik
Green fonksiyonlar1 yardimiyla ¢ozmiislerdir.

Basit veya daha karmasik hareketli ara¢ modelleri kullanilarak arag-yapi etkilesiminin
incelendigi problemlerle ilgili genis literatiir [1] ve [20] nolu kaynaklarda bulunabilir.

Problemin yapis1 karmasiklastikga analitik metotlarin kullanilmast zorlasmaktadir. Sonlu
elemanlar metodu, elastik kirislerin hareketli yik etkisi altinda davranislarinin
incelenmesinde pek ¢ok arastirmaci tarafindan yaygin olarak kullanilmaktadir [20-27]. Bu
metot kullanilarak elde edilen sonuglar olduk¢a tatminkardir.

Bu caligmada, sabit hizla hareket eden tekil yiik etkisi altindaki Euler-Bernoulli kiriglerinin
degisik sinir sartlari i¢in dinamik analizleri yapilmistir. Basit, ankastre ve konsol kirisler i¢in
analitik ve sonlu eleman ¢oziimlerinden elde edilen sonuglar karsilastirmali grafiklerle
sunulmustur.

2. PROBLEMIN TANIMI

Calismada L uzunlugunda ve degisik sinir satlarina sahip elastik kirigin sabit hizla hareket
eden tekil yiik etkisi altindaki enine titresimleri incelenmistir. Kirisin sonlimsiiz oldugu ve
baslangigta herhangi bir titresim yapmadigr kabul edilmistir. Basit mesnetli kiris i¢in
problemin geometrisi Sekil 1°de verilmistir.

F(x,t)

*\,}

I

L

wi{x, 1)

Sekil 1. Hareketli yiik etkisindeki basit kiris [25]

Elastik kirisin hareketli yiik etkisi altinda yer degistirmeleri asagidaki diferansiyel denklem
ile ifade edilmektedir.
o' w(x,1) O*w(x,t)
EI = +m >~ = F(x,t 1
o o’ (1) O
Burada, EI kirigin egilme rijitligini, m birim uzunluga gelen kiris kiitlesini ve  w(x,?) yer

degistirmeyi gostermektedir. F'(x,¢) dis yiik olup
F(x,t)=Po(x—vt) (2)
seklinde tanimlidir. Burada P ve v sirasiyla yiikiin siddetini ve hizini, o(---) ise Dirac delta

fonksiyonunu gostermektedir. Yer degistirmeler, (1) diferansiyel denkleminin Tablo 1’de
verilen sinir sartlar1 ve agagidaki baslangic sartlar1 altinda ¢oziilmesiyle elde edilir.
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w(x,0) =Ww(x,0)=0 3)
Burada ("), 0/0¢ tiirevini gostermektedir.

Tablo 1. Calismada kullanilan sinir sartlari

Sol ug Sag u¢ Sinir sartlari
Sabit Sabit w(0)=w"(0)=w(L)=w"(L)=0
Ankastre Ankastre w(0)=w'(0)=w(L)=w'(L)=0
Ankastre Serbest w(0)=w'(0)=w"(L)=w"(L)=0
Serbest Ankastre w'(0)=w"(0)=w(L)=w'(L)=0
3. ANALITIK COZUM

Homojen, elastik bir kiriste yer degistirmelerinin elde edilmesi i¢in (1) diferansiyel denklemi
yerine asagidaki integro-diferansiyel denklem g6z oniine alinabilir [1, 9, 17, 18].

w(e.0)= [ OL G(x,5)F(s,0)ds — j: mG(x,s)%ds (4)

Burada, G(x,s) Green fonksiyonu olarak adlandirilmakta olup, kiris iizerindeki herhangi bir

s noktasma etkiyen 1 birimlik statik yiikten dolayr x noktasinda meydana gelen yer
degistirmeyi ifade etmektedir. (2) ifadesi (4)’te yerine konulur ve gerekli islemler yapilirsa,

2
w(e.) = Gxv) P~ | :mG(x,s)%ds (5)
seklinde (4) ifadesi yeniden yazilabilir. (5) integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimii
W) = W, (%,0) + W, (x,1) (6)

seklinde 6zel ve homojen ¢oziimlerin toplammndan olusmaktadir. Ozel ¢oziim, Green
fonksiyonu ile yiikiin ¢arpimi seklinde ifade edilebilir [1, 17-19]. Homojen ¢6ziim ise (1)
diferansiyel denkleminin modal seri agilimiyla homojen ¢oziimiine esittir. Bu ¢oziimlerin elde
edilmesi uzun islemler gerektirmektedir. Bunun yerine bu ¢alismada daha kisa olan asagidaki
¢Ozlim metodu benimsenmistir.

(5) ifadesinin sag tarafindaki integralde goriilen w(x,z) yer degistirmesi 0<x<L ve
0<t<L/v araliklarinda yakinsak bir seri cinsinden agsagidaki gibi yazilabilir [1, 9, 18].

w0 = Y 4,0, 0 ™)

Burada ¢,;(x) normal modlar1 gostermekte olup

] ﬂjx /1Jx ] /1jx /1jx
¢, (x) =sin 7 +4, cos 7 + B, sinh 7 +CjcoshT (8)

seklinde tanimhdir [1]. Bu ifadede, 4,, 4;, B, ve C; kirisin sinir sartlarindan elde edilecek

olan sabitlerdir. g, () ise genellestirilmis koordinatlar1 géstermekte olup

q,(t)= ! ['1z0.L.0)+ Py, (vo)lsine, (- 7)d= (9)
M@,
M, =] mgdx, o, =% % (10)
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Z(0,L,1) = q,(t){[EI;(x)¢] ()] ~[EL$, (x)¢](x)]5 } (11)
seklindedir. Bu ifadelerde, EI kirisin egilme rijitligini, ©, dogal dairesel frekansi

gostermektedir. (9) ifadesinin elde edilisi ile ilgili ayrintilar [1] nolu kaynakta bulunabilir. Bu
ifadede goriilen Z(0,L,¢) terimi, geometrik sinir sartlarinin tiimiinii igcermektedir ve Tablo

1’de verilen sinir sartlar1 i¢in sifir olacagi aciktir [1].

Benzer sekilde, G(x,s) Green fonksiyonu da 0 <x,s <L araliginda yakinsak asagidaki seriye
acgilabilir [1, 9, 18].

=9, (0)9,;(s)
G(x,s)= Y L2 (12)
; wM,
(7) ve (12) ifadeleri (5)’teki integralde yerlerine yazilarak gerekli diizenlemeler yapilir ve
normal modlarin ortogonallik 6zelliginden de faydalamhrsa

L 82w(s 1)
[, mGes)=—=ds Z -4, (04, () (13)
esitligi elde edilir. Buna gore, (5) integro- dlferan51yel denklemlmn ¢cOzimil

> 1 ..
W(x,t)=G(xavf)P—zE¢j(X)qj(t) (14)
=1 O;
seklinde elde edilir [1, 9, 18]. (8), (10) ve (11) ifadeleri (9)’da yerlerine yazilarak gerekli
iglemler yapilirsa Z(0,L,7) =0 i¢in ¢,(¢) asagidaki gibi elde edilir.

2 2 2
.. - P ; o o . 2
g.(t)= Z — - ——sinw;t+—sinw,t+ A,(———coswt + cos @ t)
J M 22 2 J J J 2 J
=l k=Lt j a)j w a)j a)j a)j
a)2 2 2
+ B, ( smha)t+—s1na) D+C, ( coshwt +cosw 1) (15)
a) +o’ a)l o, a)/.
+ [sinw,t+ o tcosw,t+ A, (2cos w,t — w,tsin w,t)

k
+ B, (sinhw,t +sinw,t) + C, (coshw,t + cos v, )]
Bu ifadede, @=A4,v/L olup yikiin frekansidir. G(x,s) Green fonksiyonlar: klasik sinir

sartlarina sahip her bir kiris tipi i¢in Ek-1’de verilmistir.

4. SONLU ELEMAN COZUMU

Cok serbestlik dereceli sonlimsiiz bir sistem i¢in hareket denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

[M i} + [K{u} ={F ()} (16)
Burada,
156  22L 54  -13L 12 6L -12 6L
mL | 22L 4L 13 =317 EIl 6L 41> -6L 2I°
[M]=—r , [K]= (17)

420 54 13 156 -22L l-12 —6L 12 -6L
-13L -3 -22L 41 6L 2L’ -6L 4L

513



seklinde tanimhidirlar. Bu ifadelerde, {ii} ve {u} sirasiyla ivme ve yer degistirme vektorlerini
[M] ve [K] sirasiyla sistem kiitle ve rijitlik matrislerini, {F(¢)} dis kuvvet vektoriinii
gostermektedir.

¥
T @ M, , M,
(:;1- 4 m, E, I Fi’z, ¥,
> x
k Le A

Sekil 2. Calismada kullanilan kiris eleman1 [24]

Calismada, Sekil 2°de goriilen 4 serbestlik dereceli kiris elemani kullanilmistir. Tekil kuvvet
etkisi altindaki bir kiriste, kuvvetin lizerinde bulundugu elemana ait diigiim noktalarindakiler
hari¢ diger biitiin diigiim noktalarinda kuvvet ve momentler sifirdir. Buna gore {F(¢)},

FO=0 0 0 ¥ M ¥ MY -« 0 0 0 (18)
seklinde yazilabilir [22, 25, 27]. ¥’ ve M (i =1,2) diigiim noktalarindaki esdeger kuvvet

ve momentler olup
(FOOy=x" MP ¥ MY =P{N©x)}

seklinde tanimlidirlar. Burada
N} ={N,(x) N,(x) Ny(x) N, (%)} (20)
eleman sekil fonksiyonlarini igeren vektordiir. N,(x) (i =1-4) ifadeleri asagida verilmistir.
N =1-38"+28°, N, =8(1-25+&%), N, =§£°(3-28), N, =&L(E-D) (1)
Bu ifadelerde & =x/L, dir.
P v

—
:lement | element s element n=1
@8- @-_-__"_@é-__"___@&--_-—_@§m— ™

noede 1 node £ node s |-<—p-| node s+1 node n=1  node T

L.

(19)

xX=vt

Sekil 3. Hareketli tekil yiik etkisine maruz kiriste sonlu eleman modeli [25]

Sekil 3’te goriilen n diigim noktali (n—1) elemanl kiris lizerinde P tekil yiikii v sabit hiztyla
hareket etmektedir. Yiikiin kiris iizerinden ge¢is siiresi 7, = kAt olsun. Burada & toplam
zaman adim sayisi, Af ise zaman artimidir. Herhangi bir ¢ =rA¢ aninda hareketli yiikiin
kirisin sol ucuna gére konumu
x,(&)=vrAt  (r=1,---,k) (22)
olacaktir [25]. Bu konumda yiik,
[
L

e

}1 (23)
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nolu eleman iizerinde bulunmaktadir. Bu elemanin diigiim noktalar1 s ve s+1 olup, bu
noktalara etkiyen esdeger kuvvet ve momentler

Vi =PNi YL =PN,. ML, =PN,.
Y., =0, M_, =0 (i=L-n, i#s,s+]) (24)
seklinde elde edilirler. Burada (21) ile verilen N, (i=1-4) ifadelerinde, &=x/L, yerine

¢§=[x,(®)—(s—1)L,]/L, yazilmahdir.

— PN2 , M s+1

t=rAt

5. SONUCLAR

Cesitli sinir sartlarina sahip elastik Bernouilli-Euler kirislerinin hareketli sabit yiik etkisi
altinda dinamik analizi yapilmistir. Basit kiris ve ankastre kiris i¢in kiris orta noktasindaki,
konsol kiris icin ise kiris u¢ noktasindaki yer degistirmelerin hiza bagl olarak zamanla
degisimini gosteren grafikler sunulmustur. Sekillerde, w, maksimum statik yer degistirmeyi,

t, = L/v yikiin kiris lizerinden gecis siiresini gdstermektedir. Boyutsuz hiz o =v/v,_. seklinde
tanimhidir. Burada v, = (4, /L)VEI /m kritik hizdir.

Problemin sonlu eleman ¢oziimii, 4 elemanl ve 5 diiglim noktali kiris i¢in yapilmstir. (16)
hareket denkleminin sayisal ¢oziimil i¢in merkezi farklar metodu kullanilmigtir. Sekil 4 -7’ye
dikkat edilirse, oldukca az sayida eleman kullanilmis olmasina ragmen analitik ve sonlu
eleman ¢oziimlerinin st iiste diigtiigli goriilmektedir.

Sekil 4’te, iki ucu basit mesnetli kiriste, kirig orta noktasindaki boyutsuz yer degistirmenin
cesitli boyutsuz hiz degerleri i¢in zamanla degisimi verilmistir. Sekilde, o =0 statik yer
degistirmeyi gostermektedir. Hiz arttikca maksimum yer degistirmeler de artmaktadir.
a=0.25 ic¢in yer degistirmelerin statik yer degistirme egrisi etrafinda salinim yaptigi
goriilmektedir [1, 5, 21, 24]. Ayrica, hiz arttikca maksimum yer degistirmenin meydana
geldigi yer, kirisin sag ucuna dogru yaklasmaktadir. & =0.75 igin, yiik kirisi terk ettigi anda
kiris orta noktasinda w/w, =1.5 civarinda bir yer degistirme kaldig1 sekilden goriilmektedir.

Iki ucu ankastre elastik kiris icin kiris orta noktasindaki yer degistirmelerin hiza bagl olarak
zamanla degigimi Sekil 5’te verilmistir. Basit kiriste oldugu gibi burada da hiz arttik¢a
maksimum yer degistirmeler artmaktadir. Ancak burada dikkati ¢eken bir husus, o =0.50
icin yiik kirisi terk ederken kiris orta noktasinda negatif yer degistirmelerin ortaya ¢ikmasidir.

Sekil 6 ve 7, konsol kiris icin kiris u¢ noktasindaki yer degistirmenin hiza bagl olarak
zamanla degisimini gostermektedir. Sekil 6 da, sol ucu ankastre sag ucu serbest konsol kirig
icin yer degistirme-zaman degisimi verilmistir. Hiz arttikga yer degistirmelerin azaldigi
goriilmektedir. Sekil 7°de, sol ucu serbest sag ucu ankastre kiris i¢in yer degistirmenin
zamanla degisimi goriilmektedir. Dikkat edilirse & =0.25 i¢in kiris ucunda olduk¢a biiyiik
pozitif ve negatif yer degistirmelerin meydana geldigi goriilmektedir. Hiz arttikga bu yer
degistirmeler azalmaktadir. Yik kirisi terk ettigi anda kiris ucunda « =0.25 icin negatif,
diger hiz degerleri i¢in pozitif yer degistirmelerin kaldig1 goriilmektedir.
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Yiik kirisi terk ettikten sonra kirig serbest titresim hareketi yapacaktir. Dolayisiyla kirisin
kritik kesitlerinde yiik gecisini tamamladiktan sonra kalan yer degistirmeler 6nemlidir. Ciinkii
bunlar serbest titresim hareketi i¢in baslangi¢ sartlarini olusturmaktadirlar.

! w w w w w

Analitik metod
O O O sonlu elemanlar metodu

-0.5 —

Sekil 4. Basit kiriste, kiris orta noktasindaki yer degistirmenin ¢esitli hiz degerleri icin

zamanla degisimi

! w w w

— Analitik metod
O O QO Sonlu elemanlar metodu

w(L/2,))
VV!/

Sekil 5. Iki ucu ankastre kiriste, kiris orta noktasindaki yer degistirmenin gesitli hiz degerleri

icin zamanla degisimi
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! w w w w

Analitik metod
O O O sonluelemanlar metodu

w(L/2,)

Sekil 6. Konsol kiriste, kiris u¢ noktasindaki yer degistirmenin ¢esitli hiz degerleri igin

zamanla degisimi

-1.5 { { {

Analitik metod
O O O Sonluelemanlar metodu

0 02 04 0.6 08
t
4

Sekil 7. Konsol kiriste, kiris u¢c noktasindaki yer degistirmenin cesitli hiz degerleri icin

zamanla degisimi
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EK-1

Tablo E1. Klasik siir sartlarina sahip kirisler i¢cin Green fonksiyonlari

Sol ug Sag u¢ G(x,s) x<s
. . L x s s (xY (sY
Basit Basit 1= 2= =] | =
6EI L L) L \L L
r(x\ sVl .s x SX
Ankastre Ankastre 1= |3=-=-2=
6EI\ L L L L L]
3 2
Ankastre Serbest L (x 35X
6EI\ L L L
r s\’ x s
Serbest Ankastre l-——1]]2-3—+—
6EI L L L
) r(xY N s X xs° s{.x N
Ankastre Basit — || 1= 6--2—+—F——|2—+3—
12EI\ L L) L L L L\ L L
] I x g 2 g X 2 o2
Basit Ankastre —|1==1|3==2| = | +—
12EI L L L L L

G(x,s) ifadelerinde x ve s yer degistirilerek x > s i¢in Green fonksiyonlar1 elde edilir.
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