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OZET

Bu calismada, iki boyutlu elastostatik problemlerin ¢oziimii i¢in egri eksenli siireksiz
kuadratik smir eleman formiilasyonu gerceklestirilmistir. Integral denklemlerin ¢dziimii Gauss
sayisal integrasyon yontemi ile yapilmaktadir. P sabit ve Q hareketli noktalarinin ayn1 eleman
tizerinde olmasi1 halinde ortaya c¢ikan, 1/r tekilligi kaldirilarak, In(1/r) tekilligi ise uygun
logaritmik ve standart Gauss yoOntemlerinin kullanilmasiyla giderilmistir. Ele alinan
formiilasyon kullanilarak, diigiim noktalarimin farkli konumlar1 i¢in ¢6ziim yapabilen,
Fortran77 dilinde bir bilgisayar programi hazirlanmistir. Hazirlanan program ile ¢oziilen iki
adet elastostatik problemin sonuglari, literatiirde verilen sonuglarla karsilastirilmistir.

ABSTRACT

In this study, a discontinuous curved quadratic boundary element formulation for the solution
of two dimensional elastostatic problems is presented. The integral equations are solved
numerically by Gaussian quadratures. 1/r and In(1/r) singularities that exist when source point
P and varied point Q are within same element either removed or manipulated by using
logarithmic and standard Gauss quadrature. A computer program, which allows to determine
the location of boundary element nodes within an element, is developed for solving the
formulation by using Fortran77 codes. The results of two elastostatic problems obtained using
the program are compared with those in the literature.

1. GIRIS

Mekanik problemlerinin geometrisinin ve malzeme o6zelliklerinin karmasik bir yapiya
sahip olmasi nedeniyle cogu zaman problemlerin analitik ¢dziimiinii yapmak miimkiin
olamamaktadir. Bu tip problemlerle karsilasildiginda yaklagik bir ¢6ziim elde etmek amaciyla
cesitli sayisal yontemler kullanilmaktadir. Bu yontemlerden biri olan sinir  eleman  yontemi,
smir deger problemlerini, ¢dziim bdolgesinin sinirinda tanimlanan integral denklemler
yardimiyla ¢dzen sayisal bir yontemdir [1-5]. Integral ifadelerinin iginde yer alan temel
cozlimler analitik olarak hesaplandigindan yari analitik bir yontemdir. Yart analitik bir
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yontem olmasindan dolayil, diger sayisal yontemlere goére daha dogru sonuglar elde
edilebilmektedir. Sinir eleman yonteminin yaygin kullanimima sebep olarak, bu yontemin
kullanilmas1 ile problemin boyutlarinin indirgenmesi, sonuclardaki yiiksek kesinlik ve
sonsuzda yayilma sartlarinin dolayli olarak hesaba katilmas1 gosterilmektedir [6].

Iki boyutlu haldeki integrallerin ¢dziimii igin degisik yontemler kullamlmstir. Kane [7]’in
yaklagiminda sabit nokta elemanin hemen disinda alinarak hazirlanan integrasyon yontemi
yardimiyla sayisal zorluklar 6nlenmistir. Bakr [8] ise simetrik olmayan problemler i¢in uygun
logaritmik hesaplamalarla In(1/r) tekilligini hesaplamistir. Fakat 1/r tekilligi olan ifade
kaldirilmamistir. Mengi ve ark. [9] tarafindan sabit eleman kullanilarak integral
denklemlerinin i¢inde yer alan temel ¢oziimler, sonsuz ortamda birim yiikleme ydntemiyle
analitik olarak elde edilmistir. Severcan ve ark. [10] sinir elemani tizerinde gerilme vektorii
bilesenlerinin sabit, deplasman vektorii bilesenlerinin lineer degistigi ve gerilme vektorii
bilesenlerinin lineer, deplasman vektorii bilesenlerinin kuadratik degisim gosterdigi siireksiz
karma smir elemanlar kullanarak elastostatik problemler i¢in smir eleman formiilasyonu
yapmistir. Severcan ve ark. [11] dogrusal izoparametrik siireksiz kuadratik sinir eleman
kullanarak sabit nokta ile integrasyon noktasinin ayni sinir elemant {lizerinde bulunmasindan
kaynaklanan tekillik durumlarini standart sayisal yaklagimlar kullanarak hesaplamustir.

Bu ¢alismada, iki boyutlu elastostatik problemler icin egri eksenli siireksiz kuadratik sinir
eleman formiilasyonu gergeklestirilmistir. Bu eleman modeli kullanilarak elde edilen yaklagik
¢Oziimiin hassasiyeti arttirilmaya calisilmistir. P sabit ile Q hareketli noktalarinin ayni eleman
tizerinde olmasi halinde ortaya cikan, 1/r tekilligi ortadan kaldirilarak, In(1/r) tekilligi ise
degisken doniisiimii yapildiktan sonra uygun logaritmik ve standart Gauss sayisal integrasyon
yontemlerinin kullanilmasiyla giderilmistir. Bu ¢alismada onerilen formiilasyon kullanilarak
¢oziilen problemlerden bulunan sonuglar literatiirdeki sonuglarla karsilastirilmstir.

2. FORMULASYON
2.1. Elastostatik Problemler icin Sinir Eleman Formiilasyonu

Elastostatik problemler i¢in sinir eleman formiilasyonunun temel bagintilar literatiirde
genis bir sekilde verilmektedir [1-6, 9-11]. Iki boyutlu bir cismin elastostatik analizi i¢in sinir
eleman denklemi, hacim kuvvetleri thmal edilerek, matris formunda,

cu(P) = [G(P,Q)1(Q)dS - [ H(P,Q)u(Q)dS (1)

seklinde yazilabilmektedir. Burada S, cismin smir yiizeyini gostermektedir. Integralli
terimlerde goriilen G ve H (2x2) boyutunda matrisler olup sirasiyla, elastostatik problemler
icin elde edilmis olan birinci ve ikinci temel ¢éziimleri temsil etmektedir. u ve t sirasiyla,
(2x1) boyutunda, deplasman ve gerilme vektorlerini gostermektedir. P ve Q ise sirasiyla,
integral islemlerinde kullanilan sabit noktay1 ve integrasyon noktasini temsil etmektedir.

(1) denklemi yardimiyla, sinirda ya da cismin i¢ bolgesinde yer alan noktalardaki
deplasman veya gerilme degerleri bulunabilmektedir. ¢ matrisi P noktasinin bulundugu
konuma gore esitlik (2)’de verilen degerleri almaktadir. Eger P noktas1 S {izerinde bir kose
noktasi ise, ¢ matrisi, P noktasindaki kose acilarina bagl olarak verilmektedir [1].

1 P noktasi cismin disinda ise,
c= 0 P noktasi cismin i¢inde ise, 2)
1 P noktasi cismin sinirinda ise,
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P noktasinin sinir yiizeyinde seg¢ilmesi halinde (1) denklemi, sadece siir biiytikliiklerini
iceren bir denklem haline donlismektedir. Bu durumda denkleme indirgenmis sinir eleman
denklemi adi verilmektedir. (1) denkleminde yer alan integraller, cismin sinir yiizeyi (S)
elemanlara boliinerek (Sekil 1) sayisal olarak hesaplanmaktadir.

P (sabit nokta)

S, (m inci eleman) Q (integrasyonnoktasi)

X5 s S, (n inci eleman)

L

Sekil 1. Sinir yilizeyinin elemanlara boliinmesi
2.2. Siireksiz Kuadratik Sinir Eleman Formiilasyonu

Sinir eleman formiilasyonunda, se¢ilen diigim noktalarinin konumuna goére sinir
elemanlari, siirekli veya siireksiz sinir eleman olarak adlandirilmaktadir. Diigiim noktalarinin,
elemanin ug¢ noktalarinda secilmesi halinde stirekli sinir elemani s6z konusu olmaktadir (Sekil
2). Uc noktalarinda secilen diiglim noktalari, komsu elemanlar icin ortak diigiim noktalar
oldugundan, bu noktalarda, smir biiyiikliikleri i¢in siireklilik sartlarnin saglanmasi
gerekmektedir. Diiglim noktalarinin elemanin i¢ bolgesinde secilmesi halinde ise elemana
siireksiz smir eleman1 denilmekte ve elemanlar arasi siireklilik kosullarina ihtiyag
kalmamaktadir (Sekil 2). Kuadratik elemanlardaki bir uctan diger uca olusan uyum genelde
bu eleman tipinin se¢ilme nedeni olarak goriilmektedir. Fakat bu tip elemanlarin egrisel bir
geometriye sahip olmasi sebebiyle P sabit ve Q hareketli noktalarinin ayni elemanda olmasi
halinde elemanlarin integrasyonunda ilave zorluklar olugmaktadir.

e s —> -
e dugimler 1,2, 3 >

2 <EL
Sekil 2. Iki boyutlu siirekli ve siireksiz kuadratik eleman

Bu caligsmada, siireksiz sinir elemani ve sekil fonksiyonlar1 kullanilarak, siireksiz kuadratik
siir eleman formiilasyonu elde edilmistir. Bu amagla, Sekil 1’de goriildiigii gibi, cisim sinir1
(S) N adet sinir elemanina boliinmektedir.

Sinir eleman formiilasyonunda, eleman {izerinde yer alan bir Q noktasinin koordinatlari,

3
X; =2 0 (Ox] (3)
k=1
denklemi ile, sinir eleman tizerindeki sinir biiytikliikleri ise,
3 3
u = 0, @uf ot =D ¢, (Ot 4
k=1 k1

ifadeleri ile verilmektedir. Bu ifadelerde; x;, Q integrasyon noktasinin koordinatlarini; X!‘,
elemana ait k. diiglim noktasinin koordinatlarini; (u}‘,t:‘), k digim noktasindaki sinir

blyiikliiklerinin degerlerini; ¢k, sekil fonksiyonlarini; (§) ise Q noktasinin boyutsuz
koordinatin1 temsil etmektedir.
(3) ve (4) ifadelerinde verilen sekil fonksiyonlar siireksiz kuadratik eleman igin,
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4»@— s 1) O =1- () O = (§+1) 5)

seklinde behrlenmlstlr (-1<E<1 ve 0<oc<1).

Siireksiz eleman i¢in 1 ve 3 no’lu diiglimlerin konumlar1 simetrik olarak degismektedir. Bu
simetriklik o parametresi ile belirlenmektedir. Burada o parametresi diigiim noktalar1 arasi
mesafenin eleman boyuna oranimi temsil etmektedir. a=0.5 oldugunda diiglim noktasinin
eleman orta noktasi ile eleman son noktasinin ortasinda olmasi anlamini tagimaktadir. a=1.0
ise eleman siirekli elemandir. Parametrik degisken olan & koordinati a yardimiyla degisken
konumlardaki diiglim noktalarina boliiniir.

Sekil 1°de goriilmekte olan S,,’inci elemanin P sabit noktasi igin (1) denklemi,

chu(P}) = [G(PY,Q)1(Q)dS- [ H(P},Qu(Q)dS (6)

seklinde elde edilmektedir. Burada, PX kdose noktasi ise cX 'nin degeri kdse agisina bagl
olarak degismektedir. Aksi halde cX =1/2 dir.
Sinir yilizeyinin Sekil 1°de goriildiigii gibi, N adet elemana boliinmesi halinde (6) denklemi,

¢k u(Ph) =" [ G(PL QUQ)AS- D" [H(P: Qu(Q)dS (7

n=ls, n=ls,
seklinde ifade edilmektedir.

Eleman tizerindeki smir biyiikliiklerinin sekil fonksiyonlarina bagli olarak degisim
gosterdigi kabuliine gore, (4) esitliklerinde verilen sinir biiytikliikleri, (7) denkleminde yerine
yazilir ve dS=J(§) d§ esitligi kullanilarak, integrasyon parametresi (dS), (-1, +1) araliginda
degisen d&’ye doniistiiriiliip,

1

G = [HEG(PL.Q)9 e 5 HP = [I(E)H(PL,Q) dE 8)
tanimlamalari kullanlhrsa (7) denklemi 7
cpu(P,) = ZZG 1(Q,)- ZZH u(Qy) )

n=] s=1 n=] s=l
seklinde elde edilmektedir. (8) esitliginde verilen J(§), Jacobian matrisinin determinantini
gostermektedir. (9) denklemi, P* (k=1, 2, 3) sabit noktalar1 i¢in birlestirilirse,

ZGmn n iﬂmngn (10)
n=1

ifadesi elde edilir. (10) denklemlerinde goriilen G™ ve H™ matrisleri (6x6) boyutundadir.
(10) denklemi N adet sinir elemant i¢in yazilirsa, elde edilen denklemler matris formunda,
Hi=Gt (11)
esitligi bulunur. Burada,
G=(G™): H= (ﬂm“ +%18an Cu=("); t=(") mn=12..N) (12)

(11) sistem denklemi 6N adet denklem igermektedir. Cisim sinirinin N adet siireksiz
kuadratik sinir elemanina boliinmesinden dolayi, toplam 12N adet smir biiyikligi (u, t)
oldugu i¢in, 6N adet sinir biiyilikliigiiniin sinir sart1 olarak verilmesi gerekmektedir. Sinir
sartlar1 olarak, her bir diigiim noktasi iizerinde x; (i=1, 2) dogrultusunda t; veya u;
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bilesenlerinden birinin bilinmesi gerekmektedir. Bilinen sinir sartlar1 (11) sistem denkleminde
yerine konularak bilinmeyenler denklemin sol tarafinda toplanirsa,

AX-BY (13)
formunda elde edilmektedir. Burada, X ve Y sirasiyla, bilinmeyen ve bilinen sinir
biiylikliiklerini temsil etmektedir. A ve B ise, tim bilinmeyenler denklemin sol tarafinda
toplanacak sekilde H ve Q matrislerinin 1ilgili kolonlarmin yer degistirilmesiyle elde

edilmektedir. (13) denklemi ¢dziilerek, cisim sinir1 izerindeki sinir biiyiikliikleri hesaplanir.
2.3. Tekillik

Tekillik hali, P sabit noktast ile Q hareketli noktasinin ayni elemanda (m=n) olmasi
durumunda ortaya ¢iktig1 i¢in, eleman formundaki diigiim noktalar1 yerel koordinatlarin (&)
fonksiyonu olarak esitlik (14)’de verilmektedir.

2 LY
x=L,(1-8) ; y=—(1+5) (14)
Yerel birim teget “t” ve birim normal “n” ifadeleri asagidaki sekilde elde edilir.
(=B & Tk (15)
ds dg J(€)

Burada J(§) Jacobian olup, (dszrdyz)l/2 ifadesi ile tanimlanmaktadir.
(11) sistem denkleminde bulunan (N_} ve E sistem matrislerinin kdésegen elemanlarini

olusturan G,." ve H,." matrisleri,

G =[G (" €)o(EIEE 1 H™ = [H, (" (©)by(©)I(&)d (16)

ifadelerinden bulunacak olan alt matrislerin birlestirilmesiyle olusturulmaktadir. Burada iki
boyutlu hal i¢cin /=1, 2 ve k=1, 2 degerlerini alacaktir. G, ve H, ise birinci ve ikinci
temel ¢oziimleri, P ve Q ise sirasiyla sabit ve hareketli diigiim noktasi numaralarini, r* ise
sabit nokta ile hareketli nokta arasindaki mesafeyi temsil etmektedir. Sekil fonksiyonu
numarast olan Q hareketli nokta numarasi ile esit olacaktir. Bu esitlikler, Cauchy kuralina
gore yazildigindan, P ve Q noktalarinin ¢akismadigi kabul edilmektedir [9].

(16) ifadelerinde yer alan G, ve H, birinci ve ikinci temel ¢oziimleri esitlik (17) ve

(18)’de verilmektedir.

1 1 I, T
G, =—|(3-4V)In| — |5, + L+~ 17
K 8ru(l—v) {( ) (rpj wT rp} (17)
1 or r, r T, I,
H, =— | —310-2V)5, +2-L-X 4+ (1-2v)|£n, ——Ln 18
k 4’}'[:(1—V)I'p |:6n{( ) ’k rp rp} ( )(rp ? rp kj:| ( )

Yukaridaki denklemlerde goriilen,G, ve H, sirastyla, ¢ yoniindeki birim yiiklemeye
bagl olarak k yoniinde olusan deplasman ve gerilme vektorii bilesenlerini gdstermektedir.
Burada &, Kronecker delta, v Poisson orani ve p ise kayma modiiliinii, nx ve n, ise birim
normalleri temsil etmektedir.

Tekillik durumunda r” ifadesi sifira yaklasacagindan, G ve H ifadelerinin hesaplanabilmesi
icin ozel teknikler gerekmektedir. Ilk olarak, (17) denklemindeki integralli ifade, In(1/r) ve
(1/r) tekilliklerini i¢eren iki ayr1 integrale bolinmektedir. P ve Q noktalarinin ayni eleman
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lizerinde olmasi durumunda Sekil 3’te gosterildigi gibi r” ifadesi r’=ry-r, ifadesinden
hesaplanir. Esitlik (14) kullanilarak,

1y = Ly (1-87)i +L,/2 (1+€)j (19)
1, = Ly (1-0)i +L,/2 (1-)j (20)
P =Ly (*-8%)i +L,/2 (0HE)j (1)

ifadeleri bulunur. Benzer yontem kullanilarak sabit noktanin 2. ve 3. diigiimde oldugu
hallerdeki " ifadeleri bulunur. Sabit noktanin 1., 2. ve 3. diigiimde oldugu hallerdeki r”
ifadeleri (22a), (22b) ve (22c¢) esitliklerinde verilmektedir.

A

Y

e dugumler 1, 2, 3

(1-a)L,

>

-1<E<1, 0<o<l1

X

Sekil 3. Kuadratik eleman i¢in r° ifadesinin ¢ikarilmasi

°(8) = (o+€) ((a-E) Ly +Ly7 /4)"? p=1 (22a)
P(8) = (&) (87Ly* +L,7 /4)'? p=2 (22b)
(&) = (0-8) ((0+E) Ly +L,7 /4) p=3 (22c)

Ayni eleman {lizerinde integral islemi yapilirken (a+€), (&) ve (a-&) biiytiklikleri sifira
yaklastiginda tekillik problemi ortaya ¢ikar. G ifadesi esitlik (17)’de verilen temel ¢oziimii
gosteren G, ifadesinden dolay1 dogal logaritma formunda zayif tekillik igermektedir. (16)

ifadesi esitlik (23) formuna doniistiiriilerek logaritmik Gauss sayisal integrasyon ydntemi
kullanilabilir.

[in@/mfmdn=3"fm,)w, (23)

Burada n bagimsiz degisken, f(n) n nin fonksiyonu ve w; agirlik fonksiyonudur. (17) ifadesi
esitlik (16)’da yerine yazilirsa,

oL aoav L, 4+ 5
G =[ 87Tlu(I_V){B 4v)1u(rpj84k+rp rp}%(&)](&)dﬁ (24)

ifadesi bulunur. (24) esitliginde yer alan In(1/1"(§)) ifadesini igeren terim esitlik (23)’deki
forma doniistiiriilerek logaritmik Gauss sayisal integrasyon yontemiyle hesaplama yapilabilir.
Esitlik (23)’deki forma doniistiirme islemi, esitlik (22)’deki r’(§) ifadeleri kullamlarak ve
uygun degisken déniisiimleri yapilarak gerceklestirilmistir. Bulunan ifadeler; G igin, P sabit
nokta olmak tizere diiglimlerin (0<a<1) herhangi bir konumu i¢in kapali formda yazilirsa,
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G =(1+ Ot)fln(l/ P)do (P(E))I(P(E))dp (25a)

+(1- oc)jln(l/ t) do (t(8))J(t(E)) dt (25b)
+ j[—ln(l +a)-1/2In{(@—-&)°L,” +L,” /9110, (E)I(€)dg (25c¢)
+1/2(1 =) In{(1+a)/(1—a)} j 0o (2(8)J(2(8))dz (25d)
Burada,
G* = fln(l/ E)N0q(8) + 9o (=8)1J(E)dE (26a)
—1/2[In(&’L,* + L, /4) ¢4 (8)J(&) dg (26b)
G =(1+ oc)jln(l/ P) b (P(E) I (p(E))dp (272)
+(1- oc)jln(l/ t) b (1(8))I(t(E)) dt (27b)
+ j[—ln(l +o)—1/2In{((a+&)°L,* +L,* /4)}16, (&) J(E)dE (27¢c)
+1/2(1- o) In{(1+a) (- )} [ §q (2(8) J(2(8))dz (27d)
Burada,

_@+d) | _(@+) . (@+d
l+a) = (-a) ’ (1-a)

Esitlik (5)’de verilen sekil fonksiyonlar1 ve Jacobian terimleri p, t veya z ye bagh
integrasyon parametreleri olarak degerlendirilmelidir.

(25a), (25b), (26a), (27a) ve (27b) integralleri tekil integraller olup logaritmik Gauss
sayisal integrasyon yontemi ile hesaplanabilir. (25¢), (25d), (26b), (27¢) ve (27d) integralleri
ise standart Gauss sayisal integrasyon yontemi ile hesaplanabilir. Esitlik (22)’deki ifadeler
esitlik (24)’de yer alan r,/t* ve ri/t’ ifadelerinde yazilirsa ilave bir isleme gerek kalmadan bu
terimlerdeki tekillik sorunu ¢oziiliir ve bu terimler standart Gauss sayisal integrasyon yontemi
kullanilarak hesaplanabilir. Boylece G* ifadesi o’ min herhangi bir degeri i¢in hesaplanabilir.

(18) ifadesindeki ikinci temel ¢oziimleri igeren ﬂ‘;g‘ matrisinin elemanlari, sabit nokta ve

hareketli nokta ayn1 diiglim noktasi olmasi (P=Q) durumunda rijit cisim hareketi yardimiyla,
N 3
Hp' =-> ) Hpy  (m#nve P=Q igin) (28)

n=1 Q=1
esitligi kullanilarak ¢oziilmektedir [1].

3. SAYISAL UYGULAMALAR

Bu caligmada, siireksiz kuadratik sinir elemani igin gelistirilen formiilasyon kullanilarak,
Fortran77 dilinde diigiim noktalarinin farkli konumlari i¢in ¢6ziim yapabilen bir bilgisayar
programi hazirlanmigtir. Analizlerde, siireksizligin saglanmasi i¢in boyutsuz diigiim noktasi
koordinatlar1 (&;=(0.75, £,=0 ve &;=0.75), 0=0.75 degerleri ve sayisal integrasyon isleminde
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ise 10 noktali standart ve logaritmik Gauss sayisal integrasyon yontemleri kullanilmaktadir.
Asagida anlatilan iki adet statik problem sayisal uygulama olarak ele alinmistir.

3.1. Dairesel Bosluklu Plak Problemi

Bu ornekte, Sekil 4’te goriilen icerisinde 1m yarigapli dairesel bosluk bulunan bir plak
gdzoniine almmistir. Izotropik elastik malzemeden olusan plak, orijini dairesel boslugun
merkezi ile ¢akisan x;-x; koordinat sistemine kiyaslanmaktadir. Plak x, dogrultusunda sonsuz
uzunlukta ve x; dogrultusunda ise 20 m uzunlugundadir. Plak x; yoniinde o, biiyiikliiglinde
{iniform ¢ekme gerilmesine maruz birakilmistir. Uniform ¢ekme gerilmesinin bulundugu
kisim disinda kalan sinirlarda gerilme yoktur. Simetriden dolay1 plagin dortte biri ele alinarak
plak igerisinde bulunan dairesel bosluga yakin bolgelerde x, ekseni boyunca meydana gelen
gerilmelerdeki degisim ve x; ekseni boyunca olusan deplasman dagilimi incelenmistir.

Sekil 4°te goriildiigii gibi AB noktalar1 arasinda kalan yay sinir1 6 adet, BC smir1 15 adet,
CD sinir1 12 adet, DE sinir1 40 adet, FG siur1 32 adet ve gerilme degisiminin hizli olmasi
beklenen GA smir1 15 adet olmak {izere toplam 120 adet sinir elemam kullanilarak sinir
eleman ag1 olusturulmustur. Sekil 4’te daire igerisinde goriilen rakamlar formiilasyonda
kullanilan eleman numaralarin1 géstermektedir.
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Sekil 4. o) ¢gekme gerilmesine maruz dairesel bosluklu plak ve kullanilan siir eleman ag1

Problemde malzeme 6zellikleri olarak Poisson oran1 v=0.3 ve kayma modiilii ise n=0.3846
N/m? alinmaktadir. x; yoniinde uygulanan tiniform ¢cekme gerilmesi o5=1 N/m? dir.

Dairesel bosluklu plak problemi ¢oziilerek, GA diisey sinir1 boyunca tegetsel gerilme ve
BD yatay smir1 boyunca radyal deplasman degerleri elde edilmistir. Elde edilen degerler,
Mengi ve ark. [9] tarafindan gelistirilen sabit eleman formiilasyonu kullanilarak elde edilen
degerler ve kesin sonuglar ile Sekil 5 ve Sekil 6’da karsilagtirilmistir. Radyal deplasmanin
kesin sonucglari Timoshenko ve Goodier [12] tarafindan verilen gerilme ve sekil degistirme
ifadeleri yardimlariyla elde edilen (29) ifadesi, tegetsel gerilmenin kesin sonuglari ise
Timoshenko ve Goodier [12] tarafindan verilen (30) ifadesi kullanilarak elde edilmistir.

B —a*(d+v)+a*(5+v) x* +2x*

u= 29
2Ex’ 9)

G a’ _a'
(59:70(2+r—2+3r—4) (30)
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Burada, a dairesel boslugun yaricapini, v Poisson oranini, X orijinden olan yatay mesafeyi ve r
ise orijinden olan x, yoniindeki uzaklig: belirtmektedir. Elastisite modiilii E=1 N/m? dir.

Sekil 5 ve Sekil 6 incelendiginde elde edilen radyal deplasman ve tegetsel gerilme
degerlerinin sabit eleman formiilasyonu ile elde edilen degerlerle ve kesin sonuglarla uyum
icerisinde olduklar1 goriilmektedir.
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Sekil 5. BD yatay sinir1 boyunca elde edilen radyal deplasman dagilimi
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Sekil 6. GA diisey sinir1 boyunca tegetsel gerilme dagilimi

3.2. Kare Bosluklu Plak Problemi

Sekil 7°de goriilen Ornekte, igerisinde 2ax2a boyutlu kare bosluk bulunan ve kenar
uzunlugu 10a olan kare plak gozoniine alinmistir. Plak diisey kenarlart boyunca x; yoniinde
oy liniform ¢ekme gerilmeleri etkisi altinda kalmaktadir. DE kenar1 boyunca yatay gerilme ve
AB kenar1 boyunca yatay deplasman dagilimlari incelenmistir. Simetriden dolay1 kare
bosluklu kare plagin dortte biri alinmustir. Sekil 7°de goriilen EA noktalari arasinda kalan kare
bosluga ait sinir 10 adet, AB yatay siir1 ve DE diisey siir1 20’°ser adet, BC ve CD simurlari
25’er adet olmak iizere toplam 100 adet sinir elemanina bolinmiistiir. Sekil 7°de daire
icerisinde verilen rakamlar eleman numaralarin1 gostermektedir.
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Sekil 7. oy ¢gekme gerilmesine maruz kare bosluklu plak ve kullanilan sinir eleman ag1

Analizde (31) ifadesinde verilen boyutsuz degisken ve parametreler kullanilmistir.
- .= A - - -
T T 10 W= . M (O B B G1)
d d u u H d
Burada d=5a olmak iizere kare plak kenarmnin yari uzunlugunu gostermektedir. Malzeme
ozellikleri olarak Poisson oran1 v=0.25 ve boyutsuz gerilme degeri cp=1 olarak se¢ilmistir.
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Sekil 8. AB yatay sinir1 boyunca yatay deplasman dagilimi
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Sekil 9. DE diisey sinir1 boyunca yatay gerilme dagilimi
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Yukarida geometrisi ve yliklemesi tanimlanan kare bosluklu plak problemi ¢oziilerek Sekil
7’de goriilen DE diisey sinir1 boyunca yatay gerilme ve AB yatay sinir1 boyunca yatay
deplasman degerleri elde edilmistir. Elde edilen yatay deplasman ve yatay gerilme degerleri
Mengi ve ark. [9] tarafindan gelistirilen sabit eleman formiilasyonu kullanilarak elde edilen
degerler ile Sekil 8 ve Sekil 9°da karsilastirilarak sonuglarin uyumlu olduklart gériilmektedir.

4. SONUCLAR

Bu calismada, iki boyutlu elastostatik problemlerin ¢oziimil ig¢in egri eksenli siireksiz
kuadratik sinir eleman yontemi kullanilarak formiilasyon yapilmistir. Formiilasyonda, integral
islemlerinde kullanilan sabit nokta ve integrasyon noktasinin ayni sinir elemani iizerinde
bulunmasindan kaynaklanan tekillik durumlart incelenerek In(1/r) tekilligi logaritmik ve
standart Gauss sayisal integrasyon yontemi kullanilarak dnlenmis ve 1/r tekilligi ise standart
Gauss sayisal integrasyon yontemi kullanilarak giderilmistir.

Yapilan formiilasyona dayali, iki boyutlu statik analiz i¢in, Fortran77 programlama dili
kullanilarak diigiim noktalarinin farkli konumlarda bulunmasi halinde ¢6ziim yapabilen genel
amagcli bilgisayar programi hazirlanmistir.

Sayisal uygulamalar kisminda, statik haldeki dairesel bosluklu plak ve kare bosluklu plak
ornekleri ele alinarak, yatay smir boyunca yatay deplasman ve diisey sinir boyunca yatay
gerilme dagilimlar1 incelenmistir. Elde edilen sonuglar, literatiirde verilen sonuglarla
karsilagtirilarak bu calismada yapilan formiilasyonun ve hazirlanan programin giivenle
kullanilabilecegi sonucuna varilmistir.
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