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DAIRE EKSENLi CUBUKLARIN DINAMIK ANALIZi

Mehmet Coban  Bahar Ayhan  Fethi Kadioglu
ITU Insaat Fakiiltesi, 34469 Maslak-Istanbul

OZET

Bu ¢alismada, Gateaux tiirevi kullanilarak daire eksenli ¢ubuklarin diizlem dis1 serbest
titresimleri i¢in fonksiyonel elde edilmistir. Dinamik analizde problem, standart 6zdeger
problemine indirgenerek sikistirilmig kiitle matrisi formiilasyonunu esas alan karisik sonlu
eleman yontemi ile incelenmistir. iki noda sahip dairesel cubuk eleman kullanilmistir. Dairesel
cubukta her eleman, bir egilme ve bir burulma momenti, bir kesme kuvveti, iki donme ve bir
yerdegistirme olmak iizere (2x6) serbest derecesine sahiptir.

ABSTRACT

In this study, using Gateaux differantial a functional is obtained for out-of-plane free vibrations
of beam elements with rectangular cross sections. In dynamic analysis, the problem reduces to
the solution of a standart eigenvalue problem and the mixed finite element is based upon a
consistent mass matrix formulation. The circular beam element which have two nodes have been
used. For circular beam, the element have one bending and one twisting moments, one shear
force, two rotations and one displacement (2x6 DOF).

1.GIRiS:

Miihendislik ¢alismalarinin iginde titresim problemleri 6nemli bir yere sahiptir. Giiniimiize
kadar insaat, makine, otomotiv gibi endiistri kollarinda bir¢ok arastirmaci ¢ubuklarin titresim
problemleri konusunda ¢aligmaktadir. Cubuklar geometrisine bagli dogru ve egri eksenli olarak
ayri ayri ele almabilirler. Ozellikle kopriilerde ve modern mimari yapilarda cubuklarin
kullaniminin artmasi nedeniyle egrisel ¢ubuk elemanlarinin titresim problemleri 6énemli bir
arastirma konusu haline gelmistir. Bu alanda yapilan calismalara bakildiginda analitik
yontemlerin yaninda son zamanlarda bilgisayarlarin gelismesiyle sayisal yontemlerle yapilan
arastirmalarin sayisinin artmakta oldugu goriilmektedir.
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Literatiirde yapilan dairesel gubuklarla ilgili ilk ¢alismalarda kayma deformasyonunu ve donme
ataletini dikkate almayan klasik kiris teorisinden yararlanilmistir. Love [1] ve Morley [2] kesik
bir daire halkasinin titresimlerini inceleyerek c¢alismalarinda kayma deformasyonu, eksenel
uzamay1 ve donme eylemsizligini ihmal etmislerdir. Literatiirde, kesit eksenlerinin uzadig1 ve
uzamadig1 varsayimlarini yaparak iki farkli sekildede analiz yapan ¢alismalar da mevcuttur [3-
6]. Egri eksenli ¢ubuklarin kayma deformasyonlarini ve donme ataletlerini dikkate alarak
dinamik denge denklemlerini kullanarak diizlem dis1 titresim i¢in dinamik rijitlik matrisini iceren
calismalarda bulunmaktadir [7-10]. Eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme
eylemsizligini goz Oniine alarak Charpie ve Burroughs [11] klasik Galerkin yontemi ile
cubuklarin serbest titresimlerini gesitli geometri ve sinir sartlarinda incelemislerdir. Davis [12]
kinetik enerji denklemleri ve kuvvet-yerdegistirme ifadeleri yardimiyla eleman rijitlik ve kiitle
matrislerini vererek egri eksenli Timoshenko kiriginin diizlem dis1 titresimlerini incelemistir. Son
zamanlarda c¢esitli yontemleri ele alarak daire eksenli cubuklarin dinamik analizi ile ilgili birgok
¢alisma literatiirde mevcuttur [13-25].

Bu calismada, diizlemine dik ytiklerle yiiklii dairesel ¢ubuklara ait alan denklemleri ele alinarak
diizlem dis1 serbest titresimler incelenmistir. Burada degisik sinir kosullar1 altinda daire eksenli
cubuklarin diizlemine dik dogrultudaki dogal frekanslar1 elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin
literatiirde mevcut olan ¢aligmalarla uyumlu oldugu gozlenmistir. Yapilan bu calismada Gateaux
diferansiyel yontemi ile dairesel ¢ubuklarin dinamik analizinde kullanilacak olan fonksiyonel
elde edilerek, sistem kiitle matrisini de iceren yer degistirmeleri ve i¢ kuvvetleri bilinmeyen
olarak ele alan karisik sonlu eleman formiilasyonu gelistirilmistir. Gelistirilen sonlu eleman
yontemi ile her diiglim noktasinda alt1 bilinmeyenin bulundugu iki diigiim noktali R yarigaplh
dairesel ¢ubuk eleman iizerinde eleman matrisleri elde edilmistir. Bunlar fortran dilinde bir
bilgisayar program dili kullanilarak yazilmistir. Bu program yardimiyla her tiirlii dis yiik ve sinir
kosullar1 i¢in sonu¢ elde etmek miimkiindiir. Programda kullanilan eleman i¢in kayma
kilitlenmesi problemi goriilmemektedir. Bu nedenle dairesel ¢ubugun kalinligi yeteri kadar
azaltilarak sonuglar istenilen dogruluklarla elde edilebilmektedir.

2.ALAN DENKLEMLERIi ve FONKSiYONEL:

Cubuklara ait genis bilgi [26]’de bulunmaktadir. Diizlemine dik yiiklii dairesel cubuklara ait alan
denklemleri;
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seklindedir. Kullanilan alan denklemlerinde 7ve M kesit tesirlerini, iive (2 sirasiyla kesitin
geometrik merkezinin 6telenmesi ve donmesini ifade eden vektorler, 7 birim teget vektoriinii ve ds
ise uzunluk elemanidir. Agik olarak, bir kesme kuvveti (73), bir egilme momenti (M,), bir burulma
momenti (M;), iki donme (€2, €2) ve bir yerdegistirme () olmak {izere toplam alti degisken
bulunmaktadir. Cubuga ait sinir kosullar1 asagidaki gibi alinmistir.
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Sinir kosullari ile birlikte alan denklemleri operator formda,

Ly-f=0

O-Ly_t (2.3)

seklinde yazilabilir. Q operatoriine ait agik ifade Kadioglu [27] tarafindan verilmistir. Q

operatoriiniin potansiyelligi, <dQ(y,i),y*> iki vektoriin i¢ ¢carpimi olmak iizere

(dQ(.9).¥") = (dQ(y.¥").¥) @4

esitliginin saglatilmasi ile gosterilebilir. Burada dQ(y,y), Q operatoriiniin Gateaux tiirevidir.
Alan denklemlerinin fonksiyonel karsilig1 Oden ve Reddy [28] tarafindan verildigi gibi,

1
I(y) = (I) (dQ(sy,y),y)ds (2.5)

seklinde elde edilir. Burada s skaler bir biiyiikliiktiir. Cesitli matematik islemler sonucu
diizlemine dik yiiklii dairesel ¢gubuklar i¢in gecerli olan fonksiyonelin acik hali,
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biciminde elde edilir. Burada koseli parentezler bolgedeki i¢ ¢arpimi; o ve ¢ alt indisleri de
koseli parentezler i¢indeki terimlerin sirastyla dinamik ve geometrik sinir kosullarinin belirledigi
sinirlarda gecerli oldugunu ifade etmektedir.

3.SONLU ELEMAN FORMULASYONU ve DINAMIK ANALIZ:
Dairesel ¢ubuklar i¢in, L.= 0;-0; olmak iizere dogrusal sekil fonksiyonlar1

R(©,-0 -0.
qu:¥ \114=M
L ! L

e [§

(3.1)

biciminde alimmistir. Kullanilan dairesel cubuk eleman Sekil-1’de goriilmektedir.

Sekil-1 Daire eksenli gubuk i¢in kullanilan dairesel gubuk elemani

Elemanin her nodundaki bilinmeyen biiyiikliiklerin sekil fonksiyonlari cinsinden ifadeleri,
denklem (2.6)’da verilen fonksiyonelde yerine yerlestirildikten sonra nodal degiskenlere gore
ekstremum olmasi sart1 ile eleman denklemleri elde edilmistir. Gelistirilen sonlu eleman
formiilasyonunda her diglim noktasinda 7, M,, M, €, €2, u, olmak iizere alt1 bilinmeyen
bulunmaktadir. Elde edilen eleman matrisi agagidaki gibi bulunur.
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Yapr sistemlerinde serbest titresim analizi, standart 6zdeger problemine, yani
[K]-o*[M]=0 (3.3)

¢Ozlimiine indirgenir. Burada [K] sistem matrisi, [M] sistem kiitle matrisi ve ® dogal agisal
frekanslardir. Denklem (3.3)’nin agik hali,

K]  [Ki] 00 [F] _ [o 34)
Ki]"  [Kx Lo M) Lo |

seklindedir. Burada [F]z[T M Q]T kesme kuvveti, momentleri, donmeleri ve [w] diisey

yerdegistirmelerini  gostermektedir. Yerdegistirmeler cinsinden denklem (3.4) tekrar
diizenlenirse,

(K - o? [M]fw} =[0] (3.5)

haline gelir. Burada [K*]z[Kn]—[K12 ]T [Kn]_l[Ku] seklinde problemin indirgenmis sistem
matrisidir.
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4. UYGULAMALAR

Daire eksenli ¢ubuklarin diizlem dis1 serbest titresimlerine ait yapilmis ¢ok sayida arastirma
literatiirde mevcuttur. Bu c¢alismada da, degisik sinir kosullarina sahip dairesel ¢ubuklara ait
dogal frekanslar incelenmis, elde edilen sonuglarin literatiirdeki mevcut ¢alismalarla uyumlu

oldugu gozlenmistir.

4.1 Bir ucu ankastre-diger ucu bog olan dairesel ¢cubuk

Dikdortgen kesitli (6.2x18.9 mmxmm) yarim ¢ember seklindeki bir ¢gubuk ele alinmistir. Kesit ve
malzeme ozellikleri A=1.1718x10™ m®, 1,=3.4882x10” m*,, [=1.22x10” m*,, 1,=3.75367x10”
m4., yarigap R=0.305 m., a=180°, Elastisite modiilii £=68.13 GPa, Poisson orant v=0.33 ve
»=2882 kg/m® almmustir. Bu probleme ait sonuglar Tablo 1°de sunulmustur. Tablo 1°de verilen

literatiirdeki deneysel [13] ve teorik [14-15] sonuglarla uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo-1 Ankastre-bos uclu yarim ¢embere ait diizlem dis1 dogal frekans (rad/s)

Present Tabarrok Yidirim Yildirm
etal [13] [14] [15]
1.mod 56.832 56.00 54.77 54.80

4.2 [ki ucu ankastre mesnetli dairesel cubuk

Kesit ve malzeme o6zellikleri 5=h=1 m., Elastisite modilii £=181 GPa, Poisson oranm1 v=0.3,
p=1600 kg/m3, i=\I1,/4 ve 1 :f% olmak iizere A=100 alinmustir. Cesitli acilara sahip iki ucu

ankastre daire eksenli ¢ubuga ait @ =wR’ pA/(EI, ) boyutsuz frekans parametresi

incelenmistir,

Sonuglar

Tablo 2’de verilerek

literatiirde bulunan mevcut
karsilastirilmgtir. Tablo 2’de goriildiigli gibi sonuglar uyumludur.

Tablo-2 Iki ucu ankastre mesnetli dairesel ¢ubuk i¢in boyutsuz frekans parametereleri

() | Modes | Present | Icfl?ﬁm et aIlr.iFn] eIt{c(;lW E(l)g] etT ;fel[{f ;]

20 | 1 44263 44516 4451 44512 | 445145
2 12.8677 / 12.83 12.826 | 12.82629
3 26.0400 / 25.99 26988 | 25.98937
4 43.6688 / 4357 43.570 | 43.57053

180 | 1 1.7948 1.8045 1.804 1.8042 | 1.80434
2 5.1880 / 5.198 51975 | 5.197995
3 10.9269 / 10.92 10917 | 10.91819
4 18.7450 / 18.72 18725 | 18.72548
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4.3 Degisik sinir kosullarina sahip dairesel ¢cubuk

Daire en kesitli (en kesit yaricap1 7=0.5 m) olan yarim ¢ember ele alinmigtir. Cemberin yarigapi
R=10 m. ve malzeme Ozellikleri Elastisite modiilii £=210 GPa, Poisson orani 1=0.3, p=7850
kg/m3 almmugtir. Ele aliman problem degisik sinir kosullar1 altinda ¢oziilerek sonuglar Tablo
3’de verilmistir. Tablo 3’de goriildiigii gibi degisik sinir kosullart altinda ayni probleme ait
sonuglar karsilastirildiginda en diisiik frekans ankastre-bos uglu olarak mesnetlenmis dairesel
cubukta ortaya cikmaktadir. En biiylik frekans iki ucu ankastre mesnetli dairesel ¢ubukta
goriilmektedir. Dogal frekans degerleri sinir kosullarina bagli olarak degismektedir.

Tablo-3 Degisik sinir kosullarina ait dogal frekanslar (Hz)

Frekanslar (Hz) | Ankastre-Ankastre | Ankastre-Sabit mesnet | Ankastre-Bos ug
] 3.7564 1.7898 0.7822
2 10.7535 7.3691 2.7270
®3 22.3975 18.0956 6.6292

5. SONUCLAR

Bu c¢alismada diizlemine dik yiiklerle yiiklii daire eksenli cubuklar i¢in gegerli olan alan
denklemleri ele alinarak degisik smir kosullar1 altinda diizlem dis1 serbest titresimler
incelenmistir. Dairesel ¢ubuklarin titresimleri ile ilgili bir¢ok calisma literatiirde mevcuttur.
Burada degisik sinir kosullar1 altinda dairesel gubuk sistemler ele alinarak sisteme ait diizlemine
dik dogrultudaki dogal frekanslar elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin literatiirde mevcut olan
calismalarla uyumlu oldugu gézlenmistir. Yapilan bu ¢alismada Gateaux diferansiyel yontemi ile
dairesel c¢ubuklarin dinamik analizinde kullanilacak olan fonksiyonel elde edilerek, yer
degistirmeleri ve i¢ kuvvetleri bilinmeyen olarak ele alan ve sistem kiitle matrisini de igeren
karigik sonlu eleman formiilasyonu gelistirilmistir. Gelistirilen sonlu eleman yontemi ile diigiim
noktalarinda alti bilinmeyenin bulundugu iki diigiim noktali dairesel ¢ubuk eleman iizerinde
eleman matrisleri kapali formda elde edilmistir. Fortran dilinde yazilan bilgisayar programinda,
her tiirlii sinir kosullart i¢in sonug elde etmek miimkiindiir. Ayrica bu ¢aligmada sunulan eleman
icin kayma kilitlenmesi problemi olmadigindan, dairesel cubugun kalinligi yeteri kadar
azaltildiginda da sonuglar istenilen dogruluklarla elde edilebilmektedir.
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