- 84 -9

' *
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Bevezetds

"A thrombocyta-képzés szabalyozasidnak mechanizmusardl ma még sok-
kal kevesebb ismeretanyag all rendelkezésre, mint egyéb vérképzési
folyamatokrol /pl. erythrogoesis/. Ez tilikr$zddik abban is, hogy csak
az utbébbi években jelentek meg a szakirodalomban a folyamat matemati-
kai modellezésével foglalkozdé publikacidk. Wichmann és mtsai [7] 1979-
ben, ill., Mapuyxk [5] 1980-ban egy-egy négy kompartmentet /elkdtelezett
Ossejtek, megakaryocytdk, thrombocytdk és thrombopoetin/ tartalmazd
modellt adtak meg, és modelljeiket [egymastdl kiilénbozd/ késleltetett

- argumentumu differencidlegyenletrendszerekkel irtdk le. KésSbb Wichmann
és Gerhardts [8] a thrombocyta-pusztulds részfolyamatat egy kétdimen-
zids Von Foerster-féle parcidlis differencidlegyenletrendszerrel mo-
dellezték, kiildn kompartmentnek tekintve a lépben ill. a vérben levd
thrombocytakat

Az alabbiakban ismertetendd modelliinket az emlitett munkakra ta-
maszkodva fejlesztettiik ki [2], az ott kdzdlt modellek &ltalunk alkal-
masnak itélt elemeinek adaptalasaval, ill, a kdvetkezd lényeges mddo-

- sitasokkal: - ‘

- a proliferaciés és a maturacids folyamatotis a-sejtpopulédcidk kineti-
k&janak modellezésében j61 bevdlt Von Foerster-egyenlettel irjuk le,
amely lehetOvé teszi az osztddasi és az érési idd pontosabb beépité~
sét a modellbe;

- modelliink figyelembe veszi az elhalt thrombocytdkbdl keletkezo un,
kalonok kisérletileg igazolt maturdcidét fékezd hatésat is.

A modell leirdsa utan réviden ismertetjiik a modellegyenletek tu-
lajdonsagait, majd kitériink az egyenletek numerikus megoldasahoz hasz-
nalt médszerekre és bemutatunk a modell szamitbgépes szimulacidja so-
ran kapott két tipikus eredményt. Véglil fiiggelékben ismertetjiik az
alkalmazott Von Foerster-féle populdcidkinetikai egyenletet és a ko-
zelitésére felhaszndlt approximécibés technikat.

4

A thrombocyta-képzés folyamata rdviden a k&évetkezOképp vazolhatd:
a csontveldben levd pluripotens Ossejtek egy részébdl . thrombocyta=i-
ranyban elkdtelezett Sssejtek keletkeznek, ezek néhany osztddast ko-
vetBen maturdlé Sridssejtekké, megakaryocytékka alakulnak, majd az é-
rés befejezGdésével thrombocytdkka esnek szét és a vérbe keriilnek. A
vérben levdkdn kiviil a thrombocytdk jelentds hanyada a lépben rakta-
roz6dik, és a két thrombocyta-kompartment k&$zdtt folyamatos kétiranyu
diffuzié van. Az elkdtelezett Ossejtek osztddasat és a megakaryocytdk
érését a thrombopoetin hormon stimul&lja; ezenkiviil kimutatték.az el-
pusztult thrombocytakbol ‘keletkezd kalonok maturacidét gatld hatasat is.

Jelen munka az Egészségligyl Minisztérium 12/4-21/H99.témogatési szda-
mu tdrcaszinti kutatdsi témdjdban késziilt.
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A folyamatra kidolgozott, hat kompartmentet tartalmazdé matemati-
kai modelliink sémaja az 1. abran lathatdé, mig a modellben szerepld
mennyiségek jelentését az 1. tablazat foglalja &ssze [/lasd a filigge-
léket a Von Foerster-egyenlettel kapcsolatos jeldlések és fogalmak
jobb megértéséhez/.

!
1.Abra. A modell séma‘xia

(A nyilak Jelentese weep 111, === — stimuldlo ill. gdtlo

hatasu szabalyozas, =>111 —> — transzport, ahol a

feltiintetett mennylseg rendre abszolut 111 (klaramlas
esetdn) relativ dramldsi sebességet jeldl.)

Teljes Ko-; sul»;inti ?la:. Sziletesi 1::‘1:3: .| Diffhziobsl
maret | Slostias €t- | (input) sebesség|™ 3¢ |ereds navekedés
slirdsdgfv.-¢ |tartam tényezd
KOMPARTMENT | cen | Ttenss [ea] Cn04) | puerd | Sebewioe
Elkstelezett dssejtek | C(t) | clat) | Te [c(0p)=a(C®) | Yo (T®) —
Megakaryocytdk | M(Y) | mlat) | Ty |m(O,t)=clrgy, t) | Yy (T6)KE) —

Keringd thrombocytdk | Py(t) | py(at) | Tp |p(ot)embyt) | -2 A RMA @)
Lépbeli thrombocytdk| Py(t) | po(at) | Tp | £a(0,t)=0 ~A AP (62 P,
Kalonok KO | (=) |oo [Slpbtinel]l -py -
Thrombopoetin TR | (— ) |oo (P,(1) | -Mr —

1.Tdbldzat. A modell jeldlései

A modell megalkotdsdhoz felhasznalt fObb feltevések - az egyes
kompartmentek sorrendjében - az alébbiak:

Elkstelezett Ossejtek [C|/

-- A kor szerinti megoszlas iddbeli véaltozéasat a

2_c(a,t)+i—c(a,t)

Ja = Yc

Von Foerster-egyenlettel irjuk le.

+2rc (T(t)) cla,t), a€lo,1,], t20 (1)
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-- A thrombopoetin stimuldldé hatéasat a Yo ndvekedési tényezdn keresz-

tlil vessziik figyelembe, melyrdl feltesszilik, hogy nemnegativ monoton
névs fliggvénye T(t)-nek. :

"== Feltessziik, hogy az elk&telezett Ossejtek sziiletési [keletkezési/
sebességére az elkOtelezett Ossejtek Osszmennyisége részé&rdl negativ
visszacsatolas érvényesiil, azaz c(0,t)=a(C(t)), ahol a nemnegativ mo-
noton cs&kkend filiggvény [sejttultermelés gatlasa/.

-~ A To iddvel eldbb elkdtelezetté valt Sssejtek leszarmazottai at-
lépnek a megakaryocyta-kompartmentbe.

Megakaryocytdk [M/

-- Az alkalmazott Von Foerster-egyenlet:

] . .
Fam(a,t)+ ggm(ast) = v (T(t),K(t))m(a,t), ac(O,t,l, tz0.  (2)
-- A thrombopoetin stimulalé és a kalonok g&tld hatasat a megakaryocy-
tadk /cytoplazma&janak/ névekedésére a M novekedési tényezdben vessziik
figyelembe, melyrSl feltessziik, hogy T(t)-nek ndvd, K(t)-nek csokkeno
nemnegativ fliggvénye.

-- A 1, €letkoru megakaryocytdk thrombocyté&kka szétesve a vérbe ke~

M
riilnek. A megakaryocytdk mennyiségének mérésére nem a darabszamot va-
lasztjuk egységnek, hanem a thrombocyta-tartalmat.

Thromboeytdk a vérben |P,| &s_a lépben /P,
-- E két thrombocyta-kompartment kinetik&jat a

L pl(art) '+3__ pl(art) _ "7\_>\21 }\12 pl(art) (3)
2lp,ta,t)| 2% pylait)] [ny;  =A-ap,][p,Cart)
kétdimenziés Von Foerster—-egyenlettel irjuk 1e'/ée[0,fp],4th/, ahol

a iy, és Aoy /relativ/ transzportegylitthatéju tagok reprezentaljéak
a két kompartment k&zti diffuzidt.
-- A p

Wichmann és Gerhardts [8] nyomé&n feltételeziink egy kortél fliggetlen,
allandd A /relativ/ intenzitasu thrombocyta-veszteséget is, melyet
szintén (3) jobboldalédban vettiink figyelembe.

életkor elérésekor bekdvetkezd "fizioldgids halil" mellett

Kalon- kompartment /K[

-— A kalonok az elpusztuld thrombocyté&kbdl szarmaznak., Ha a kalono-
kat ugy mérjik, hogy egységnyi thrombocytdbél egységnyi kalon kelet-
kezik, akkor a kalonok keletkeze51 sebessége egyenld a thrombocytak
pusztulasi sgességével,

-- Feltesszlik, hogy a kalonok lebomlé&sa :linedris kinetikat kovet,
g eliminaciés &llanddval.

E feltevéslink mellett a kalon-kompartmentet a
K(t)= [AP, (£)+AP. (t)+pl(r ,t)+p2(“t 1£) I-ngK(t), t20 " (4)
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differencidlegyenlettel irjuk le.

Thrombopoetzn /T[

-~ A thrombopoetin képzésére a keringd thrombocytak gatld hatast fej-
tenek ki, ugyhogy a keletkezési sebegség,. 9, monoton csdkkend médon
figg Pl(t)—t6l.

-- A thrombopoetin-eliminacid sebessége u,T(t).
Ezek alapjdn a thrombopoetinre vonatkozd egyenletiink:

T(t) = ‘I’(Pl(t))—uTT(t), t=20. : (5)

Megjegyezziik, hogy a (4)-(5) egyenletek felfoghatbék olyan integ-
ralt Von Foerster-egyenletként, ahol a maximdlis életkor t=«, s igy
ez nem okoz idS-késleltetést az egyenletekben. Mas a helyzet az (1)-
(3) Von Foerster—egyenleteknél, melyek integrdlt alakja a fiiggelék
alapjan

C(t) = alC(t))- clrg,t)+yo(T(E))C(t) (6)
M(t) = clt rt)-mly, t)+y, (T(t) ,K(t) IM(t) &
p(t) = p(O,t)- R(t,,t)+ AR(t) (8)

ahol B(t)= [Pl(t) IB (t)] ’ E(alt) [pl(alt)lpz(art)]Tl ae[orTP] és A

a (3) egyenlet jobboldalan szerepld 2x2-es matrix. Ha a (4) &s a (6)-
(8) egyenletekben szerepld c(TC,t), m(ert) és'E(Tp,t) output sebes-

ségeket a filiggelék (F2) képlete alapjdn kifejezziik a sziiletési sebes-
ségekkel és a t=0-hoz tartozdé kezdeti slirliségfiiggvényekkel, akkor

- mint az k&nnyen ellen®rizhetd - a (4)-(8) modell-egyenletrendszer
egy késleltetett argumentumu integro-differencidlegyenletrendszert
fog képezni [3].

A modell-egyenletek tulajdonsdgaZ

A modell gyakorlati alkalmazhatdésa&ganak sziikséges feltétele,
hogy az egyenletek megoldasai rendelkezzenek bizonyos alapvetd mate-
matikai /egzisztencia~unicités/, az allapotvaltozdk fizikai jelenté-
séh6l adddd /nemnegativitas/, ill. a bioldégiai ismereteknek megfele-
15 /egyensulyi helyzethez vald konvergencia/ tulajdonséagokkal. Ezi-
ranyu vizsgalataink eredményeit [ 3]-ban k&zdltiik, itt csak rdviden
Usszefoglaljuk Oket, melldzve a matematikai precizitast:

-- Az a, és ¢ szabalyozd fliggvényekre tett szokidsos Lipschitz-

Yhr Y
c'" 'M
feltetelek mellett a modell-egyenleteknek ba&rmely nemnegativ kezdeti
adllapothoz pontosan egy megolddsa tart021k, amely nemnegativ €s kor-

ldtos a [0,») intervallumon.

-- Ha a szabalyozd fliggvényekre teljesul a folytonossag és a szigo-
ru monotonitds feltétele, akkor a modell-egyenletekhez pontosan egy
egyensulyi dllapot [azonos konstans megoldas/ tartozik.

-—- Ha a szabalyozd filiggvények az
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a(x) = Agexp(-Bgx)+Cg, . #(x) = Apexp (-Bpx)

L, 9
Yo (%) = A+Bx, - 1y (Xs¥) = By +B x+Cyexp (-Dyy) @)

‘formuldkkal adottak, akkor a modell paramétereire tett alkalmas nagy-

sdgrendi feltételek mellett az egyensulyi dllapot aszimptotikusan
exponencidlisan stabilis.

Szdmitdgépes szimuldeid

A modell-egyenletek numerikus megoldasanal a (4)~(8) retardalt
integro-differencidlegyenletrendszer helyett a parcialis differencial-
egyenleteket tartalmazd (1)-(5) rendszerbdl indultunk ki. Az (1)-(3)
Von Foerster-egyenleteket a fiiggelékben leirt médon, k&zdnséges dif-
ferencialegyenletrendszerekkel approximaltuk. Az igy kapott egyesitett
k6zdnséges differencidlegyenletrendszer numerikus integrdlasara a
Runge-Kutta-Fehlberg mddszert alkalmaztuk.

A szimuldcibhoz a szabalyozd filiggvényeket a (9) képletek szerint
vidlasztottuk., A modell-paraméterek értékeinek megvélasztasanal az a
probléma meriil fel, hogy egy normalis thrombocytopoesis-kinetika szi-
muliacibéjdhoz a paraméterek ‘normdlértékeinek’ ismeretére lenne sziik-
ség. Az orvosi irodalom adataira tamaszkodva, a paramétereket ugy va-
lasztottuk meg, hogy j6 kdzelitéssel teljesliljenek a

TC=150, =70/ 1P=240 [6ra]

YC(T*))=24 Jelkdtelezett Gssejtek atlagosan 4
r % osztddason mennek keresztiil/

(T ,K ))=4000 /[egy megakaryocyta &tlag 4000

. * thrombocytat produkal/

P,/P,=1/3 /= a lépben és a vérben levd thrombocyték
271 = 24 2

aranya normalallapotban/

exp(tC

exp(TMYM

reldcidk, ahol a * fellilindex az egyensulyi értékre utal. A fenti fel-
tételek teljesitése utidn megmaradt szabadsigi fokok tekintetében a
paraméterek valasztisa Snkényes volt,

A 2, dbra az egyensulyi éllapotébél a t=0 idOpillanatban kétfé-
leképpen kimozditott rendszer kinetik&jéanak szimuléacidjaval kapott
eredményeket mutatija /Pz(t) kivételével/.

Az (A) esetben pillanatszeri thrombocyta-input &ltal okozott ideigle-
nes thrombocytosist, a (B) esetben pedig hirtelen thrombocyta-vesz-
teségbll eredd [ideiglenes/ thrombocytopenidt szimulaltunk. Az &lla-
potvaltozdkat a megfeleld egyensulyi értékekkel norméltuk.

FUGGELEK: A Von Foerster—egyenlet s approximdeidja

Legyen egy populdcidban a t iddpontban a és a+ha kdzti életkoru
egyedek szama n(a,t)M+o(sa) és legyen 1>0 az egyedek maximalis lehet-
séges életkora., Ez esetben n(O,t) a sziletdst sebesséyg, azaz a O élet-
koru egyedek keletkezési sebessége, n(t,t) a maximdlis életkoru egye-

dek populédciébdl vald kilépési sebessége és N(t)= I;n(a,t)da a teljes

populacidé mérete, azaz n(a,t) /mint ’'a’ fliggvénye/ a populdcid t ido-
pontbeli kor szerinti megoszlasanak siirisdgfiggvénye.
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0
5 \J 110 -7 210 v 36 =Y 4\ 0 t [nap]

2.},\bra. Thrombocytopoesis-kinetika szimulalt gb'rbe'i

(A): thrombocytosis, (B)' thrombocytopenia

S g O o -y wt apap uy  SOsOFssSE D g

Gorvk jelentése: Gayjox Wiy we F{0/Py K@/KF T(/T%

Tegyuk fel, hogy a t iddpontban a és a+Aa kdzti életkoru egye—
dek szama At 1do elteltével az

[n('a,t)Aa+O(Aa)][1+7(t)At+C(At)]

értékre valtozik, Ekkor a populacid kor szerinti megoszlasanak idd-
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beli valtozdsdt a Von Foerster (6] altal megadott
2nta,t)+dn(a,t) = v(O)nlat), a€lo,7], €20 (F1)

parc1alls dlfferen01alegyenlet irja le. K&nnyen ellen®rizhetd, hogy
(F1) megoldisa a k&vetkezd formula szerint fejezheto ki a peretifelté-
telekkel:

exp(fty(s)ds)n(a—t,o), Ost<a
n(a,t) = : | (F2)
exp(I (s)ds)n(o t-a), tza

ahol n(a,0) (aE[O 7)) a kezdetl slirliségfliiggvény. Szintén egyszeruen
szarmaztathaté (Fl)-bdl az!alabbl integrdlt Von Foerster egyenlet*

N(t) = n(O,t)-n(r.t)+Y(t)N( ) tz0, (F3)

Y(t)20 esetben nbdvekedési, y(t)=-A(t)sO esetben pedig pusztulasi fo-
lyamatr6l beszéliink; (F3) mindkét esetben egy-egy kompartment-modell
egyenletének tekinthetd, amelyek sémidja az Fl. &bran lathatéd.

;
NUVEKEDéSI FOLYAMAT PUSZTULASI FOLYAMAT

1
F1.Abra
(A nyilak "jélentése ugyanaz, mint az 1.4brandl)
Tekintsiik most a [0,7] intervallum h=1/v lépéskdzzel vald ekvi-
disztans beosztisat és Jjeldlje Ni(t) az i-edik kor-intervallumba esd
egyedek szamit. Ekkor teljesiilnek az (F3)-mal analég

N, (£) = n((i=1)h,t)-n(ih,t)+y(£)N;(t), €20

egyenletek, melyekbdl az Ni(t)=Ii;Ehn(a,t)dazn(ih,t)h, i=l,..4,V,
approximécié alkalmazasaval a kdvetkezd kdzelitd kdzdnséges differen-
ciélegyenletrendszert nyerjik: -

Ni(t)#%N} (t)- N (t)+ ()N, (E), i=l,...,V, (F4)

ahol No(t)=hn(0,t). Az (F4) 1ntegralasaval nyert N, (t) kdzelitd megol-
dasokbdl N(t) kdzelitését a zy lN (t) Bsszegzéssel kapjuk Megjegyez~-

ziik, hogy a fenti k&zelités lenyegeben ekvivalens az egyenesek mddsze-—
rének [1] az (Fl) parcidlis differencidlegyenletre valdé alkalmazasa-
val, amelyre a konvergencia (h+0) blZOhYltOtt Azonban az (F4) kd&zeli-
tS5 egyenleteknek egy kompartment-modell is megfeleltetheto, melynek
sémajat az F2. abran lathatjuk,
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