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Szegedi Orvostudomanyi Egyetem Szémitéstechnikai Kézpont

Linearizéld transzformdcié segitségével kapott

paraméterbecslések jésdgénak vizsgdlata szimuldcidval

Eller Jézsef, GySri Istvén

Bevezetés, Vizsgdlt médszerek leirdsa,
Az orvosi és biolégiai kutatédokban gyakran el5for-

dulé feladat egy biolégisi rendszer mikkédését leirs

-x- = (xl’.v.‘.,xk) 2-( = (ocl"..’“p)

egyehiet'cx -paramétereinek bédslése,.az X fiiggetlen

véltozd kilbnbszé x; értékei mellett megfigyelt
¥y = £(x4, ) + €&, i=1,...,0 (2)

mérések aslapjdn, ahol feltessziik, hogy 2 mintavételnél
elktvetett €, additiv mérési hibdk fuggétlépek é8 azo~
nos, N(O, 62) eloszlésiak, Ekkor ismeretes [5], nogy

8z péramétervektor maximum-likelihood becslése a leg-

kisebb;négyzetek médszerével nyerhets, az

S on |
S = Z /nyJi - f(zif °_<)/2 (3)
i=1
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hibenégyzetasszeg'§3 szerinti mihimalizéléséval, ée-az
igy -hyert é\g ‘becslés rendelkezik & maximum-likelihood
vbecslésék 6sazeé.kedve26 tulajdoﬁségév31'/konzisztens,

| aszimptotikusan hormélia, ill, hatdsos/, Ha az f reg-
resszids fuggvény!linééris X-ban, akkor - csupdn & hibék
kofrelélatlanségénak, zérus vérhaté értékének és azonos
szdréssnak feltévése mellett - a linedris regresszid
Gauss-Markov-féle elmélete szerint <§ torzitatlan, és ez
s9szes linedris becslés kozstt minimilis szérdanégyzetil
becslés [5]. Ha f nem linedris -ban, akkor az S
négyzetbsszeg minimaliZélésa csak'yalamilyen iterdcids
vmédéierrel Qégezheté el, melyhez mégfelelé kezdetidrték
megaddsa szitkséges. Négyzetisszegek minimalizélésdra igen
alkaimasak @ Gauss-Newton-médszer klilonboz§ variénsai

/1ésc [2]/.

Az éltalunk vizsgilt esetben az f regressziés filgg-
vény ugyan nemlinedris az X paraméterekben, de a fiiggs
véltozé 'z(g,y), a filggetlen véltozdk u(x) és a para-
méterek P (x) transzformécidjdval az (1) egyenlet ”

z = “1ﬁ1+"'+“pﬁp linearis alakra hozhaté, tehat egy
| | Z p 'O(
2 (X, £(x,%)) = j=1uj(£)Pj(_)_ o (4)

alaki azonossdg 811 fenn, A regresszidés modell lineari-

2816 traszformdcibjét a kovetkezd egyszefﬁ példén fog-
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Jjuk szemléltetni:

y =Y 0<l + 0(211,
2
Y = 1 + O(2X; (5)
itt
z2(X,y) = yz. Plx) =X, u(x) = (1,x) .

Az eredeti nemlinedris regresszids fiiggvény illesz-
tése ~ Bz iterdcibés eljdrdsokkal kapcsolatos kezdetiérték-
111, konvergenciaproblémdk miatt - még szamitégéppel is
komoly numerikus nehézségekkel jérhat!, illetve gyakran
nem all megfeleld progfam rendeikezésre. Ezért lineari-
261h8té regressziés figgvény esetén slteldnosan elterjedt
médszer 8z eredeti (1) fliggvénynek az (zi, §i) adatok—
hoz valdé illesztése helyett a (4) lineéris fiiggvénykapcso- |

lat illesztése @ trenszformdlt (uy, %Z;) edatokhoz, shol
.':‘!i = .."-1(3-[1) es8 Zi = z(')—{i’yi)’

(6)

i=1’ccoinc

¥ pranszformiciéval linearizslhaté fiiggvények illesz-
tésdre specidlis médszer adhaté meg [3], amely nem igényel
kezdetiértéket é8 némileg kevesebb szdmolédst kivén iterd-
cids 1lépésenként a8 Gauss-Newton-médszernél, viszont konver-

genciatulajdonsdgai megegyeznek azéval,
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Tehdt a lineariz4cids médszer esetén az eredeti S hi-

banégyzetosszeg helyett a transzformdlt modell hibsinak

(F) = 0By = ooem u B)° (7)

négyzetosszegét minimalizéljuk; ezt az eljdrdst a tovéb-
biakban L-modszernek fogjuk nevezni. A (7) kifejezés mi-
~nimumaként kapott EL paramétert vieszatranszformdlva

egy = =X(B;) becslés adédik X-re.

Azonban @ linedris regresszid alkalmazdsa a transz-
formdlt modellre statisztikailag nem megalapozott, A
transzformélt modell hibéira nem teljesiil tobbé a zérusv
‘vdrhaté érték és azonos Bzdrds feltétele, a normalités
még kevésbé, mivel @ nemlinedris transzformdcidé eltorzit-
je & hibeaeloszlédst, Ez legegyszeriibben az emlitett (5)
példén mutathatd be; itt a modell |

¥. = VX, + X £
Vi B4 + 5% + ¢4 }

~2 _ 2 (8) .
yi = o<1 + o(zxi + 2Vo<l +o<2xif:.L + ei :

a transzformdcid utdni hibdk:
V“ 2
My o= 2Vog + x, & + &7, (9)
tehdt

| 2 2 |
M(”li) = M(Ei) =6 >0,
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éa
2' 2 4 ~
D (fv]i) = 4(0(1 +o<2xi)5 + 3o fligg xi-tol,
igy 41taléban torzitott becslést kepunk az L-médszerrel.

Ha az Ei mérési hibdk kicsik /8{%0/, akkor a

transzformdlt modell My hibdira

2 az(z_fi,’ii) 2

. - 2
M(n;)=0 és D" ()=~ g6 ; (10(
i : i ay
tehat a -0 ‘
- [az(zi’yi ] |
W, = | e——m—— (11)
- 1 by

gulyok alkalmazédsdval kozelitSleg kielégithetdk a line-~

éris regresszidé feltételei, Ebben az esetben az

n
soa S ~ | 2
QT 4L, Wiz = Pyug=e-e=foup) (12)

glilyozott négyzetssszeg minimumaként adddé EQ megolddst
visszatranszformdlva egy ng = <_>_<(EQ) becsléshez jutunk,
Ezt a médszert /a Michaelis-Menten-féle egyenletre/
Wilkinson [10] alkalmazta elSszor. Kubicek és mtsai [6]
az eredeti S hibanégyzetosszeg elsdrendii kozelitésével
jutottak ugyenehhez a médszerhez, és kvdzilinearizdlt

‘regresszidénak ill. Q-médszernek nevezték,

Mind @ (7) L-médszer, mind & (12) Q-mdédszer eseté-

ben vilégos az, hogy zérus Ei hibdk esetén ugyanazt a
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megoldast adjak, mint 8 nemlinedris regresszid, mégpedig
a paraméterek pontos értékeit /determinisztikus eset/.
Folytonosségi okok miastt kis © hibeszdrédsra is nagy va=-
1észiniiséggel keveset térnek el a poﬁtos peraméterektdl,
vérhatéen a Q-médszer jobb eredményt ad az L-médszernél.
Sajnos dltaliaban nem'tudjuk eldonteni, hogy elég kicsi-e
a hiba, és - ellentétben a fizikdval és kémidval - a bio-
l6gidéban a mérési hibék viszonylag nagyok szoktak lenni
(1). Ezért tertjuk fontos kérdésnek, hogy nagy hibék ese-
tén mennyivel rosszabb eredményt ad s linearizéciés méd-
szer a legkisebb négyzetes becslésnél, ill. mennyit ja-

vit a8z eldbbin a (11) silyozds alkalmazdsa,

Ezt a problémdt két egyszeriibb, de a bioldégidban
fontos szerepet jdtsz4 modell esetében kivdnjuk vizsgdlni,
Az els§ a kiilonféle novekedési és bomldsi folyamatokat le-

iré exponencidlis /egy-kompartment/ modell /1ésd (7)/:
y = aexp(x) + £, ad>0, x>0, (13)

Mivel €& normdlis eloszldsd, ¥ elvileg negativ is
lehet, ezért itt a linearizdlds csak az &> -a exp(bx)

feltétel mellett végezhetd el. A linearizdlt modell:

log § = log a + bx + M,
ahol
&
’Yl=

log(l + —————) (14)
, a exp(bx) :
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a transzformdalt hiba., A linearizdlt modell hibd jénak
M(MIE> - a exp(bx)) feltételes vdrhatd értékérSl né-
hdny alkalmas integralbecsléssel beldthatd, hogy nega-
tiv lesz minden, a gyakorlatben szdébajovs pozitiv 6
hibaszérés esetén, /Pontosabban 0< 6< a exp(bx)/V3
esetén, ami'ekvivalens azzal, hogy 1 >P(E > -a exp(bx))
><b(V§)Q:O,96, azaz, hogy legalabb 96 Y08 valdsziniiség-
gel teljesiil a transzformdcid végrehajthatésdgdnak fel-

tétele./ Erre a modellre a Q-médszer (10-12) szerint a
n N2 ~ 2
2. _ yi(log ¥; - log a - bx,) - (15)
i=1 .
kifejezés minimalizdldsdt jelenti.
A masik tekintett linearizalhaté modell & bio-

kémidban alapvetd jelentdségii Michaelis-lMenten-féle en-

zimkinetikai modell, melynek alakja:

y=—2% 4+¢, a,b,x>0. (16)
X+ Db

I modell reciprok-transzformdciéval linearizdlhatd:

—
(Jou

Iim, (17)
X
ahol " 1ismét a linearizdlt modell hib&ja,

Megjegyezziik, hogy a linearizdlds nem egyértelmi,

ugyanis ha a fenti egyenletet velamilyen g(x) fiiggvény-



- 129 -

nyel beszorozzuk, 8z nem vdltoztat a P paraméterek
linedris voltdn, Igy pl. =a Michaelié-Menten—egyenlet-

nek tobbféle 1ineérizélésa nevezetes /Lineweaver-Burk-,
Hanes-Woolf-, Ladie-Hofstee-féle [4]/, kdztilk olyanok is,
ahol a fiiggd vdltozd ez egyenlet mindkét oldaldn elsfor-
dul, Beldthaté, hogy a (17) 1linearizdlt modell M
hibdjénak még a varhaté értéke sem 1létezik; azonban et-
t61 még az L-médszerrel kapott becslések elfogadhatdak
lehetnek. Bér ismeretes /[47, [10]/, hogy a (14) szerinti
linearizdlds nem a legszerencsésebb a becslések pontossé-
-ga szempont jébdl, mégis azt vdlasztottuk, mert kivéncsi-
ak voltunk arra, hogy mennyit Jjavit rajta a Q-médszer,

Utébbl alakja most

n 2 :
~t b .
Y oyiE -3-2Liy . nin, (18)
i=1 ¥; a a x;

ami tulajdonképpen a Michaelis~Menten-egyenlet

2

) |
y=y—f— (19)

o jr~
o lo

implicit alekjdnak illesztését Jjelenti,

A Michaelis-Menten-féle egyenlettel kapcsolatban
Fajezi és Endrenyi [4] is végeztek szimuldcidés vizsgédla-
tot, de 6k a kiilsnféle linearizdldsok utdn a "meredek-
8ég becslésének" differencishdnyadosokon alapuld médsze-

rét elemezték. Mi els@sorban arra a kérdésre keresiink
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vdlaszt, hogy az itt leirt harom mddszerrel kapott paramé-—
terbecslések pontossdgi viszonysi koriilbeliil hogyan védltoz-
nak a 6 hibaszdrds fiiggvényében, ill. hogy'alkalmazhaték-e
az egyszeriibb transzformdciés médszerek a nemlinedris leg-
kisebb négyzetek médszere helyett a pontossdg kiilonosebb
feldldozdsa nélkilil.

A szimuldcid eredményeinek bemutatdsa

A szimulacidé R-10-es szdmitégépen tortént; emnek so-
rén tobb szdz szimuldlt mintat dolgoztunk fel. A normdlis
eloszldsd hibdkat az inverz eloszlésfiiggvény segitségével,
transzformécid utjdn s1litottuk els egyenletes eloszldsu
‘pszeudo~véletlenszdmokbdl. szegyenletes eloszlédsu vélet-
lenszdmokat viszont 8 VIDEOTON BPSS véletlenszdmgenerdls
szubrutinjénak [9] felhaszndlésdval, a Lehmer-féle kongru-
enciamédszer /1éed [8]/ alapjén generdltuk. A fiiggetlen
valtozs értékeit a bemutatdsra keriilé dbrék esetében min-
dig ekvidisztséns beosztdsunak vettilk /ez fl, 20] inter-~
vallumon/, mivel @& gyakorlatban az esetek legnagyobb s8zd-
zalékdban ilyen beosztéds fordul eld, Minden egyes modell
esetén /azonos paraméterek és hibsszdérds mellett/ 20-szor
ismételtiik meg @ szimuldciét és a tablazatok a 20-as is-
métlések dtlagait mutatjdk, A paraméterbecslések pontos-
ségét a |

o _ V(ag-a)2+(bg-b)°

B
V82+b2

(20)
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relativ /négyzetes/ hibdval mértiik, ahol a B index a

megfeleld

Az a8,

becaslési médszerre utal,

b paraméterek becsléseinek egyiittes ¢ relativ

hibdinak alakuldsat a (13) exponencislis modellre néhdny

paraméterpdr esetén az 1, dbrdn tiintettilk fel, Az dbri-

rél a kovetkezl osszefiiggések ldthatdk,

/i/ Negativ /1.a-b. &brék/, ill. kis pozitiv

/ii/

/l.c-d, dbrdk/ kitevébeli b paraméter esetén
a hdrom médszer kozott lényeges kiilunbség nin-
cesen; tehdt nem kovetiink el nagy hibdt, ha a
nemlinedris regresszid helyett a linearizdld

transzformdcidé technikdjat alkalmazzuk.

Pozitiv kitevébeli b paraméter esetén /l,e-T,
dbrdk/ a relativ paraméterhibdk viselkedése

a hdrom médszernél nagyon eltérd, Mig a (7)
L-médszerrel kapott becslések relativ hibdi
egy hatérozottan novekedd tendencidt kovetnek,
a 6 hibaszdérds novekedésével, addit a (12)
Q-médszerrel nyert becslések relativ hib4d ja
bizonyos stabilitdst mutat a vizsgdlt inter-
vallumon; a nemlinedris regresszids becslés
pedig mindvégig rendkiviil pontosnak bizonyult.
Exponencidlis novekedési folyamatokndl tehst

a Q-médszer lényeges Jjavitdst eredményez az




- 132 -

I-médszerhez képest és gyakorlatilag elfogad-
haté pontossdgi becsléshez vezet., A nemlined-
ris regresszid viszont még az e1l§z6nél is 1é-
nyegesen pontosabb, ezért érdemes itericids
médszerhez folyamodni nagy pontossdg igénye

esetén,

A 2, dbrdn az 1l.f, dbrdhoz tartozd exponencidlis
filiggvény a=10 és b=1 paraméterei becsléseinek egye-
di reletiv hibdit dbrdzoltuk, Ldthaté, hogy az a paramé-
ter hibdja lényegesen nagyobb, mint b-é. Ennek alapjén
a kovetkezd heurisztikus eljérds javasolhaté: Becsiiljiik
b=t linearizélé.transzformécié utjan pl., a Q-médszerrel,
é8 utdana b 1igy nyert becslését rogzitve, minimalizdl-
juk az eredeti (3) S- hibanégyzetvsszeget a szerint.
Ez az eljdrds igen egyszerli, kevés szdmoldst igényel,

‘de vdrhatéan lényegesen javit a becslésén,

A Michaelis-Menten-féle egyenletnél csak az a=1,
b=1 "dimenziémentes" [4] esetet modelleztilk, Itt a leg-
kisebb fiiggvényérték %, @ legnagyobb ktzel 1 volt,
Mint azt a 3, dbra is mutatja, mdr relative eldg kicsiny
/6 %~08/ hibaszdrdsnidl is Sridsi /20-30 %-o08/ relativ
paraméterhibdk Jjelentkeznek; e problémdval magyarizhatd,
hogy a Micheelis-Menten-egyenlet paraméterbecslési fel-
adatdval cikkek tucat jai foglalkoznak, Ami az dltalunk

vizsgdlt kérdést illeti, a szdmitdgépes kisérlet eredmé-
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Egyiittes relativ paraméterhibdk az y=aexp(bx) filiggvény para-
méterbecslésénél, Jelclés:

L-médszers: , Q-médszer: —~—————e , nemlin,regr,: ***°°°*
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2, ébra Egyedi relativ paraméterhibdk az y=1Oexp(x) filiggvény
paraméterbecslésénél, /Jelslés az 1, dbra szerinti/

-
+

5

2 X
% - _a
40y Y= X + b
az= 4
- be 4
320+
20«.
10+
(o}
O \ v :*vq'o4. + + ‘o'-olv + v vo'vosv +—t '0.'01,' > + vo’vos7

3. ébra Egyiittes relativ hibak a Michaelis-Menten egyenlet
paraméterbecslésénél, Mindhdrom médszerre szinte ugyanez
a gorbe addédott,
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nyei szerint ebben az esethben egyik médszer sem jobb 1lé-
nyegesen a mésikndl, 84t a hdrom m médszer relativ hi-
bédja olyan k&zel van egyméshoz, hog& 8z dbrén nem tudtuk

Sket elkiiloniteni.
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