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Semmelweis Orvostudoményi Egyetem:- Kisérleti Kutaté Intézet

Az érfal nemlinedris viszkoelasztikus tulajdonségainak

modelle zése

Hudetz Antai és Monos Emil

Bevezetés

Az erek mechanikai modellezésének fontosségét szémos in-
dok témasztio ald (4). Pl.: 1.) A vérkeringés dinamikéjét kelld
huséggel tUkroz8 matematikai modell feléllitéséhoz az ereket -
mint rendszerelemeket - is modellezntink kell. 2.) Az érfal mecha-
nikai jellemzdinek kéros megvéltozésait vizsgélva kozelebb jutha-
tunk a kulonbtz8 érbetegségek, igy az arteriosclerosis pathomecha-
nizmusénak tisztazésGhoz. 3.) Erprotézisek tervezésekor fontos @
mechanikai jellemz8k egzokt megodésa, hogy a lokélis haemodina-
mikai viszonyoknak megfeleld anyagi mindségi péteret lehessen ké-
sziteni,

A nagyerek fala - hasonléan a legtsbb biolégiai szévethez -
viszkoelasztikus, azaz idé- és frekvenciafuggd mechanikai viselke-
dést mutat. Az érfal ezenkivil viszkoelasztikus tulajdonségaira néz-
ve anizotrép és nemlineéris, amit figyelembe kell vennunk a felélli-
tandé mechanikai modellben. Mechanikai modellen o folfeszultségek
és a deforméciémennyiségek kapcsolatét kifejezd dsszefuggéseket, az
un. alapegyenleteket értjik, melyek a viszkoelasztikus tulajdonségo-
kat jellemzd anyagi paramétereket, fuggvényeket, vagy modulusokat
tartalmozzék. Sok esetben az alkalmazésokhoz elegendd, ha a visz-
koelasztikus jellemzdket az érfal egy elSzetesen deformélt éGllapotd~ .
ban kis deforméciékra meg tudjuk adni, Ezen kisdeforméciés anyagi .
iellemz8k az un. inkrementélis modulusok (1). E modulusok az érfal
nagy deforméciéira is érvényes nemlineéris modellbdl lényegében
munkaponti linearizéléssal nyerheték. A periédikus terhelés, vagy de-
formécié esetén mutatott viszkoelasztikus tulajdonségok vizsgélatakor
célszert mind a nemlineéris, mind oz inkrementélis alapegyenleteket
a frekvenciatartoményba transzformélni. Az id8fuggd modulusok és a-
nyagi fuggvények szerepét ekkor a frekvenciafiiggd komplex modulu~
sok és anyagi fuggvények veszik ét.
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Korébban megmutattuk (3), hogy bizonyos feltételek teljesu~-
lése esetén (homogén, hangeresen ortotrép, inkompresszibilis érfal,
élland6 érhossz) a nagyerek viszkoelasztikus tulajdonségainak model-
lezésére a viszonylag egyszery Stafford-féle polinomiélis alapegyen-
letek alkalmazhatsk. Jelen dolgozatban o nemlineéris viszkoelaszti~
kus elmélet komplex modulusait térgyaljuk éltalénos esetben, és a
Stafford-féle kozelitésekben mind nemlineéris nagy deformccnék mind
inkrementélis deformécick esetére.

Nemlineéris alapegyenletek és modulusok

Tegyuk fel,. hogy oz érfal homogén, inkompresszibilis, henge-
. resen ortotrép (1,4) és hossza Gllandé. Fiziolégids tipusu terhelés ho-
téséra (bels8 nyomés, axiélis huzés) csak normdl feszultségek lépnek

fel (Tr: radiélis, To: tangenciélis, Tz: radiélis) a hengerszimmetrikus

érfalbon. Az érfal viszkoelasztikus funkcionél-alapegyenletei ekkor
formélisan a kovetkezdk :

T () - TW
] r
T (M- T

¥lem] .,
¢le™] . "V

ahol € o Langrange-féle tangencidlis vagy radiélis nyulésmérték, F
és G- pedig két nemlinedris funkciondl, melyek a (- oo ,t) interval-
lumon vannak értelmezve, és t a megfigyelés iddpontia. Az /1/ a-
lapegyenleteket végtelen integrél-polinomidlis alakban is felirhatjuk

(3):

o oo
T(t) =I (b ( ) E‘, (t- 5 ds + ‘{g‘pz\s],s )S(f s )E,(t S )ds ds
0 o
/2/

ahol T(t) az /1/ baloldalén szerepld feszultségktlonbségek egyikét
jelenti. A ¢ feszultségrelaxaciés fuggvények a viszkoelasztikus anya-
gi tulajdonségokat jellemzik.

A relaxéciés fuggvények egy oldalas Fourier transzforméltjét a
kovetkezdképpen definidljuk:
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Lo oo

P n(w],wz,...rw n) =‘[‘... J’¢ n(Sl,Sz,...,Sn)eXp -i(w]s] +
0 0

+w252+...+wnsn) ds]dsz...dsn . /3/

Ha az € (t) deformécié iddben periédikus, akkor N db w ;P w
YN harmonikusra bonthaté, azaz:

2,-00

N N fw t
EM=_E M=0_8e "k .
k=1 k=1

€ (t)-t /2/-be helyettesitve, /3/ felhasznéléséval az alapegyenlet
a kovetkezd alakban irhaté:

N ' N
T(t) =k:1: Ej(w )€, () +{:]' Ex(wir )& (e () +... /4/
ahol
E (wyrwgreesrw ) = 1w Woeesw Plwgrworeeerw ) /5

az n-ed rendu komplex modulus. (/5/-ben az w -k nem azonosak a
/4/-beli harmonikusok frekvencigjéval!) Periédikus gerjesztés esetén
teh4t a komplex modulusok teremtenek ktzvetlen kapcsolatot feszuli-
ség &s deformécié kozott,

A /2/-ben szerepld tobbvéltozés relaxdciés fuggvények kiku=-
sz6bblésére Stafford (6) hérom egyszerUsitést vezetett be.

A relaxéciés fuggvényeket 1.) lineéris kombinéciéval, 2.)
nemlineéris szuperpoziciéval, vagy 3.) szorzatalakban éllitotta eld uj
egyvéltozés relaxéciés fuggvényekbd! /3/. E feltevések bevezetésével
/5/ a kovetkezd alakokat slti:

L 1 L L L

ES( w)=ES(w + W+ .tw ) /6/
n Wy W n' 1 27 "% .

P I P , P 1/n

En(w]' wzyo-o’wn) --[En(w])En(w2)-ov En (wn)]



- 314 -

ahol
:( )—I(.U-?
E(w)=iwf (w) | /7/
:(w)—[uwfl/n (uu)]

uj egyvéltozés komplex modulusok. Az L, S, P betuk a linearités
(L), szuperpozici6 (S) és szorzat (P) kozelitésekre utalnak. /6/ be-
helyettesitésével /4/ a kovetkez8képpen alakul:

- N
T = L Ej(w )€, () + 7 e JELM €M+
k=1 k,t=1

T(H) = :E (w )€, () +k:E (W +w)E (1) €M +oe /8
e=1

1/2
T = Ze (w, ) €, (1) " ZE (wEp(wy) € () € () +...
t=1 _

A Stafford-féle kozelitések felhasznéléséval tehét a nemline~
éris alapegyenletek egyvéltozés komplex modulusokkal is felirhatok.
Egyetlen harmonikus esetén mindhérom /8/ egyenlet azonos alakra
egyszerUsddik :

T = Ej(w) €0 + Eylw) EOF + Eglw ) EM 4 o A/

2(
Ha a deformécié kicsi, ozaz £ (1) & 1, akkor a /2/, /4/,
/8/ és /9/ egyenletekben az € -ban elsénél magasabb rendu tagok

elhanyagolhatéak, és igy a klasszikus lineéris elmélet megfeleld egyen-
leteit kapjuk.
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Inkrementélis alapegyenletek és modulusok

Tekintstk a kovetkezd 60 kezdeti~ és A &€ (t) inkremen-

télis megnyulasbsl osszetett deforméeié torténetet:

E(t) = th(t-c) + A E®M,

ahol &DE(M) &K 1 6 A € (1) =0, ha t£ 0. h(t) az egységug-
rés fuggvény. & (t)-t /2/-be helyettesitve, & € (t)-ben csak oz
els8rendy tagokat megtartva és a — - o= esetén /2/ igy alakul:

t
AT = J b, (s) € (t-5)ds ,
ahol 0
ATH =1 - b (2) € - & (o) E2- G (=)E° - .,

P i) =P ) +2E & (e=,9) + 36§ I R

It ¢, c(s) oz un. inkrementélis reloxéciés fuggvény, vagy modulus.
N harmonikusbé! allé periédikus gerjesztés esetén Fourier transzformé-
ciéval kapjuk, hogy

N .
=2 _E (w )& /10/
k=1

ahol

Einc'(w =i g inc(w )

]

wp @42 & P (oo, w)+3E2 \03(eo,o°,c.u)+...]

az inkrementélis komplex modulus. Megjegyezzik, hogy a.relaxéci6s
fuggvények itt csak az utols6 véltozéjuk szerint vannak transzformal-
va. Ha nincs kezdeti deformécié, azaz 80 = 0, akkor

nc

f’inc=’f’]és E. =iw~F], tehét
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a polinomiélis elmélet elsé rendu kozelitését kapjuk. Inkrementé-
lis deformGciék esetén, azaz amikor £, # 0, o magosabb rendu

reloxéciés fuggvényeket is figyelembe kell venni.

A Stafford-féle feltételek bevezetésével az inkrementélis
komplex modulus ktvetkezé kifejezései nyerhetdk:

el (w) = £o¢2(w>+zei¢3(oo)+

inc

+iw[\0](w)+6o~€2(w)+6§ ‘€3(w)+---] ’
Eisnc(w)= iw[\?](w)+ 260‘{72(w) + 3€if3(w) +...] , /1/
(@) = iw[p(w) + 26 0P (e0 )0'/2

+3€24Y% (001973 (w ] :

Osszefoglalés

_ A fentiekben megmutattuk, hogy a polinomiélis viszkoe-
losztikus alopegyenletek elvileg alkalmazhaték homogén, inkomp-
resszibilis, hengeresen ortotrép erek mechanikai tulajdonségainak
modellezésére. Nem vettik figyelembe az analizisben, hogy az
érfal él8 szbvet, az ezzel kapcsolatos problémékkal azonban
mésutt mér foglalkoztunk (2, 3).

Bevezettik a tsbbvéltozés komplex modulusokat, melyek
segitségével o nemlineéris viszkoelasztikus tulajdonségok tetszdle-
ges periédikus gerjesztés esetén jellemezheték. A kisdeformaciés
viszkoelasztikus viselkedés leirdséra az inkrementélis relaxéciés és
komplex modulusokat definigltuk. Az inkrementélis modulusok
explicite fuggenek a kezdeti deforméciétél és a nemlineéris me-
chanikai tulajdonségokat leiré magasabb rendu relaxéciss figgvények-
tél.
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A Stafford-féle kozelitések bevezetésével az alapegyenletek
egyvéltozés viszkoelasztikus anyagi fuggvényekkel irhaték fel mind
nemlineéris, mind inkrementdlis esetben. Az egyvéltozés relaxécids
fuggvények kisérletileg egyszerlen meghatérozhaték (3). Igy a
relaxéciés fuggvények /3/ szerinti Fourier transzforméltiait eldéllit-
va a nagydeforméciés és inkrementélis komplex modulusok /6/ és /7/
ill. /11/ ®sszefuggések alapjan kiszémithaték. Vibrécisés tesztek al- -
kalmazéséval a komplex modulusok /4/, /8/, /10/ szerint kozvet-
lentl is meghatérozhatsék (5). Az eldbbi médszer kis (& 1 Hz), oz
utébbi nagyobb frekvenciékon lehet eldnyss. A
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