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SOTE Kisérleti Kutaté Laboratérium

Nagyartériék nemlinedris anizotrép rugalmasségi tulajdonséga-

ingk modellezése

Hudetz Antal, Szutrély Judit és Monos Emil

Bevezetés

A vérkeringési rendszer szabélyozési folyamatainak kvantitativ
leiréséhoz és megértéséhez ismernunk kell az érfal biomechanikai tu-
lajdonségait megadé, a fiziol6gias nyomds és frekvenciatartoményban
érvényes matematikai modellt. E modell meghatérozésa metodikai o=
kokbél in vitro mérések alapjén végezhetd el. FeltételezzUk, hogy o
mérési eredményekbdl az artérick in vivo viselkedésére olyan terhelés,
ill. deformécidtartoményokban is lehet kovetkeztetni, ahol in vivo mé-
résre nincs méd.

A matematikai-fizikai modell birtokéban az érfal mechanikai
terheléstdl fuggd strukturavéltozaséré! szerezhetink informécist. Az ér-
fal ~ mint specidlis él8 szovet -, mechanikei tulajdonségainak egzakt
elméleti leirGsa lényeges szempont az érprotézisek ophmélls anyagi és
geometriai jellemzdinek megadéséhoz is.

A modell felgllitésa lehetéséget biztosit olyan érfal-mechanikai
szémitésokhoz, melyek az incrementdlis szamitési médszerrel nem végez-
heték el. Klinikai szempontbs! is igen fontos az érfal mechanikai tulaj-
donségainck meghatérozéséra szolgélé méréstechnika fejlesztése, melyhez
hasznos szempontokat nyujthat egy nemlineéris mechanikai modell kifej-
lesztése.

Elméleti megfontolésok -

A nagymériékben deformélédé anyagok - mint példéul az érfal -
rugalmas viselkedése ugynevezett nemlinedris kontinuummechanikai elmé-
lettel irhaté le. A f8 cél az érfal nemlineéris anyagi egyenleteinek (a-
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lapegyenleteknek) a megtclélésa, amelyek az érfalban kialakulé fe-
szultségek és az érfal deforméci6i kozti figgvénykapesolatot feiezik
ki. Az alapegyenletek birtokéban az érfal tetszblegesen deforméit
Gllopotéra megadhaték az un. incrementélis rugalmasségi modulusok.
Bér a jelenlegi elméletben az eret homogén anycgunak tekintjuk, az’
incrementélis modulusok értékébdi indirekt kovetkeztetéseket lehet
levonni az érfal strukiurdjéra vonatkozdan, melyrél ma még igen hi-
ényos ismereteink vannak.

Az érfal clopegyenietének feléllitéséban o Vaishnav (11) és
Young (12) éltal javasolt Green-féle médszert (5) kdvetjiuk, az un.
deformécids energia koncepciéf. A deformdcids energia sUrUség (ez
egységnyi faltérfogatban i&rolt rugalmas energia) egy adoft rugalmas
testre nézve csak a deformdcids éilapot fuggvénye. Jelsljvk a defor-
mdcibé-energiasuruség fuggvényt W-vel. Ekkor egy homogén, inkomp-
resszibilis, hengeresen ortoirép rugalmas test esetében W kifejezhetd
mint :

W=W(Es, € ) /1/

ahol €4 és € o Legrange-féle nyuléstenzor tangenciélis és axidlis
z
fizikai komponensei. Ha Ag -val és A -vel a megfeleld relativ
z
nyujtdsokat jeloljuk

EO=, {22_1)' 7\e=_.._

R
2 8 RO

a2y L

r4

ahol R, RO és L, LO az ér deformdlt és nyugalmi kdzepes sugordt, il-

letve hosszdt jeloli. W ismeretében u Cauchy-féle fesziltségtenzor fi-
zikei komponensei a kovetkezd Ssszefiiggések szerint hatérozhaték meg:



- 195 -

_ oW
Sg - Sp= (1426, ) S—
- 3 W -
S, =S, = (142€_) /2/

&

Az anizotrép rugalmassigi tulajdonségokat szemléletesen jellemzd
incrementélis modulusok definici6jo a ktvetkezd':

AN Sr . e
Er= e ! _9r= e (AS° =ASZ=O)
r r
A Se. i ew
Eo= e ' 0’29= ep (Asr=A-Sz=O)
A Sz e, A
Ez= e ’ 0/92= e (Asr= Se =0)
z z :
aho! Er’ Ee' Ez incrementélis Young modulusok, o’er, T,o

Ooz incrementdlis Poisson &llandsk es ey € pedig infinitezimdlis

relativ megnyulésok (dilatécisk) hengerkoordindtarendszerben. Megije-
ayezzUk, hogy inkompresszibilis ortotrép anyag esetében tulajdonkép-
pen 9 ¢llandé van, a fuggetlenek széma azonban csak 3. A fenti in-
crementdiis modulusok W mésodik parciélis derivéltjaival fejezheték
ki. A konkrét kifejezéseket illetden (11)-re utalunk.

Tegyuk fel, hogy oz artériafal ideélisan rugalmas, tehét izo-
termikus korUlmények kozott iétezik deformdciés energia fuggvénye (W),
és teljesulnek a fentiekben emlitett Bsszes tobbi feltételek is. Az arté~-
ria kvézi-statikus deforméciéjo esetén az érfalban kialakulé 3 dimenzi-
onélis étlagos feszultségek megfeleld mechanikai mérésekbdl az anyagi
tulajdonsagok ismerete nélkil meghatérozhatsk, feltéve, hogy oz ér
vékonyfalu (8). Tegyuk fel, hogy W explicit forméja ismert, de az él-
tala tartalmazott rugalmasségi éllandék értéke nem, Ekkor (1) és (2)al-
tal megadott modellnek kulonbsz8 €q 6s €  nyulésokndl a mérésbél

kapott feszUltségértékekre valé illesztésével az éllandék meghatérozha-
ték. A deformaciés energiafuggvény clakiat nem lehet fizikai meggon-
dolésokbsl levezetni ortotrép anyag esetén. Az alapvetd problémao tehét
egy alkalmas W(ée,éz) modelifuggvény megtalélésa.
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Munkénkban két kulonboz8 tipusu modellel végeztunk sz6-
mitésokat, Ha W folytonos és tetszSlegesen sokszor differencidlho-
t6, akkor sorbafejthetjiik o deforméciskomponensek szerint. A Patel
és mtsai (9) Gltal jovasolt 7 paraméteres polinomiélis alak a k&vet-
kezd:

2 3

2 2 2 3
W = WO+A€e + BEy € Z+C62+D69+E6962+Feeez+eez

/3/

ahol A, B, ..., G rugalmasségi éllandék. Mivel a feszUltségek az
€g= € , = 0 deforméciénél zérusok, ezért elséfoku tagok W kife-

jezésében nem szerepelnek. Az l-el magasobb fokszému polinom 12
paramétert tartalmaz. Fung (3) és Simon (10)/3/ helyett exponenci-
&lis modellbdl indultak ki, méréseiket azonban csak két dimenziéban
végezték el. Mi egy, az emlitett szerz8kétdl eltérd, 4 paraméteres
exponenciélis modellt vélasztottunk, mely /3/~hoz hasonléan szimmet-
rikus az €¢g és € . véltozékban::

A+ 4 Ceye  + D€’
W=W_+e z z
0
Médszer

A modell-paraméterek meghatérozéasa kutydkbél izolélt carotis
communis &s iliaca artériGkon végzett mechanikai mérési eredmények
alopjén tortént. Az un. kvézi-statikus nagydeforméciés teszt a belsd
nyomés lassu és ciklikus véltoziatésdval tértént 0~250 Hgmm tartomény-
ban, miktzben a nyomést, az artéria kilsé &tmérdjét és az axidlis
nyujtéerSt regisztréltuk, A kisérleti berendezést és a mérési folyamat
tovébbi részleteit illetden (1)-re és (8)-ra utalunk. A mérést megismé~
teltuk az ér tobb kulonbbzd, eldre beédllitoti axidlis megnyujtésa mel-
lett,

A rugalmassagi Gilandskat a fentiekben mér vézolt, feszultségek-
re valé illesztéssel hatGroztuk meg. Se és Sz - mint kétvaltozés fuggvé-

nyek - egy-egy feliletet hatéroznak meg. Mivel o feszultségek kifejezé-
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seit a W deforméci6s energia fuggvénybdl szérmoztattuk, S 4 és S
explicit alakj6ban azonos paraméterek is szerepelnek. Itt tehét nem
egyszerlen gbrbeillesztéseket, hanem két feltlet szimultén illeszté-
sét kell elvégezni.

A polinomok illesztése esetében a legkisebb négyzetek elvé-
bl adéds lineéris normél egyenletrendszert elsé 1épésben Gauss-Jor-
dan eliminéciéval oldottuk meg. A 12 paraméteres polinom esetében
a normél egyenletrendszer maétrixa igen rosszul kondicionélt. Ezért a
normél egyenletrendszer megoldésa helyett Hausholder transzforméciét
alkalmaztunk,

Az exponenciélis modell esetén a legkisebb négyzetek elvébdl
ad6dé normél egyenletrendszer a paraméterekben nem lineéris, ezért az
ismeretlen paramétereket ugy keresttk meg, hogy a hibafiggvényt mini-
malizéltuk o paraméterek fuggvényében. A hibafiggvény minimalizélé-
séra a Broyden-Fletcher-Schanno-féle (BFS) kvézi-Newton médszert al~
kalmoztuk, amely kihasznélia, hogy a modell-fuggvény paraméterek
szerinti derivéltjait analitikusan ismerjuk. A BFS algoritmus jelenleg a
legstabilabb &ltalénos fuggvényminimalizalé eljérés. Mivel ez a médszer
csak lokélis minimumot keres, a globélis minimum megtalélésa érdekében
tobb kezddpontbél inditottuk a minimum keresést.

Eredmények

A, A kilonbsz8 modellek illesztését 5-5 db carotis communis
(CC) és iliaca (IA) artérigkra végeztiok el. Az illeszkedés j6s6ga az e~
gyes mérések esetében eltérd volt, és Gltaléban jobb a CC artériékra. Az
. &brén a mért, és az exponenciélis modellbsl szémitott S 4 - S és

S - S feszultségeket lathatjuk az €¢ tangenciélis deforméacié nggvényé-
ben egy-egy reprezentativ- artéridra. A feltuntetett fuggvények a két fe-
szUltség-felulet A= 1,85, ill. A , = 1,55 megnyujtésokhoz tartozé

sikmetszetei. A két tipusu artéria fiziol6gids (in vivo) axidlis nyujtésfoka
kulonbosz8, innen a Xz-kbeii eltérés,

A 7 paraméteres polinomiélis modell esetében az illeszkedés lé-
nyegesen rosszabb volt, mint a 4 parométeres exponenciélis modellé. A
12 paraméteres modelle!l szintén |6 egyezést lehetett elérni, azonban a




MODELL EXP 4 - 198~
A. CAROTIS COMMUNIS
A,=185 75.5.7

1
-
O~

S;-Sq o MERES
o M(E)DE_LL

~-S. a MERES
KA » MODELL

N

[10° DYN/CM? ]

FALFESZULTSEG

08
TANGENCIALIS DEZFORMACIO €

la. dbra



- 199 -
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In vitro mechanikai mérésekbdl és az exponenciélis deforméciés
energiasUrUség modellbdl szémitott falfeszUltségek (kulonbségei)

a tangenciélis nyulés fuggvényében, adott axiélis megnyuijtdsnél,
a.) arteria carotis communis, b.) arteria iliaca. Az illeszkedés

carotis artériék esetében &ltalGban jobb.
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feszUltséggorbék kis deformécisknél "kanyarogni kezdtek". Ez a ki-
szémitandé incrementélis modulusokban jelentds hibét okoz, mivel
azok & feltletek parciélis derivéltijai. Mindazonéltal a gtrbeoszcil-
lécicktsl eltekintve mindhGrom modell (7 és 12 paraméteres polino-
miélis és 4 paraméteres exponencidlis) kvalitative hasonlé lefutésu
increment&lis modulusokat ad. A Poisson szémok esetében az eltérés
nagyobb, mivel azok kifejezéseiben két-két Young modulus hénya-
dosa szerepel - igy a hibék ez esetben fokozottan jelentkeznek.

B. A 2. &brét tekintve megéllapithatjuk, hogy a CC arté-
ria erdsen nemlineéris mind tangenciélis, mind radiélis irényban.
Nyilvénval6é az artéria anizotrépidja a teljes deforméciétartoményban.
A fiziolégiés deforméciétartoményban EZ > Ex Er' azaz az artéria

kozelitdleg tranzverzélisan izotrép a &R sikban. Nagyobb deformé-
ciékra E > Er> EZ jellemz8, oz artéria ortotrép. Az, hogy,Ez is

figg o tangenciélis deforméciétél nemlineéris csatolésra utal a & és Z
irényok kozott. A kulonboz8 irényu deformécick kozotti csatolést a
Poisson &llandék jellemzik (3. - &bra). d%R értékeibdl l&thats, hogy

kis tangenciélis deformaciséknd!l az érfal radiglis kompressziéja csaknem
kizérélag tangenciélis megnyulést eredményez ( ¢ eR & 1). Novekvd

tangenciélis megnyulésnél radidlis kompressziéra axidlis nyulés is beks-
vetkezik, és tulsulyba kertl amikor mér 6 oR < 0,5. Ez teljes ©ssz-

hangban van @ modulusok lefutéséaval, Ee és Ez gorbéi éppen a

deR = 0,5-hoz tartozé tangenciélis deforméciénél (€ g'= 0,6) met-
szik egyméast,

A tangenciélis és oxiélis irényok kozti csatolést l6thatsan két
4llandé is jellemzi: O’ez és (Yze attél fuggden, hogy melyik i-

rényban alkalmazunk terhelést az anyagra. o] - ndvekedése a tan-
genciélis deforméciévéltozésoknak az axiGlis irényra valé fokozédé be-
folyésat mutatia. Figyeljuk meg, hogy Er = EZ esetén dz& = 0,5.
A harmadik Poisson szém ( dﬁz) lefutésa egészen més, nagyobb tan-

gencidélis deforméacicknél az axidlis hosszvéltozésok hatésa o tangencié-
lisra csokken.
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A 4 paraméteres exponencidlis modellbdl, adctt axiélis megnyujtés=

ra szémitott incrementélis Young modulusok véltozésa a tangencié-

lis nyulas fuggvényében. A modulus-gorbék meredek emelkedése j6l

mutatia o carotis communis artéria nemlineéris rugalmasségét a tan=-

genciélis &s radiélis iranyokban. Normél fiziol6giés deformécicknél
oz artéria ortotrép.
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MODELL EXP 4
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Az exponenciélis modellbdl, adott axiélis megnyujtésra szémitott
incrementélis Poisson dllandék véltozésa a tangencidlis nyulés
fuggvényében. A O - R és  ©-Z irényok kozti csatolés gyen-
gul a nagyobb tangenciélis nyulésoknél, ha radidlis kompresszié,
ill. axislis nyujtés terhelést alkalmazunk az artériéra. Tangenci-
élis terhelés esetén a Z - & csatolés erdssdik.
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MODELL EXR 4
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- MODELL EXP 4

A. CAROTIS COMMUNIS ~ 7557 .

< 50 | '

3

< A, =180,

; }\Z=1.85A

5 A,=190.

o

LlJN

D)

)

N

.

O

O

>

D)

=

-

O

>_

%)

.

<

><

> | .

' 04’ 08
TANGENCIALIS DEFORMACIO o
4¢. Gbra

Kezdeti axiélis megnyujtés hatésa az incrementélis Young mo-

dulusokra, a.) tangenciélis, b.) radiélis, c.) axiélis, Az

axiGlis megnyujtés ndveli az ér radiélis és axiélis irényu me-
revségét. - '
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A 4. Gbra o kuldnbszd axiGlis megnyujtés értékekre sz6mi-
tott Young modulusokat mutatja. Lé&thaté, hogy oz axiélis megnyuj-
tés hatésa kicsi a tangenciélis modulusra, nagyobb a radidlis~, és
legkifejezettebb az axiélis modulusra. Ez utébbi nyilvénvaléan a
CC artéria axi6lis irényu rugalmasségénak nemlinearitasét jelzi. A
Poisson Gllandsk R  fuggése az 5. dbra alapjén tanulményozhaté.

MODELL" EXP 4
A. CAROTIS COMMUNIS
~ 75.5.7
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MODELL EXP 4
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Kezdeti axiélis megnyujtés hatésa az incrementélis Poisson Gllan-
dékra, a.) d&R' b.) d&z’ c.) dz& . A 0 - Z irényok

kozti asszimetrikus csatolés valészinUsiti az érfal-collagen héis-
strukturéjét.
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Novekvd axiélis nyujtés hatéséra a &t}r és O;z éllandsk noveke-

dése a 6 -R és o B -Z irGnyok kozotti csatolés erdssdését jelzi o
teljes tangenciélis deforméciétartoményban. Ugyanakkor, ha Z- &
csatolést tekintjuk ( O)z& ) = azaz a tangenciélis deformécié axié-

lis kihatéséra nézve - nincs jelentds kulonbség az egyes axiélis
megnyuijtésok kozott,

A fent emlitett eredmények olyan speciélis rostszerkezetre
engednek kovetkeztetni, mely asszimetrikus csatoldst létesit a & és Z
irényok kozott. E kovetkeztetésnek kvalitative megfelel oz az elkép-
zelés, hogy az artérigt alkoté egyik f8 szerkezeti elem - a collagen
hélészery strukturéba rendez8dik. Fokozédé tangencidlis megnyulés e~
setén a hdlé szélai a tangenciélis iranyhoz kbzeledve asszimetrikus
csatolést hoznak létre. A Poisson éllandsk tangencidlis deformaciséfug=
gése a modulusok lefutésébsl kovetkezik, és szintén magyarézhats ér-
szerkezeti modellekkel (6). .

Diszkusszié

Jelen munkénk kozvetlen ‘célija az anizotrép érfal incrementé~
lis rugalmasségi modulusainak nemlinegris modellbdl valé meghatérozésa
volt. Ezen mennyiségek véltozésGnak jellege o deformécisk fuggvényé -
ben éltaléban hasonls, fuggetlentl attél, hogy a polinomiélis, vagy
exponenciélis ‘modellbdl szémitottuk, és hogy az illeszkedés nem mindig
volt j6nak tekinthetd. Az irodalomban idékszben hasonlé szémitésok je-
lentek meg carotis communis artériékra. A Cox (2) éltal kozslt eredmé-
nyek és az itt bemutatottak kozel megegyezdek. Nagyobb kilonbség a

6)97_ Poisson éllands esetében mutatkozik, kulonbsen alacsony deformé-

ci6  tartoményban. Mivel az 6ltalunk cikalmazott polinomidglis és expo-
nencidlis modellek éppen ebben a tartoménybon adtak jelentdsen kilon-
bszd 6’92 értékeket, o gbrbe kezdeti szakasza nem vehetd biztosra.

Mint mér emlitetttk, a Cox altal is alkalmazott, feltehetéen 12 paramé-.
teres polinomidlis modell ezen kezdeti szakaszban oszcillél és ez a Pois-
son szémok értékeiben is tukrozddik. Ezért az exponencialis modell éltal
jssolt eredmény tunik legvalészintbbnek., Az exponencidlis modelibdl szé~
mitott incrementdlis Young modulusok {6l egyeznek o korébban prezentélt
incrementélis szémitésok eredményeivel (7). Mint léttuk e 4 paraméteres

modell jobb eredményekre vezet, mint a 7, vagy akér 12 paraméteres po-~
linom. Ugy véljuk ez is amellett sz61, hogy az exponencidglis modell al-
kalmasabb az érfal-tulajdonségok leiréséra,
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Mint emlitettk az illeszkedés j6séga az egyes mérések ese-
tében eltérd volt. Ennek oka a fentiekben emlitettek szerint valé-
szintileg nem o matematikai modellben, hanem a kisérleti kortilmé-
nyekben, vagy az ér biolégici tulajdonségaiban keresendd. Kezdeti
feltételezéseink oz érfal homogenitéséro, kompresszibilitéséra és o-
nizotrépidjéra nyilvénvaléan nem olyan egzaktul teljesuld feltétele-
zések, mint példéul szilérd testek esetében. Azt, hogy az artéria-
fal j6 kozelitéssel inkompresszibilis és ortotrop, tobben ellendrizték
kisérletileg (9).

Tovébbi fontos probléma, mely az él8 sztvet elasztikus tu-
lajdonségai vizsgélatanél 1ép fel az, hogy az ér Gsszetett szerkeze-
te kovetkeztében kérdéses o "természetes dllapot" létezése (4). Egy
él8 szbvet ugyanis ha valamilyen médon terheljuk, nem feltéilenuil
fog visszatérni az eredeti konfigurécidba, miutén a terhelést megszin-
tettlk, azaz az anyag nem nevezhetd ideélisan rugalmasnak. Feité-
telezhetd, hogy a sztvetnek van egy olyan éllapota, melyben repro-
dukdlhaté médon viselkedik egy specidlis terhelés hotéséra. Ezt oz
éllapotot in vivo homeosztézisnak, in vitro pedig kondicionélt éllapot-
nak nevezik. Ciklikus terheléssel az artéria ebbe acz éllepotba vihetd,
Mivel méréseink sorén az elbzetes axiélis megnyujiést véltoztatnunk
kellett, feltehetd, hogy a kulonbszd hosszoknal eléri kondicionali 4i-
lapotok kozott némi diszkrepancia van, ozaz oz ér rugalmasségelméleti
szempontb6l més anyagként viselkedik a kiUionbsz8 megnyujtésoknal. A
fentiek értelmében - tehét ha nem létezik egyérteimu referenciaéllopot
- az ér nyugalmi geometriai adatait sem lehet pontosan meghatérozni,
ami tovébbi pontctlansdgot vihet o szémitésokbe.

Az emlitett problémék mellett is, a vélasztott mérési kdrulmé-
nyek kozbtt az exponenciélis érici-modell kielégitd kozelitéssel irja le
az ér nemlineéris anizotrop rugalmassagi viselkedését és j6 kiindulési
alapoi jelent tovébbi vizsgélatok széméra. Ahhoz, hogy oz érfal bo-
nyolult viszkoelasztikus viselkedését strukturaht modellekkel tudjuk le-
imi a méréstechnika és a kontinuumfizikai elmélet tovébbfejlesztése
szijkséges.
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