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Uber die ebenen Bogen der lmearen Ordnung Drel.
Herm HEeINrIiCcH. Tm'rzm zum 70, Geburtstag am 31. Vlll 1950 gew1dmet

. Von OTTQ HavupT 1q ,Erlangen (Deutschland).

S

s Emleltung

" Die Gestalten‘) der (nicht notwendlg algebraischen) k'urven2) vom
linearen. Ordnungswert®). Drei in der pro;ektxven Ebene P, hat zuerst
C. JUEL%) bestimmt unter der Voratissetrung, daB es sich um Vereini-
~ gungen von endlich vielen (stetlg) differenzierbaren®) Bogen vom linezren -
- Ordnungswert Zwei. (also von Konvexhogen) handelt. -Andererseits hat-
Herr- A. MARCHAUDG) gezeigt, -dab jeder Bogen (n Py -vom linearen
- Ordnungswert Drei und vom linearen /ndexwert Nulil Vereinigung von
. 2 oder. von 3 ‘oder von 4 Konvexbigen ist,-deren jeder (bei gkeigneter
- Reihenfolge) " mit dém. vorhergehenden einen Endpunkt gemeinsam hat;

1) Der Begriff der Gestalt kann dabei auf v.rschiedene Weise definiert werden.’
Im Text oben liegt zunichst der frither (Monasshefte fiir Math. und Phys. 43 (1936,
S.2611f. eingefiihrte Gestaitsbegriff zu Grunde ;- vgl. auch oben im Text (Einleitung
“weiter unten-. Die in §§2, '3 oben im Text besprochene Kiassifikation der Bogen 3.
Ordnung de-kt sich nicht vollsta d1g mit diesem Gestaltsbegnff :

2) Unter einem Bogen bzw einfuchen Bogm wird. ein " eindeutiges, stetlges
bzw. ein topo,log:scl;es Streckenbild verstanden. ‘Handelt es.'sich speziell) um ein
eindeutiges stetiges bzw, topologisches .Kreisbild,” so sprechen wir von eine' Kurve
" bzw. einfachen Kurve. Besit:t de- Bogen B die Endpunk e A und.C, so schreiben
wir auch “8.= AC, ferner. AC fiir di: Verbindungsgerade von A und C, sowie AC
bzw. AC fii- eine offene bzw. abgeschlossene Strecke mit den Endpunkten Aund C..
Soweit nicht anders bemerkt, kann ein Bogen cffen oder abgeschlossen d. h Bnld )
einer offerien.oder abgeschlossenen Strecke sein.

' 3) Unter dem linearen Ordnangswerl bzw. Indexwert eines Bogens B, abgekurzl )
A.LO(%) bzw. LJ:%B , sei das in den oben ‘m Text betrachteten Fillen stets vorhandene)
‘Maximum bzw Mmlm ;m der Michtigk it des Durcmchmttes von B mit den Geraden
des Pz verstanden. 1st LO{B endlich, so kann B insbesondere keine Strecken (und
erst ‘recht keine Geradem enth lten. Unter dem linearen Ordnungswert eines einfachen
.Bogens in einem Punkt Q€S, in Zeichen LO Q) genater LO Q; B -ist das Minimum
der .LO(Ul) zu verstehen fiir alle Umgebungei 1l von Q auf.B; es heiBt B linear
ordnungssinguldr in Q€8 und Q ordnungssinguldr (auf B), wenn -L0:Q >2 s
- Befr eine Klassxkaatl n der ordnungssinguliren Punkte -vgl. FuBnote 11). Is - T_ein
- mehrfacher Punkt von B, d.h. Bild mindes:ens zweier Punkte der Usbildst ecke, so -

- _haben wir LO(T') jeweils auf einen bestimmten Zweig, d h. auf die Bilder der

Umgebungen eines (festen) Urbildpunkleé von T, .u beziehen. Ein (singuldrer oder.
' ' A10
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-dabei wird Diffekenz_ierbarkeit (und stiickweise Konvexitit)?) des Bogens -

nicht vorausgesetzt. Der Marchaudsche Satz ist keineswegs eine Folge . .-

" oder naheliegende Veraligemeinerung des Juelschen; es gibt namlich®)”
Bogen vam linearen Ordnungswert Dréi, die nicht ordnungsfest zu Kurven
. erweiterbar, d. h. mcht Teilbogen von Kurven des linearen Ordnungs-
wertes Drei sind. -

 ‘Wihrend JUEL?) ‘sein Korrespondenzprmzxp als Bewelsmxttel heran-
zieht, gelangt Herr MARCHAUD®) durch eine Diskussion der moglichen

- nicht-singuldrer) Punkt Q des ebenen Bogens %, in dem zwei -Konvexe Teilbogen
. von B zusammenstoBen, heiBe -glaff, wenn in @ genau eine fréie Tangente
(Paratingente) ¢ an B existiert, d.h. wenn alle - Geraden durch 2, beliebig gegen Q
konvergierende- Punkte P/, P” ‘von B den gleichen Limes ¢ besitzen. (Dabel sollen
P’ und P” dem -gleichen Zweig von B angehdren; vgl. Nr. 2. 1.) Ein ordnungs-
singuldrer Punkt. .S von B-ist dann und nur dann glatt,; wenn S ein Wendepunkt 11)
" iSt (Vgl. aligemein fir Bogen'im E, bei I. SAUTER, Math. Zeitschrift,- 42 (1937),
S. 539 ff.). DaB B den’ Indexwert Null ‘besitit, kann (vermoge passender Wahl der
* uneigentlichen Geraden) als g]exchbedeutend angesehen werden-damit, das B in der °
euklidischen Ebene E innerhalb eines Kreises liegt (beschridnkt - 1st) DemgemaB
wird Jeder Bogen B mit LJ(B)=0 als in E, und beschrankt angenommen dann hat
auch der Begriff ,Seite“ einer Geraden einen Sinn.
4) C. Juer, Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven 3. und 4.

Ordnung, Danske Vidensk. Selskab Skrifter, 1. R., Naturv. og Math. Afd, 11, 2.
) (Kopenhagen, 1914), S. 113 ff. Vgl auch C. JurL; Einige Sitze iiber ein- und mehr-
-teilige Elementarkutven 4. Ordnung, Math. Annalen, 76 (1915), S. 343 ff.

* 8) D.h, es soll in jedem  Punkt R des Konvexbogens & die (stets eindeutig
bestlmmte) vordere Halbtangente an & komplementir (d. h. entgegengésetzt ‘gerichtet)
'sein zur hinteren Halbtangente, ihre gemeinsame. Trigergerade st die Tangente an’
R in R; diese Tangente ist stetxge Funktion von R (die Geraden als Elemente eines
topologlschen Raumes betrachtet). Uberdies ist B in jedem seiner ‘Pupkte glatt (vgl. 3))-

8) A: MarcHAUD, Sur les continus d’ordre borné, Actd math., 55 (1930), -S. 67 ff.

Bei Herrn MARCHAUD, ist stets . LJ(B) =0, vgl. a. a. O.; S.-69. Ziif. 1., 3. Absatz

‘oder: S. 83 unten.” — Die Indexwerte 0 und 1 sind bei LO(.‘B)—S die einzig -

.- moglichen;- denn es ist LJ(B) <1, weil lede Stutzgerade an B in QEY hochstens' :
einen weiteren “Punkt von B enthit.

7) DaB jeder Bogen B mit' LO(B)==3 Veremlgung endlzch vieler Kvonvexbogen
. ist, wurde gezéigt in ‘Math: Annalen, 92 (1924), S. 88 ff.; kiirzerer Beweis aiich in

den Sitzungsberichtertd. Bayenschen Akad. d. Wtssenschaften, math, naturw Abt.,'
1925, S. 6.

8) MARCHAUD, a.a.0.9), S.89. Der Bogen des Marchaudschen Belsplels hat
der Indexwert Null; es gibt aber auch nicht ordnungsfest erweiterbare Bogen 8 mit
. LO®B)=3 und LJ (‘8)'—1 Die Nichterweiterbarkeit ist bedingt durch die Definition
des Ordnungswertes, demzufolge B bei endlichem LO(B) keine Strecken enthalten
kann; vgl.3). Bei antderer Definition (vgl.z.B. Sifzungsberichté d. Bayerischen’ Akad
d, Wissenschaften, math.-naturw. Abt,- 1941, S. 57 ff,,. Nr. 2.2.) ist ordnungafeste
" ‘Erweiterung zu einer Kurve immer méglich, nidmlich durch Hmzufugen einer Strecke
(,triviale* Erweiterung). (Vgl. Math. Zeitschrift, 52 (1950), S. 527 fi., wo auch gezeigt
wird, -daB ein -Bogen,” wenn: uberhaupt nicht-trivial zu einen Bogen dann sogleich -

- . nicht-trivial: zu ‘einer Kurve ordnungsfest erwex(erbar ist (a. a, 0., S. 542, Zusatz))
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gegensextlgen Lagen dreier Maxnmalsekanten”) bzw. ihrer Schmttpunkte '

mit dem Bogen zum Ziel. Im Folgeniden soll demgegentiber auf ein’ der- o '

Juelschien_Methode naherhegendes ‘Verfahren hingewiesen werden; ‘das
einen, wie uns scheint, gedanklich einfachen ‘Beweis des' Marchaudschen':
Satzes “liefert. Daruber hinaus fiihrt das in Rede stehende Verfahrén
ganz von selbst zu einer . ubersmhthchen, gestaltltdzen Klasszﬂkatron aller
" Bogen B vom linearén Ordnungswert Drei und von beliebigem Index- "
* . wert; man. erhiit dabei Kriterien, denen- zufolge die ,Gestalt* von B8 |
- bestimmt ist- durch . Erstens die Anzahl ‘der Punkte:von B, welche auf

der Verbmdungsgeraden g der Endpunkte von- B liegen, sowie ‘durch _ -

- die gegensextlge Lage dieser ‘Punkte auf g;- Zweitens durch die- ‘Lage
von B relativ zu g in der Umgebung- eines jeden der Endpunkte von - .
B. Die ,Gestalt“ von B ist dabei!) im. wesentlichen festgelegt durch

die Anzahl und Art der ordnungssinguldren®), Punkte von 3 sowie durch

" die Mindestanzahlen der Konvexbogen, als _deren Veremlgungen- sich .
+ die ;ewuls sroﬁten c1r1g',1'arxtatenfrplen Tellbngen von - B darstellen
lassén. Die oben erwihnte (und in §§-2,3 mitgeteilte) gestalthche‘

Klassmkatlon ‘der Bogen % vom linearen- Ordnungswert Drei ist dabe1 B L

. insofern- etwas scharfer als die blofie. Aufzihlung der- verschxedenen',
Gestaltén von- 8, -als in-ihr Bogen glelcher Gestalt durch weltere Merk- .
male ‘unterschieden werden. !

Die vorhin erwilnte Herleltung des Satzes ‘von Herm MARCHAUD
wnrd ‘nachstehend (§1) gebracht.. Sodann wird (§§ 2, 3) die angedeutete
" Kiassifikation der’ Bogen vom . lmearen Ordnungswert Drei angegeben,

- wobei in Riicksicht. auf den zur Verfiigung stehenden Raum_auf die
Wiedergabe der Beweise verzichtet. -werden musste; diese sollen in einer )

spﬁteren Note nachgetragen werden. Ferner soll spater die Aufzah]ung o

“

* “aller nicht -ordnungsfest erweiterbaren Bogen vom linearen Ordnungs-

 wert Drei mitgeteilt werden. Auch hoffen wir, bei dieser Gelegenheit '

auf die’ Gesfalten der Kontinta vom linearen Ordnungswert Drei niher -
- einziigehen sowie auf die Frage nach einer Ergdnzung unserer notwendigen
Bedmgungen zu hmrelchenden Bedmgungen dafiir, -daB eine Vereinigung
von hdochstens vier Konvexbogen den linearen Ordnungswert Drei besitzt.

Unser. Verfahren zur Bestimmung der Gestalten der Bogen in der” . '

~ Ebene vom linearen’ Ordnungswert Drei hat allgemeinen Charakter,
insofern es nimlich bei anderen Ordnungsproblemen fir Bogen (z.B.
fur ebene Bogen bei anderen Ordnungscharakterlstlken) anwendbar ist,

9) .Unter eiher Maxzmalsekante von 55 xst eine Gerade zu versrenen die Sekante -
ist, d.h. mit B nur Schnittpunkte gemeinsam hat und.zwar genau soviele Schnitt-
punkte, als der Ordmingswert betrigt, also Drei. GemiB des .sogen. Reduktlons-
- satzes (Monatshefte fiir Math. und Phys., 40 (1933), S.18) folgt aus der Endhchkelt, :
von LO(23) die Existenz von Max1malsekanten ’ . . -
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falls Kntenen fiir die Zerlegung ,nicht-normaler* Bogen in ,normale*
(vgl. §1) bekannt sind und falls jede ordnungsgeometrische Singularitit
ordnungsfest ‘geglittet d. h. falls der betrachtete Bogen gleichmaBig
- approximiert werden kann durch Bogen des . glelchen Ordnungswertes
mit nur glatten Smgulantaten .

§l Mmimalzahl ) der konvexen Tenlbogen bei Bogen
dritter Ordnung vom Index Null.

1. 1. Es sei & ein Bogen mit LO(®)=3 und L](®B)=0 in
P,, also 0.B.d.A.3) ein beschrinkter Bogen in der euklidischen Etene
E,. Es-besitzt ¥ hochstens einen mehrfachen Punkt!®). Es -ist %' .
Vereinigung endlich vieler Konvexbogen7), bésiizt also nur endllch viele
ordnungssmgulare Punkte S. :

1.2, Es.sei B zunichst emfach und es sei' S’E%’ ordnungs-

. singuldr auf- B’ aber kein’ Wendepunkt!).. Dann _kann B’ in.beliebig
~ kleiner 2-dimensionaler, ausser 'S’ keine ordriungssinguldren Punkte vom
B enthaltender, Umgebung" B’ von §" so abgedndert (»abgerundet*)
- werden,” dab durch die Abrundung wieder “ein einfacher Bogen B mit
- LO(B)=3 und Lj(?B)—O entsteht, der nur in einer 2-dimensionalen
"~ Umgebung ' von S’ mit uc%' nicht mit B’ identisch ist und der
~in ¥’ genau einen oder genau zwei Wendepunkte besitzt, je nachdem
S’ ein ‘Schnabel oder eiri Dorn war. Somit ist ¥ gleichmébiger Limes
‘von ‘einfachen Bogen B,, deren ordnungssmgulare Punkte samtlich
Wendepunkte sind. Gilt daher der Marchaudsche Satz fiir diese Bogen
B, so auch fiir B’; denn der Limes eines in 23 enthaltenen Konvex-
bogens & ist konvexer Texlbogen vonr B’ oder ein Punkt von B,

Demgemi8 werden wir von-jetzt an-alle ordnungssmgularen Punkte
" als Wendepunkte voraussetzen
1.3. Es sei B emfach mit Lj(FB)——O er sagen, es liege B
' normal zur. Maxnmalsekante m, wenn bei geengneter Orient-

- 93y Vgl. die Defmmdn im Text Nr, 2.2.
10) MARCHAUD, a.a, O %), Ziff..15,, S. 87-88. :
11)'Es seien &', 8" Konvexhogen, ‘welche einen Endpunkt Q gememsam haben
und sonst fremd sind. Die Vereinigung von & und 8 ist ein *einfacher Bogen R,
Es seien h’,h"” die Halbtangenten in Q an & bzw. & und es seien g’,g" die:
. -Trigergeraden von f’ bzw. h". Ist g’s- g"” so bezeichnen wir Q als Dorn oder als.
Schnabel auf &, wenn in einer Umgebung von Q folgendes gilt: & und 8” liegen:

*  beide " auBerhalb des von k', h"” begrenzten Winkelraumes 1 (mit 0<m<n) oder-

der eine liegt auBerhalb, der andere innerhalb von 1v. Ist aber g’=g", so haben .

* wir in @ einen zu den Dornen bzw. Schnibeln zu rechnenden Grenzfall, nimlich
eine Dornspitze bzw. einen Wendepunkt, je nachdem h'=h" oder h’ 4 h”, voraus-
gesetzt, daB & und - &” auf verschiedenen Seiten von g’ liegen. Falls g'=g" und
&, 8" beide auf der gleichen Seite von g’ hegen _ist LO(Q; 8)=2 oder gleich 4,
je nachdem R 4R oder B =#H". . N .
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ierung von B und m dxe Relhenfolge der 3 Punkte von m§8 auf B und
~auf m (in Eg) die gleiche ist. Liegt B normal . zu- jeder Maximal- "
sekante, so helﬁe B normal (schlechthin). Liegt B nicht normal um,.’
- s0 sagen wir, es liege ¥ anormal zu m uiid, falls mmdestens eme.
solche -Maximalsekante existiert, es sei-B anormal

1.3.1. Ist dann 58 normal so besitzt B hochstens 3 ordnungs- ’
singuldre Punkte und ist Veremlgung von (hochstens) 4 Konvexbogen“)

1.3.2. Es sei ]etzt B anormal gelegen etwa zur Maxxmalsekante -.
m. Sind dann S;,j=1,2,3, die ‘Schnittpunkte von m ‘mit B in natlir-
licher Relhenfolge -auf B, so llegt S, auf m zw1$chen S; und S,. Daher

liegt der eine Endpunkt etwa C, von 8= AC. innerhalb des’ vom

Teilbogen A = SS2 von B und von der Strecke 882 begrenzten :

beschrankten Gebietes. Die Verbindungsgerade g— AC der Endpunkte
von B hat daher einen Schnittpunkt Q mit B gemeinsam derart, daf -
"€ auf g zwischen -A.und Q- liegt. .Ftir Anormalitdt von B ist daher
'notwendxg (und auchr hmrelchend) dafy dle Verbindungsgerade der .
. beiden Endpunkté A und C von B noch einen Schnittpunkt- Q trigt,
der aufiethalb der Verbmdungsstrecke der Boorenendpunkte ‘liegt; dabei

lst LO®)=3 wund L](B)=0 angenommen ferner C als zwischen A

) und Q gelegen. Demgemif _ist €= QCU CQ eine emfache (geschlos- :

sene, beschrankte) Kurve dle auf der entgegegengesetzten Seite .von . -

g= AC liegt: wie’ der. Bogen 9 = AQ Auﬁerdem ist LO((S)=2 fiir *

€= CQ, andernfalls namlich wiirde eine Gerade ' existieren?), die mit _ j o

¢ genau 3 Schmitpunkte gemeinsam hatte also " mit der Strecke QC
~-genau ginen und folglich mit-9 mindestens einen Schmttpunkt
Widerspruch mit- LO(8)=3. Ganz entsprechend ergibt sich, daB,
LO(Q)=2 auf $ ist; ‘man kann zum Beweise die Tatsache beniitzen,
"daB im Falle LO(Q)—3 Geraden existieren, welche mit B drei Schnitt-.
punkte gemeinsam -haben, von denén mindestens -einer innerhalb A
und mindestens einer innerhalb € (in belleblgen Nihe von Q) llegt ’
Schlieflich ist 9 nicht anormal, also normal; denn.die Verbmdungsgerade
- AQ seiner Endpunkte schneidet 2 nicht. Nun kann aber % nicht mehr
* als einen ordnungssinguldren Punkt en{halten denn andernfalls wurden”‘)
Stiitzgerade 't an A ‘existieren, die durch Q gehen, und zu ¢ wiirde es
eine benachbarte Gerade geben die mindestens 4 Punkte mit B
gemeinsam hatte.. Damit ist der Marchaudsche Satz fur den Fall ein-
facher Bogen -bewiesen. - : : g

12) a.a.0.9) und Annalt di mat pura ed appltcata, 27 (1948), S 301 (B) 2).
oy zufolge des sogen. Expansxonssatzes a.a. 0. 9), S 37.
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) "-1.4. Es sei 1etzt 58 mcht emfach aber wxeder sei LO(%)—B
LJ(B)=0. Dann. exnstlert“) genau ein zweifacher Punkt D auf 9.
Zunichst falle D mit dem Endpunkt C von B -zusammen. Dann ist 8
wieder anormal und es gelten im wesentlichen unverindert die ein-
"schligigen Uberlegungen von Nr. 1.3.2. Nunmehr sei D verschieden
“von den beiden Endpunkten A, C von 8. Es sei % — AD bzw. 6 =CD
der einfache Teilbogen von B mit den Endpunkten A,D bzw. C,D.
Dann ist (B—%X—C)u(D) eine ‘Kurve & mit LO(R)=<3, also mit
LO(R) =2 (weil LO(R)=0. mod 2). Es ist ferner LO(D)=2 (gemiB -
Nr.1.3.2) auf demjenigen Bogen, *der dadurch entsteht, daB man die
_ Bogen-¥% und (R—(D)) bzw. € und (8—(D)) in D aneinandersétzt,
und der, abgesehen von D nur einfache Punkte enthalt ‘Daher bildén
9% und € in D einen Dorn. Somit ist $ Limes von Veteinigungen B, .
dus "dem Oval & und. aus einem einfachen Bogen R, mit LO(B,)=
- =LO(R,)=3, wobei R, durch Abrunden (in D) desjenigen Bogens
~erhalten wird, der durch Zusammensetzen von 2 und € in D entsteht
_und einfach’ ist. Folglich besitzt %, mindestens zwei Schnibel und zwar-
Wendepunkte. Fiir n—co konvergieren diese zwei Wendepunkte gegen
D. Nun ist R, gemdB Nr..1.3 ff. Vereinigung von nicht-mehr als 4
Konvexbogen; und :unter diesen Konvexbogen konvergiert nach dem -

- ‘eben Bemerkten derjenige gegen einen Punkt, nimlich gegen D, welcher

" durch die in Rede stehenden zwei Wendepunkte von %, begrenzt ist.
Dieser Konvexbogen geht daher beim Grenziibergang ,verloren®. Daraus
" folgt die Giltigkeit des Marchaudschen Satzes duch fiir Bogen mit

. Doppelpunkt (wenn man eiwa & ‘als emen Konvexbogen zahlt)

-Anmerkung Auch die Bogen ‘vom- Index Eins liefien sich ]etzt
noch ein beznehen (vgl dazu §3) ’

§ 2 Klassiﬁkahon der Bogen dritter Ordnung
vom Index Null.

2 l Zwecks ﬁberswhthcher Formuherung der ins” Auge gefaBten
Klassmkatlon fihren wir zunichst folgende Unterscheidung ein hinsicht-
lich .des Verhaltens des Bogens B in je einem seiner. Endpunkte AC.
Es sei ndmlich s dxe offene- (beschrankte) Verbindungsstrecke dieser
Endpunkte; dann’ setzen wir LO(A)=23 .oder LO(A)=2 je nachdem -
es. Geraden f durch zwei _zu A beliebig benachbarte Punkte von B
gibt oder -nicht gibt, fiir dle der Durchschnilt von f und s nicht leer -
ist. (Um auch den Fall emzubeznehen, daB A Doppelpunkt von B ist,

" haben wir festzusetzen: Die erwihnten Nachbarpunkte von A‘gehdren'

" 14 MARCHAUD, a.2a.0.9), S. 87 unten. )
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- +zu demjenigen Zweig A von B, dessen Urbild eine Umgebung desjenigen -
* Endpunktes der Urbildstrecke' ist, der A entspricht. Im Falle LO(A)=3
- bzw. LO(A)=2 bezeichnen wir A als einen Quasis¢hnabel bzw.
" als einen Quasihut. Diese' Bezeichnung wird durch die Tatsachie
nahegelegt, dafi im Falle eines'.Quasihutes bzw. Quasischnabels in A
der Bogen B in der Nihe von A innerhalb bzw. auferhalb desjenigen
. Winkelfaumes verlduft, welcher von der ‘Halbtangente an ¥ in A und

B von. der, C enthaltenden ‘Halbgeraden - mit A als Anfangspunkt gebildet ..

wird: “Und"dié Bezexchnung LO(A)=2 usw. ist. motiviert durch die
'Bemerkung, daf A auf dem aus ¥-und der Strecke AC zusammen-

',gesetzten Bogen' den linearen Ordnungswert 2 usw. besxtzt wenn bei -

. der-Bestinimung des Ordnungswertés die Tragergerade.von AC als
- Ordnungscharakteristik auBer Betracht bleibt. -

- Wir bemerker ferney: "Die Verbmdungsgerade g der Endpunkte
von B 1st““) entweder fremd zu 9B oder ‘hat mit B genau einen Schmtt- '
punkt S geémeinsam. Ist B .einfach und liegt S auf g zwischen den '
beiden Endpunkten A und C, so ist B normal, andernfalls anormal. .
(Vgl. .Nr. 1.3.2) Bei anormalem B konnen und wolen wir die Bezeich-'
nung der Endpunkte stets so wihlen; daB C 2wischen A und S ‘liegt.,
.Schliefilich . fiihren .wir, ebenfalls der- grofieren . Ubersichtlichkeit -
wegen nachstehende Abkiirzungen .ein. Die’ Tatsache daf Bein
einfacher oder nicht-einfdcher Bogen vom Index O 1st werde durch ,
das.Zeichen E, bzw. D, angedeutet. Ist der Bogen P einfach und hat -

B.mit der Verbindungsgeraden seiner Endpunkte keinen bzw. -einen-- L

weiteren Punkt gemeinsam, so soll dies "durch. das. Zelchen E;(0)j)
“bzw.” E,(1]n]/)-und E,(1 lal/) angedeutet werden, wobei i bzw.. a besagt,

. dab % normal bzw. anormal ist, und wobei j die -Anzahl der. auf B-
gelegenen: Schnibel bezeichnet (em Dorn hlerbel als aquxvalent mit |
- zwei Schndbeln gerechnet)

2.2, Mit Benutzung der in Nr 2:1 angegebenen Bezelchnungen
Alaﬁt sich jetzt - unsere Klassnflkatlon zunachst der emfachen Bogen so
formulieren: _
.. Jeder eznfache Bogen .58 vom, Imearen Ordnungswert Dret und vomv
Indexwert ‘Null besitzt eine der folgenden Gestalten:

" - 'Erstens. Die Verbindungsgerade g der beiden Endpunkte A, C
- von B ist fremd zu B bis auf A und C (Typus EO(O)) '
‘ Es. enthiit B ' : S

- genau einen Schnabel (aber keinen Dorn) wenn einer der Endpunkte o
ein Quasxschnaucl, der andcre aber ein Quasihut ist (Typus E;0{1));
. genau zwei Schndbel oder genau einen Dorn, wenn beide Endpunkte
Quasxschnabel sind. (Typus- E,(0]2).) ‘ .

J148) Unter B wxrd hier der affene Bogen verstanden (vgl. FuBnote ).
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. Zweitens. Die Verbindungsgerade g der beiden Endpunkte A, C
von B enthilt, aufer A und C, genau einen Punkt S; dieser ist stets
- Schnittpunkt (Typus E,(1)). Es sind zwei Unterfille zu unterscheiden

Unterfall (n): Die beiden Endpunkte werden auf g getrennt
durch S. Dann ist B normal (Typus E,,(l]n)) und es enthilt B

-genau einen Schnabel (aber keinen Dorn), wenn beide Endpunkte
Quasihiite sind (Typus E,(1{n|1);

. genau 2wei Schridbel oder genau einen Dorn, wenn einer- der

Endpunkte ein Quasihut, der andere ein Quasxschnabel ist (Typus

Ey(t{n,2))

genau drei Schndbel oder genau einen Schnabel und genau einen

Dorn, wenn beide Endpurikte Quasischnibel sind (Typus Ey(1|n13)).

Unterfall (a): Die beiden Endpunkte werden aufgmcht durch
S getrennt. Dann ist B anormal’ (Typus E,(1]a)). :
Liegt etwa C auf g zwischen A und S, -so enthdlt &

keinen Schnabel und kemen Dorn, wenn A ein Quasmut ist (Typus’

~ E(1]alo))

genau einen Schabel (aber keinen Dorn), wenn A ein Qua51schna- ,

bel ist (Typus Ey(1]al1))-7*) -
C . Wir bezeichnen jetzt als Minimalzahl der Konvexbogen von B
die Anzahl k von Konvexbogen derart, dal ¥ als Vereinigung von k
. aber von nicht weniger Kenvexbogen. darstellbar ist. Dann gilt weiter:
Fir Typus E,(®) und E,(1|n) ist die Minimalzahl der Konvex-
bogen vone B stets um Eins grofer als die Anzahl der ordnungs-
singuldren Punkte von B.

Fir Typus Ey(l|a 0) ist die Mlmmalzahl der. Konvexbogen von“'

B gleich Zwei (also um Zwei groBer als die Anzahl der Ordnungs-
" singuliren Punkte). :

Fir Typus Ey(1lall) ist die- Mlmmalzahl der Konvexbogen von -
© B gleich Zwei oder gleich Drei, je nachdem die zur Halbtangente an.
~ B in C komplementire Halbgerade nicht fremd oder fremd ist zum

abgeschlossenen Teilbogen AR von -8B, wo R der Schnabel von 9 (je

_nachdem ist also .die Minimalzahl um Eins oder um Zwei grofler als

" die Anzahl der ordnurgssinguldren Punkte).

2, 3. Ist B nicht einfach, so schreiben wir Dy statt E und DO(O)
bzw. Do(l), je nachdem auf der Verbmdungsgeraden g der Endpunkte
A,C von 3 kein oder ein weiterer Punkt (aufier A und C) liegt (der
..dann notwendig Schmttpunkt ist). Es gxlt nun:

1-”) Fiir die- Unterschexdung zweier wenterer Unterfdlle bei Typus Eo (l[a[l)'-

vgl. die Bemerkung betr. dle Mlmmalzahl welter unten im Text. -

K
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Jeder nicht-einfache Bogen B vom linearen Ofdnuhgéwert Drei un_d- :

vom Indexwert Null besitzt (genau einen- mehrfachen und zwar. zwei-
fachen Punkt.-und) keinen Dorn. Folgende Fiille sind zu unlerscheiden:

Erstens: Enthidlt g aufier ‘A, C keinen Punkt von B. (Typus -
-D,(0)), so besitzt- 23 keinen Schnabel. ~Beide. Endpunkte sind Quasi- '

. schnibel.

Zweitens: Enthalt g auﬁer A C noch genau einen Schnitt- -

" punkt!®), so besitzt B

keinen Schnabel, wenn der eine Endpunkt ein Quas;schnabel der

andere ein Quasihut ist (Typus Dy(1]0));
. genau einen Schnabel, wenn beide Endpunkte Quas:schnabel sind

{Typus Do(l“)) - SR

Die Minimalzahl der Konvexbogen von % ist fiir alle dlese Typen-

um Zwei groBer als die der Schnibel.

2.4. Bei der Klassmkatxon in Nr. 2. 2 und 2 3 besitzen Bogen -

verschledener Typen gleiche Gestalt im Sinne der. Em]eltung 1) Es sind
namlich in diesem Sinne gestaltsgleich: Die Bogen der Typen E,(0|1),

"E,(1|n|1) und Ey(1}alt), soweit die Bogen des letzteren Typus die Minimal- .

zahl Zwei besitzen; ferner die Bogen der Typen E0(0|2) und E0(1|n|2),
soweit die Boaen je zwei Schndbel oder je einen Dorn besitzen;

schliefilich die Bogen der Typen D ,(0]0).-und Do(l[O) soweit bei den -

- Bogen des ‘Typus DO(IIO) der eine. Endpunkt nichit zug]elch Doppel—
punkt ist. .

§3 Klassnflkatxon der Bogen dritter- Ordnung
vom Index ‘Eins. - -

Es sei B ein Bogen vom linearen Ordnungswert Dre1 und vom

Indexwert. Eins: Zeichen E, bzw. D,. Ferner.sei g=AC die Verbin--
dungsgerade der Endpunkte von 3. _leder solche Bogen éBgehort dann . .

- zu einem’ der folgenden Typen .

Erstens: Es hat g (auffer A und C) mit éBgenau (einen Punkt‘

und zwar) ‘einen - Stutzpunkt gememsam (Fall (s1)); des Naheren

“gilt-hier: .

Entweder ist EB einfach und besitat dann genau zwei Schnabel
oder genau einen. Dorn (Typus E;(st|2);

Oder. ' es ist B nicht einfach und besitzt kemen Schnabel }

(und keinen Dotn) (Typus D,(st|0));

Zweitens: Es hat g (aufer A und C) mlt EB genau (einen

~Punkt und zWar) einen - Schmttpunkt gemelmsam (Fall (s)). Dann

el

16) Hm51cht11ch ihrer Gestaltl) sind noch zu unterschelden die Bogen bei'denen

 kein oder ein Endpunkt mit dem Doppelpunkt zusammenfallt (vgl. im Text Nr.2.4).’
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ist § nicht-emfach und besitzt genau einen Schnabel (und kemen Dorn)
(Typus Dy(s{1)). - = -

.Die Minimalzahl ist- fur -Typus E, (stl2) um Ems grﬁﬁer als die
- Anzahl der ordnungssmgularen Punkte, fiir Typus D,(st|0) ist sie
~ gleich ‘Zwei, fiir Typus D, (s|1) ist sie gleich Zwei oder Drei, je nach-
dem_keine oder eine Stiitzgerade an B durch ‘den ordnungssinguldren
Punkt von B geht. '

. Zusatz. Die Bogen vom Typus Ei(st|2) bzw. D(stIO) sind -
Limiten von Bogen des . Typus E,(0|2) bzw. D,(0). Beim Typus E,(st[2)
kann man..noch die Unterfille untérscheiden, daf der Stiitzpunkt auf
“der Geraden g entweder nicht singuldr oder daB er ein Schnabel ‘oder-
ein Dorn ist. : .o

-Anmerkung. Die Juelsche Klassifikation der Kurven dritter
Ordnung ergibt sich mit Hilfe entsprechender- Uberlegungen (man erhalt
" je einen Typus E, mit 3 Schnibeln bzw. einem Schnabel und emem
Dorn und emen Typus D mit (genau) einem Schnabel)

(Eingegangeﬁ- am. 8 August 1949.)
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Uber eme Unglelchung der Wahrschemhchkelfs-
rechnung.

"HEINRICH Tm'rzm zu- seinem 70. Geburtstag gewxdmet

Von "GEORG AUMANN in Wurzburg (Deutschland)

1. 1.. Hat man ein Kolleéktiv von n emander ausschheﬁenden und
' erganzenden Merkmalen MI,MQ, ..., M, irgend welcher Art, mit den

_Wahrschemhchkelten wl,wg, e w, Z w,=1, so -ergibt’ sich e'ine"b,v'

zweckma%we Anthmetnslerung der- Merkmale M., wenn matt- M,, den 1" o

_k-ten Grundvektor e, = (e,;), &, =0 oderl, je nactidem 1+k‘odpr i=k,
- eines n- dlmensmnalen Raumes R der Vektoren g-(xl,xz, .. x) Zu-

" - ordnet. Als. Erwartungswert erhilt man dann = Z w,,e,,_(wl, Wy,.. W ¥)

v undals Streuung (g—g)2—02——g3—-g2—2w,, Zwk—l—‘l?, WO,

.'p die sogenannte Paschwahrschemhchkext bedeutet Es gnlt also d1e Be-
Azlehung . o , . ’
(1) . ' ’ 2+p_~1 IR 0 g
welche dahm gedeutet werden kamn, daB bei - einem Wahrschemhch-
keltsproblem mit Merkmalen, fiir welche. sich-nicht in naturllcher Weise
. eine zahlenmiBige Ordnung darbietet, bei Verzicht auf die obige Arith-
metxsxerung die Paschwahrschemllchkelt die Rolle der Streuung zu-
ubemehmen hat. Es sei hier nut nebenbei bemerkt,-daf dieser Umstand
- einen Aufbau der Korrelatxonstheone ermdglicht, bei. welchem der Begriff
der, Paschwahrschemllchkelt die Grundlage blldet

1.2, In der’ kontmuxerhchen Wahrschemllchkeltsrechnung etwa

einer zufilligen Variablen x, wo eine Vertellung in’ der Gestalt” der '
*Wahrscheinlichkeitsdichte w(x), — oo <x <o, gegeben ist, besteht .

- kein: Bedurfms die Stréeuung durch -eine andere. Mafizahl zu ersetzen.

Es glbt aber "duch hier eine der * Gleichung (1) verwandte Beznehung,'

_allerdmgs nur _noch m Form einer- Unglexchung Setzen wu' voraus,
) . +m

- daB w(x) in_ (—oo +oo) mtegnerbar ist. m1t _[w(x) dx—l femer,"

-

daB fxw(x) dx=x und- j(x—x)2w(x) dx_o2 dxe Streuung, unc'i, o
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jw2(x) dx=1_p, d1e Paschdlchte‘) exnstleren so gilt dne Ungleichung

. | 3
(2) , ,ﬁés

Sie ist mnt dem Gleichheitszeichen erfullt fiir die Vertenlung

=0,268.
5

w(x)'::z(l—ﬁ)'_ﬂir [x|<1, w(x =0 sonst

. Eine Beschrankung’ von 8o nach oben besteht nicht, wie schon éinfac.he
monotone Verteilungen lehren. Immerhin hélt sich fir die gebréuch-

.lichsten Verteilungen go in beachtlicher Nédhe des obigen Minimalwertes,’

was die- Verwandtschaft “von .(2) mit der Gleichung (1) unterstreicht.

Z. B. ist fiir Gleichverteilung ' (Rechteckverteilung) -6 =0,285, fiir die i
- syminetrische Drelecksvertellung fo=10,272, und fiir die Gaufische -

Normalvertenlung fo=0,282. :
1.3, In Verallgememerung von (2) gilt fir eine Verteilung

w(xl, .. x) im n- dxmensxonalen Raum R-mit wdm=l (in erlaubter

R -

Veremfachung) frwdm—o = fw%lm und 02=fr wdm die Un-
glelchung Coe -

i , 1 " (n(4+2n) \3
o) e L[ S5 ’)

= V‘+ GilFn)

worin ¢,_; den (n—l) -dimensionalen Inhalt der (n—1)- dxmenswnalen
Sphire- vom Radius 1 bezeichnet (c,=2, ¢, ==2n; &, ==4s,...). Das
Glexchheltszelchen wird *fiir-eine Zhnlich einfache Vertexlung, wie im
Falle n=1, angenommen. :

1.4. Die _vorausgehenden Ungleichungen sind im wesenthchen
Speualfalle einer allgemeinen Minimumsaufgabe : Es sei A>0 vorge-

geben. Es ist fiir alle nicht negativen, . samt ihrem Quadrat fiir x> 0

mtegrlerbaren Funktlonen W(x) mit- den’ Nor'merungen

@ jW(x)dx—l - (5) jW’(x)dx_l

- das Inflmum B, der Zahlen Py —fx’z W(x) a’x zu bestimmen. Hier lautet

die Losung P, —(22.—1—2)‘(21—1—1) ("+‘>—PW mit-

--1) Auch als Nachbarschaftswahrschemhchkextsdlchte zu bezeléhnen Die
Wahrschemhchkelt dafiir, daB bei kleinem posmven r zwei’ Ereignisse Xy, und x2
einen Abstand kleiner als r haben ist gr.

/3
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W) = = 2“, (xo x") fiir 0<x<x°, Wo(x)—O fiir x>x°,
- 2a4-2 ' '
wob Xo=
e =37 I

2. 1. er zewen zunachst daf sich dle mit den in’1. 2 und 1 3

' genannten Urwlelchung verbundenen -Minimnamsaufgaben auf 1.4 ziu-

riickfiinren lassen. Betrachten wir den Fall 1.3. Gehen wir mit einem

9>0 von w(r) uher zu w' (g)—g w(gg),.so ist wieder Jw dm——l

. dagegen ﬂ’ _[w’zdm——g fw dm—g"ﬁ, ferner a'2~—Jg w dm——g-%2 .

. l 1. : .
sodal ﬂ’"a —,é’"o Dtese Invananzergenschaft erlaubt neben der Be- '. S

_‘ dmgung jwdm—-—l auch noch jw2dm—l emzufuhren Die Aufgabe—, '

ist dann fiir in solcher Welse normlerte Vertellungen das Inhmum
~von o zu-ermitteln. . ' <

S, 2 Ferner durfen “wir uns auf die Betrachtung symmetnscher :
. Verteilungen w(g) {d."h. so]cher m1t w(r)=w(t)) fiir- [r[—[r)i) be-‘,
schranken Um dies zu zeigen setzen ‘wir

(2 (W(g)+W(—x)) fir n=1,
l c"' : Jw(z))df mr n><1,2)' _
v T RN ETEE i . -

wobei a’f das (n—l) dimensionale Volumelement auf der (n—1)- -di--
;"mgnsmnalen Sphédre vom Radius 1 bezeichnet und fiir- w(y) die entspre-
~ chenden Werte auf der Sphire |p|==[r| vom Radius |¢| zu nehmen sind.

‘Bei dieser Symmetnslerung 1st fwsdm—l o}= 0. Dagegen ...f.o‘lg"t .

| .nach der thwarzschen Ung]enchung fwdf (J‘ivzdf).(fdf) ‘die Be- | ° ‘

ziehung c,,_lws(r szdf, sodaB -
o =

ﬂs—fwsdm—fr" ! Jwﬁdf)dr—jr" lc_lwg’(r)dr< : .'

: Isl—r .
b ) -

.<Jr”‘ fw2df dr——ﬂ,
Lo o |:|—r-,
Aalso‘ﬂ;‘as"sﬂ”o ‘ ) e

2y Ws't) ist nach. bekannten Sitzen fiir Lebesguesche lntegrale in mehrererx
Dimensionen fast iiberall vorhanden - . . -~

S
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2 3. Es sei r>0. Fiir die normierte und symme{nsche Vertellung'
w(g) setzen wir q(r)—w(g) mit |g|_r Dann ist .’

’

. . BT
1= c,,_,_[r""q(r) dr, 1=‘c,_i-fr""q?(r) dr, 02=cn_1frf+‘q(r)' dar.
0 : 0 ‘ :

Mit der Transforma'fion _c,,__’;_r"= x und- q (( Cnx

n—1

) : . . )
)7)= W(x) ergibt sich

JW(x)dx—l JWZ(x)dx-—l und ( ) o’f:[)jx‘W_(x)dx mit -

‘ 2——”2—: Damlt ist der gewunschte Zusammenhang von 1.4 m1t ‘1.3

“(und damit auch 1. 2) hergestellt.

o 3.1. Bei det Behandlung des Problems 1 4 durfen wir uns- auf
.monotone (nicht steigende) Funktionen W(x) beschranken. In der Tat

" . kann man zu jedem W(x) die ,monotone Umordnung® W(x) bilden,

erklar;_ ‘als- die. Umkehrung der. Funktion x=F1(), wo () das.
‘Lebesgtesche’ MaB aller- positiven & mit W(§) =y bedeutet. Es ist- -
v-augenschemhch aber es ist- auch nicht schwer zu bewelsen, .daf

+oo -~

. f W(x) dx— f(W(x))2 dx— l hmgegen Py §PW, well namllch x’I eine

wachsende Funktnon 1st

3. 2._Be1 der unten vorzunehmenden Variation von W(J&) ist fol- "
' gender. Normierungsprozeﬁ von 'Bedéutunor ‘Hat ‘'man “eine Funkhon' :

-‘V(x) m1t dex——l jvzdx—ﬁ und flea’x—P‘, so gelten fur .
+o

' -W(x)'=—— (ﬂ) die Glelchungeandx— fngx—l und PW—;S’ P‘
: 0
: Dnes erglbt sich analog ‘wie in 2. 1 '

- 3. 3. Fr'die spezxelle Funktion W(x) =1fir0< x< < 1 (x)—O-fijr

x>1 ist PW ﬁMan braucht also bei der Bestlmmung von P,

,H—l
nur solche W zu untersuchen fur die PW_ Z-:-l Dies hat aber be1

monotonem W zur Folge, daﬁ x’~+1_-(l-[— 1)E gesetzt

IW<[<1+1)§1“‘)d§=1+1

also gew15 W([(2+1)§]‘+')§< !

i ' |
l-{-l , sodaB W(x) S Ganz ana-

<
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v

'log erglbt snch aus der Glexchung (5) d1e Unglenchung W(x V_
: Damlt haben wir W(x)< Mm (Vl— , x:“ ), sodaB dxe noch zur Kon-

kurrenz zugelassenen-. W(x) . alle eine gememsame im. Berelch x>0

. integrierbate Majorante haben. Es glbt nun eine mmxmahsxerende Folge -

Wi(x), Wp(x), ..., .welche" die’ Gleichungen'. (4) “und (5) erfiillt, und
-.fur welche llm PW,,—P0 ist: Fiir jedes x>Osmd dle W, (x) beschrankt

: “Wir konnen m1t Hilfe des Dlagonalverfahrens und ‘mit Benutzung der o
- Monotonie der W, eine “konvergente Teilfolge ausgreifen®). ‘Sei der

- Einfachheit- ‘halber bereits die urspriingliche Folge: konvergent zum Limes

W*(x). Da die W; eine mtegnerbare Ma]orante gememsam haben, 1st :

ghedwexse Integratlon erlaubt
- 1_-dex-»fW*dx
o T i 0 )

sodafB fW‘dx_l -Da wir aber fur W"(x) und x‘W(x) keine solchen '

Ma]oranten zur, Verfugung haben, bewelsen wir, das Bestehen von (5) .-
fir W* und die- Gleichung PW.—P., folgendermaﬁen Jedenfalls ist -

RO} g ~jw*2dx<1 P’—fx"W‘(x)dx<P

b

Ware etwa " >.1, so fUr passende posmve a and b auch J W‘“dx> l .

was wegen der beschrankten Konvergenz im- Intervall a<x<b mit der-
- Normierung der W, in ‘Widerspruch -stéht. Analog ergibt sxch dxe zwelte
: Unglexchung Fiir. W**(x)— W‘(x/ﬂ )[8" ist dann :

(%) - o w—ﬂ*‘P‘<Po

Ware eme der Ungleichungen (*) mit dem Klemerzelchen erfdllt S0

- auch (x*);, was der memalexgenschaft von P, w1dersprlcht Daher ist
‘_ﬁv-lundP-Po : : -

4.1. Nun haben wir- die Aufgabe die M:mmalfunktxon w* (x), d1e

wir jetzt einfach mit W(x) bézeichnen,, durch. ein geeignetes Varlatlons- .

verfahren zu bestimmen und- den zugehongen Wert ‘P zu ‘ermitteln.:.
"~ Wir betrachten zwei. verschiedene Stellen x, und x,, in deren

.U...geh"""n"' Wi(x) p_osxtw, ist. Wir' nehmen mit W(x) folgende Variation ~
_vor: Sen £>0; im- Intervall X <x< X, + € setzen- wir ‘V_(x) ‘_=4W‘(x)g+ f -

3) Siehe HAUPT—AUMAN:;-PAUG Differential- und Integralrecﬁnung, Bd. l
(Berlin, 1948), S 150, Satz 2.

~
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in x, < x<x,+¢ setzen wir V(x) = W(x) é‘i auBerhalb béider Inte}\)alle

sei V(x)=W(x). £ und ¢ seien dem Betrag nach so klein, daf die
+oo

obigen lntervalle fremd und.,daﬁ V(x)=0..Es ist f V(x)dx=1.- Weiter
. ' 0 . . .
‘wird g= jV“(x)dx——l-l—u mnt ‘
@ .
’ z|+s ZateE o
j(ztw;x)+t2)dx+j( 2UW(x) + %) dx = At -+ BE.
| xz48 . :rz+e

Ferner ergnbt sich PV=P+v mit v—-J x‘ldx—J‘xitdx—-Ct Gehen

~ wir nun gemaﬁ 3. 2 iiber zu Wi(x) = V(x/ﬂ)/p’, sodaB W, den Normie-
rungen (4) und (5) geniigt, so wird Py, =(1 +u)*(P+v), also

: Py —P=v+AuP+...=(C+2AP)t+.. ' .
wo die letzten Punkte Glieder hoherer Ordnung in ¢ bezelchnen Da t
-im Rahmen der obigen Bemerkung frei ist, so muB. wegen der Mlmmal— :

R elgenschaft von P.die Gleichung C+ ZAP O bestehen

j[(xl+§>2—<xz+§>11d§+2zp j Wk B — W xg+§>1d§ 0.

Selen nun x, und x; Stetlgkeltspunkte von W(x) Dann kdnnen wir-die
_ letzte Gleichung entwickeln: .~ |
o [x}—xi+ 21P(W(x1)—W(xa))] 8+0(€) =
wobe1 o(e)[e~0 fiir £-0. Dies fiihrt auf
X} 4 24 PW(x,)= x} + 22PW(x2) |
" Fir - alle Stetlgkeltspunkte x, wo W(x)>0, hat x4 ZZPW(x) einen
konstanten Wert a, soda8 filr diese Stellen :
. xd.
W) =a—55 |
Da .diese Stellen (als Stetlgkeltsstellen einer monotonen Funktion) uberall ‘
dicht liegen; " gilt nach dem bekannten Erweiterungssatz fiir monotone
Funkfionen die letzte Glexchung sogar fiir alle x, wo. W(x)>0 Dxes :
fdhrt zur Darstellung o

W(x)—. P (x}—x* fiir 0<x<xo, ‘ W(x) 0 fur Jc>x0

. Die’ Nbrmierungsglenchungen (4) . und (5) fuhren zu den in 1.4 ange-
+o T
gebenen Werlen fiir X, und P= Po, dxe Glexchung P0 _[x‘Wd'x 'ist

0
. 'dann .von selbst erfillt.

(Emgegangen am 2. ]anuar 1950 )
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Verallgememerung der Der1v1erten in der Geometrle
~der Polynome. S

Von GYULA Sz-NAGY in Szeged. -

1. In dieser Arbeit wird def Begriff der Derivierten'eines Polynoms
verallgemeinert. Es wird gezeigt, da bekannte (und teilweise noch
nicht bekannte) Sitze iiber die Nullstellenvertellung eines Polynoms
und seiner Derivierten oder einer linearen Verknupfung des: Polynoms
und seiner Derivierten auch dann bestehen, wenn die Der1v1erte durch :
eine verallgemeinerte Derivierte ersetzt wird.

Hat -das Polynom f(z) ‘n-ten Grades die Form '

(1) f(z).=C(2—z1)q* (Z—Z-Aq (2——-z,,,)‘1m qkzl 2 ge=n, C=i=0
qnd bedeuten pi,pg',“.. ,pm der Glelchung

@ . pApet.. pa=n

genugende beliebige posmve "Zahlen, so wird das. Polynom (n——l) -ten
" Grades” :

@ e g @=fa) > P

eine Derivierte (im allgemeineren Sinne) des Polynoms_ f(2) genannt. .
Im Falle. p,=gq, (k=1,2,...,m) ist f*(2)=f () die gewdhn-

liche oder isobare Derivierte, "sonst heift f*(2) eine anisobare oder all-

."gememe Derivierte von f(z). Da die Gewichte p, im allgememen keine

ganzen Zahlen smd ist dasY Integral von f(z\ im allgememen kein -
~ Polynom. -’ 1ogauthmschc

2. Der GauB— Lucassche -Satz laﬁt sich fur eine amsobare Den-

vierte ebenso bewelsen wie: fur die. 1sobare
Die Uu:lu;urg
. Z
. ey

4

@ "F@ |

definiert . einen Polarpunkt c* (1m allgememen Smne) des Punktes z
Al
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. bezugl‘ch ‘des Polynoms f(2) n-ten Grades Die Glelchung (4) 1aBt sich
auch in den Formen

G ."773——-2;"7" (Zpk n, px>0)

28 =l z—zy f(z)

k=1

und
s ) . ‘.' - .cc__zk .
(6) ) . ZPI: z—2, "“‘0.
schreiben.. : _
Im Falle p,==q, (k=1,2,...,m) ist L* der isobare ‘Polarpunkt,
der Laguerresche derivierte Punkt!) von 2, der Schwerpunkt der Null-

stellen von f(2) in bezug auf den Punkt z nach POLYA—SZEGG?).
Der bekannte Laguerresche Satz gilt auch im allgemeinen Falle:

- 1. Bezeichnet f°(2) eine (isobare oder anisobare) Derivierte des Poly-
noms f(2) n-ten Grades ‘und ist f(z,)- f*(z,) 0, so werden die Nullstellen
- des Polynoms f(z) -von jedem Kreis K durch das Punkipaar
' f(z)

I (z0) :

" getrennt. (Liegt namlich nicht jede Nullstelle von f(2) auf K, so besitzt

f(2) mindestens je eine Nullstelle innerhalb und auBerhalb des Kreises K.)
Nach (6) besteht die Glexchung

2y, L¥=2y—n

‘ . pk(zL—C) 0
=" =0 .
Sind z,——z,==r;-€'%, zL—C = 0,60, B, —a, = v, (k—l 2,..., m)
.und bezeichnet @ einén beliebigen kael so l1aBt sich die Glexchung
: (7) in’ der ‘Form : ' ‘ -

m

e ""2, p‘:’" £ = Z p""‘ [cos (w‘——w)-}-zsm (w,‘——w)]— ).

_ .schrelben, woraus

® Z”’“"smw,g—w)—

“folgt. Die Glieder dieser Summe verschwmden falls jede Nullstelle z,,'
von f(2) auf einem “Kreis K liegt, von dessen Punkten aus der. Vektor
© . 2,L" unter einem Winkei oder w7 erscheint. Hat die Summe von -

(8) ein nicht verschwindendes Glied, - so hat sie mindestens je ein po-
- sitives und negatives Glied. Das Polynom f(2) hat dann mindestens je

" - eine Nullstelle mnerhdlb und auBerhalb von K. )

~

1y LaGUERRE, Oeuvres. 1, S. 133—143. :
?) G. PoLva—G. Szecd, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, Il, S.55— 66
242 —253. Dieses Werk wird unter PoLva - SZEGO zitiert.
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Das Polynom (}1%1)' ten Grades- _
©) . L @R+ E—a @ :
ist ein allgemeines (erstes) Polarpolynom - des Punktes £ in bezug auf

das Polynom f(z2) n-ten Gradés. Aus dem Satz [ folgt

o [l Die " Nulistellen des Polynoms f(z) n-ten. Grades werden von
jedem Kreis K getrennt, der durch den ‘Punkt § (f(C):}:O) und durch
- eme Nulistelle des Polarpolynoms. (9) geht o

3. Ein bekannter Satz von] L WALSH3) 1aft sich auf folcend;z'

- Weise verallgememern _

, L Liegen n, Nullstellen 201y Zazy e s Zw, eines Polynoms f(2)
{n,+-ny)-ten Grades im Kreise K,: |2—a1|<rl, die iibrigen n, Nullstellen

2oty Zaay . o zm im Kreise k'2 lz—azgl<r2 und bezeichnet Ke, den Krezs' o

n ag—}—nooz1 o n1r2+117r,

Z‘-‘a <r .a —_— ) 37—
I 3! 3 3 H1+ﬂ2 3 n +”2 y

. s0 hat das, Po/ynom ‘ : : RV

00 7@ =1 [ "“'ZM +kg: s ] ﬁ(Z)f(Z) [fl,(j)) L)

Swo o B :
p11,>0 p21>0 (h**l 2 N k—l 2 n), .

O an- Z ;Uu —”7

. S h=1
und -
fg

fl(z)~ Ij <é%z1,.> und f2(2)~ i <z—zu>

smd auﬁerhalb der Kreise K,, K, und K, keine Nullstelle.

Haben keine. zwei der . Kreisscheiben K,, K, und 'K, einen Punkt
gemeinsam, so besitzt das Polynom ‘f(2) in der Kretssc/zetbe K,, K2 bzw.
K, ony—1, ny—1 Nullstellen ‘bzw. eine Nullstelle.:

‘Liegt die Nulistelle z, des Polynoms (@) auﬁerha]b belder Krexse
K, und K., so fallt der Pu'lkt o

Sy gmaea HELG

in die Krelsschenbe K. Wldngenfalls kdnnte man namlxch durch die
Punkte 2z, und ; einen Kreis “fiihren, von dem 'die Nullstellen -des
Polynoms f;(2) nicht getrennt werden. Deshalb sind IC —al]<r1 und
|(..,q—v:2[<r2 Der Punkt

3)]. L. WaLsH, Qn the location of the .roots of the derivative of a poly-
, nomial, Comptes rendus du Congrés International de Math. Strasbourg 1920, S. 329—342.
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AN (A VACA RS ACAVACO I
-, ° P fl(z()).f‘(ZO)
B =2 — My My s )
’ _ . ! f(zo)fz(zo)
liegt im Kreise Kj, weil )
: .___ m &y nyl, moy+n,e, |
,2.0-‘-7%'—— n+n, - n+n, o : ‘
n (L —ay) + (L, —a;) l< n Iyl —r.
m4n, = m+n 7

ist. :
Damit ist der erste. Tell des- Satzes Il bewiesen. Zum Beweis des
zwelten Teiles nimmt man nach einer Methode von "Walsh an, daB
kemg: zwei der Kreisscheiben- K,, K, und K, einen Punkt gemeinsam
haben., Laft man die Nullstellen des Polynoms f,(2) bzw. f,(2) im Kreise
K, bzw. K, stetig verdndern, so verdndern sich die Nullstellen von f*(z)

o stetig und keine Nullstelle von f*(z) kann aus einem der Kreise K, K,

und K, austreten oder in eine dieser Kreisscheiben eintreten. Widrigen-
falls gabé es ndmlich ein den Annahmen des Satzes 1l geniigendes

"+ Polynom f*(z), das eine "Nullstelle ‘auBerhalb .der drei Kreise K;, K,

und K, besitzt. Das.Polynom f*(z) hat also im Kreise K, K, bzw. K,

‘dieselbe Anzahl der Nullstellen, wie im Falle 2T =2, =0
- und zgl——zz2 *22,. =0,. Dann sind - . )
i /) n,y o
f(z)—(z—al)"x (z—ay» und f° (z)—f(z) =

: _n(z_a )n,—l(z__a )11—1(2_“3)
' Damlt ist der Satz IIl bewiesen.

. 4 Fiir ein. reelles Polynom (mit lauter reellen Koefflzlenten) gxIt
’dle folgende Verallgemeinerung eines Satzes von JENSEN?):

IV. Besitzt das Polynom f(2)'n-ten- Grades v Paare z,, Z, (h=1,2,. V)
der konjuglert imagindren Nullstellen und n—2% reelle” Nullslellen be-
zeichnet K, den Kreis, dessen Durchmesser die Verbindungsstrecke (z,, z,)
ist, ist ferner [ (2) eine reelle Derivierfe des Polynoms ) [d. . zu den
Punkten 2, und z, gehort dasselbe - rositive Gewicht p, (h=1,2,. )
in f*(2)], und bedeuten 2,, 2, und A, beliebige reelle Zahlen (i?+l2>0),
S0 fallt Jjede nichtreelle Nullstelle der Polynome von der Form

G@)=(4—42) fR)+ 41 (2) .

mindestens in eine der p l\ reisscheiben K, K, . . .,.K,,.

49 L. W. JENSEN, Recherches sur la. théorie des’ equatnons, Acta Math., 36
(1913), S. 181—195. —_Gv. (J.) v. Sz Naay, Zur Theorie der algebraischen Glel-
chungen ]ahresberz +ht der Deutschen Math.- Verengung, 31 (-19 2), S. 238—251.

-
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Sind z,~a,+ib,, z,=d,—ib, (b,+0,h=1,2,...,9), z,=c

(k=2v+4'1,2v42,...,n) und ist 2,=x,-1iy, eine nichtreelle Null-
stelle des Polynoms G (2), fiir welche f(z,)=0 ist, so ist

G(Zo 12 /12 f (ZO)

fy — AT AT » -

) . ph . ph . . 3 p,k o
=h—& Z"'Hz[z (zo—aT—"ib—, —a,,+ib,,)+x.~:zzv+» zk—.ck]—o'

Fiir den imaginéren Teil dieser Glelchu'ng besteht also die Gleichung -
20 . . (;xo—al)g"*'y;"_'bg )
=Y | 2222 2p, ——
yo[ l_+ ,21; __pl [( ah)2+b2 )’3]2—}—4(3(0 ah)2y6’+’
. ‘ n . Di . ]
A3 — = [=0.
+ —AZ:«»H (xo—ck)2+yo E
‘Daraus folgt der Satz V, weil die erste Summe - mindestens_ ein nicht
posmves Glied besitzen muf. .
gllf auch der Satz®) .

V. Besitzt das reelle Polynom f(z) n-ten Grades das k- fache (kz=1) -~
konjugiert komplexe Nullstellenpaar a+4-ib, a—ib und die reellen Null-.

]

stellen ¢;, ¢,, . . ., ¢, o, SO_fallt jede nichireelle und.von a+ib und a-—zb .

_versduedene Nullstelle semer Dertvzerten

| k . ) k n.—Zk' ph )
I (z)=f(z)[ —ib + z—a-+ib +h§2—cl.}

X n-2k - .
o (p,,>0 2k+2p,,—nj

h=
in das Innere des Kreises

|Z—al—lb| l/ <|bl

' ' Ist Zo=2X,+ iy, (yO:{:O) eine Nullstelle von f (z), “aber-keine Null—
stelle dées Polynoms - : '
f@=lz—a)+b)g(z), g@)= (Z,——Cl).(z—cg)' - (z—'cn_n){

so ist ' ‘ ' o

) 2k(z--a)
Sfz)  (—ay+0
Dle Punkte Z, und & .

(Zo

(20 )

L

—24) (zo—a)Q—l—b?__
_2k‘ z,—a o

1
=37 [nz0 (/z—2k)a+

: ' 2k) »]
L20e]

) Fur die isobare Derivierte vgl. die Arbeit des Verfassers in der F_uﬁnote 4).
IS T ! -
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liegen an entgegengesetzten Selten der reellen Achse. Widrigenfalls
konnte man- ndmlich durch die Punkte z,—=x,-iy, und &5 =8+ in,
einen Kreis fiilhren, von dem die (lauter reellen) Nullstellen des Poly-
noms g(z) nicht getrennt werden Hieraus folgt der Satz Vv, well nach
dem Ausdruck von &f .- : o . .

i (n—2k)b2] . n—‘zk-[ P b ]
y"% 2k[’z (xo—a)+ 5 'y° 2k - [n—2k zp—al <0

isf.

- -9, Liegen die Nullstellén des Polynoms f(2) n-ten Grades in einenx
Kreis K, so liegt der Polarpunkt {* jedes auBerhalb von K liegenden:
Punktes z, nach Satz I innerhalb des Kreises K. M1t Hilfe dieses Satzes
erhalt man die folgenden drei Sitze. .-

L VL. Liegen die Nullstellen des Polynams f(2) n-ten Grades. zn einemr
Krezs K, so liegt eine. beliebige Nullstelle des Polynoms

| g()—f(3+Cf (), C—A+iB -

_ entweder im’ Kreise K, “oder in einem ‘Kreise K’, der aus K durch die -
‘Parallelverschiebung um den Vektor —nC entsteht. o

_Haben die Kreise K und K’ keinen Punkt gememsam so besitzt
g(z) eine Nullstelle im Kreise K’ und n—1 Nullstellen im Kreise K.

Hatte nédmlich g(2) eine Nullstelle 2, auBérhalb bender Krelse K
und K’ so waren die Punkte

Y

f(zo)
"F @) .
‘auberhalb des Krelses nglegen Dies ist aber unmoghch weil die -
Kreisscheibe K jede Nullstélie von Jf(z) enthalt.: Damlf ist der erste Teil -
des -Satzes VI bew1esen5)
Haben die Kreise K und K’, kemen Punkt: gememsam und bewegene
-sich die Nullstellen von f(2) im Kreise K, so hat kein zugehoriges Po-
.lynom g(2) eine Nullstelle aufierhalb beider Kreise K und K’ Die Anzaht
der Nullstellen der Polynome g(z) im Kreise K bzw. K’ bleibt un-
* verandert, wahrend die Nullstellen von f(z) sich im Kreise K beliebig
. bewegen. Fallen die Nullstelien von f(z) in den’ Mlttelpunkt a von K
'zusammen s0 ist « eine (n —1)-fache Nullstelle und der Mittelpunkt
o= a—nC von K’ ist eine einfache Nullstelle des Polynoms 2(2).
'Dann sind namlich

)= (z—a), f(z)—n(z—a)" ‘—f’(z)
g(2)~f(2)+Cf (@) = (z—a) (z—a).

2 und C"—zo =2,4+nC

6) Fiir den ersten Teil des Satzes Vll vgl die Aufgabe 114 von POLYA—':
SZEG(S Il; S. 58
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~ VIL Entfidlt die Kreisscheibe K : |z— a| < r die Nullstellen des Poly-
noms f(z) n-ten Grades und geniigt der reelle Teil der Zahl C—=A+iB
' der Ungleichung 0<2A<n, so em‘halt K die Nullstellen jedes Polynoms_
2(2) von der Form ’

: (Z)—Cf(Z)—(Z—a)f (Z)
Ist g(zo)_O so folgt dieser Satz im Falle N (zo)——O aus dem.
-veraligemeinerten Satz von.GauIS und Luca weil dann auch f(z,) =0

" f(zo) : zo_a: : -
O EmRenpgyTaTee
Wire nun |zo—a!>r S0 wire 7 ' o
e lc—n| |c- A—npy B
'Ié‘o_‘a]=|‘?0".—”q.l : C l l— [( AQ—Q; : ] gr,

" weil' n—A=A>0 ist. Damit ist der "Satz VII' bewiesen,” weil beide ',
Punkte z, und & auBerhalb der Kreisscheibe K nicht liegen konnen..

Es gilt die’ folgende Verallgememerung eines Satzes von G. PoLYa.
und G. SzEGOT): ‘ :

“VIIL. Liegt jede Nullstelle des Polynoms j(z) n- ten Grades im

Kreisring : X

; : . r<lz—a|<R,.

und zst C=—n, so ‘besitzt kem Polynom von der Form ‘-

- 2@ =ClE)—@2—a)f'() . -
- eine Nullstelle auﬁerhalb des “Kreisringes o /' .
E—g—n ]g]z+a]§R1=_R'Max.{L,'ciﬁ J B

Wire eine Nullstelle 2z, des Polynoms g(z) innérﬁalb des Kreises'

|z—@|=r, bzw. auBerhalb des Kreises |z2—ea|=R, gelegen, so -miifite- -

* der Polarpunkt {5 des Punktes 2, in bezug auf das Polynom f(2) inner~

halb des Kreises |z—a|=r bzw. aufierhalb des Kreises |z—a|=R
fallen -Sind namlich g(zo)_O und f(z)=0, so smd f*(z)70 und

ry==r Min [1,

Co*‘—a'=‘z.~.—a ff((zz)) Z—a— (z%f—(zo—a) ' an}
Ist also lzo—a{<r1 bzw |20—a|>1?,, so 1st '
. A C C— )
|€0—all=lzg_.—a|‘ =< n| = |=r
. D | C —~ ic—nl- -
bzw. |c0—a|=|20—-al ——C—n >'R1 '—C,—n _gR.

7)-A.a. O, S. 58, Aufgaben 116 -117. -
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Damit ist der Satz VIII bewiesen, weil man in beiden Fillen
_ durch z, und §; Kreise fithren kann, von denen die Nullstellen von f(2)-
nicht getrennt werden.

6. Einige Resultate von mir$) lassen sich so ausdriicken :

IX: ‘Bedeuten 2, und A, beliebige (reelle’ oder nichtreelle) Zahlen,
sind §, und %, von den Nulistellen des Polynoms f(z) abweichende (ver-
schiedene oder zusamn}enfallende) Nulistellen des Polynoms

() =Af(2)+4[f(2)
und bezeichnet H eine beltebtge glezdzseztlge Hyperbel, die durch die Punkte

Cl und ¢, geht und den Punk! ’+ =2

die Hyperbel H die Nullstellen des Polynoms f(2).

Dieser Satz gilt auch fiir. eine mehrfache Nullstelle §, =14, des
- Polynoms g(z), wenn f(,)=0 ist.
© . X. Enthilt die Kreisscheibe |z—a|<r die Nullstellen des Polynoms
7@ n-ten Grades und bedeuten 2, und 2, beliebige Zahlen, so enthdlt
die konzentrische Kreisscheibe |z—a|=< rV2 mindestens n— 1 Nullstellen
jedes Polynoms

@ =4 @ A @). (|44 I#O)

7. Hat ein Po]ynom lauter. reelle Nullstellen, so liegt-ein Punkt
2,=X,+ 1y, (330) und sein Polarpunkt {; =& 4-in, in bezug-auf das
Polynom an entgegengesetzten Seiten derweellen Achse (yon0 <9). Daraus
folgen die Sitze :

XI. Besitzt das Polpnom f(z) n-fen- Grades lauter reelle Nullstellen,
die auf der Strecke (A, B) liegen, und ist ¢ eine nichtreelle Zahl, so
enthdlt das Parallelogramm mit den Eckpunkten A, B, C—nc und B—nc
die Nullstellen der Polynome g(z)=/f(2)+c f(2). .

ln\emer nichtreellen Nullstelle z, des Polynoms 2(2) sind

F* @0, f(a)+ef*(2) =0 und & =2 /f—‘(z%~zo+nc o

" Die Gerdde g durch 2, und & trennt nach Satz I die Nullstellen,
des Polynoms f(z) und deshalb schneidet die reelle Achse in einem
Punkte 2, der Strecke (A, B). Der Punkt z liegt zwischen z, und &5,
die an entgegengesetzten Seiten der reellen Achse -sind. Daraus folgt
der Satz XI, weil-die Strecke (zo, 2,+n¢) mit der Strecke (A, B) einen
"Punkt gemeinsam -haben mub.

zum Mzttelpunkt besitzt, so trennt

8) Gy. Sz.-Nagy, Ein elementargeometriScher Satz und seine Anwendung in
der Geometrie der Polynome, Anzeiger Ung. Akad. Wiss., 61 (1942), S. 776—185;
Sur un théoréme de M. Biernacki, Annuales de la Société Polonaise de Math., 23 (1950).
' Veralligemeinerung bei M. MarpEX, On the zeros of rational functions. having
prosctibed poles, with apphcatxons of an entire function of finite genre, Transactions
American Math. Soc., 66 (1949), S 407—-418.
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Xll. Besitzt das Polynom: f(z) n-ten Grades lauter reelle -Nullstellen
und bedeuten A, B und C(<0Q) reelle Zahlen so liegen die mchtreellen
Nulistellen der Polynome

&)= F@)+(A +BZ+ C22) [ ()

in der .Halbebene ‘x=Rez>— 1+nB .
“2nC .
.In einer mchtree]len Nullstelle Zo—xo-}—zy0 dieses Polynoms ist
2,
Ly _—’c‘o—}-mo—zo ff((")) —ZO—I-/I(A—{—BZO-!—CZO)
0

Der. Satz Xit foigt aus der Unglelchung

Yo =Y; (1 4nB+42nCxy) <0.

X[II Besitzt das Polynom f(z) n-ten Grades lauter reelle Nullslellen
bedeuten a, A, B und C reelle Zahlen mit C<0, D=1 +nB>0
so hat :

gm-¢@+{ Jf@

lauter reelle  Nullstellen. Ist 0 < nCD“l—r2 so ltegen die mdztreellen
Nullistellen der Polyriome g(z)- innerhalb bzw. auflerhalb des Krezses'
]z—al—r jenadldem D >0 bzw. D<O. ist?) '

In einer mchtreellen Nullstelle z, = x, 4 iy, des Polynoms g(z) smd .

f(o)
"Fe

- Hieraus ergibt sich

_alpmc ] LAC 1 ]
'”“‘?{DA & ] D“[ D To—af ]

go___E*_'_.l'r]O__Zo ZO+/1(A+BZQ+ZE(1) und }’0’70<0
o . . .

—a)y’ 4y

Sind D.>"O und CaO, so ist yom, > 0. Dann kann also das"Po—
- 1ynom g(2) keine nichtreelle Nullstelle’haben. Im Falle 0 < nCD'=r*ist

L [ g -
=1~ i) o
Die -Ungleichung y,m, < 0 besteht also nur dann wenn D>0 und
|z —a|<r oder D<0 und |z,—a| > r sind. '

BN

8. Die folgende Verallgememerung eines Satves von. L BERWALD
'1dBt sich €benso beweisen, wie der ongmelle ‘Satz 19), wo die- isobare .
Derivierte f'(z) steht: '

9) Der Satz XIII ergthiilt'éinen speziellen Satz von LAGUERRE, a. a. O.) in sich.

10) {.. Berwarp, Uber die Lage der Nullstellen von Linearkombinationen eines
Polynoms und seiner Ableitungen in bezug auf einen Punkt Téhoku Math Journal,
37 (1933), S. 52 68. .

-
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XIV. Enthdlt ein Kreisbereich K die Nullstellen des Polynoms f(z)
n-ten Grades, so liegen die Nullstellen der Polynome

g =caf@)+a [ﬂf(2)+(a—2)f (2)1—(Co+ncl)f(2)+€1(a*2)f“’2)

([co|+|clH=O) in K und in einem Kreisbéreich K', in den K durch die
linéure Transformation ‘ '

z —a+ C°+ G (z—

iiberfiihrt  wird. Haben K und - K' kemen Punkt gemeinsam, so hat ein

. Polynom g(2) eine Nullstelle in K’ und die iibrigen Nullstellen in K.

, Auch die Nulistellen "der anisobaren Derivierten eines Polynoms

sind Brennpunkte einer algebraischen Kirve (n—1)-ter Klasse, von der

die Verbindungsstrecke: von. je zwei Nullstellen des Polynoms beriihrt

wird. . , : E .
Dies 16t sich ebenso einsehen, wie fiir ‘die isobare Derivierte 11)..

.. 9. Der folgende Satz iiber reelle gebrochene ratxonale Funkhonen
enthalt den Satz V in sich.

: XV Bezezc}men a, c1,c2,.. , ¢, bzw. b, 'q, q',,qq,.. ,'q,,.reelle b'zw-
positive Zahlen zyzd ist Q=q,+ ¢+ ...+4q., so liegen: d'e nichireellerr

. Nullstellen der rationalen Funktzonen von der Form

R(z)=z;"’, TR

g
a—ib a+zb +2’ 2—¢C -

" im Kreise _
' ' Q+q

—aj<b l/ <b
R 12 I Q+2q Q+2q -
Dieser. Satz '1aBt s:ch ebenso bewexsen wie der Satz V.
Sind namlich

f(z)'~—.—g(z—ck>, eQ=’n, po=eq.  (k=1,2,m),

so ist -

29 z—a Sz

eRE= 7 qu>2 7 f(i>)

Eine nichtreelle Nullstelle Zy=X,+1y, von R(z) hat eirien Polar-
punkt {5 ==&+ i7, in bezug auf ‘das Polynom’ f(2). Aus der Unglelchung
Yoo <0 folgt der Satz XV ohne Welteres

‘a

" (Eingegangen am 29. Juni 1949.)

" 11) Vgl die Literatur in der Arbeit: M. MARDEN, A note on the zeros of the:
sections of a partial fraction, Bulletzn of the American Math, Soaety, 51 (1945),
S. .935—940.



Einige aus Fimktionalgleichingen zweier Verindei-
lichen ableltbare leferentlalglelchungen. ‘

Von J. "ACZEL in, Szeged

Einlextung

Im fo]genden w1rd an elmgen Bexspxelen gezelgt wie man die
. Losung von Funktlonalglelchungen mehrerer Verinderlichen an die Losung
.von ‘partiellen leferentla]glexchungen zuriickfiihren kann. Die-Bedeutung
einer solchen Zuruckfuhrung liegt in dem Mangel einer. systematlschen
Theorie der Funktxonalg]exchungen ,

N. H. ABEL") hat aus der Funktnona]g]elchung

(1 zlte J')]——Z{x 2(y, D] =z{y, 2(t, )] -
. die leferentlalglexchung :

@ 'gé%%f @=iﬂQMz¥ianM

abge]entet um zu beweisen,. daf die streng monotonen und différenzier-
baren Losungen der Funktlonalglelchung (1) alle'von der Form

3 : 2(x, ) =F'[FQ)+F)] - : :
'smd wo F eine streng monotone und dlfferenmerbare Funktlon ist..

'Dle leferentlalglelchung ) bedeutet,~ daf in z_ die Varxabeln.x,y
»getrennt® auftreten, und zwar mit derselben Zahler- und Nenner-

- funktion. ABEL erhielt,” daf F(x)——CJﬁ(x)dx Die Gleichung (1) ist

_librigens dquivalent’mit den bexden Funktxona'glexchungen der Symmetrle'
(Kommutativitat)

(4) : g . .Z(X, y) =Z(y: X)

- und der Assoziativitat - - & .
®) ;_;,‘zkxy)ﬂ—zuzan

1) N. H. ABEL, Untersuchung der Functlonen zweier ‘unabhidngig verdnder--
"lichen GréBen x und p, wie f(x, y), welche die Elgenschaft haben, daB f(z, f(x, »))
“eine -symmetrische Function von xy und 2z 1st Journal fiir dze reine und angewandle
Math 1 (1826), S. 11=15.

I
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In § 2-werden wir sehen, daff auch (5) allein zur Herleitung der
Differentialgleichung (2) bzw. der Normalform (3) geniigt. )
FENYO und Verf. haben .in einer friiheren Arbeit?) aus der Funk-
tionalgleichung der ;,Bisymmetrie“2?)

(6) z[z(x, y), 2(u, v)} =2z {z (x, u), 2(y, V)},

und aus der fiir Mittelwerte kennzeichnenden Gleichung der ,Reflexivitat®
(7 : 2 (t 1) =1,

- die drei dquivalenten Differentialgleichungen o
® : ~ .'z’” —i——X(x) (von.y unabhingig),

: . - 2., 7 - .
9 - , -~ N zl Y(y) (von. x unabhingig),
10) . Z’—;—Z_(z) " (Funktion von Z allein) ,

nebst der ,,Ra‘nd-b.edingung“ o .
. Qan : : -zt =q (konstant)

abgeleitet. Man kanm iibrigens (8)'uncf (9) durch
7 ' z. __ JSx)
) ( ) ' . Zy g(y)
zusammenfassen.

Dadurch_wurde bewiesen, daB die allgemeinste Gestalt der streng
monotonen 2weimal differenzierbaren Losungen der Funktionalgleichun-
gen (6) mit der Bedingung (7) (ebenso wie die Losungen jeder der
leferentlalglelchungen ®), 9, (10), (2’) mit den Randbedmaungen (7
und (ll)) die Funktion .

3 =FO-QF@+eFR)
ist; und zwar ist - ' '

,(13):, .F([)_[ f\(f)(u f fx(t)az Z'[_fz(,)d,dt
| | (= ff(t)dt—cfo(t)dt

Hieraus folgt auch, daf -

(19) - X = YO =2().
In § 1 der gegenwirtigen Arbelt werden"nr .zeigen, daf man schon ‘
aus der Funktionalgleichung (6) der Bisymmetrie [also ohne Bezugnahme

2) J. AczéL St. FENyd, Uber d1e Theorie der Mittelwerte, dzese Acta, ll
{1948), S. 239-245. )

a) Herr G. AUMAW nennt es Konvexntat gegen sich selbst®. .

N\
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auf (7)} auf (8), (9), (10), (2 ), (14), (13), sowie auf

. Szt
(ry - O konstant

“schliefen ka‘n'n.,Hieraus'ergibt sich ferner o
12). - Z2=F'aF@HFQ) +d. : -

" Da aus der Kommutativitat (4) und der Assomatxvntat (5) die Blsym~
metrie (6) leicht folgt, enthilt § 1 auch einen neuen Bewels des ur-
spriinglichen Satzes.von N. H. ABEL 1), »

In §3 untersuchen wir wieder eine ‘andere: Funktlonalglelchung‘ -

~ die . Translationsgleichung“-

(15) N e %)) i]—Z(x y+1), R

‘ und bewelsen dalS aus ihr dlrekt die Glexchung - L _

R (2” g h E—:f(x.) ' (von y unaBBanglg)

' .und dxe Randhedmauna A - .
(16) R _ z(x O)—_x ,
folgt. — Dxe Glelchungen (8), (9, (10) sind’ auch ]etzt gultlg, aber mlf )
ay L X(=2Z(), Y()==0. o '

So ethalten wir als die aligemeinste streng monotone. dlfferenzxerbare
- -Losung von (15) :
a7 - - z=F" [F(X)+y]
und zwar ist F(z)——ff(z‘)dt
' Verwandt ist in-diesen Sitzen die Gestalt der Losungsfunktlonen b4
((3), (12), (12) und (17)): es handelt sich immer um eine ,quasi--
lineare Funktion®, d. h. um eine.Funktion, die durch Transformation °
mit F-aus einer linearen ‘Funktion entsteht. Die Differentialgleichungen
(27, (8), (9),. (10) bleiben in allen drei behandelten Fillén giiltig,
nur werden sie in verschiedener Weise spezialisiert. Die allgemeinste
Losung dieser. Gleichungen ist die in der Nomographxe wichtige Funktlon
H™' [F(x) 4+ G (»)]®)
Die Bedeutung dieser Satze besteht darin, daﬁ obzwar KALMAR
MIKUSINSKI %) und Verf 8)4)%) sogar unter schwacheren Bedmgungen (nam-

A 2y Vcl } ACZEL Zur Charaktensxerung nomographxsch einfach darsteilbarer
Funktxonen durch Differential- und Funktlonalglexchungen dtese Acta, 12A (1950),.

s, 73-80.

3) ). Aczfir, On mean values, Bu!lctm American nlath Soc., 54 (1948), S. 592 400. -

9 ] Aczm, Sur les opérations. définies pour nombres ‘réels, Bulletin Soczéte
Math. France, 76 (1948), S. 59—64."

5) Siehe die démnichst in den Studia. Mathematica erschemende Arbext von
"L. KaLmir, J. MIRUSINSKI und] Acsz .
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lich hochstens unter Voraussefzung der Stetigkeit statt _der Differenzier-
barkeit) bewiesen haben, daB die aligemeinste-Losung von (6) die Funktion
(12'), die von (5) die Funktion (3)#), und die von (15) die Funktion (17)°)
‘ist, doch geschah dies immer durch eine mehr .oder weniger "ver-
‘wickelte Konstruktioni, wogegen hjer der Beweis einfach durch Derivieren
erfolgt. Auflerdem erhalten wir eine explizite Integraldarstellung (statt
eines unendlichen Prozefies) der ,linearisierenden* Funktion F(f). Ein
weiterer Vorteil unserer vorliegenden Behandlungsweise ist, daB man
von den beiden Fragen, ob eine vorgelegte Funktion die Ldsung einer

der oben angegebenen Differentialgleichungen bzw. der urspriinglichen . '

Funktionalgleichungen ist, im aligemeinen die erste leichter entscheldet
Dies wird am- Ende an Beispielen erlautert werden.

.

‘ §1 .
Satz 1. Aus der Funktionalcrleiclu'ng der Bisymmelrie -
(6) L zlr(x ), 2, M]=zlz(x, U), 2(y, V)"
folgen die - szferenttalglezdmnaen
: . : Zzy . zzr —
'(8). o . : z Z = X(x),
\ . . ‘ Zz:/.__i!l_ll__
(g) : - z— . Z,:/A' - y(y)’
o : A2 TR 07
_.(10) L 2z _Z(z),
und audz .
(14) ' X t) Y(t) ~Z(t)

(und umgekehrt). Daraus folgt, dapdie allgemeinste streng monotone
zweimal differenzierbare Losung von (6) (ebenso wie dte on (8), (9)
- (10), (14)) glech - .

(12) - ... z=F" [aF(x)-}—bF(y)-{-q].
ist mit | o

(13) . F([):J _fx(;),‘u =J ‘fl'(f)d" ‘ =f -fz([)@t

_ Zunichst be weisen wir (,ohne Zuhiifenahme von (6)) dle Aqmvalenz
-der Gleichungen (8), (9), (10)..
' Erstens ist es klar, daf die Gleichung
AL z, _fx)
@ 2, &0)
mit den- Gleichungen (8) und (9) 4quivalent ist -(der Bewels erfolgt
-durch Logarithmieren und Derivieren bzw. Integneren man sieht auch

AY
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glelch dab f(x)—e j e , g( ) f bt /) ‘Aus -(10) folgt wneder

0[ [[ztan: 2)—e V“ — 2.z, Z(z)]——O. 91, f_/""’fz'v];o.

Integneren und Division dieser Glelchungen ergxbt (2). Umgekeh_rt,'es
folgt aus (2'), (da die Relation z=2z(x,y) y als eine implizite’ Funktion
'_ von -x und-z defxmert die nach x und z differenzierbar IS'[)

) _ e _

z Tz,

anferenmeren wir f(x)—z h(x, z) nach y und g(y)_z h(x, z) nach x,
_ so erhalten . wir einerseits .

h.(x,2)=0, éfso _lz_(x, z)= h(z),

(x y —h(x z)

“anderérseits die gewﬁnschté Glei’chﬁng (10). (Wir sehen auch zugleich,

- das he ;-é'f e B
g R
(!8) - Z_I.__ 2, —-h(Z) Z T(E)‘ Z, /Z(Z) )

* Also gentigt es eine der leterentlalglelchungen (8), (9) (lO) (2) a
dus (6) abzuleiten, etwa- (10)." L
Aus (6) folgt durch leferenzxeren nach.x, bzw. nach y:

(19 zle(x ), 20, V)] 2.(x, ) = 2,z (x, 1), 20, V)] 2.(x, ),
ozl 2w 2 x ) =2z fzx,0), 2(y, V] 2.0 v)

- (2. bzw. z, bedeutet seibstverstdndlich immer die Derivierte ‘nach der

ersten bzw nach der zweiten Verdnderlichen, ungeachtei dessen welcher .

Buchstabe an dieser Stelle steht). Setzt man: y=2x, v=u und dividiert -

‘diese- Glelchungen so gewinnt man (mit der ana’ ogen, durch Derivieren '

nach u und v erhaltenen: zweiten Glexchung zusammen):

20 Lz x) 2 lz(x, u), 2(x, u)] z,(u, u) -
e 2,(x %) z[2(xu), 20, w)] ~ z,{8; v)
z, (4 1) '

(also ist (11) == ;konstant)

2, 1)
leferenzleren wir (19) zuerst nach y, dann nach’ v, und divi-.
«dieren die erhaltenen Gleichungen, so bekommen wir mit u=x, v=y:
2. [2(x.9), 2(x, )] .. z.[2(x, ). 2(x, V)] z“ EACS)N
 Z ), 200 ))] Tz ), 200 22, 2 ()
Zusammen mit (20) ergibt dies ‘ ' L
Zyr 2 [2(59), 2000 z.[2(x ), 2] _ 7).
&z gl 2] 2l ), 2( )] .
~ Hieraus folgt nicht nur (10) sondern auch X(1)=_Z(t), und ganz analog
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folgt auch Y(t)= Z(f), also (i4). Damit ist bewiesen, daB aus (6) die
Gleichungen (8), (9), (i0), (2°), (14) folgen. . '

Da aus (10) die Gleichung (2’) folgt, undwwar wegen (14) in der
‘Gestalt—é:-—k i(( )) (wir'werden @;% sch»reiben)., SO ist, '
e =aff(x)dx+b[f(y)dy=aF(x)+bF()+c
- gesetzt, L B :

: z, 2

z v

o o, .:—:O, also "z‘zc[aF(x)‘,*‘bF(y)’fc];

mit Riicksicht an (18) und (14) ergibt sich
(12y- - - z=F"[aF(x)+bF(»)+C],

(13) o F({):fe_‘ X(t)dtdtzfe_J Y(t)dtdf: {e-fZ(t)dt'df’
| | l w. z. b. w.

Das aus (12') offensichtlich einerseits (6, -andererseits. (8), ),
(10), (14) mit (13) folgen, so ist damit auch bewiesen, -daB aus den
'leferentlalglelchungen (85, (9), (10) (14) sich auch (6) ergibt und dab
. zum Bestehen von-(6) bzw. von (8); (9), (10), (14) notwendig und hin-
- reichend ist, daf z die Gestalt (12) hat. Natiirlich reicht auch eine.
- der Gleichungen: (2'), (8), (9) (10) hin, etwa (10), hierzu muIS aber (14)
in die Gestalt
PN LICS) 1)) AN (1C B )N )
(10') 7,2, ) 2y [;(x, ) Z(x_) J’)] 2; [Z(xr »), 2(x, y)]
C_Zylze ), 26 0] 2,206 ), 2(x, )]
z.[z(x, 9,2 )z kGp), 2(x, )]
umgeschrieben’ werden. S

i , § 2. .
Satz 2 Aus der Fuhktionalgleidzung der Assoziativitdt
(5) Lzl ) =2[x 2%, 1))

_ folgen die Differentialgleichungen (8) ), (10) (2, (18) ‘und aua‘z (14)
© sowie .

(147 L =g =h() _
(und umgekehrt). - -,

Die allgemeinste streng monotone differenzierbare Losung von (5)
ist, ebenso wie die von (18) mit (14°),

3) 2(x, ) =F " IFQ+FO) -
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e ~'d B ¥ R Z{dae .
'xw)»fm=ff””w ff“wﬂ—fff”ﬂ=
' : =cC[fydt=c Jg(t) dt.-
(Daraus folot (2)) ‘ : :
Wegen-der in .§-1 bewiesenen Aqunvalenz “der Glelchungen (8),‘,
9), (-0), (2", geniigt es wieder (10) und (14’) zu bewiesen.
Differenzieren wir (5) zuerst-nach y, dann nach t, und dmdleren
- wir-die erhaltenen Glelchungen so wird
o 200 @)1z,
A TR A (TS NI
- leferenzxeren wir' -dagegen (5) -zuerst nach x:
| alx, 20 Dl =2l200 )i (%9,
'.dann dies weiter nach y bzw. t, und d1v1d1eren d1e so erhaltenen Glel-
~ chungen, so erhaiten wir

T N N 1)) n'z 2 lzx, ), 1] 2,
T R0 e *a#mnﬂa'
Der Verglelch mit (2°) ergibt . T .A.M"' )

zy(x J’) ) zry[Z(x y): t] zzz[z(x y)) t[

@ s CAEED TR

' _Da hier t konstant gewahlt werden kann so fo]gt Z z ——Z(z) also (10),  ’

™y

A anderselts bedeutet dxes (da die linke Selte von (22) mcht von t ab- '

\hangt) C : o S ’

) (z ) _

E - A t) .- z(z t) Z(Z) 'X('Z) )

aiso gllt ®) und  aucli Z(t)—X(t), ahnllch ]aﬁt sich auch (9) und o
Y(t)=Z2(t), also (14) ableiten. =~ .|

Andererselts erg1bt sich .aus. (21) und (22)

B , a () R
SO () ﬂ-)/z z,8)_ exp] 7 |1og z,,uyz,ﬂ)]dy _ explY(x)dx _
‘: "Z,,Q’,:é’)A 2 (2 ﬂ) epr”o‘?[l.Og Z’;g]d'z ' :e.>.<pr(z)'dz:
' - g(y) kexp[X)dy _ /()
g(z) keprX(z) dz @)

und ebenso . : T
- 2,(a, %), zy(a, 2) _ ‘exij(x) dx . f(x)
”'_ zde, )] z.(0,2) . exp[X(2)dz . f(Z) '

SRS @), 2 2) ) “kamn-
...also (18) und '(A14')i(und auc_h_ G B .——k 7@ 2) )" Auch (2) kann.
hieraus leicht érhalten werden. 3 o o
. . * . - . : - A ]2
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* Da aus (18) u.ndv(l'4') ‘mit geei:gn.eter Wahl der Funktion F(f)
bzw  der. Integrationskonstanten -in ~F(f) =-c.[f'(1) dt” of'fe_nsichtlichj A
2= F ' [F(x)+ F(y)] folgt, ist damit alles bewiesen. -

. §3.
_ Satz 3. Aus der fur dle Translallone,z kennzetdmende Funktzonal-
gleldzung

(15)" S z'z(x’y) t]—z(x,y—}—t)
C 0 folgt dle thferent/alglezdzung
@y - E W
und die Randbedingung ,.'" .
_ (16) oo o cz2x0)=x R
: oder was dasselbe ist, die Glezdzungen 8), (9) (10) nebsz‘ der Bed:ngung,
(147 A Z\f)—X(f) Y(f)—, ’

und ‘umgekehrt. Die al/gememste sfreng monotone. dszerenzrerbare L()szzng"
von (15) (ebenso wie von (2") und (16), bzw: von einer der Glezchuntren_
(8), (9), (10) nebst (14")) ist :

an . z=F'[Fx+) - -
mit- .ﬂ@—bumx | _

~-(16) folgt aus (15) unmttclbar wegen der’ strenven Monotome
" von z (man setze y=0). :

Um (2”) zu erhalten, dnfferenzneren wir ({o) zuerst nach X, dann
nach y, und d1v1d|eren -die erhaltenen Gleichungen, so erd

z; (x 1) 2 (x,y+1)
2y 2,5+

setzt man ¢ = C — y, "so erhdlt man - -.(
oy - c2. 2(x, C)
@) e SR .

Umgekehrt folgt aus (9") mit F(\)—— [f(x) dx

: » -

wm+ﬂ[ﬂw+ﬁ

aus (16) folgt G(t)——F (t) also’ (17); und da (17) die Glelchung
(15) und "auch (2" ) mlt (16) offensxchthch erfiillt,. so ist damit alles’
bewiesen. : "

=0, also = GIF{x)+ E
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 Wir bemerken hner' dab in diesem Falle auch die direkte Kon- -
'.struktxon (siehe Emleltung) nicht atlzu verwxckelt 1st, es ist namhch
Fly==2(Ct)%) : - :
" Ubrigens ist es leicht zu sehen 6) wie. es mit der Emdeutxgkelt
von F und von a,b,c.in. (12),(3), (17) steht: in (12) sind @ und b
, emdeutlg bestimmt und mit F(¢) zusammen smd dne sdmtlichen Losun=-
« .gen durch G(t)-—AF(I)—}—B angegeben falls ¢ ——Ac—{—B(l—a——b)
In (3) bzw. (16) smd G(t)-—AF(t), bzw G(z‘)—*F(t)—{—B d1e samt-
fichen Losungen.
- Beispiele.

- Wie wir sehen Werden ist in der ‘Praxis ‘immer die Nachprufung

«der Gleichung- (2) (bzw (2), ( 2”)) am . leichtesten; an ihr sieht man’
-auch gleich ‘ob die Funktxon von -der. Forin (7). oder aber .von der * -

“.auch (3) in sich enthaltenden Form (12') ist. Die Entschexdung zwischen
(3) ‘und (12) kann dann unmxtelbat geschehen ’

) z= x“y" Hier ist’ .
R z, aCxe=lyv a :l/x .
'z,  OCxH¥Y by _
,Dle Funktlon ¥4 erfullt (2) 1st also blsymmetnsch da sxe aber.nicht einmal

" (2) erfilit, ist sxe gewnﬁ mcht assozxatxv Man ‘hat F(x) —Js——=logx ‘
Tatsachhch ist 2= Cx“yb—e“‘Og““OgW (c——logC) '
- 2) z—xy —|—2xy+y +x+2y Hler ist

A 2 *_.1 e -"I'Q'Lvll(x+1')
"fzu, 2xy+2x+2y4-2 (X+1)(y+1) ,_ 2 Hy+n"

also 1st 2z wieder blsymmetrlsch ohne assomahv zu - sein. Man hat

F(x) *J ,l‘og (x+'l'), —b—='.%t; z';-elpg(;+1‘)+210g(y+l>_ 1.

Z_ (y—X)y+xy+1; 1/(x2+!)
Lz, =) x— (1) [ +1).°

deshafb bestehf’ atich ‘hler Blsymmetrle' ohne AsS_oznatwntat;.

a) Vgl J ACZEL "Uber eine Klasse von - Funktxonalglelchungen Commentaru
»Math Helvetici, 21 (1948), S. 247252, : .
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o . dx ;' a )
F(x) A—-_[W—arcfgx, = 1;

. " z=1g (arc tgx —"arcAtgy—i— -721) .

. 4) z =x'"92v, Hier ist ' o ' s 1
B | - (logy)xoest _ 1/(xlogx)
I Z_u xxogy(logx)~ H(ylogy) ’

also ist z bisymmefrisch; ob sie auch assoziativ ist, ist aber hiermit
-noch nicht entschieden. Man hat

-

‘F(x)_f_xlogx -~ Jetloget ;- logt=log logq;,"

42’ eeloglogz+loglog1’
-4 1st also auch assozxatw

5) z—x+y xy Hler 1st
'z, l—y (1 —xy

- - zu A ]_x /(l_y)

dx

o @ ist erfilt: F(x)—f

—loa(l—x) z—l —e'°g(‘ "“‘g“ V), also
—X
_ist z assoziativ. .

6) Z='§y_'-i_.—yl-.. H'ier‘. ist' | I | | -

] 'gz_-z('-icﬂry')y-—'(xy—l).' /(1+x)
S 7, xtHyx—xy—1) - /U-I—J')

'(2) ist erfillt und man 'hat-

F(_x)'= Jljl{—x '_arcct X, z——ctO(arcctux+arcctgy),

zlst also’ assoznatlv R : : ’ S ' -
7) zv—x cosy—{—l/l—x smy Hier ist -

- cz JT=xtcosy—xsiny - ° 1.
_”"fzf}' (——xsmy—{—l/l-—x%osy)l/l—x2 Vl—x-

' d1es hat die Form {27), also gllt dle Translatlonsc’lelchung Man hat

F(x) JV dx _

arc sin x, z= sin (arc sin x +y)

-
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iFxy Hier .ist

8; z=

z, . —=x¥ . X?

4

‘ :aisd'gilt ‘die Translationsgleichung; man hat

o dx 1 i
'F‘\’”—*-?-:?r =T -
rand

9) z—y +x+2yl/x err ist

2 WX (Siehe @),

X L (siene @),

: A 2y+2Vx 2Vx
Man hat- o

F()— —2‘17— Vx z= (VX+J)2

-2 1st also e1ne lranslatxonsmnktlon
IO) z2=x? Hler 1st

. R S P R | R S .
T e g (e @
“man hat . - Co S . -
1 dx loﬂoga&'—i—y’i .
e ee s . .
\x) Jxlogx lo logx = R

oz 1st also w1eder eme Translatlonsfunktlon
 (Eingegangen am 1. September 1949)

Ce -
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‘Sur un théoréme de T. Szele.

-Par ].-P. SERRE & Paris.

Appelons corps premier un corps n’ayant d’autre sous-corps ‘que
lui-méme’; on sait que tout-corps premier est isomorphe, soit-au corps.
" Q des nombres rationnels, soit ‘au corps Z[(p) des entiers ‘modulo p,.
. olt. p est un nombre premier. Tout corps, commutatif ou non, contient :
‘un corps premier et un seul. '

‘1. On a le

. The'oreme 1. Les groupes additifs des corps premiers sont les:
seuls groupes abéliers & jouissant de la propriété :
" (E,) - Tout endomorphzsme de & distinct de O est un aulomorphtsme

T. SzELE, a qui ce theoreme est- du‘) Pavait démontré en utilisant: -
des résultats de BAER sur les groupes abehens En v01c1 une démon-
stration plus élémentaire : E :

Soit A Panneau’ des endomorphlsmes de ©; d’apres la propriété-
(E,) Cest un corps et © se trouve donc muni d’une structure d’espace
vectoriel & gauche sur. %, donc aussi sur:le corps premier P contenu:

. dans . On vérifie 1mmédlatement que tout endomorphisme de & est

P-linéaire; le P-éspace vectoriel & doit donc &tre tel que tous ses.
endomorphl':mes (non nuls) " soient des automorphismes, ce qui n’est:
possxble que § il est de dlmensmn 1, ce qui achéve la demonstrahon

“ 2, La methode de démonstratxon précedente sapphque a d’autres
problemes .analogues. Par exemple, démontrens le théoréme suivant:

Théoréme 2. Pour qi'un ‘grovpe abéiei & sqit .isomorphe -au’ .
groupe additif d’un espace vectoriel*(sur un corps quelconque), il’ faut* et
il suffit qu’il vérifie-les deux conditions équivalentes suivantes: |
. (E;) Tout sous-groupe H de &, possédant la propnefe que e(D)CT H
- pour tous les endomorphismes e de ®, est égal d 10} ou a ©. -

. (E,) Quels que soient x,y€®, fous deux dlfferents “de 0, Il existe
un automorphzsme s.de & tel que s(x)=1y,

¢ Il est clair que (E,) entraine (E;) et que le groupe additif d’un -
) éspace vectoriel vérifie (Ey). Nous avons donc seulement. a montrer
que fout’ groupe., abehen & venfnant (Ea) est le groupe addmf d’uni
espace vectoriel.

Or, soit © un fel groupe o l’anqeau- de ses endomorphnSmes et
& le_ centre de pUs Sl ueﬁ (u#O) .’les sous-group’es u(@)-. et u= ()

T SZELE Dle Abelschen Gruppen ohne engenthche Endomorphnsmen cess
Acta 13 (1949), p. 54—56. .

-
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—ce der'nier est le “noyau” (Kern) de U — possédent la propriété
formulée" dans la condition (E;), comme le inontre-un- calcul immédiat.
H résulte alors de (£E;) que u estun automorphlsme C’est-a-dire-que &

-~ est un corpsz) Le groupe & se trouve alors -muni dune structure - -

_d’espace vectoriel sur &, ce qui démontre le théoréme.

Remarque Pour qu’un groupe abélien @ soit 1eomorphe au oroupe .
addmf d’un. espace vectcriel, il faut et il suffii-qu ’il soit.somme directe
. de sous-groiipes ' tous- isomorphes au groupe " additif d’'un méme corps’
premier. En partncuher 51 & est fini, 1l est 1somorphe a Z/(p) + +Z[(p).

"~ 3. 0On vient de’ voir. que les propnetes (Es) et (E3) etalent équi- -
valentes pour un groupe abélien &.-11 n’en va plus de méme en général’
‘comme le montre Pexemple d’un Uroupe 51mple fm qui Venflle to_ulours

i (E;) mais ]amaxs (E) s'il ne<t abehen ).

. 4 On peut generahser lés resultats precedents en concxderant au
fieu de groupes. abéliens, des modules-.unitaires sur un anneau commu-

tatif € & éldment unité Les propriétés (E;) (i=2, 3, 4) gardent uir sens; -

a condition d’entendre ‘par endomorphxsme et automorphlcme un endo-
morphisme et un, automorphxsme de la sttucture de €-module. ,
: Soit-alors p un idéal de @, dlstmct de @ mais non nécessairement
~de -{0}; on-sait que p.est dit premier’si Gfp est un anneau o’ intégrité.
.~ Dans ce cas, nous appellerons Q, le corps-‘des fractions de 'anneau C/p '
‘Iimage de € dans, Q, engendre Q,, et recxproquement, fout corps -
“jouissant de cette propnete peut étre.obtenu de cette maniére. On ridtera -
"que tout espace, vectoriel, sur Q,, (et en. partxcuher Q hui- meme) peut
étre considéré comme un G- modulp ' .
Ces notations- étant posees -on a

.Théoreme 1. Toul @- moa’ule vertfzant (Eo) est lsomorphe a lun}

des -G- ‘modules Q,. :
o Théoréme 2. Pour quun, G- module soit. zsomorphe d ‘tin espace -
vectoriel sur un corps Q il fat et il suffn‘ qu’ 1[ verzfte les condzttons
équivalentes (E;) et (E,). : :
Les. demonstratxons étant entxeremem analogues a. celles donnees v
plus haut. dans le cas des groupes ‘abéliens (ot €=Z, anneau des ,
entlers) il- n’a pas-été jugé utile de les repr,odulre :

(Recu le 12 jllln 1950) 5

' %) Le ecteur 1econnaltra 1a le ralsonnement cla551que du lémme de Schur .
"2) Le probleme de-.déterminer tous les - groupes vérifiant la condition (E4)
m’a €té¢ posé par M. P. jAu‘Am) qui l'avait resolu dans le cas ou le groupe &
" considéré. est fini, -mais n est pas supposé commutatif.” En fait, il montrait que @ -
est nécessairement commutatif en utilisant la _propriété blen connue des p-croupes .
davmr un centre non’ réduit a Pélément. neutre.

\

1
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Uber drei wichtige Gruppen. .

Von T. SZELE in’Debrecen und . SZELPAL in ‘Szegéd.

Unter _einer Gruppe verstehen wir im folgenden stets eine addltlve

' Abelsche Gruppe. Wir bezeichnen mit R+, 3(p); B(p*) bzw. die Addi-

tionsgruppe des_rationalen Zahlkorpers, die Gruppe p-ter Ordnung und
- PRUFERs - Gruppe -, ,vom Typ (p®)“?), definiert als die durch die un-
endlich vielen Elemente A,, A;, .. “von der Eigenschaft

() . A0, pA, =0, pAg—Al,pA — A, .. ‘
.erzeugte Gruppe., Dabei bezeichnet p eine ~beliebige Primzahl. Diese

., drei Gruppen?®) besitzen gewiie merkwiirdige Extremaleigenschaften,

durch welche sie sowohl einzeln als auch-in ihrer Gesamtheit — sogar

~ aucli jedes Paar von ihnen -- unter allen Gruppen-ausgezeichnet sind.

Diesbeziiglich fiihten wir folgende bekannte Tatsachen a)—f) an:
a) .3(p) ist die einzige'Gruppe ohne eigentliche Untergruppen.

b) .3(p”) ist_die einzige unendllche Gruppe mit lauter endlichen

“echten Untergruppen [15]. )
. ©) 9 ist der (eindeutig bestlmmte) ,,Traver samtlicher lokal-
zyklischer?®) Gruppen in dem Sinne, daB die Menge der lokal-zyklischen

Gruppen ‘mit derjenigen der . homomorphen Bxlder der Untergruppen.

von RF iibereinstimmt [6]. [7].

. d) 3(p)-und 3(p~)sind d'e samtllchen Gruppen 6) von der Elgen- .
schaft, daB jedes homomorphe Bi'd (mit mehr als einem Element) von

" @ isomorph zu & ist {14]. — AuBerdem 'sind diese Gruppen auch die
sdmtlichen nicht- t_orsxonsfrelen Gruppen mit nu]Itenlerfrew.m Endomorphls-
menring [10].

¢) 3(p) und R+ sind die samthchen Gruppen (S) von der Eigenschaft,

dafi jeder vom Nulloperator verschiedene Endomorphismus von & ein
h Automorph1=xnus ist [9]. [8]..— AuBerdem sind dieselben Gruppen auch
“als die Addmonsgruppen der ankorper gekennzelchnet

1) Slehe die Arbeit [5} Dxe eckigen Klammern verweisen auf daé Literatur-’

verzeichnis am Ende dieser Note.

2) Genauer gesprochen bezeJchnen 3(p) und- 3(p’°) je eine.- Klasse von un-_

. ndhch vielen Gruppen.

3) Nach KuroscH nennt man eine Gruppe lokal-zykhsch falls™-jedes endhche'

System ihrer Elemente m einer zyklischen Untergruppe enthalten 1st

Y
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") 3(p*) und R+sind die s‘aimtlichei] minimalen algebraisdzlabgesclzlqs-

" senen*) Gruppen [16], [2], [11]. — Folglich sind sie nach einem wichtigen .-

‘Satz von BAER auch durch die folgende Eigenschaft gekennzexchnet

- Diese Gruppen — aber keine echten Untergruppen von ihnen - smd -

direkte Summanden von jeder sie enthaltenden Gruppe [1], [3]

Zweck dxeser kleinenr Note ist.zu zelgen daB die erwahnten drei
‘ wmhtloen Gruppen auch eine gemeinsame charakteristische Eigerschaft )
- haben. Nennen wir ndmlich nach BAER [4] eine Gruppe vollstandlg
invariant, wenn sie-durch jedén — vom Nulloperator verschxedenen —
A Endomorphlcmus ouf sich abgcbnldet wird, so gllt der

Satz S(p) 8(p ) und ?R* smd die samtltchen vollstandtg mvananten -
- Abelschen Gruppen®).

- Der Beweis ergibt sich durch eine emfache Kombmahon der in
[9]: und [14] verwendéten Schiiife. Sei @ eine. vollstindig invariante

.. “Gruppe.: Da die ‘Abbildung X»nX (XE@)) fiir eine ganze Zahl n ein .
: _‘E‘ndomorph]smus von & ist,. gilt fiir ]edes n entweder n@ =@, oder

.n® = {0}. Demnach unterscheiden” wir ‘zwei Fille.

Erster ‘Fall : Es gebe ein n (> O) mit n(Sj——fO} Dann muﬁ das
kleinste solche n=p eine Primzahl sein®). Auf Grund von p@ = {0}
‘hat in diesem Falle jedes Element 40 der. Gruppe ® die Ordnung D
und somit zerfilit. @ in- eine dlrekte Summe von Gruppen B(p) Fir

. -eine vollstandlo invariante Gruppe vom Typ 3(p)+@' gilt ‘aber not-
-wendigerweise &' = {0}.-In diesem Falle ergibt sich also @ =3(p).

‘ ~Zweiter Fall: Es gelte fiir jedes n (>0) die. Glelchung nG=G.

. .Dann gllt -auch. fiir ‘die : Untérgruppe T bestehend aus samthchen Ele- -
menten endlicher Ordnung von @ offenbar nT =g. Ist aiso. ‘T’JF{O} L

so folgt aus p,v—“ flir ein Element A, vorr der Primzahlordnung p |

«die Ex1stenz einer Folge. von Elementen A;, A, ... in & mit der Eloen-

schaft (). Diesé’ Elemente erzeugen eine Untergruppe 3(p™).in @, die
-nach BAERT) ein direkter Summand von @& ist..In ®& = 3(p”) —{—(Sj* muf}
-aber der Summand @5 (wie oben) verschwinden, woraus @ = 3(p®)
--folot — Im. entgegenoecetzten Fall (%—{0}) enthalt die torswnsfre]e'

\

. 4) In vollstandlger Analog}ue m1t der Theorie der kommu’tatlven Korper kann
. -man eine Gruppe "® algebraisch-abgeschlossen nénnen, wenn alle. Gleéichungen:
nX=Ae® eine Losung X in @ besitzen, d. h. wenn n® =0 (n=1,2,3,...) gilt. -

Baer [2]-nennt ‘die Gruppen von dieser Eigenschaft ,komplett“., Wir wollen aber

die obige Bezelchnung beibehalten, denn die Abelschen Gruppen weisen’in dleser
Hinsicht eine tiefgehende Analegic mit der Steinitzschien Korperiheorie auf it}

5) Glenchwertlg damit ist: Die obigen drei Gruppen. sind die sidmtlichen
JAbelschen Gruppen ohne homomorphe exgenthche Untergruppen -

%) Vgl.. [9]. ' -

7) Vgl.-[1] Théorem 1.1, 8. 766. ]
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algebraisch-abgeschlossene Gruppe & nach .[9] eine Untergruppe N+,
.die nach.BAER") ein direkter Summand von @ ist. In der Darstéllung
@ == R+ + @ verschwindet ‘aber der Summand &, womnt (_S)——E)I"f also-
“auch dér Satz bewiesen ist. :

= Bemerkung. Die oblgen drel Gruppen spielen auch. in einer ganz
anderen Hinsicht eine ausgezeichnete Rolle. Betrachten wir alle méglichen
Typen von (nicht notwendig kommutatlven) Ringen, die-¢eine gegebene
Gruppe @ zur ‘Additionsgruppe haben, die sich also auf @ ,aufbauven“
lassen. Otfenbar 148t sich auf jeder Gruppe ® ein Ring ,von-trivialer

" multiplikativen Struktur® — {iblicherweise Zeroring genannt — aufbauen,.

in- dem ndmlich jedes Elementenprodukt gleich Null ist. Nun sind die
dir_kien Summen 33(py) unter allen nicht- torsmnsfrexen Gruppen da--

" durch ausgezeichnet, daf sich auf ihnen nur “ein einziger Rirg (der -

Zeroring) aafbauen 146t [12]. Die Gruppen B(p). und' R+ haben in

dieser Hinsicht die kennzeichnende Eigenschaft, dafi sich auf ihnem

- genau -zwei Rmatypen von denen ‘der eme nulltellerfrel (sooar Korper}
ist, aufbauen Jassen [13]. -
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Uber den algebraischen Funktionenkdrper -
der Fermatschen Gleichung:
. LszLO REpEr zum ‘50 GeAbqrts.‘tag.' '

"Von HELMUT HASSE: in Berlin.

o Einleitung :

Im Hinblick auf die oroﬁe Fermatsche Vermutung erschemt ess. -
: m1r von lnteresse den durch d1e homogene Glexchung
o x“+y"+z"-0

definierten algebraischen- Funktlonenkorper vom . Standpunkt der allge~ -

: meinen Theorie der aIUebralschen Funktlonenkorper einer Unbesfinimter

aus zu-betrachten. In den zahlrmchen bisher zugrunde gelegten Anﬂatzem

. zur Behandlung der Fermatschen Gle1chung, angefangen von der. descente

infinie iber  elementare Konvruenzbetrachtunﬁen bis zum Emsat7 der- °
Idealtheorie und des allgemeinen Reziprozititsgesetzes,” steckt namlich -~
jedesmal- ein rein-alg‘ebraisc}igk Kein, auf :den sich dann die spezifisch-

arithmetischen Schliifie ‘aufbauen: Ebenso nun, wie etwa fiir den Aufbau

der Arithmetik- der Algebren die rein-aigebraische Strukturiheorie der-

Algebren grundlegend und ‘methodisch richtuhggebend ist,. schemt es mir .

auch beim Fermatschen: Problem naturgemaﬁ zu seéin, sich “fiir denv -
rein- algebralschen Kern.dn den invarianten’ Begrxffsbxldungen und Strok-

. tursitzen hier def Theorie. -der algébraischen Funkhonenkorper einer - '
Unbestimmten zi onentleren Sowelt ich sehe, 1st dds bisher mrgendS'
geschehen. A : :

Die nachstehenden Betrachtungen sollen ein erster Beltraa in dleser '
Richtung- sein’. Ich lege dabei die Theorie der algebraischen Funktionen- -
koérper einer Unbestimmten: in ihrer arithmetischén Gestalt zugrunde?)s .
Zunichst . zeige ich, wie sich die trivialen Losungen der Fermatschen
"Glenchung d h die, in denen eine KonrdmafP Null, ist, in jene: Theorie

‘ 1 Lnsb‘esqndere,verwende." ich ohue -nachmahge Erklarung einige Beg;iffe und’
. Ergebnisse aus meiner- Arbeit: Zur arithmetischen Theorfe der algebraischen Funk-.
" * tionskorper, Jahresbericht der Deéntschen Math.-Vereiniging, 52 (1942;, S. 1- 48.
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-einordnen. Ferner bestimmte ich explizit den -Modul der ganzen Diffe-
‘rentiale, berechne ‘mit seiner Hilfe einige fiir die algebraische Behandlung
‘wichtige Dimensionszahlen und zeige, daB die durch die homogene

“~Grundgleichung gegebenen Koordinaten die algebraischen Punkte des
zugeordneten Funktionenkorpers eindeutig beschreiben. Weiter gehe ich
-auf die'Frage nach den WeierstraBpunkten dieses Funktionenkdrpers ein.
Hier stellt sich 'die iiberraschende Tatsache heraus, dafl neben den’
Punkten, die den trivialen Grundgleichungiosungen entsprechen, fiir
.n>4 noch weitere WeierstraBpunkte existieren. Eine explizite Angabe
dieser Punkte ist m1r leider nicht gelungen ;’sie wiirde deswegen von'
Interesse sein;. weil. es sich ja dabei um algebraisch-ausgezeichnete
_algebraische Losunoen der Fermatschen Gleichung handelt. Schiieflich
mache ich noch einige' Angaben zu einer weiteren wichtigen Frage-
stellung, namlich der expliziten Bestimmung des additiven Rechenschemas

. der rationalen g-gliedrigen. Punktgruppen, wo g=1-+2+-. .4+ (n—2)
-das Geschlecht des Funktionenikdrpers ist, und ‘damit des Rechnens in -
- der Divisorenklassengruppe nullten Grades. Daf dieses. mit der Fermat- -
~schen Gleichung invariant verbundene Rechenschema sich in den bis-
herigen rein- algebralcchen Ansidtzen zur Behandlung des Fermatschen
"Problems noch ™ niemals "eingestelif hat, -ist im .Hinblick -auf die Fiille
:solcher mehr oder weniger weittragenden Ansitze elmgermaﬁen erstaun-
- lich. Allerdings ist es. ja erst-durch die in neuerer Zeit von A. WEIL?)
bewiesene Endlichkeit des Ranges der Addltlonsoruppe der ‘rationalen
g-Ohedrlgen Punktgruppen nahegelegt worden, die rationalen Losungen ..
" der Fermatschen . Gleichung unter den rationalen g-gliedrigen’ Punkt-
gruppen vermdge Temer Ba51sdarstellung als d1e1en1gen mlt g glelchen
: Punkten’ aufzusuchen

. S 1 Erzeugung

Geveben seien eine natiirliche Zahl n> 1 (spéter sogar n>2 und

" -ein Korper Q, von dem einfachheitshalber voramgeset?t sei, daB seine

- Chadrakteristik - sz),l/n (spater sogar % (@:=0) ist?). AuBerdem soll @
die'2n-ten Einheitswurzeln enthalten’) Betrachtet werde der durch d1e

.2) Al WEm, L’arithmétique sur fes courbes algebrlques Acta Math 52 (1928),
S. 281—315. '
. 3) Der hier ausoeschlossene Fall einer Primzahicharakteristik /(P)|n wurde
weitere algebralsche Invarianten liefern, wie sie etwa im Falle eines Primzahlgrades
.-n der vielfach herangezogenen B .trachtung ‘der Fermatschen Gleichung .als'Kongruenz
mod. n entspreche*l Der Kii ze des zur Verfugung stehenden Raumes -halber muB

~wich hier.von der Betrachtung dieses Failes absehen.

4) E$ wire keine ‘wesentliche Einschrdnkung, wenn man &£ von vornherein
.mit dem Korper dieser Emheltswurzeln iiber dem ankorper einer Charakteristik
4 ,I' n 1dent|fmert ’ :
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ho'mpgcné:_ 'Gru‘ndgleichung _
| | X7y 2 =0 -
dehmerte algebralsche F'unktxonenkorper einer Unbestlmm(en : o
K=Q(x:y:2). > | K ' Vo
Wegen ,4( -,,{/n ist die' Gruadgleichung' tiber @ absolut 1rredusze1 50-

"daff Q der genaue ‘Konstantenkorper von K ist.

'homogenen Erzeugung hat man

Die homogenen Erzeugerd-n x,y, 2 selen in K selbst gewahlt
sie hegen dann bis auf Homocomtatssubshtutloren

X X yz
. _ SRR
mit willkiirlichem 70 aus -K feSt. Nach der allgememen Theone der*

- X, }’, T

9 B Nis'.

= Y=E

- wo.der Divisor.ll von K,’Q durchi die grome uememsame 1eueroe21ehung

‘1 L .
(Yy,Z)—-—'_-—-.A - . o

bestimmt 1st und 9, Q) 6" ganze teilerfremde Divisoren von K/D smd

~ die im Hinblick-auf die Grundgleichung sogar paariveise teilerfremd-sind. -

- Die Klasse U von 1 liegt dutch die gegebene” Erzeuoung ein-

‘deutig fest. Bei. Anwendunor der Homogemtatssubsututlonen -auf x, y, 2

durchlduft 11 alle Divisoren aus U, wihrend die ebenfalls zu- Ugehongen
Divisoren .9, B,.G - ungeandert bleiben. Wegen' (2, B, €)=1 ist die .
Klasse U primitiv,. und wegen n > 1..sind die ganzen Dnvxsoren A B, €.
aus 11 iiber 2 linear unabhidngig, so daf} ]edenfalls I -

B R N _»'mmU>3

'is,_t. ' S

Durch einé HomOfremtatssubst1tut10n auf - x, y, 2 kann U als ganzer
Dmsor aus U normiert werden, also so, daf " der Hauptnenner von,
x, y,z ist. Dies sei im folgenden durchweg vorausgesetzt; ‘es sind dann
nur noch Homogen1tatssubst1tutlonen mit Faktoren. der Form .

_ : . . t=ax+by—l—cz © (1,:0,¢0,0,0 aus Q).
zulassng Durch eine Solche kann rman auch noch 1 so normieren, daB-

cetwa A prim zu U ist (etwa indem - man- =@, also zo2'l wihlt),.

oder auch dab_ein vorgeoebener algebraischer Punkte P von K/ prim

"zuxll ist (so daf§ x, y, z -primitiv.fiir p sind). Hietvon wird im folgenden,. -
~wo nolig, ‘Gebrauch gemacht. Die Zahlerdwnsoren 9 B, € und die

Verhaltmsse X:)y:z werden, wie gesagt von diesen Normlerungen nicht
betroffen, so daB die iiber sxe herzuleitenden Aussagen unabhangxg vom: '
solchen Normxerunaen sind. .
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Die Permutatlonen von X, ¥ 2 und dle Multlphkatxonen der x, y, z

~mit (voraussetzungsaemaﬁ in £ enthaltenen) n- fen Einheitswurzeln liefern

“Automorphismen von K[, die zusasmen eine endliche Automorphxs-

N “mengruppe & von K[8 erzeugen. Der D1v1sor 1t und damlt auch seine.

‘Klasse U ist bei @5 mvanant

2 Primzerlegung der Zahierdivnsoren. "
Weg [K .Q(y z)]=n und y: zwd G mit (3, L)—l ist

. . GradU==n.
Demnach besitzt der Zanlerdivisor. A von x eme Zerlegung -
A S)[ - ﬂl i ﬂ,,' 4‘

' in n algebralsche Punkte a, von K/[Q. Es ist dann

9[11 n . ‘n

o sa, ..
nr\; nes Tt 2, -
y—{—z xﬂ_u ST 11 N

"Nun besteht die Lmearfaktorzerlegunor -
=) (Y- 82), -

“wo &,y .. .y8 flir 2fn die entoecenvesetzten zu den 11 ten Einheiis-.
wurzeln und fiir 2ln dle]emgen 2n-ten Emlleltswurzeln sind,. die nicht

“-schon - -te’ Einheitswurzeln sind; sie liegen- voraussetzungsgemdl in
.und sind .wegen x(Sf’),rn unteremander verschieden. Fur, die ihnen
ent~prechenden Linearfaktoren hat man daher - - ’

. . . [ ) .-'.,~' ) . .
CyT ez II ' (w.'—:l,....,n)

‘mit’ unteremander verschiedenen, ‘also paarweise texlerfremden an-
‘ -divisoren . ersten _Grades U, des rahonalen Korpers R(y:2)[Q. Nach ;
" .dem zuvor Gesagten hat deren Produkt in K/Q dxe Prlmzerlegung '

n

. . ‘9[ --[=a1‘_a,,
Be1 passender Relhenfolge der q, ist somlt notwendlg

S, =d, und d, = A (v:t, Ln).

' 'Wegen der letz‘eren Bezxehungen sind die a, unteremander verschxeden :
" sund rationale. Punkte (Primdivisoren ersten Grades) von K[&; sie ent-

sprecher dén tnv1alen Grundglelchungslosungen .

o @) y@) @) =0:g:1 (=i,
mlt ‘erster Koordinate 0. Wegen der ersteren Beznehungen smd d1e A,

" fir K|[2(y:2) von der Ordnung n verzweigt.

Entsprechendes gilt " fiir d1e anzerlegung “der beiden - anderen -

.Zahlerdlvxsoren . - .
.. %;Bl‘...[)"z, _-‘@:cl...c",.

o
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In:bﬂsondere ist damit festgestellt: . -
Den 3n durch die: Automorphzsmenoruppe ® von 1{/ transttzv
- verbundenen trivialen Grundtrlezdzunoslosunﬂen entspreclzen 3n, ebenso ver-
' 'J)undene rationale Punkta von K [2; namltch die je n Prtmfaktoren Qo Bu, Oy -
der Zahlerdzwsoren A, B, € von x, y, . -

3 Geschlecht, Dxfferentlalklasse, ganze anferentlale

Wle aus der Grundclelchung ersmhthch smd dle Zahlerdlwsoren'
U, der y — &,z auch die einzigen fiir K/2(y:2) verzwexgten Primdivi- -
_soren von 2(y: z)/Q Wegen X(Q)*n hat daher K /Q(y z) 'den Diffe-
rrentendxvxsor L } - . _

, ‘ s aﬂ‘_ . .
" De z: yfv@ d den Nennerdmsor % hat, 1st somlt das leferentlal
- : _y’ z, ‘ :_.'
2 ‘.‘dy dz! __a s
S HCT A ~
A:Hneraus bestimmen smh das Geschlecht g und d1e leferenhalklasse W
- von KR zu , L
o 2g i n(n—l) 2/z—n(n—3)
also (—’L_—l)—z(lﬁ '1+2+ +(n—2)
and, - . L
P W U” 3

:,4'Um den trivialen Fall n—2 mit g 0 auszuschheﬁen sei fortan n> 2
~und damlt g>0 vorausaesetzt :

Aus dem Gle1chungssystem T v R R
- Xt x g ‘y —}—z" 17 —0 e L _/f"», -
. . - ‘dx—l—y“‘dy—!—Z” 1d2——0 . N
letzteres: unter Beachtung von x(Q),kn folgt '
LA
.. ‘Hiernach -und nach obxger leferentlalformel ist das. Dxfferentlal .
- 'y oz |, ‘ < a7 “
el legl lasl o ol

‘von K/Q bel der Automocphlsmengruppe ® mvanant und gsmz.“ Maﬁ_
~ erhilt. dann in der’ Gestalt T : ~
C xApeav d r\z S %‘it:Cv L (2 “ 7’>0 ) '
A t - ~ ") . .
.xyz RS 1+M+v—n—3
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© iiber @ linear uﬂabhénome ganze anferemlale von K/Q in der Anzah?

. n-3 . -3
)
L2 =2 Z'~,>_(/+l)—-
> A, 1, v=0 x=0 2. uz=0 xz
. ﬂ-};}l+v=!|~3 . - ;+/¢ E ’

also eine Bésis des £- Moduls der ganzen leferentnale von K/D
Daraus folgt:-
“D'e ganzen leferentzale von K|Q sind dle Gesamfhezt der Ausdrucke

) f —o{x, y, 2)du,
wo du die angegebene Bedeuiung hat und f,_, alle homogenen Iernaren
,Polynome iiber 2 vom Grade /1—3 aurchlduft.

4. Dlmenswnsformeln, homogene Koordmaten

Die ganzen Differentiale von K| lassen swh unter Hervorhebung
der oblgen Lmearfaktoren . - . . _
. ° - yv=.y'—e.,z oo ~(‘IJ="].,..'.,II)\ -
als L o , - -
s (1, DX (3, D) A X go(y, D) du
- _schreiben; wo die homocrenen Polynome ol(y, 2) m der. Form -~

£V ) =Cao? + i 27 o CadiBn2 P s i o D (#=0, n—3),
. mit Koeffizienten _c_,o,.:. Cir Aus € angesetzt sind. Unter Bea;htung von
| S AR A | '
AN=aq,..-
XNL‘I ’ y”—— 1‘[ H [ ul . 1n!

; und .indem” man ohne Emechrankung u pnm zu 9 normiert, fo*gert—

man hieraus durch Abzdhling dér ber & linear-unabhingigen, durch.

. den jeweiligefn’ Nenner texlbaren .ganzen leferennale ven K/Q dle Di=-
. mensionsformein : :

dim~u£=g—_—li, ’ dnn W, ~—g (n ;2)—1,
a - 7 - Aq, ) ) . - :
d1m m—g—(ll—2)—(n-3), e

W L
dll]]m#g—(ll—Q),
dim RL: o — (11— 2),

1"'.(Il°~1

: dun —H[/—-—;g-—(n-—z), ‘ - dim %‘g;g'—(zsz)%(/z—3),.“,"

) _‘““‘5@”{?%3—(/1—2)—@—3)._'.._._2_;1’_'
-.iund dann natiirlich - , o .
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‘Nach dem Rlemann Rochschen Satz ergibt sich daraus

dima, =1, . dim¥Ag=142, ...... e
e dim e = L2,
dima,---a,,=1,  dimfa;---q, ,=14241,..... e
dima,...q,, =141, dimAa,...q,,=14+242,. ... ... ... I

dim¥=1+2, = dimWP=142+3, ... .. SR ’

o . mma[” ‘ 1+2+ +(n—2)==g,
und dann natiirlich-

. dim ™ x 6—1—|—un Tur alle n> 1,
wahrend die vorhergehenden Schluﬁformeln sxch zu .
dlmﬂf;(v_gz)i ' fl_l__r.a/=0,.‘..,n—_'3_ N

zusammenfaﬁen lassen

Da % in U liegt, darf in dlesen Formeln 91 durch’ H ersetzt werden
lnsbesondere steht damit jetzt fest, daf genau - :

. : dimU=3 - :
ist. Demnach bxlden dxe Erzeugenden X, y, z ‘eine Basw des Q- Moduls

der Vielfachen von 1 in K. Hieraus folgt daB bei ]eder festen Nor- ,

v
‘mierung von U als ganzer Dwxsor aus U eine bestxmmte mhomogene
lineare Relation -

o aX+ﬂy+7z—l . (wByin Q)
zwxschen den zugehdngen Erzeugenden x, y,z besteht entsprechend
der Ba51sdarstellung des Vlelfachen 1 von }

v42

1.
s . o
Well ferner( '2.) g]eich der Anzahl der Potenzprodukte aus

X, yL z vom Grade » ist, bilden dlese Potenzprodukte fir »=0,...,n—3

]ewells eine’ Basis des 9 Moduls der. Vxelfachen von ui in K. Dles gllt
auch noch fiir v—n-z n—1; denn es ist g
dlmU” 24g—l—(n—l)-—( )—l—(n"-é—l):(n) )
n-1 ‘n n+ 1\
dimU =0-L(n._l).J. ={z} \ 5

Und es gilt auch noch fur alle vz denn emerselts ist nach dem,
Gezelgten T o

~dim U™ dim U"“ 4n- fiir alle 2=>0;
: ) A3
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andererseits ‘ist mit Riicksicht auf die Grundgleichung x*+yr+2r=0
-die Aniahl de‘r ﬁber @ linear-unabhingigen .Potenzprodukte aus x, y, z
(=%,
druck mmmt bei #—x+Tumnzu. <

. Zusammengenommen ist damit gezeigt:
" Die homogenen Polynome iiber Q in x; ¥, z ersdzopfen den Integrt-

z‘a!sbereldz der hodzs!ens fur U=

vom Grade n+/ nur noch ~und auch- dieser. Aus-

( 37 gebrochenen Elemente. aus K.

Hmsnchthch der Embettung der Vlelfachen von ~u]—m die von ul

: beachte ‘man h1erbe1 die oben erwahnte mhomogene lmeare Relahon-'
- zwischen x, y, 2 : )
, Indem man bei gegebenem algebra,lschem Punkt p. -von K[D den'
“'Nennerdivisor 1 prirh “zu p normiert, so daB die. Erzeugenden x, »nz

- primitiv- fir p werden und- somit- durch konstante Restbildung mod. p

_zur Definition der homogénen Koordinaten x@):ym): z(p)-von.p ver- .
. wendet werden konnen, ergibt sich aus dem vorstehendem Sachverhalt
" . die- fiir die Anwendung auf das Fermatsche Problem wichtige Tatsache

.Die algebraischen Runkfe p von K /9 entsprechen - vermdige ihrer
homogenen Koordinaten- x(p) : y(v) : z(p) umkehrbar eindeutig den’ iiber
algebraischen Grundgleichungslosungen, und speztell die: ratzonalen Punkte
von K /D den Grundgletdzungslosangen in 2.

5. Welerstraﬁpunkte

Es seien zunichst ‘kuiz die Grundtatsachen iiber Welerstraﬁpunkte
- fiir einen_beliebigen’ algebralschen Funkhonenkorper K |2 -mit, Konstan- .
tenkbrper £ der Charakteristik %(£2)=0 zusammengestellts). Ohne Ein-
schrankung sei das Geschlecht .g>0 m1t W sei die Dxfferentlalklasse'
© von K[Q bezeichnet.

Zu Jedem algebralschen Punkt p .von K[ glbt es,’ entsprechend '

dem schrlttwelsen Abnehmen der d]m—:‘—/ fiir o—O, 1,2 c .eme ein>

: deutlg bestlmmte Folge von.g Luckenzahlen
' . I—_gl<@2 <o<2g—1

S 5) Im Falle %(2)0 wiire dle von F. K SCHMIDT (Zur anthmetlschen Theorie
_der algebraisctien Funktionen. 'II. *Allgemeine Theorie-der WeierstraBpunkte. Math.
Zéitschrift, 45 (1939), S. 75—C6) gegebene Modifikation der geldufigen Theorie der
WeéierstraBpunkfe zu beriicksichtigen, eine an sich 1ohnende Aufgabe, von' deren:’
Durchfiihrung aber hler mnt Rucksncht auf den beschrankten Raum abgeschen wer- -
den; muB.; . : - '

o
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dégayi;», daBp .. | .also- nach dem Rlemann Rochs;:hen Satz
| N R . . G
dim ¥ Jdim———=g — 1, dlm p"‘ dlm p"a ~gl, g -.—1,.‘
ope p?z‘l, R . f
dim == ). dim ——— = g = 2, dim p®,...,dim p03'1=93—1,...,93—2, o
oD pos! ; - - Lo
T T 0 et o
cdim =, L =0,__~ dlmpﬂ‘dlmw —g —(g 1) gg—(g—l)—{—l..» s
AT R = : ' ‘
~'so dab. also genau "zt den Nennern pt’l ,p% keme "Eleménte “in. K .

exnstleren Man nennt :
R ' 1
y(v)— Z (0,‘—1)"‘29, ‘g§g+ )

‘ ‘das Gewncht von p. Es ist y(p)—O dann und nur dann, wenn dxe.
. minimale LuckenzahIVertellung gl,.‘ y0,=1,110 ., gvorhegt Ist 7(p)>0 :
", . so heiBt p ein WeierstraBpunkt von K/.Q Da die maxifnale Liickenzahl-
'vertellung 01y vy Qg =g,:." . 28—1 wegen. 0= l nur. fLr =1 vorliegt, .
nat man die obere Gew:chtsabschatzung : - ’ :
‘ +l o |
1< S gt —LED (g ig .t s

Durch Bé_trachtung der leferentlaldetermmant'e -

e sgs1)

| | i = 71?
wo du; eine Basis des .Q Moduls der ganzen- leferentlale von K/[&

und t ein nicht-konstantes Element aus K ist, zeigt man, daB die iiber
alle algebraxschen Punkte p von K/Q erstreckte Gewichtsummie

y = Z 7(p)=(g— ‘)g(g+ )

V. Alst Fiir g-l gibt es daher keine We}erstraﬁpunkte von K/.Q wahrend
_es fiir g> 1. stets “solche glbt und zwar m einer Anzah] N, d1e den
: ‘Unglexchungen o :

(g—l)g(g+1)>N>g+1
‘genugt :
: Fir den Funkhonenkorper K82 der Fermatschen Glexchung, wobei
jetzt n> 3, somit g> 1, und’ x(22)=0 vorausgesetzt sei, bestlmmen
sich dle Liickenzahlen  eines der Punkte ay;-by, ¢y, etwa von a,,. wie
folgt. D1e ganzen Differentiale von K/SE lassen sich unter Hervorhebung
“des aL ‘entsprechanden Linearfaktors y,—y— ¢z, etwas anders als oben, .
durch die Q-Basis’ . S :
C R w v - ';“’:.””.’>0”
S xy‘Zd” ' (1+M+V=ﬂ—'3)
- darstellen. Normxert man wxeder ohne Emschrankung U prim zu A

(dt) : ,' (ij"='f o ,g),“ .
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und beachtet, daB dann diese Basiselemente die Ordnungszahlen A+ um
in a, haben, so erkennt man durch Abzihlung der iiber @ linear-un-
abhingigen, durch di€ einzelnen Potenzen von a, teilbaren ganzen’
Differentiale v'qn K|, daf die-Liickenzahlen ¢; von q, die Zahlen 44 un -1
sind, die ja wegen 0< 4, u<n—3 alle untereinander verschieden sind
und wegen A4u<n—3 -die richtige Anzahl 1+4+2+4+...4+(n—2)=g
haben. Der GroBe nach geordnet-lauten diese Liickenzahlen
L,2,...,n—=2;n4+1,n+2,...,n4+(@n—=3); 2n+1,.. .,2n+(n—v4);

' .._.,(n--—3)n+l
und 1hre Nummern i sind den n—2 Abschnitten entsprechend um

0,2 24+3,...,243+-. +(n—2)
. klemer Demnach ist das Gewncht :

y(al)—Z(a—z)——<n—2)o+<n—3)2+(n—4)(z+3)+ +
+1(2+3+ +(f1 2),
- oder also nach lelchter Rechnung

— 4
oy = £lr=Deth

I;'Ur die 3n Punkte Ay, [),,, ¢, zusammen erglbt ‘sich . daraus durch
' Multiplikation mit 3n unter Beachtung von n(n— )—2(g—l) die
Gewwhtsumme

. Z‘(r(au)Jr}'(ﬁv)—Hf(C ))—
. Verglexch m:t der vollen Ge\mchtsumme,
' y—(g—l)g(g+l)

(ge—Ngn+4)
2 -

erglbt
- "Unler den Voraussetzungen n > 3 und. z(Q) —-0 sind die- den 3n
trzvzalen Grundglezdwngslosungen entsprechenden Punkte von K /9 sdmtlich
Weterstraﬁpunkte gletdzen ‘Gewichts mit der Gewidchtsumme :
. (g— 1)g(n+4)
2
~Im Falle n=4, wo g= 3 ist, sind damit alle Wezerstraﬁpunkte
von ‘K|Q erschipft. Im Falle n >4 beszlzt K /9 noch weztere Weterstraﬁ-
punkte mit der Gew:dztsumme )

(e— 1)'g (g -—2)

7=
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- 6. Zum Addltionsschema der rationalen g-gliedngen
Punktgruppen

Um dleses Schema aufzustellen muf man eine rahonale g-gllednge'

" Punktgruppe, d. h. einen ganzeén Divisor g-ten Grades O von K/ als
- Bezugsdivisor auszeichnen. Dann stellt sich jenes Schema in multlph-

kativer Form durch die Aquwalenzbezxehung

BB

- ~ dar, wo B, ¥, gegebene gén‘z_e Divisbren g-ten Grades von K /Q sind

und P als ebensoicher, zu bestimmen ist; in additiver Form entsprlcht
dem dann die Bezxehung PB4 P+ P~ 0 (in bezug auf ,53)
Aus Griinden der Einfachheit und Eleganz sollte man versuchen

den auszuzeichenden Bezugsdivisor O, entspechend wie den Nenner-

* divisor U-im vorhergehenden, mvariant'bei der Automorphismengruppe

. & von K[ zu wihlen.. Wie leicht zu sehen,. 146t sich aber jedenfalls

_aus den ‘bisher allein .explizit aufgewiesenen 3 Primdivisoren.a,, b., ¢

kein- dieser Invarianzforderung geniigender ganzer Divisor g-ten Grades. -

. zusammenseétzen.- Im Hinblick auf den additiven Aufbau g=1+2+

in. K angeben Dlese Aufgabe und auch die. beabsichtigte Anwendung“_' '

‘ zugrundelegt Die Vnelfachen von

T +(n—2) des Geschlechts erschemt be1 dxeser Sachlage dxe Wahl'

n-2
0= 0,02 Qs

“mnoch am melsten naturgemaﬁ » - o
Man muf darm eme Basis des. Q-Moduls der Vxelfachen von —5;

vereinfachen sich, wenn man. statt O den aqulvalenten (gebrochenen)

'D1v1sor : - . .

. . 2
O — o - N A
y*y,, .. y"-7, . ﬂ’f 1. a;; 2 N GE_Q )

D"3 in, Ksmd dlelemgen homogenen
Polynome in x, y, z uber Q vom. Grade 3(n—2), welche (be1 zu -

" prim normiertem 11) an- den Punkten q,,-0,...,0a,, Nullstellen von

" mindestens den Ordnungen n—1,n—2,...,2 haben Indem man die

-zwischen .den’ Potenzprodukten des Grades 3(n——2) auf "Grund .der
‘Glelchung x"+y"42z*=0 bestehenden linéaren Abhangxgkelten durch

entsprechende Reduktion mod. n der Exponenten von x eliminiert, ergibt
sich daraus, analog wie oben bei den gaﬁzen leferentxalen als’ Basxs :

des 9 Moduls der Vxelfachen von D'ﬁ in K das System der Potenz- )
produkte : o
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- ;%Cly;u’;_!].’”.y.u:z)zn_zyl;a v I {_LZ,Q':—B—-I: K ] ' o= ],:. ,]1—2). l’ .
) . T : n-2

., -_ = . lu ,,,>0 ﬂ+1’—*3(n-—2)_,{ Z ‘u;(,iJj;l':-

- wo‘aﬂlso fir A=0,. n—l und g-—-l n7-2 ]ewells Mi o dle-klemsteA
* ‘ganze Zahl mit 2+nmo 3(n——g) 1st und wo — den Bedingungen
fir u, v entsprechend — nur dxe]emgen solchen Systeme 4, a0 ‘in

. =2
'Befracht zn zxehen smd fiir welche die Summe ,l-i—Zu,z o= 3(n—2) '

'1st Auf Grund ‘des Rlemann Rochschen Satzes ‘sind das 2g+1 Bas:s-- )
’ elemente wié man auch durch dlrekte Abzahlung bestatlgen kann sie
. seien zur. Abkurzung mit -w,, . .. wgm bezelchnet ’ .
Es selen nun. R , Lo O

L P = p(n p;n7 %__p(z) pf,"’, 35an pg : »
. dle Zerlegungen der in-die allgemeine Additionsrelation emgehenden

- rationalen Punktgruppen in algebraische Punkte von 'K/Q, und es’ sei

- einfachheitshalber angenommen, daB der allgemeine . Fall vorliegt,”in
dém die 3¢ Punkte:p, p?, p. (i=1,...,g) untereinander verschieden-
" sind und iiberdies B. regular (dim P=1) ist; letzteres bedeutet, -daB P

selbst (nicht nur die Klasse von B) durch die Addltlonsrelatlon emdeutlg
bestlmmt ist. Sind dann : : ‘

Wl(p 1)) w2g+1(p D) Wl(p 2)) /w2g+1(3’. ), ]Vl(p) ’W2g+1(p)
‘dxe mnttels der Basis wi, .. wwl geblldeten homogenen Koordmaten

der ‘Punkte p®, p@; Diy- SO druckt sich die zu betrachtende Additions--
relatxon durch die Determmantenolelchungen ‘

Wl(pm e ng+l(pl
: Wl(?’m . . Waya (p)) ’ T
_ Wl(p(?) e el W2a+1(p1) :0 : ("'= ]:'-'~ :g)
w.(p(” SR WQ,H(p,
Wip) v W (W)

aus,. d h d1e mit- der Basxs wl,;. , Wy, ‘gebildeten homogenen KOOI‘dl-.
- naten der’ %B zusammensetzenden g Punkte »; bestimmen sich, geometnsch
ausgedruckt als die Schnittpunkte dér dieser Basis zugeordneten 2g-di-
mensmnalen Raumkurve (die zur gegebenen ebenen Kurve x» +y*-42"==0

- birational 4quivalent ist) mit’ einer durch”die homogenen Koordinaten

© der PO, PA zusammensetzenden Punkte P, p@. gegebenen. (2g— 1)-di-
' .’mensnonalen Hyperebene : : : R
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Dieses letztere Rechenschgma und auch die an ihm fiir ,spezielle“
- Fille anzubringenden Modifikationen' sind aus der allgemeinen- Theorie
der algebraischen Funktionenkdrper wohlbekannt. Hier kames nur auf
die bisher  nirgends gemachte explizite Angabe einer zur Darstellung
“dieses Rechenschemas geeigneten  Basis .wy,.. ., Wy, im . Falle des
_ Funktxonenkérpers der Fermatschen Gleichung an. DaB diese Basis recht -
kompliziert gebautist, scheint in der. Natur der Sache. zu liegen und
" sollte, nicht von einer weiteren Verfolgung. der in dleser Note ange-
' schmttenen Fragestellungen abschrecken. . :

o

e -

* (Eingegangen am '10. August 1950,)
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.' " Produit cbr‘riplet des groupés.de per_muta_tions'
et probléme d’extension de groupes. L.

_Par MARC KRASNER et LEo KALOUJNINE & Paris. .

lntroductlon. ,

Le present travail se rattache, par ‘certains de’ ses cotes ala
théorle qui fut le champ le plus ancien de la théorie des groupes' —
cetle des groupes de permutations. .La représentation des groupes

- abstraits par-des groupes.de permutations fut surtout étudiée au cours
du XiXe siécle, et les résultats classiques de cette étude sont, & présent,
trop bien connus pour qu il soit nécessaire d’en parler en detaxll) is
_peuvent se résumer’ ainsi: -

- G étant un groupe et g étant un sous-groupe de G, lapphcatton,

_qui fait correspondre a tout- a€G la permutation {xa—»a‘xg}' de’
~ I'ensemble Glg des classes a droite xg de G suivant g, est une repré-
_sentation de G comme groupe transitif I' de permutations de I’ ensemble
G/g Le noyau de cette représentation est le plus grand sous- groupe
g’ de & invariant dans G. La représentahon est-fidele si, et seulement
~si g* se réduit 3 Tunité de G. X
"Il est bien connu éoalement qu '3 une similitude prés, toutes les
representatlons du groupe, G par les groupes transitifs de permutatlons’ ‘
peuvent &tre obtenues de- cette maniére. A savoir, si H est une‘repré-
" sentation de G comme -groupe transitif de permutations ‘d’'un ensemble
M, le choix d’'un élément-m de M définit une similitude qui trans-
. forme H en.la représentation de G al'aide du groupe g, des éléments
-de.-G dont les images dans H conserveht. m: on fait .correspondre’d -
tout X€M lensemble dés o¢¢G dont les images dans H transforment
m en x (cet"ensemble est bien une. classe a droite suivant g,,). - '
La ‘représentation considérée est primitive ou imprimitive selon
que‘g ’est’ un sous-groupe m'axima'l ou non de G ‘Dans le second

1) Voir par exemp‘e A. SpEISER, Die Theorte der Gruppen von’ endllcher .

Ordnung, 3. edmon (Berlm 1937), Chapitre 8.
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<as les ensembles des classes a droite dans G suivanf g, contenues -
'dans les classes A droite de G suivant un sous-groupe - intermédiaire

', GDg'Dg, constltuent des systemes d’xmpnmmwte

Soit o '

G GOD G,o. G : D G

une suxte de sous-vroupes de G. On peut se demander 511 est possible
d’exprimer la représentation de G a Paide de G, au moyen des s
,represenstatlons I''des G._; & lalde des.G; correspondants (i=1,2,...,s)
Un des prmmpaux resultats de. notre " travail montre précnsement que
“cette question admet une reponse positive et indique, d’une. maniére
effective, pour les-groupes G, oll les s représentations partielles I; sont ..
~données, un groupe umversel & de permutatlons défini & une simili-
tude pres .

. Malgré lapparente banalité - de ce . resultat 11 se trouve que le
* probléme géneral d’extension des groupes par d’autres. groupes?)-qu’on
pourrait appeler le probléme. de la “cascade schreierienne”, peut se
rattacher 4 un cas particulier de notre théorie, A savoir a celui .ou
pour tout i, G est invariant dans G, (nous disons dans.ce cas que.

G = G,2G,>:..2 G, est une suite de composition incompléte), et oy, par - "

conséquent, les- groupes T, sont-des groupes réguliéres de permutations:
-1l nous semble en: effet que, dans ce cas particulier, la détermination
du groupe, universel, ‘qu’on vient de mentionner, jointe"3. certains autres
résuitats de ce travail relatxfa a l’1somorphxe de ses sous-groupes, fournit
" une réponse satisfaisante, sinon, tout a fa1t expllmte au probleme de
la ““cascade. schrelenenne : -

Le groupe universel ® pour les groupes G ayant des represen-"
tations partielles données 1’1,1’2, L, se trouve &tre une généralisation
assez naturelle d’ un type de groupes blen connus .a'savoir, des groupes
monomiaux. ,

Un groupe monomial est un groupe de substttutlons de la-forme:-
.—+17(1)x,‘(,, ou (i) -appartient a un_groupe multlpllcatlf numerxquel’
Une telle substltutlon monomiale. peut étre définie par la donnée d’une
permutation 0= {X,~ Xy} des variables-a permuter et par la donnée,

peur-tout x;, d’'un nombre 7(i) dépendant de i
_ En changeant légerement les- notations, on’ peut . env1sager un
groupe de substitutions monomiales de la maniére sulvante S étant le
groupe de toutes les permutations d’un ensemble ‘abstrait M, et I’ ¢’ant
un groupe numérique multiplicat’ soit N= M X I’ le produit, au sens

%) Le probléme, atx_j’ourd.'hui assique, de O. SCHREIER est un’ premier t)as
dans la direction de ce probléme général, a savoir celui ou il n’y a que .deux
groupes en présence. : : I . :

e
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de-la théorie des ensembles, des M et'I. N est, par-définition, 'ensemble
des couples (m y) (m€M,y€l). Une application biunivoque o=
={(m, y)—(m',y)} de N sur-lui-méme egt une substitution- monomiale
si: 1) m’ ne dépend que de m; et non de y, et m— m’ est une per-
mutation de M (donc un élément de S); 2)on a y ——ﬂ(m)/, ol ;?(m)
est un élémerit de I’ dependant de m: . .

Sous cet aspect 'le concept d’un groupe monom|a] peut etre
facﬂement généralisé. Au lieu d’'un groupe miltiplicatif on peut prendre
pour I" un groupe abstrait (non nécessairement commutatif) quelconque
et de définir ensuite un groupe ‘de substitutions- de I’ensemble produit
N=MXT parles conditions 1 et 2 qu’on vient d’énoncer. On peut étudier
ensuite les représentations des g’roupes' abstraits par des groupes
monomiaux ainsi généralisés.- A .une différence’ de terminologie . prés,
© c’est une ‘telle étude qui a été entreprise récemment  par M., O.: ORES).
“Un -certain - désavantage..de. la notion d’un_groupe monomial
: générahse réside, & notre” avis, dans le fait, qu’il .y a dans sa définition
une dissymétrie entre les groupes Set I 'En effet, S est le groupe de -
toutes les /permutatxons de P'ensemble M, tandis-que I' est un groupe
_ abstrait. "Il nous semble, par suite, naturel de fanre dlsparaltre cette_
dxssymétne entre-S et I" et de procéder comme suit:

Considérons. deux groupes de permutations I d’un ensemble M'
et 1“2 d'un ensemble M,. Soit M= M, X M, le ptoduit.des ensembles’
"M, M,, On env1sage des applications o——{(m,, ma)——(m’'y,m’))} de M
dans Iul-meme qui satisfont -aux- conditioris suivantes: 1. m’, ne dépend
'que de m, et {m,— m',} est une permutation o appartenant a 1“1,'
2. Pour tout .m; €M, fixe, {m,— in', } est une permutatlon ay(m,) apparte-
nant a-I, (mais dépendant de 'm,).": -

On démontre -que I'ensemble de tel]es apphcatlons est un groupe '
. de: permutatxons de lensemble M= M,XM,. <
' -C’est-ce groupe que nous appelons le produtt complet desgroupes

et I, et que nous notons @ = TI'01}. @ est un. groupe transitif si,
et seulemﬂnt si I-’1 et' T, le sont. En outre, c’est un groupe imprimitif,
et’ les spus-ensembles {m; Y X M, de M, constitués ‘par les éléments
-~ (m,, %x,) de M, ou m, est fixe et ol x2 parcourt M,, sont des systemes-
d'imprimitivité de &. . ' ‘

Le groupe monomial generahsé de M. O ORE est un cas pam-'
culier du. produnt complet, a savoir celui, ou I est le groupe symeétri-
que. de -toutés les permutahons de Vensemble Ml, et ou I, est la

représentatlon reguhere d’un groupe abstralt 1’2 c‘pmme‘groupe de _per_—

3) O ORE Theory of monomlal groups, Transacitons Amerlcan Math Soc,, 5b
(1942), P.-15-64. . .



Produit complet et extension de groupes. ‘ '211-'

mutations de Pensemble I'y (support- de la-steucture dé groupe I3). Si
I, est un -groupe multlpllcatlf de nombres ‘on ’retrouve les -groupes-
" monomiaux classiques. . :

&= I'y°I', est-de nouveau un groupe de permutatlons Soit I’,
un groupe de pérmutations d’un ensemble _M,. On~peut, en.itérant le
'processus indiqué, définir le prodult complet @ol’s_(l’o b)o I, qui est
un groupe de permutations de Verisemble (M, X.M,)X M,. Ii se révele que,.
si I'on identifie, comme dhabltude (MyX M) X M, avec,'M, ><(M2><M3).
le groupe (I} 012)01’3 coincide” avec: le groupe I (Igol‘s) qu’on peut -
. donc noter simplement 1’1017201’ ‘Ainsi, la composition ‘compléte des
groupes de permutatrons ‘est ‘associative, €t on peut définir le* produit
complet d’un’ nombre fini de groupes -de permutatlons LT, ..., I
d’ensembles MI,MQ, o M. Cest un groupe .de: permutatlons de
de I’ensemble produit M My X MyX ... X M, des M, My ..o, M.

Dans le présent travail,” nous procedons d’urie . maniére un peu
dufcxer‘uc Nous définissons directement; par des nronrletes intrinséques
(généralisant les condmons 1 et.2 énoncées -plus haut); le’ produit

complet @ = ..ols-de s groupes I'y, Iy; ... T, et nous montron& B
ensuite, qu’on a pour tout ‘entier i (O=i<s,. .
(T f,o (F,HOZ,HO OF)——f fgo ..OT I,Ho oI,

Les §§ 1 et 2 sont consacrés- 4 la définition rxgoureuse du coti=-
- cept du prodult complet ‘© =TI 0lp0...0L% qu’on vient d’esquisser; et

ala démonstratron de ses propriétés fondamentales et élémeéntaires. Nous. o

y mtrodulsons aussi de mulfiples notions et notations auxiliaires. dont
nous nous servirons dans les- paragraphes. suivants. Parmi .ces notions- .
une des plus 1mportantes est celle de la suite

o G= = §,<m> 2. (Sjl<m>:: :)(Ss<m> L
" de sous—groupes de (Sj attachée a un élémient m = (m,, m,, ..., m;) de M.

G, <m> est le sous-groupe de ® formé par ses’ elements conservant.’
les i premreres " coordonnées ml,mq, e m de m. Pour tout sous- groupe-f :

G de @ on.a souvent, .au cours de . ce travaxl a con51dérer la: surte:.
: © G=G,<m>2G,<m>>...DG<m>,

oll, pour tout i=1,2,. , Gi<m> —G n &,<m>. On montre que;.
~si G est transitif, la representatron de G i <m> a l'aide. de G.<m>>
'est un. groupe~de permutations semblable (et ceci, pour un’ m_fixe, -par-

une apphcatlon canomque de G, 1<m>/G <m> sur M;}: a un sous- - -

4y Par recurrence transfmle, on peut méme définir le produit complet dune
-,sultﬁ bien -ordonnée quelconque de groupes de permutatxons "Ceci a été fait par-
L. KarouNine dans un travail sous presse Dans le present mémorre nous nous..
occupons uniquement du cas d’un, nombre fmx de groupes.
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groupe transitif I';de I'. L’application canonique ci-dessus mentionnée
joue, d’ailleurs, un rdle important aux §§ 4 ét 5 de ce travail. Si on
" la considére comme une identifiéatién_de-G,-_,<m'>/G;<m> avec M,
nous I'appellons la m-identification.

On a cru utile- d’introduire au §1 Pécriture des éléments du
produit complet & =1 0l%0...01; sous la form'e dite de “tableaux de
permutations”. Cette notation particuliére (et I'algorithme qui s’y attache)
.nest pas strictement indispensable "pour Fexposé de la théorie générale,
. -qui est 'objet principal de.notre travail. Par contre, c’est.un outil trés -
puissant pour I’étude. des cas particuliers®). Pour cette raison, et en
vue d’appli_cations'ult_érieures,' nous avons indiqué pour quelques uns
de nos résultats .obtenus, leur transcription a4 I'aide de tableaux.

Dans ‘le §3, nous définissons la notion du produit complet des
groupes abstraits. Cest un cas spécial important, déjd mentionné plus
haut, du concept de produit complet des groupes de permutations.
I\, Iy, ..., Iy étant 'des groupes abstraits, on considére tout groupe
I, en Pidentifiant A sa représentation. réguliére, comme ‘un groupe. de -
permutations de 'ensemble I'.. Le produit complet de”tels groupes de
'permutétions T, est appelé  produit comiplet” des groupes abtraits. Le
fait que, dans ce cas, tous les groupes facteurs sont des groupes de
permutations réguliéres, permet rde‘préciser et de simplifier plusieurs

résultats exposés au .§ 2. ‘ '

Entre autres, Ia ‘suite de sous-groupes

. G= G<m>:>G<m>3 :$G<m> o
{dont on aparlé plus haut) attachée -a un element m de
o M=I=1I} ><I’ X XL

~-est une suite de composmon ‘(incompléfe) de G £@, cest-a-dire G <m>
-est invariant dans G;_,<m>. D’aiileurs, nous convenons de ne consi-
-dérer dans ce cas"que la suite attachée a I'élément canonique e==(e,,e,,...,€5)
de I, oit ¢ est tunité de I', ce qui s1mple1e la suite de P'exposé.
- D’autre- part si O est un sous-groupe transmf de ®, la sxmlhtude
«canonique applique G, ,<e>/G;<e> sur I’, .
Aux §§ 4 et 5 nous étudions des-homomorphismes et dés isomor- 4
-phismes d’un groupe abstrait G donné sur. des sous-groupes transitifs
d’un produit complet de groupes de permutations (et.plus particuliére-
ment sur des sous-groupes transitifs d’'un produit complet de groupes
. abstraits). La théorie que nous y exposons constitue une généralisation ,'
de 1a théorie de la représentation des groupes abstraits par les substitu-

5) Voir par exemple le travail; L. KALoUIKINE, La structure de p-groupes de - .
’ Sylow de groupes symetnques finis, Annales de I’Ecole Normale Supérteure, (3) 65
(1948), p. 239—-276
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“tions monomxales En outre comme on l'a déja mentionné, elle genera—'
. lise, en un certain sens, la. théone d’extension des groupes de
- O. -SCHREIER. . .

SOlt . ‘ G G Gl D G '
ine’ suife donnée de sous- groupes de G Si G, ne contient, en dehors
de. 'unité, aucun- sous-groupe invariant dans G (nous disons,- alors,
que G, est anti-invariant dans - G), la représentation-de. G a l'aide de
G, est fidele, Si s>1, cette représeniation est imprimitive et, pour-tout
i=1,2,...,s, les classes a droite 7(J; (Pensemble de-ses classes.
- sera note G/G) dans G suivant G, constituent des systémes d’imprimi- |
tivité. ‘o parcourant G,,, _o——»(a)_{'zG——-nnG} ol les classes 7G; -
parcourent G_I/G., est ld représentation de G, a raide de G.. Sont’
I lnmaoe de G, par cette représentation. I, est un- groupe transmf

- de ‘permutations de ensemble M;—= G,_ 1/Gi.

Une fois le .concept. du ‘produit complet acquis, il est plausxble
de supposer que, A une similitude prés, la représentation de G a l'aide
de Gs, comme groupe de permutations de V'ensemble G/G,, est um
sous-groupe transitif du produit complet &=1Iy0 Iyo...oT, des g oupes
e vde permutations I; des. ensembles M,= G_1/ y ' ‘

Nous montrons au §4 qu’il en est bien ainsi. Comme par allleurs '
il a été prouvé au §2, que =10 I’Qo.». . o Iy est lui-méme un groupe
. G satisfaisant au conditions précédentes relatives aux groupes de per-

mutations I3, “on voit. que c’est " bien. pour de tels- groupes un groupe
__universel. Clest précisément le groupe. umverse] dont nous avons parlé
" au début de cette introduction. :

- -Le point crucial de la démonstration est I determmatlon d’'une
application biunivoque Oconvenable de ensemble G/G; sur I'ensemble
produit G,/G; X G,/G, X ... %X Gs-,/G,. Une telle application 6 peut &tre
obtenue en choisissant, dans toute classe X, EG, ./ G;, un représentant -
7(X)€G." Toute classe XeG/G, "s’écrit alors, et d’une seule maniére,
sous la forme X=1(X,)7(X,).. 'E(X)G (choix de coordonnées!). On:
pose OXf(Xl,XZ,.. ,X), et on montre que; pour tout oEG

‘ . 0> 0{X—0X}6" _
est bien un 1somorphlsme (ou, comme. nous disons, une 1mmer51on)
de G dans &= I,0ly0... oI%. En choisissant autrement les représen-
tants z(X,), -on obtient, en général, d’autres 1somorphlsmes de G dans.
le produit: complet G =1TI,0l%0...o0, des I, Iy,..., 1%,

h 1Dans le cas particulier, ot G=G,D>G,> ...D .G, est une_ suite
de composition (incompléte) de G, et on G_l/G est ‘isomorphe a un
groupe abstrait I, le processus indiqué permet d’immerger G dans le
- produit complet des groupes abstraits I’ .-
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_ Les laomorphlsmes d’un- groupe donné. G, avec la suite donnee '
G=G,2G>...0G,, dans le prodult complet &, obtenus a lalde,'
-«d’'un choix de représentants dans les classes XEG,_,/G,, ne sont- pas
quelconqu_es “Si on choisit, pour tout i, I'unité de G comme représen-
taiit de m; =G, (considéré comme un élément de G;_ ‘/G) et si l'on
désigne par G Pimage de G dans ® par limmersion qit’un tel choix des
représentants définit; llsomorphlsme de G sur G est ce qui nous appe-
‘lons un (M,, M,,..., M)-isomorphisme. Cette notion d’ un (M,, M,y,..., My)-
isomorphisme, . qui est une généralisation- d’un concept ana.ogue
.employé dans.la théorie de Schreier, sera précisée au cours'du § 4. Pour
le moment, on se contentera de dire (d’'une maniére un peu vague) .
.qu'il ‘s’agit d’un 1somorph|sme tel. que si m=(m,,m,,...,ms) et §i X;
est I'image; par- 1’1somorphlsme consideré, de la classe X,=tG; (v¢G,_,)
"suivant G, dans G,_,, X, est contenu précisément_dans la classe suivant .
- .@;<m> que la.m-identification de ®,_,<m>/@, <m> avec M = G,_ /G.
- -applique sur X;. ‘ : :

Dans le cas pamcuher d’un groupe (G avec une suife -de compo-
sition incomplete G =G, 5 G, > ...> G, telle que G._, |G, soit isomorphe.
A un groupe. abstrait 1’,, nous defmissoﬁs”la’notion d’un (I, I},..., I%)-

_zsomorphzsme Ce n est autre chose que le (M;, M,,..., M;)-isomorphisme,.
'pour m=e, dans ce cas partlcuher - Ainsi, les 1somorphismeé d’un tel
groupe donné .G obtenus dans le prodult complet S=1TI,0le...00% _
des groupes abstraits I, I),..., I -4 laide d’un’choix de forme pré-
cédemment indiquée de - -représentants dans G des classes XEG,_,/G-
sont des (I, 1}, ..., Is)-isomorphismes. . o)
_ ~ Aprés avoir- établi -au §4 Texisterice des’ 1somorphlsmes (et plus
precxsement des (My, M,, ... , Me)- 1somorphlsmes) d’up groupe G, avec
“-une - suite ‘de” sous-groupes G= GODG D...D G, donnée, dans le .
prodult comp]et &=1I\0ly0...01s, nous determmons,_ dans le § 5, .
-Pensemble de tous les My, M; ..., M,)-isomorphismes de G dars @, et
nous donnons une descnptlon détaillée de cet ensemble. Nous demontrons
-que. deux (M, Ms, ..., Me)-isomorphismes 7 et 7 de' G dans & ne
 différent que par un automorphlsme intérieur (A) = {a——+lal '} de G,
oit 2 appartient a un sous-groupe bien déterminé de & qui est indé-
pendant du groupe G donné. Inversement, si 4 appaitient d ce sous-
groupe et sin est un (M, My, ..., M;)-isomorphisme’ de G dans &,
© ' =(A)7n est encore un (My, M,, ..., M)-isomorphisme -de G dans &:
"~ En_ un certain sens, les résultats des .§§4 et 5 résolvent.le pro-
bleme de la ‘‘cascade schreierienne”, mentionné plus haut. SCHREIER
determme tous les groupes G qm possédent un‘sous-groupe invariant G;»
1somorphe a un groupe donné I}, et tel que G/G, soit 1somorphe aun
g’roupe donne I,. Nous détermmons dans le present mém01re tous les
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- groupes G "stsédant_ -une suite G_=‘G_0.5 G,>...0G, de sous-

groupes telle que:.1) G, soit anti-invariant dans G, et 2) pour tout

i=1,2,...,s, la représentation de G., i laide .de "G, soit un -
.groupe de permutations’ donné. Pour.s =2, si G, est mvarxant dans G,

€t si G, se réduit a unité, on peut, 3 partir de nos. résultats resoudre
le probléme original de Schreier. Nous miontrons ceci dans le derniér

. paragraphe (§6) de ce travail. “Notre" solution est en”quelque - sorte-
* duale de celle-dé ScHREIER?). En effet, ‘Schreier fait ‘correspondre A une
"palre de groupes [}, I; .un erisemble de lois de composition du support

Adixe I'y X I’;, tandis que nous leur faisons’ correspondre -un ‘ensembles
de sous-groupes d'un groupe I',o I, organisé par une-loi de.compo-

- sition fixe. -Mais ce sont les” mémes systémes de facteurs  de Schreier

et les - mémes identités fondamentales entre. ces- ‘systémes - de facteurs
que notre solutlon met en évidence., Naturellement, ces: systemes de

_facteurs ont dans notre théorie une toute autre. 51gmf1cat10n que dans .

celle de Schreier. _ :

" La notion” du prodult complet de - groupes abstralts a . été
signalée dans une Note - de*- L. KALOUJNINES),” qui -a ‘remarqué que
c’est une- generallsatlon naturelle - d’un -concept qu’il "a- utilisé uans
I’étude des p-groupes de Sylow de groupes: symétriques de degré pm.
Ces p-groupes . de Sylow, sont en’ effet des prodults complets de -m

- groupes cycliques d’ordre p.

‘\M KRASNER a remarqué que dans le cas s—2 on peut retrouver,

;] parhr “du concept de produit complet des groupes -abstraits, les- sy-»

stemes de facteurs .de O. Schreier- et les identités fondamentales qui

h existent entre, eux (§6). , . o
La présente premiére- communication - comprend les. §§ 1—2 les™ .

§§3 b seront publles prochalnement

Conventlons concernant la termmologxe et les notations. )

‘On se servira, au cours de ce travail, de la termmologle généralement acceptée
dans la théorie. des groupes abstraits et dans la_théorie  des groupes de permuta-
tions. Le lecteur pourra consultet,-a ce sujet, mmporte quel livre modeme ‘sur la-

théorie des groupes. Pour les ifotions et les notat.pns de la théorie des ensembles .

nous_avons adopté la termmo]ogle de BOURBAKL
A part cela, nous tenons A signater’ les conventions’ su1vantes

1 Nous appelons une suite’ finie -
G-—GODGp GQD G;'

. 7) 0. SCHRLIER Uber dxe Erwelterung von Gruppen L Mom'ztsﬁefte fﬁr Math.”
.itnd Phys., 34 (1926),"S. 165-180. - . - g

8) L. KALOUJNINE, "Suf les p-groupes de Sylow du groupe symetrlque de degre :

‘m Comptes Rendus Acad Sa Paris, 221 (1945), p 222 294

z

SN
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de sous-groupes d’un groupe G, telle que, pour tout i=1,2,...,,s, G; soit un
sous-groupe invariant de G;_,, une suite de composition (incompléte). ~

2. Un sous-groupe g d’un groupe G sera dit anti-invariant dans G, s'il ne
- contient, en dehors de I'unité, aucun sous-groupe invariant de G.

3. G étant un groupe, et g étant-un sous-groupe de G, I'enseinble des classes
a droite ag-(a€G) dans G suivant g sera noté G g. Les éléments de G/g seront
désignés par des majuscules latines X, Y, Z.

4. Si'6 est Papplication a’un ensemblée M dans’ un ensemble N (pouvant
coincider avec M) on notera 6-x I'image d’'un x€M par 6. On séparera, donc, le
symbole qui désigne I'application et I'élément qu’elle transforme par un “.” (par contre-
an n'emploiera jamais le signe . pour désigner la composition dans un mongide).
Avec cette notation, si .6 et ¢ sont deux apphcahons comiposables, on a 1,u (0 X)=.
=h.x

- Si a() est lapphcatlon de M dans N dependanl d’un parametret parcourant
un ensemble 7, on notera donc 8(f).x llimage d'un x€EM par ¢ #). Comme un tel '
cas se- présente souvent dans notre travail, il aurait été incommode d’écrire I'image
de..x par & sous la forme ‘9(x), car -on serait. alors .obligé d’écrire, pour 0—0(1)»
I'expression incommode 6(f)(x).

D’autres conventlons, plus partxcuheres, seront md:quees dans le texte, au fur
et 3 la mesure de% besoins.. :

§ 1. Produit complet de groupes de permutations,

Soit M,; Ms,..., M, une suite finie d’ensembles et soit, pour tout
i==1,2,...,s, I un groupe de permutations.de I’ensemble M,, dont-
Punité sera notée e,: Considérons le produit (au sens de la théorie des.’
ensembles) M= M, X M, X...X M, des ensembles M,, autrement dit
{’ensemble des suites m=(m,,m,,...,ms), oli, pour tout i, m; parcourt
les* éléments de M;. m, sera dite la i-iéme coordonnée de m. - En '
général, si x est un élément de M et si les coordonnées-de x ne sont

" pas déja désignées de quelque maniére, la i-iéme coordonnée de x sera
‘niotée (x); (oii on omettra les. parenthéses.en écrivant smplement X;, St
" aucune. confusion n’est a craindre). :

Pour tout i==1,2,...,s, les produits MIXng...XM;-.et,
i<s, M X... XM, , XM; seront dits la ifsec{ior_z et le i-reste de M et
. seront notés M' et ‘M.') Visiblement, M peut-étre identifié avec M‘X‘M

en identifiant un x=(x;, x,...., x;) avec (X*,%x), ol X'==(x;, %,,..., x;) et
Ol X ==(X;s1, Xis0, .-, Xs)- xiet x seront appelés la i-section et le i-reste
de x. Si j<i; la j-section AMy=.(M)y de M et celle (x)=
= (Xjs1» Xjs2, .- ,X) de X* seront notés ‘M’ et ix. Si i<g<j, on a
(x),==x,. On a ev1demment M=M et X' =X. Quand j=i, pour deux

_ 1) Les- indices, supérieurs a droitg' sont écrits sans parenthése, car les-
puissances ne sont employées nulle part (4 Pexception de Valinéa 5 du § 5, ott'il-
sera précisé explicitement qu’il s'agit de pulssances) au cours de ce travail. Ainsi, .
aucune confusion n’est a cramdre
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élement% X et- y de M, la relation (x)f~/y)1 (autrement dit la coinci-
dence des j premiéres coordonnées de’ X:et de y) est une équivalence
dans M‘, notée D:.et-appelée le j-iéme diviseur de M'Z) On identifiera
toute’ classe de cette équivalence avec V'élément de M’ qui est la”
J-section- des éléments de cette classe. L’ensemble M’ devient ainsi
" I’ensemble quotient de M: par la relation equrvalence deflme ci- dessus
Toutes . ces identifications 'sont cohérentes er ce sens que, pour
j<i<i, Djest le quotient au ‘sens de BourBaki®) de D; par D:i*%). On
identifiera par suite- le drvrseur D de MF avec celui D' de M, Pour
cette raison on ecrira D; au “lieu de D' (et, en ~cas.’ de besoin, on
~ parlera de diviseur D; dansW) S ,
: Nous aurons_aussi a consrderer le 0-iéme dzvzseur D de M qui
est simplement ’équivalence amorphe de Mi (c’est-a-dire I’équivalence,
dont la seule classe est M' lui-meéme). L’ensemble quotient de M' par la
“relation d’ equlvalence D, et son unique élément ne dependent pas, en
‘vertu de Videntification. de M’ avec M/D; (j<i), du choix de i=<s et
seront désignés par M. et m°. Donc si x° est la classe (modD,) de
XEMi, pour tout i=1,2,...,s et X¥€M), on a_x"=m’. ) '
Considérons les leperc'iﬂOuS ‘ '

a_{x—v»a xy={(x;, Xs... xs)——>((o xl,(o x)g,_...,(o X))}
_ de I'ensemble M dans lui- meme qur satisfont aux deux cond trons
| ‘sulvantes : :

" 1. Pour tout i==1,2,...,s la i-itme coordOrzrje’e (o.x)i ‘de 0.x ne
_depend que des i premiéres coordomzees X1y X,y xi de x, c’est-d-dire de -
sa i-section X' ' : 5

- I existe donc, pour une telle applrcanon ¢ et pour tout i, une

fonction o(x)_a(xl,xQ, x),.defmre sur M et a valeurs dans
M,, telle que :

_ (0.x); =09 (X) .

-jPar suite, (a x) ne dépend aussi que. de x', d’oit il résulte que,
pour tout #, une telle application o est compatible avec Péquivalence
D;. Lapplication o'=={x'-»(¢.x)'} "induite par ¢ dans l'ensemble
quotient M"—M/D,», qui sera di_te_ la 'i-sectt'on ‘de g; satisfait, pour.

\

2) On écrira donc, conformément a la notatron de Boursaki, Théorie des
Ensembles _Fascicule des resullats (Pans 1939), p. 29, xi==yi (mod D)) quand
(x)7 == ()i ' :

3) loc. cit.?), p. 32, : :

4y Autrement dit, {'identification des classes de M‘ suivant D avec les élé-
.ments ‘de M/ est la méme que celle qu’on obtient en identifiant d’abord les classes

de Mi suivant D‘ avec les_éléments, de M, et en identifiant ensuite Ies classes de

M suivant D‘ avec les elements de Mi. - '

Al4
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tout j=<1, a la méme condmon I. On 4, si j<i, of——(b')f Par consé-
‘quent, si j<l les j premiéres coordonnées de o'.x' ne dépendent que
- des j premiéres coordonnées de x', Ainsi une classe suivant D’ dans
M est appliquée par ¢' dans une classe suivant le méme diviseur.

) Soit m'=(m,, m,,...,m;) -un élément de M. Considérons les
. éléments Y€ W qui sont, dans la classe suivant D’ identifiée avec .m’.%)

{’x'—'(x)—»f(a' x)} est une apphcahon de ‘M" dans lui méme, ne
dépendant que de m€ M’ et.satisfdisant, visiblement, 4 1a condition 1. .

Elle- sera notée o' i(m?) .7x* ou ’o‘(m,,mg, .,my).x. (Sii=s,: ‘o* sera

aussi__ notée fa). En particulier, on a gt (my, my, ..., M) . X; ==
=0, (M, My, .y M1, %), O 0 (XX, .. T x) est lapphcatlon defmle .
plus haut. On la-notera aussi o,(m~").x;: i
. 2.Quel que soit i=1, 2, ..., s, pour tout m'—‘=(m1,m2, ,_JEM' -1
lappltcatwn a(ml,mz,..., - 1) X; de M, dans lui-méme est une per— '
_mutation ao{my, My, ..., M;_y) appartenam‘ au groupe I';. '
Amsn o' app! 1que bzumvoquemeni toute classe
m-t= (ml,mQ. ey M) EMTT

dans M' sulvant D,_,, sur la classe a'-‘ mi- 1—(ml,mg,...;m{_l) dans
M‘ suivant D,_. Il "est visible que si o, satlsfalsant ah condition 1,
satisfait aussi a la condition" 2 pour .les groupes Iy, Iy I, o y'
safisfait - “pour, les groupes 111,1’2,....,1’,, et 7o' y satlsfalt pour les
»groupes I’,H,I’,,r,,... I;; il est aussi trés facile a v01r ‘que 51 o
'satnsfalt a la condition 1, il  satisfait. aussi a la condmon 2, si o et,
pour tout X'€Mi, ’o(x) y satlsfont

-‘Montrons qu une application o satlsfalsant aux condmons 1et2

est une ‘permutation. de . M. Comme M= Me, il suffit de demontrer ce-

fait, par induction sur i(i=1,2,...,s), pour “tout o', considéré comme
application de M’ dans lui-méme. Or, ceci est clair (en vertu de la-
condition 2) pour i=1. Supposons quil en soit ainsi pour un i<s.
M est Pensemble des classes dans M™! (mod D) et, par hypothese gitl
applique ‘toute classe xi€M' dans une classe X ‘eM' de maniere que
xi—X soit une appllcatlon biunivoque de M sur lui-méme.. D’autre
part, en vertu de fa remarque qui précéde, o'+ applique biunivoguement”
x' sur ¥, quand on les considére somme des sous-ensembles. de M+,
Ainsi, o'*' applique biunivoquement la réunion Mt de. toutes les classes
X€M' sur la réunion des X' correspondanfs, qu1 est au551 M'“, donc
01 est bien uneé permutatlon de M. )

‘Considérons pour des entiers 1<i<s, des apphcatlonsf(x‘ D delen-

semble M='=M|D,_, dans le groupe I'; [en particulier, si i=1, M°==M/D" .

‘est l’ensemble réduit a un seul élément et, par suite f(x°) peut étre considéré

5) Autrement dit x est* de la forme (ml, My, . ,m,-, , ,»..t. ,*)
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comme’ une constante, autrement dit comme un élément fixe -de TI].
L’enseinble de. telles applications- f(xi?) 'sera -noté Fi.- On définira
‘Pinverse d’une fonction f(x*')€F* et le composé des fonctions f(x-Y),
- g(x)EFE, (qui sont les fonctions a valeur dans le groupe Iy, 'comm'e
~ on le fait habltuellement pour: les fonctlons a-valeur dans un_ ;groupe..
Un a,€P; sera identifié, avec la fonction f(xi-?) identiquement égale’ a
a; sur M- et cette fonctxon sera notée a; (ou, quand on voudrd mettre
_en €évidence son argument, ¢, (X)), ) .
. o étant une appllé'ﬁ'hon de M. satlsfalsant aux condltlons 1 et 2,
~on" a.vu.que pour tout i=1,2,...,s et ‘pour -tout xi-t="
= (X, Xoy0 .., X)) EMPT, -0 détermine -une permutation  g,(x' )=
_ag(xl,xg,.. x‘-l) telle que (0.%);=a,(x*").x;. “Ainsi peit-on faire
'correspondre a chaque ¢ une ‘suite Ag-—[aa(x) do(x),:.. aa(x‘—f)].
de fonctions - a. (x*-!) €F’ (i=1, 2 ,8) dite' fableau *des permutations
A.assome a o; et la donnée de ce tableau détermine aussi o, car, . pour
fout i=1,2,...,s.¢et pour x€M, elle’ ucterm.np {e.x):, : -
Inverseient, si A={[a(x?), a(xl) a(x’ D)) _,e_st -une _suite de .
‘onctlons a(x"l\ﬁF' l’applxcn*lon ' -

' o—{x-—(xl,xo,.. x)——»(a(x“) xl,a(x) Xy ,a(x' Y. x)}

- de M satisfait aux conditions l et 2 et A est précnsément le. tableau

- Ag qu1 lui est associé. Ainsi-a-t-on établi une correspondance bxumvoque
entre les -applications ‘de M “satisfaisant aux conditions 1-et 2 et les-
tableaux décrits _ci-dessus. Le plus, souvent, une telle application. o de
M et son tableau A,, 'seront identifiés et notés par une-méme lettre. Le
‘tableau - associé .4 la permutahon 1dent1que de M est visiblem'enf
e=|e,e,...,e] " - ‘
' Montrons que lensemble (55 des” appllcatlons de M satxsfalsant '
aux conditions 1. et 2 (nous avons- déJa montré que ces’ appllcatlons ’
- sont des permutanons de M). est un groupe de’ permutations de. M.’

" Soient ¢,0 '€@5. Alors, 'si xe€M, ‘la i-section x)" de X' ==¢.Xx ne
depend en vertu de la condition 1, que de celie x* de x, et de meme,' _
_la i-section (x”) de x’ ==0’.X =0’ .(¢.%) ne dépend que de (x')". Donc .
(x") ne dépend que de x\, et o’c satisfait a la_condition 1.- D’autre °
part, si x*-* est fixé, (x')'"! eést aussi fixé (condmon 1) et x;— x’; est.

* une permutatlon a(x-1)er, (condition 2). De méme, quand . (x’ )"1 est
“fixé, x;—x; est une permutation a’'((x’ )'—1)61“ qui, en vertu de ce qun ‘
précéde; est déterminée par la donnée de ¢’ et de xi=1,. A1n51 51_x‘ ! est
fixé, x,—x/ ést la. permutation a’((x’) 1)a(x'"l)e , et o'a satisfait
aussi 4 -la -condition 2. :
Smt 0€@. Puisque xi— (x) —(o X) est une - permutation de M‘
X ne dépend que-de (X' (donc la permutation- o*l——{x =gq: x—»x} -
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satisfait a la condition-1) et, en particulier, si Pon fixe (x'),. x-* devient
aussi fixe. Dés lors, si l'on ne considére que les x¢M tels que
(x) 1~—(a x)"‘ soit fixe, X;—(¢.x); est, en vertu de la condition 2,
uné permutation-de M; appartenant a I',. 1l en est donc de méme de
lappllcatlon inverse (. x);,—+x; = (¢7'(¢-- x)),, ef, par suite, o~! satisfait

.aussi a la -condition 2, d’oii ¢7'€¢®. Ainsi, 6] est bien un’ groupe. -

—[a(), a(x),...,a(e)] et A =[a'(),d (), ..., a" ()]

-‘étant-‘les tableaux associés des.o,0’€®, le tableau associé i o’c est”

[c_z’a,fa’(a-xlja(x,),...7, a’(a-qcl, a(%,)Xa, .., A(X1,Xa, ry x,_g)gc,_.'l)d(xl, Xoyoony x,_l)]'{
car _ - _

A (A x) A ( [a a(xl), a(x‘l,vxg,...,'x,fl)].(xl,)_c.,',:.,x,‘))=.
=A’.(a.x1,q(x1).x2, a(xl,xz, X, 1)- 'x)_ : -

~—[a’ a(x),... a'(xl',xg, X )] (a X1 (X, - Xoy oo, A(Xy, X e, Xoo1) - Xe) =
(a x), @' (@-x,)-(@(x)-Xs), ... ,a'(a- xl,a(x,l)~x2,..,.,a(xl_,xQ',...,.x',_Q),Axsi)-.

(@ (X0, Xagen, Xyey) X)) =" -

: ='(a’a-x1v-,a’(a-xl)ia(x]v)-xﬁ,...,a('a-xvq(xl.)-xg,...,a‘(xj,xg,...,xx_z)- -

‘ 'x;—1) a(x11x2)4"';:x8—-1)'x5)-—_f—

_=[a’a,a’(a-xl)a(xl),..,,a_’(a,'.xl,‘a(xl) Xopenn d(xl,xg,...,x,_‘g)-x,_l)a(xl,xg,...,x,_l)]- '

(X1, X, e, X : .
"Ce tableau sera noté A’A et sera dit le Composeé - des A, A. Avec
cette loi de composition de tableaux, [‘identification des permutations -

~ 0€@ et de leurs tableaux associés est non seulement une identificatio .
"d’ensembles, mais une identification de groupes:

- On vérifie- également que dans ce groupe -de tableaux le iableau‘
inverse A-' du tableau

: [a:a(xl):a(xl: x2): :a(-.xl) Xayeee !xa—i)]

_ est de la forme"

-y

An = (ala ), (@l GEe) )

~ Le groupe & quon vient de définir. (con51dere aussi bxen comme un -

groupe ‘de permutatxon de M=M XM, X...X M, qié comme un

groupe de tableaux). sera appele le proa’zut cowplet des I, 1’2, I’, et

sera noté G =10 l,o.. . :
Soient @&i=1I"o .l’._, . oI’, et 'G= I’,ﬂo wao oI’,. -MOntfons

que T

®=G'o ',

—(Flor’o °I‘) ( i+1° ;:#20""6-1,1«):
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ce qui démontre en particulier, l’asSoéiativité du produit complet et
justifie notre notation: . ;

. En effet, soient 6¢® et xeM On avait identifié x avec (x' 'x)
(xie Miix¢iM), et on a vu que x'—»(a X)' est une apphcatlon de M
satisfaisant aux conditions 1 et 2 ‘pour les groupes I, T, ..., I, doi

6'¢ @, Dautre part, on a-vu. que si l’'on fixe xi,’x—-(o-x) devient une

permutation 'a(x) de "M .satisfaisant - aux mémes. condmons pour les

Tipq, Linny o 5 Ly donc ‘o(x) €'®. Ainsi

- x = (x}, 'x) = 6.x = (6% X}, ‘o(x) x)

“ést une permutation de M'X‘M, satlsfalsant aux condltlons Tet2 pour
@ et-"(S), donc - T

o oE@io '@ _ . A
Inversement si o est un élément de &''®, (0. x) ne dépend que

. de xi, et xi—> (0. x) est une permutation & de M' appartenant & &,
" donc satisfaisant aux conditions 1 et 2 pour les- 1’1,1’2,_ , L. Donc;

si j=i,{o:x)’ né dépend que de x’. D’autre part, 5i I'on fixe x‘,",xaf(o-x)
devient une permutation @ (x’) €'® de ‘M. Elle satisfait donc aux conditjons
1. et 2. pour les I}, Frp, .o, Il Pdr suite, si j>'i quand on fixe X',

((0' x)‘i.“ ’ (O";x)i;?: . (G x) ) — (0 (x x):+1’ o (X x)-+2y El xi "ix) )

" ne'dépend qué de x,+1,x,+2,.. v X5 cest-a—dlre (ox)f ne dépend que de‘ .
X7, Ainsi, ¢ satisfait ala condmon 1. pour tout j=1,2,...,s, et on a .

=10, ¢ (X') = ‘o (X). Donc o' et pour: tout X € M, o (x) satxsfont ala
condition 2, et-on a vu que, dans ces condltnons gy satlsfaxt .aussi
ce qui prouve que ¢€@. : .

Sitous les M' (i=1,2,...,5) sont des ensembles fmls, ‘Cest-a-dire .
si tous les I’ sont. des gfoupes de dégré,, et, par suite, d’ordre fini et
si my, n; sont le .degré, et ’ordre de I, a(xy,X,, ..., X;:,)- est une fonction

définie sur r’ensemble M-t de mym,...m,_, éléments et a valeur dans - .
Pensemble\ T} de n, éléments.” Le- nombre de-telles fonctions distinctes ; -

est p,™m.-Mmia et par consequénf il existe rzlng’"lns’"l‘"2 o N Meses Ma—1

" tableaux dnstmcts de la forme A =]a, a(xl), ,a(X1, X,y X ,_5)] associés
. aux permutations de M satisfaisant aux’ condmons 1.et 2 Donc dans
. <e cas, lordre du produit complet- : : :

G =1I orob..;QFs
) nn m, n mymy g me L., .
En particulier, . '
degré (T F)_ degré I', . degré I,

- et ordre (I,oI}) = ordre I (ordrefg)d grél‘x., |
Comme en général ‘

(ordre Iy)- (ordre Iy deeré It 4r- ordre Iy- (ordre I )degré I

A
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on voit que F, oI, et I'oI, n'ayant pas un méme ordre, ne sont
. pas, en general 1somorphes Ainsi la composition complete des groupes
de.permutation n’est pas, en général, commutative, .

Si (S) Iyolyo...ol', est le produit complet des groupes
I},I‘g,.. LI, .de permutatrons d’ensembles MI,MQ,.. M, et si, pour

chaque 1__1 2,...,s I est un_sous-groupe de @,,@5~1 Lo I'yo.. ol -

est un sous- groupe de I'tolyo...o I, car la condition 1 est la méme

pour @ et pour ®, et la condition 2 pour (Sj entrame la- ‘méme con-

dition’ pour ©. .
Si, pour un entier i=12,...,5, I est I‘mtersectron nl’, « dune

famille {Z“.a} de grOupes de permutatrons Iie de M;, (Sj est l'inter-

section des Gp=1TI,0I;0. i 1oI’z.g,oI‘mo ..ol%, "ou a parcourt

les mémes -indices. En effet o satrsfart a la condition 2 pour I3 *nl’, o,
si, et seulement ¢'il satisfait 3 la méme COﬂdlthﬂ pour tous les 11 @, et
toutes ‘les autres‘conditions sont les mémes pour ]es 06(} et pour les
06@0: ’ ) /"' . : '

S pour un entrer i=1,2,...,s5, I’, est le composé .’ une famrlle
{I a} de ses sous- groupes (S) est le ‘composé des '

‘ a (S)a__..F P2° 11°rza°It+1° . _Fs;

ol a parcourt les mémes 1nd1ces N . s
~+ " _En vertu de Iassociativité de ta composition complete il suffit de
- demontrer cette affirmation pour s—? car, ceci étant faif, et © étant le

.compOSé des (Sjl_lof, «, On a bien G=(G"'oI})o 16)_6)lo'® et ce-

- -dérnier groupe est le composé des (@)‘“10 i a)o B = Gq. Deux cas sont
a c0n51derer - .

1) i=1; soit. G- le' composé des Gja On a BC®, e, . puisqite -

o=t est un homomorphrsme ¢! parcourt un sous- groupe T dé
LT quand o ‘parcourt (Sj Pursque tout &, est C(&i I .,CI’ et

pursque I est le composé des I7, 4, on a I‘, I,. Par suite, si Aae@,,_

il existe un ¢@® tel que G1=g¢?; C’est-a-dire.tel que (65')'=e¢,. Par

conséquent, 6o 1€ @ satisfait aux conditions -1. et 2. pour les groupes. -

{e,}, I. Pour un aarbltrarre on a @ ]é{el} T Cc I, t,oI’QC(S),,,C(Sj

donc, on a oe(SNjo C@(S} ®, d’ou G=6.

. - 2) 1—2 calors, pursque [elt a(x)lle, b(x)] =Ie, a(xl)b(xl)]
'A{e,} Ty est le compose des {e,}oly o« €I 6T o, d’0U &> {e ol Si
« est un indice arbrtrarre (ax)* parcourt I, quand o, parcourt Go=1"10T
Arns: sice®,il exrste un UaEC)a tel quie (ao,)l—-ol d’olt oaa'le{el}ol’ c:(s)

“et GEGaG)C(Sa@ G, et on'a G=@. . : ,

-

S v
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§ 2. Quelques propriétés élémentaires du produit complet.

1. Soit ® le produit complét des groupes de permutatiors ..
"I, T,,...,T, des ensembles M, M,,..., M,, et soit i<s: On a vu que,
pour tout ¢€@, la permutation ¢ que ¢ induit daris M satisfait égale-
ment aux conditions 1 et 2'et, par suite, est un.élément du produit
complet @' =1IyoIl}o...ol}  Dautre -part, pour tous 6,7¢®, on -a
(o7)=0'7, car, pour tout xGM .on a: (o) x'—(oz x) = (0-(v:Xx))' =
=" (sx) =0".(v" x)—o'z' X', Ainsi, o—¢‘ est un_homomorphisme de
® dans &'. Montrons que c’est un. homomorphlsme de G non- seule-
ment dans G mais. sur @&.. En effet, ‘@ -étant un elément de @,
permutation .o de M==M xM, deﬁme par -

o (w x)‘~mx' et (w x)—~ .

satlsfaxt v151blement aux condmons 1 et 2 et appartxent par suite,
a®, et onaaw=anm Lhomomorphxsme o—a-de & sur & sera dit
canonigue. Son noyau est un sdus-groupe invariant ‘4(®). de @ (qui
" au cours. de ce travail sera dameurs Simplement noté ‘4, car cela ne
peut pas préter a confusxon) ‘A est ’ensemble .des éléments de. @ qui
conservent les i premiéres coordonnées de tous les éléments de M. En.
.partlcuher 4 conserve. tout.x €M et se réduit au groupe umte "

Lensemble des permutatzons oS quz conservent les i premzeres‘
. coordonnees de tout élément de M est un sous-groupe invariant id de ©, -
" tel’ que G/ A soit isomorphe .au groupe @'= =T,0l0...0T, et 0——»0 ést
l’homomorphzsme canonzque de & sur &= =0/4.

On’ identifiera chaque 0¢ @ aveq - .Pensemble” dés’ 46} ~tels que, "
o=7, et alors, en vertu de ce qui- precede & 51dent1f1e en: tant” que
groupe avec (/4. ' . : ‘

Visiblement, ‘4, en fant que grOupe de tabkeaux est lensemble :
T des tableaux de la forme : . ‘

[elneZs" ena(xl’XZw ,’X) a(Xl,Xg,.‘.. sl)] L

 Cest-a-dire des tableaux, tels que pour tout. ]<1 on aif a(x’ ‘)~e

‘ Soit oe'zl Etant donné un m €M, faisons correspondre a o la
pﬁrmutatlon on de' M, d1te m-pro;ectzon de.o, tel]e que. )

,,‘x——x si’ x’JFm et’ o= X=0.x Si x';m

m

. ()n voit qup o laisse mvnrwn* to us Jes x ¢ M sauf- Ccu,\ qii se trouvent .
. dans m, considété. comme une classe de M(mod. D?). Le seul element" o
“de ‘4 dont. toutes les prolectlons sont des. permutations 1dent1ques est-

la permutation 1dent1que de' M, cdr 0-Xx == o0.i-x.” D’autre. part, on. verlf'le o
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que la permutation o; de M=M, X M, X ... X M, satisfait aux con-
ditions 1 et 2 et se trouve, -donc, dans ©&; mais, comme elle conserve
tout x¢ M (mod D;), c’est un élément de.’d. Les ielations définissant
oz montrent-que, pour tous ¢, t€'4, on a (6%); = g;%;. 0—> g est donc
un endomorphisme de ‘4. On notera ‘T; le sous-groupe de ‘d qui .est
I'image de ‘dpar cet endomorpmsme Tout élément de iT; coincide
avec sa m-projection. : :

Considérons un élément ¢ de ‘A et soit {o },,,e,,,. 6) la. famille .

de ses - prolectlons Cest un éiément du groupe produit I[ T;,
i mEI[‘
et il est v151bl_e quen tant que permutation ‘de M, {o(,,,),mu,

coincide = avec o. Inversement {07 }meis €tant un_ élément quel-

conque de [[ T, il est’ vmble que, en. tant que permutatlon de M;
m(-',\l' -
c’ést un_élément de ‘4, et que, pour tout m eM‘ sa’ m-projection est

O Donc ‘4 ‘coincide avec ﬂ iT=.

m €Mt )
Si M|D; est fini; -4 est'le produit direct de ses sous- groupes-T5.
‘Faisons correspondre a chaque’ o¢'T;; -lapplication ‘o(m) de M’

définié-au-§ 1. Quel que soit o*E 'S, il ex1ste un et un seul o¢’ T;' tel
que’ ¢*=="g(/m), & savoir ¢ tel que . :

. x—x si x‘#m o.Xx =[(m,o*.x) si xX*=nm.

Un-tel g est, en effet; un élément de ‘4. ‘Ainsi, o— ‘o(m) est une
'appllcatxon blumvoque de ‘T, sur '©. Clest un 1somorphisme, car, -
'-sxcme‘zl et si X=rm, on a :

(m i(a7) (m; 'x))—a'c X=0. (z-x) —*(m o (m; 7 (T 'x))),
.car t.x=(m, 't (m;'x).
Ainsi iT- est 1somorphe a ‘®. Par.suite l’apphcatlon _ .
o—> {0'(7)} 7e20 (0 € ) st un 1somorphxsme deid= JI Ts sur (‘65)“".
e Al
Cet 1somorph1sme ainsi que.son .inverse, seront dits canor;zques

. 8) Ftant donné une ,famllle de groupes Fy(» parcourant un ensembleﬁd’mdic'e's .
N) de permutations opérant chacune ‘sur un ensemble Cv (ot les C» sont disjoints
deux A ‘deux), on considére les permutations ¢ de Yensemble C=U C,- telles
T oquetl ¢ (C)=0Cy; 2. pour tout »eN, il existe un_gpueFy tel que pour tout CuGCv,
. ‘on.ait @-cv=pv-cv. Une telle permutatlon sera d¢signée par le symbole {(Pv Yvew,
Visiblement {pv}vey {pv} veN={gvpv}ven. Le grotipe ‘de permutations de C
ainsi défini sera noté F—. II Fv et sera appelé le produit des F (Ce qui généralise

la définition -de BOURBAKI Algebre Chap 1; Structures algébrigues (Paris, 1942),
.p. 13=79). . . . : ’ S
En .particulier, quand lensemble N_{vl,v,,.. »,} est fini, le produit de .
groupes de permuiations. Fu,veN, sera appelé leur produit direct et sera noté .
Fo, X Fi,X...X Fv,. On plongera chague F, dans F en identifiant tout p;€F, avec’
Pélément q;—{rp:.}pe\EF tel que gy soit I'identité ou gu suivant ‘que s 4 ou
" =w.F sera dit aussi le produit de. ses sous-groupes ainsi identifiés avec les Fy.
® Clest en ce ‘sens que'.d est le produxt des groupes ‘T,, meMi.

<>
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Ainsi, ‘4 est isomorphe d ()", © ='45'45°4>...04={e}
(ol e est I'unité du groupe ) .est une suite normale de ®&, et pour
tout i=1,2,...,s, on a “dfidev ¥ En effet -on a @fd=G,
rgpig— - 14(@) HE) =T, et =~ 1(M)—M,, ‘donl dfid =107

Etant donné un sous-groupe G de ‘@, on appellera son prolonge—
ment dans ‘4 lxmage par ilsomorphlsme canonique, de -G*' dans i,
et on le désignera par (A ©G). Si aucune confusion nest possible on
le notera 51mplement ia. :

Soient E, E,, ..., E, une famille d’ensembles d1<]omts ‘deux a deux,
o une peérmutation de leur réunion E== UE conservant chaque E;, et
o' la permutation-qu'elle induit'dans E;. Sment C=EXEX...XE,le
. produit (au sens de la théorie densembles) de mémes ensembles et-
o* la permutation de €. telle que pour tout X ==Xy, Xo, i, X,) (.€E),
on ait ¢*.x=(0,:X,,6,-X,,...,0,-x,). L’application ¢—>¢*. est un
150morplnsme car, si o est une autre permutatlon de E de cette forme s
_on a : .
' (oo)*. x—r((ao)1 xl,(oa)2 “Xgy e,y (GE)"'x);
= (0,- (0 %,), 0+ (G- xz)’-- (‘7 x)) o*. (o*. x),

et 6* est lndentxte si, et seulement si tous les G et, par consequent g,
le sont. . : :
On identifiera o avec a*, et de: cette mamere e groupe des per—
mufations de E conservant les E, s’identifiera- avec ' le: groupe des
"-permutations de € telles que le transformé d’une coordonnée ne depend
pas des autres. ‘ :
Soit ==TIjolyo... 0TI, le prodult complet des groupes de per-
mutations I, 15,. ., T, d’ensembles M, M;, ..., M, et soit I'==I'XT'X ... XTI}
leur produit direct. Si 6= (0,,6,,..,0,y€I" (5,€I}), 6* est la permufa-
tion de .M telle 'que, pour. tout xeM on a (0*.x),=o;:x;; autrement -
dit clest lelement de & représenté par le tableau ,
A=[a,a(x"), a(xs‘l)]—[ol,oz,. q]
Cest-a-dire tel que, pour tout 1==1,2.0.,s, a(x~ l) soit la constante" '
oI, Ainsi, en vertu de lldentlflcatlon précédente, I' est un sous-
-groupe de & a savoir celui des tableaux dont les composantes sont
constantes. :

. 2. Transitivité. Le produzt complet © =T, oF o.. oT ‘est un groupe .
transztlf de 'permutaizons de M= HM,, si et seulement si pour tout
1—1 2,...,s, I est un groupe transzttf de permutaitons de M;..

' En vertu de P'associativité du orodmt complet demnn*rﬁe au §1,
il suffit de démontrer ce fait pour le cas de deux groupes Iy, Ty

Supposons que I et I, soient transitifs, et soient” (xl,_xQ),et (1, x).

~ deux éléments arbitraires de 'M1>_<M2. En.vertu de la transitivité des
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I (i=1,2), il existe un g,€ I} tel que o;-x;=x]. - L'élément 6= (0,, a)
de It X I, €I} I; applique (xy, Xy) sur (g;- X;, ;- X,) =(x;,'x;) et, ainsi,
.. I, oI, est.transitif.
Invérsement, supposons que I'o I’ soit transitif. So:ent X,, x; deux
- éléments arbitraires de M, et soit x,€M,. Il existe un g€.I'yo I, tel que
g. (x,,xo)-(x1,xq) Dés lors o'-x;=x] et, puisque ¢'¢G'= 13, I est
: transitif. . o« ot

Dée méme, soient xg,xq deux éléments arbitraires de M,, et soit-
x, € M,. Il existe un o€ I', o Iy tel que o (xl,xf,)——(x,, x3), d’oli a(x) X=X,
et pulsque og(xl)el’g,l‘ est transitif.

‘3. Soit (Sj I'olyo.:.ol, le prodmt complet des groupes transi-
tifs I, Ty,..., T, des _permutations d’ensembles M,, M., . ..,M_,, et soit
me= _(ml;mg, ..,m,) un élément fixe de M. On-désignera par @, <m> le
sous-groupe’ de & conservantAm' autrement dit Pensemble des " per-
-mutations Ge@ telles que ‘ f T

g. m_m “(mod D).
’.(“)<m> est donc le groupe de tableaux .
—[a(x°),a(x,) ()]
tels que pour tout j<l on ait a(mf—l) m;=m,.
" La suite des sous-groupes

, =@<m>>d G ,<m>> .. D(Sj~3<m> :
. de & sera dite la suite canonique de & associée d-m.

) Smt g€ G, L<m>. Alors 6—(0o-m);; est une apphcatlon o‘"” de
6),_1<m> dans M,. Comr_ne @& est transitif, il existe, quel que soit x,€ M,,
" un.c€® tel que a-m=(m1,'m'g.,'__...,nzi_l;x,,*, *..:0,%) et, en vertu de
"-la définition précédente, o€ ®,_,<m>. Puisque (o-m),=X,, on voit que"
ot est une application de &;.y<m> non selilément dans, mais sur M,.
_ On va moritrer que, si 6,6 €¢@,_;<m>, on a (o.m), —(0 m); -si,
et seulement si ¢ -et o sont dans .une .m_eme classe a droite
X =0@,<m>=0o@,<m> dans &,_,<m> suivant §;<m>. En effet,.
si 0’ €®;<m>, on a, puisque (s-x)' ne dépend que de x’, (o0’ - m), =
=(0-(¢'-m));==(0-m), car (o’ m) =m'. Inversement, si ¢ €,_ ,<m>'
est tel que (0. m) ==(o. m),, donc (6:m) = (6.m)’, on a,
. (07'G-my =(a‘-10)-m'=(a) TLgot.m) = (o) (o' m‘)-=m‘
et on a o' €@, <m>: Ainsi, n‘”"—(g""’) 1 applique biunivoquement
LM surl’ ensemble G,_,<m>/G,<m> des classes a droite-dans G,_, <m>
~ suivant @;<m>. Si I'on identifie z{™.x, avec x,(x;€ M, on obtient une

identification de O._1<m>/®°<m> avec M,, quL sera dite la premzere
m- 1dent1f1cat10n ' :

L}
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.Comme. tout o€ &_,<m> conserve m?, con51deré -comme clas<e
mod D,, il y .induit une permutatron ‘a sav01r

(ml;mﬁy'-- mz l)x) —'(r”l;m”!',",’ l 12 t(ml }) x)

: Par suite, 0%0 (m-1) -est un homomorphlsme de @; 1<m> dans’ F
C’est un hompmorphisme non seulement dans; mais.sur I, car, quel que
" soit g€ I}  élément a==[e, e;,.., €1, 0, %, %, .. ¥] de. I’><I’>< ><I’ C@j
appartrent visiblement, ‘a Gl_1<m> et on-a o (M) =g, .
Drautre part, =™ x;(x; € M) est précrsement lensemble des
ae@, L<m> qui transforment (ml,m,,... M, 1,m) en (ml,mo, S _1,X).
_En particulier 7. m, est ®,<m>. En vertu de la théorie classrque des
‘représentations 'd’uri groupe a I arde d’un sous- groupe7) si X,=n. x
(XEG, 1:<m>/C5 <m>, €M), on a oX, = n. (o (m'™Y) - x):  Ainsi,

- représentation ¢ = {X;—0X;} de aeC)L 1 <m>.3 Paide du sous- groupe .

G<m> de G,_,<m> est letransformé 7% e (m-2yn " de o(m*-) par-
n(’") Par surte le noyau de l homomorphlsme 0 —> o(m’ 1) (06(5) 1<m>)
plus grand sous- groupe Gr<m> de &,<m> mvarlant dans G, 1<m>
Donc;~si Pon identifie o;¢ I} avec’ I’ensemble ‘des ae®_1<m> tels que-
a(m‘ 1)_01,1’; s’identifie avec &, <m>/®; <m>. Cette xdenhflcat}on
séra dite la deirxiéme .m- tdentzflcatton ot - :

'. Si S est une classe suwant o) <m> dans C), 1<m> etsio el est
son 1mage par g —> o(mH) on-a, v131blement pour tout x EM,,

(m) (V(j-[(m) x))__o- x
Afnsi, o

un element meM étant chozsz zl existe pour z‘out i=1,2,...,s une

identification “canonique de M, avec -ensemble’ G- 1<m>/(‘) <m>- des
_classes:a’ droite dans &,_;<m> suivant G,<m>, et il existe une zdentz-'
fication canonique du groupe-I’; des permutattons de M- avec le_groupe
quotient &, _<m>/E;<m> de &,_,<m> par le plus grand sous-grouge:
Gf<m> de ®&,<m>. invariant dans. & _,<m>, ce groupe quottenz‘ étant -
considéré; de -la ‘maniére classique, comme un groupe de permutatwns de
G, <m>/G<m>7 cette seconde za’entzfzcatlon est le prolongement de la
-premiére au sens habjtuel.

—

Si s=.1, c’est-a-dire ¢ = I’,, la m- 1dent1frcat10n de I’ (—— @) avec B

(8/@1<m> (m =m, € M;) n’est autre chose que I'identification classxque-

du groupe de permutations ‘I, de M, avec sa représentation & I'aide de: -
son sous-groupe conservant Vélément m€M,: Ainsi, ce fait c1a551que

4 2y = PR -d ¥ ’ +
n eSL q'u 3311 Caa paru\.auer ue CC:'L“ qu on’ Vicﬁl -G md.qu r Ci \_lul_ll Cit

est, (_iallleurs, qutine ‘légere généralisation.

-7)'Al SpEISER, Theorie der Gruppen yon endlicher Ordnuﬁg (Berlin,. 1937).

-~
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4 Soit G un sous-groupe de G =1TI}0lyo...0 1. Ayant choisi’
un élément meM, on assocnera a G, comme on I'a fait pour le groupe
® tout entier, 'la suite : '

G"Go<m>:G<m>3 D G,<m>
“des sous: groupes G,<m> de G conservant m. On a
) Gi<m> =G N G,<m>.

‘Désignons  par 28 lappllcatlon o— (0. m); (oeG._1<m>) de
G,_,<m>. dans M,, et notons M,- limage de G,_,<m> par cette
apphcatxon, o est la restriction a G,_ \<m> de [Papplication o\
Uéfinie de la maniére analogue dans ©,_ ,<m>. Posons ﬂ‘"‘)—o("') -

Si Gest un sous- groupe transitif de ®, oim'est, pour touti=1,2,..

une - application de G- c<m> sur My, cest- a-dire M = M;, car, dans -
.ce cas, il ex:ste pour tout x; ‘€M;, un o€ G, tel que -

g. m——(m,,mq,... My, Xiy %, K, D, )

-0, qui conserve m'™?, est-dans G,_,<m>, et on a @M. o-—(a'm) = X;.

D’autre part, si G-n’est pas transitif, il existe un i tel que M,TM
En_effet; G* étant image de G par ’homomorphisme ¢— o' de & sur
@, soit i <s le plus petit.indice tel que G* ne soit pas un’ groupe
transitif de” permutations de M. Alors,. -puisque G n’est pas transitif, il
-existe un élément x€ M tel que, -pour aucuri ¢€ G, on n'ait (o.m) = x.
Mais, pu1sque G-' est un groupe transitif de permutations de M1, il
existe un- 7€ G tel que (z-m)~'=x-'. Par suite, comme = apphque
' _m‘- con51dere comme une classe (mod D), sur x*-1, considéré aussi
comme_une telle classe, il existe un élément y' ——(ml,mo, e, Mg, y) de
M tel que. oy —x. il existait un o€G. tel que (o-m)’ —y, on aurait
{ro-m)' = (z-(o-m)) = ' (6. m) = 7. = X/, contre I hypothése. Ainsi,
il existe un y,EM tel que, pour tout 06 G,_ <m>,.on a-(o-m), =+ Y.
Par suite, on a M, <= M.. '

1l résulte. de . I’alinéa precedent que _si o'veG, 1<m>, on a
oim. a—g('") T S, et seulement si ¢ et'v sont dans une méme classe
a droite’ suivant @&, <m>, cest-a-dire suivant’ G,<m> n G = G;<m>.

Ainsi, 'application - inverse 7™ est une application b1umvoque dé M; sur”
G <m>/G;<m>. En particuliér, si G est transitif, c’est une apphcatlon
biunivoque de M, sur G,_,<m>/G,<m>. ' .

En vertu du méme alinéa, 0— o, (m1) (0€G,_,<m>) est un
‘homomorphisme de G,_,<m> dans I}, dont le noyau_est, v151blement
Gi<m> =G n (55‘<m> L’image de G,_1<m> par cet homomorphxsme
sera notee T

Si- 3 est une classe suxvant Gi<m> dans G,_,<m>, sl ¢ e]‘ est
‘son 1mage par a—+a(m'-‘) “et si 5 est lnmage rec1proque de o; dans
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T
@, <m> par’la méme application, on_a, pour tout x,€M;, ,
o0 (R x)) = o S(E- %)) 2 0 (Baf-x)) = 00oX,,
d ou (m) V(n(m) x)) O' x ’

Les T, sont, pour tout i=12...,8 des groupes transitifs de
permutations des M, correspondants Si, et seulement si G est transitif,

. En effet, on a-vu que si G est transitif, il existe, pour tout
i=1,2,...:s et pour tout ;¢ M, un ¢¢G qui transforme m en
(my;my, oo, m_y, X, %, %, ..., %), et on a o(m~').m,=x;; et que si
G ne Iest pas,-on' peut trouver un entier i=1,2, .. ,s et un éiément
x.€M; tels que un tel ¢ n’existe pas. 1l est vxslble d’ailleurs’ que dans'
tous les cas; M est un systeme de transitivité -de I" ‘

On va mortrer que, si G est transztzf Gi<m> est le plus grand‘ .
sous-groupe de G,<m3> invariant’ dans G,_,<m>. Soit &,(m) I
restriction de a,(m"') & M,. Si o€ G,_;<m>, en vertu de ce qui precede
o.(m—*) est une -permutation de M. Puisqué 7™.x, est pour tout
- x;€M;, précisément I'ensemble des o€ G;_,<in> tels que o(m™"). i, — X;
et puisque G,<m> =7 . m,, on_voit, comme pour le groupe (S) que
la représentahon :

o] == {X—a aX.} (X eG,_1<m>/G <m>)
de g¢ G,_1<m> a 'aide de- G;<m> est.le transformé am g, (nz‘—l)n("’) - de'
o(m"‘l) par z{™; . on-voit" aussi quele- noyau de Phomomorphisme
g —> 0, (m'—l) et celul de homomorphisme 6 —>6} (qui est le plus grand -
sous- -groupe Gr<m> de G,<m> invariant dans G,~1<m>) commdent
Or,si G est transmt onaM M, d’ou a(m- 1)~-——o(m'—1) Ainsi,. dans ce
cas, le noyau du premxer homomorplnsme est Gi<m> =G NG <m>
et, par suite, Gf<m> est le plus Gxand sous- groupe “de. G, <m> in-
__variant dans G,_,<m> :
" Etant donné tn élément meM et un .sous- groupe transitif G de
@ =1I,0Ty0o...01, les applications _précédentes de G, <m>[G<m>
sur M; et de’ G,_i<m>|G{<m> sur I, seront c0n51derees comme des
1dent1f1cat10ns dités m- zdentzﬁcatzons dans G. :

5. Soient m,m" deux éléments de M, et s0it.G un sous- groupe'

transitif de & = I o Iyo...01,. En vertu. de -la transitivité de G, 11  N

existe un 7€ G tel que z.m=m’. On a, pour chadue i=1,2,...,s,
. v emi=(v. m)y=(m’). o€ conserve (mod D) m (oum ) si, et seulement si
. o' conserve m'-(ou (m")). Or, vxslblement oi conserve m' si, et seulement
si 7oi(7)~1 conserve (m').o-—» a"efant un homomorphlsme on a
,[:,.n/m-) 1— (zez-l)i, D’ autre part,’ nulsque T€Q, 06@ et zar™! sont

en méme temps dans G. Ainsi, le groupe G,<m'> des o€ G conservant
(m) est le transforme par © du groupe - G<m> des aeG conservant m'

G; <m > = 1;G <m>r1

’

- -
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Ceci montre, .en particulier, - que tous les 7€G tels que v.m=m’

transforment G;<m> en un mé€me groupe G.cm'>.

Si'(m )'—l—m’—1 onat€G,_j<m>, et inversement: Ams: Pensemble
-des G;<m’'>, pour les m’ satisfaisant a cette condition, coincide avec
'ensemble des groupes con;ugués de Gi<m> dans G._,<m>. Par
- suite, - leur intersection est le plus grand sous-groupe .de "G, <m>
" -invariant dans G_;<m>, c’est-a-dire le groupe G;<m>.

-‘L’intersection des G,<m>, é‘tendue a tous les meM, 'est visible- '

} ment, .le groupe des éléments 6€ G qui conservent (mod D)) tout meM
‘C’est donc le groupe i4(G)N G, et, par suite, ce groupe est le plus

o _grand sous-groupe de G,<m> mvanant dans G.

Il en resulte en . particuliér, que e ' .

o G<m>DG*<m>3'AnG
et pqur G=G,

(5)<m> D Gf<m> D ‘A

Comme 2 est le groupe, umté on voxt que G, <m> est uan. Sous- groupe
anti- mvarlant de G.

: i_(Repu-Ie\2b -jan'viér'lgflg) o -

—~—
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On the . extensron of rings wrthout dwrsors of zero.

Byj SZENDREl in Szeged

“It is known that any Ting R can be 1mbedded in another rmg

" R with unit element.  But this extensron may - contain. divisors of Zero,

-although the original d_oes not contain any. The following question has
been arisen by. T. SzELE: If the original ring contaitis no divisors of
. zero, is it possible to find an extension R with unit element containing
"no divisors of zero? l) The question is'— to our knowledge — unsolved
'"m general so. far. The subject of this -paper is to solve this nroblem.
It is well-known that ini the case of commutative rings such an’
extension is always possible. In this case R is an integral domain and
_ s0°R can be imbedded in a_field of quotients. MALCEV®), however,
has shown that this does not hold in the noncommutatxve case.

We shall prove the followmg

. Thedrem: Let R be an arbttrary rzng withou! dzvzsors of zero.
Then there extsls one and only one r[/zg R /zavmg the followzng prop-
erties: : ; ‘ L )

1. R co ntams a unit element
2. R contains no divisors of zero, :
3. R is. @ minimal extension of R, that is, there is no proper sub-

" ringof R whtch contains R dnd whtch possesses a unzt element?).

I

1) This problem is an instance of the questlon of - the existence of rmg
extensmns satisfying certain requrrements Another- is the followmg problem, raised
by L. Réper and unsolved so.far: Is ‘there ar extensxon of a given finite ring con-
. -serving the the .invariants of its additive group ?
. %) A. MaLcev, On the rmmersmn of an afgebralc rmg mto a held Matlz
) Annalen 113 (1937), 686--691. .
: 3) In general, i.e. without condition 2 there exrst more than ‘one mmrmal o
extensions. For instance, thie ring R of even mtegers has the following mmrmal
extensions with a unit element: :
" . L. the ring of all integers, . .
2 the ring of the elements of the. “from g—l—ns (geR n an mteorer), sum- and N
product being defined. by .
(e+na)+(¢ +n &=e¢+¢ F(tn )&
(o+ne) (¢ +n's) =00 +ng +no+tnne.
Of these only the first extension has no divisors of zero: Hence, - property 3 alone
: does not imply the umqueness of the extensxon . .
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Moreover, we shall see that R is an ideal'in R and R|R is-iso-
morphic to one of 'the homomorphic images of the ring I of all integers
(that is; either to I or to one of the residue class rings l/(d))

First we make the following remarks.

~All elements (3=0) of the additive group of R have the same
prime order p(=F1) where p is either a positive prime number or zero.
In fact, if not all elements have infinite order there exists an element.
a(+0) of prime order p. Then, for every element £(5=0) of R,

- ep.E=a.pE=0. Hence, by a=0, R havmg no d1v1sors of zero, we

have p§==0.
CIf there exist ‘an mteger m and an element a==0"in R such that'
a0 .. d=nma,

" then on account of (—a)~—(—m) (—a) there exists even a posmve m

satisfying ). Among the " latter ones there is a least one -which. we
shall denote henceforth by m, ‘and at the same time let ¢ R be for
‘the future an -element (3-0) satisfying. (1) with this minimal m. If there
are no. such m and a(=0), we shall put m =0 and @ =0. We note that
not only m, but also & is uniquely determined. Indeed, if @==0, it follows
from (1) that e?t=ma& for every. elem_ent £ of R, hence ef=mé&.
- If B+0.is another element satisfying (1) with the same m, then we
. get similarly g€ =mé. Hence (a—l?)E—O and supposmg E+0, we
~have .a =4, as stated.

- Now we -are oomg to prove the theorem

If d==(p, m)==1, then this implies thé existence of an /m’ with
mm' =1 (modp) Let us’ cons1der the element - f=m a(:l:O) ‘of R
Then by

' ~—(m a)-——m’2a2—m’3ma~—m a—,@
g is a unit element in R. For & denoting an arbitrary element in R
we have E,ﬁ‘z—gﬂ hence §8=:E. Likewise it may be shown thaf ﬂ:—E
Consequently it is unnecessary to extend the ring.
Henceforth we suppose d=1..

*‘Let us consider the set S of the equivalence classes of all symbols
of .the form (¢,n) (¢€R, n integer) with regard to the equlvalence_

' "relatlon (¢, )~ (¢, ') defined by

A , n—n'=td ¢ —-g=ta B (4 integer‘)."
- We defme addmon and multlpllcatlon in’ S by the rules '

| (o.m+ (@) =(e+0¢,n+n),

(e, m (¢, ') =(¢¢' +n¢ +n e,n‘n), _
- It is clear that S is a ring with -(0,1) as. unit element. The eo_rres_-
‘pondence (o, 0)+>o defines an isomorphism between a subring .of S
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and the ring.R. Since R and S have no_elements in common and:S

contains a subring isomorphic to R, the weéll-known theorem of im-

beddmg leads ‘us to a ring R which contains R and which is lsomorphnc

to S such that under thls isomorphism we have : -

. (0 0) 4——)@

. Suppose we have under the same 1somorphlsm

. J (0 ])<—->8

: w1th £€R then we have in general

@ . L (en)yienes _

In the rmg ‘R we. add and multiply in the followmg way with recard '

to me=a (if m, @ are zéro0, this says nothmg) :
: (04 ne)+-(e +ns)—o+o+(n+n)e -

{y+ne)(@+n e)::oo 4o’ 4 g—l—nns a L

We- DI‘OVC that ]\7 has no dr\nsgrc of zero. . - .
If m=0, that is, only the zero element satxsﬁes (1) then assume -
C) ' : (o+n£)(9 +n'e)=0. . o
Hence o0’ 4 no’ +n 0=0 and nn'e=0..The latter 1mp11es eithern=0 -
. or n’=0; suppose n—=0, say. Thus g¢’ +n"9=0. _
' a) If also n’=0, then g¢'=0, consequently g—O or. o' =0,
that is, either o+ ne=0 or o' +n'e=0. '

b) Ifn” -,—O we show ¢=0. Indeed, 1f 00, then 99 ‘=n (—o)(:%:O) '
00’ =n'(—p) o', hence (—yo’ )2——n (—o), this contradicts’ the- hypothes1s

Consequently one’ of the factors in (3) must-be zero.

Fmal'yﬂlet us consider the case m>1 and p=0. Smce me=a,
the elements of Rare of tiie form g—i—ns w1th O<n<m—1 Supposmg

@ - @¥na@+n=0  Q=nn=m—1)
we shall prove that one of the factors must be. zero. We: have by (4)
thh regard to me=a = . : :
m(o+ns)m(o +n e)_(mg—i—na)(mo +n a)—O
_Sxme both factors belono to R, - one of them is zero. Assume for
example mo~+nd. Then 4 . o '
ﬁ ' mga—{—ncﬂ:moa—{—nma—— (éa—{—‘_na)=0 '
nnplles p bemg zero; that ‘ -
) N . ... ea@+na=0,
o } o*a+rnoa= (o +n9)a—
hence by a0, 0°4ne=20, 'that is Co o
‘ (—0)* =n(-—o) 0= n=z=m—1).
S . A15
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This is a contradiction to the minimality of m. Therefore ¢=0 and
n=0, that is, o4+ ne=0 which proves our statement. .

In order to- prove -property 3 in.the theorem, et us consider an
extension R (with - the unit element g and without divisors of zero)
of R. Condition (1), i.e.- @t = ma=-me,a, implies e =me,, 1f'm>0, .
~m is the least positive integer with this property, for if we had a=m,¢,
with' 0 < m, < m, then a®==m, e, a=m,a would contradict the minimality
of m in (1). The equation e =me, defines the same rules of counting
in the set R, of all elements of the form o+ ng (oél? n an integer)
as the rules.in R. Hence the one-to -one correspondence defined by
& € IS an- 1somorphlsm between R, and R. If R is also a_minimal
extensxon then R—R,~ R which implies the umqueness of the extens:on

Fmally, it .is clear that R is an ideal.in R. Furthermore it is easy
to see that R|R=1/(d). In fact, in casé d=1,7 RfR~0 which. shows
that it is unnecessary. to extend. .In the case m=0 |f p=0, RIR: I
) -and it p>1, R/R 1(p). Fmally, in. the case m> 1 and p==0,

' 'R/R Hf(m). =~ o . .

(Received August 24, 1950.) -
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.On factorisablé groups. .
By J. SiEp and’L‘, ,REoiz_r in 'szeged. :

We shall- call the group (3 factonsable by the (proper) subgroups'
" % and &, if ® =9K. There are several papers dealmg with the special
case Hnf= El) (E the unit. element) or §nf=2D ‘where D is a.
«normal subgroup of &2). The purpose of the present paper is to deduce
<quite general results on the same. problem by omitting the condition
of the normality of T. We shall restrict ourselves to finite group: but'.
“many of our results may be extended to infinite groups.:
" Let H,H’,...and K, K’, . ... denote elements of H and & respectwely
It is known that if the group ® of finite order is representable”
as. the product of two- subgroups ® = 9K-where Hn & =E, then each
_element of @& can be represented, precisely once, both in the formi HK
and in the form KH. In the relation HK=K'H' the elements. K’ and.
H’ aré uniquely. defined whenever K and H are given. 1. K is fixed,
then H’ together wrth H runs’ over all elements of . We may thus

' assocrate wrth each K the permutatlon (H’) of the. elements of 9.

The case is more difficult, if PN/ ==D==E. Even in this - case_
‘the elements of @& can be represented in the . form’ HK, and also in
. the form KH, but these representations are no.more unique.. Moreover
if we fix the. element K in HK K'H’ lhen e‘(actly d solutions of H’

‘ 1 G. ZAPPA Co»truzrone dei gruppl prodotto dr due dau sottogruppr per-
mutabili tra loro, - Alti Secondo Congresso Umone Mat. Ifaliana Bologna. 1940'
pp. 115—125.

]. Szkp; Uber. dle als Produkt zweier Untergruppen darstellbaren endlrchen o

' Gruppen Commeéntarii: Math. Helvelici, 22 (1948), pp. 31—33;. On the structure of '
groups which can be represented as the product of two subgroups, these Acta 12A
{1950), pp. 57—61. .
L. Réper, Die Anwenduno des schiefen Produktes-.in der Gruppeqtheone
Journal fur die reine und angewandte Math., 188 (1951), pp. 201—227.
?) G. Casapro, Costruzione ai gruppi come prodotto di sottogruppi permuta-
bllr Rendrcontz di Mat. e delle sue applrcazranz (V) 2 Fasc. lli—IV (1941)

.
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belong -to” each H, d being the order of .. We shall show that we.

may associate, also in this case, with” each K a set of permutations (l[-l!)\

and we shall discuss with these sets the structure of the group & = 9 8.

From the results of .I we get an explicit theorem and corollary ‘in II.°

1L
~ We shall prove the followmg

Theorem 1. Let the ﬂntte group ® . be factorlsable by two proper
subgroups §, f:

(€) E ‘ (S bR

-Then to each K (ER) we can find a permutatzon H —»H of bg such I‘haf

@ - : . - HKH'eg -
for-each element H (¢ @) Denote by [K} the set of these permutat:ons
“(belonging to K) and by [R] the totality. of the permutations in all sets [K).

" - Then [8)] is a group; [E)'is a normal subgroup of (8] (E is the unit

- element of &) and each [K] is some coset of [E], furthermore the fol-
lowing homomorplusm holds :-

@ L a~mEL
L Rge‘m a’r_k It is known that
@ PR=KD,

thus the theorem holds also for &, ©.instead of §, K.
, From (4) we get .
) - HK = K’H’

where K’, H’ are not umquely determined by H and K. If K is- flxed‘

and H runs over all elements of §, then the elements H- are, in general,

not alt- different; We shall show that we can choose-elements K’ such ‘

..that ‘the correspondmg ‘elements H’ shall be different:

Let D=§n & and let d denofe - the order of ©. First we show :

that the system of the elements ' (each -H" taken with its multipli-
city) contains from each coset:in the right side of 51——~D+SH+
exactly d Aelements Indeed the system of the A’ contains from no coset
_"DH more elements than' d. For, if we had in.(5).

©® - HK=KH. x—1,..,d+0),
where H,,.: ., H,,, ar€ différent and H_€DH, then from (6) we should get
n "~ HH'—KHH"K". (x,y=1,"..,d4+1).

:,,Thxs is absurd because {he. elements, H. H," v .and:hence even the ele-
ments- H,H, —KH’H' 1K' -all belong to D for x=1, d—l—l
‘contradiction to the: fact that D contams d elements.

-
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. We wrrte (5) 1n the form .
). . HK == KD DH” . o
. With.DeD; then K’D“1 E,S? DH’E@ The above dlscussrons 1mp1y that

to each HeH we can select a suitable | element. D= D(H) such that ;

in (8) DH’ together with H runs over all elements of - §. ‘

Accordmg to (8) we may. associate. with each K€ a noi- empty
set of permutations of the. elements of @ The set of permutatrons be- -
: longrnor to K will be denoted by K]~

. Let ge[K] aE[K’] be two permutahons KK €R. “Then HK(oH)

HK’ (aH) €8 (¢H and oH denote the elemente of § into ‘which H B

passes . by ‘the permutation 0 resp.. o) hence HKK’(ogH) EK i e,

00€[KK'). o
‘ Thrs fact will be expressed in fo]lowmg manner ;.
- S KIKISIKEL
.- - From- { ] 1t fG”vao' that- [g\\,] \ he to t.a}it" ';f fhe pﬁrmut"“ﬁ"ls i
- all-sets [K]) is a group, further [E]? clE] i ¢ [E] is a subgroup of [&

s;].-"

Furthermore (9) implies- that [K][E]C[K] i e. [K][E]_[K] and of"'_.‘
course dually [E][K]= [K]. Hence we get that {E] is a normal subgroup -

of [®] and mstead of (9)" . we’ can - write"

o KIKT=KKL |
The correspondence K»[K] is a many -to-one mappmg of & onto -
' ‘the factor-group [R)/[E], and cleary it is (according to. (lO)) a-hemo- :

C morphrsm This completes. the proof of theorem 1.

K (EER) we have

Usmg Theorem 1 we prove the followmg

" Lemma. If the group R has an' element. K(#E) for which. [K].
contains the- unit permutatzon (i: e. [K)==[E]) then @ has a normal
subgroup Bl (#E) for which the zsomorphtsm ' ‘ :
any T . EJ‘f"’[‘@]/[E]
holds. v '

" Proof. ’lhe elements Kofﬁ wrth [K]=[E], form' a subgroup 5,)?
~-of ‘R which is by, (3) normal in & and (ll) ‘holds. Further since for

_ (k') HKH“ee' s Hen),
’t‘herefore o : o E o
| e H"‘K’HER (He®)
~-and. hence K EER Consequently, HXH™ ;% i.e. M is normal_ sub-
group 1n (S)(——@R) S y e T S
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. From Theorem 1 we obtain the following

- Theorem 2. If the group ® is factorisable by two of its proper .
subgroups Y and & and D=9Hn{ contains a normal subgroup (+E)
of  (or 8); than. G is not simple.

Proof. Let D’(CD) be a normal subgroup of H and DFE.
1f D(qu)GD' then HDH ' €D c& (H¢ ©), therefore according to.
Theorem 1 [D] contains the unit permutation H-H, i.e. [D] [E).-
'Thxs together with Lemma implies the statement. . .

* The following corollary might be of particular interest.

Corollary Let & =D&, where'H and & are proper subgroups
: of ‘& and $ is Abelian, further D= n K=FE.. Then & is not simple.
' In fact,” Theorem 2 proves the as=emon sinice Fﬁ 1s a normal
suboroup of H. : - :

, Rem ark: It is easy to see that every finite ‘group, not a cyc1i¢

S op- group is factortsable if:it has a subgroup of prime index. .

L - The, authors did ‘not find any. finite' groups which are not facton—
“sable, except the cychc D- groups

" (Received April 1, revised October 31, 1950.) -
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On factorrsable, not srmple groups.’ e
To Professor L. RbDEI on his, 50th brrthday e

By J. SZEP in Szeged

, '_ A oroup @3 is called factorrsable by 1ts subgroups @ and S% 1fv
.~ each element of & may be written in the form G=HK w1th H in 9,
LK iR (written @=0&). - :

"7 It was G. ZAPPA (9] who has- consrdered nrst tactorrsable groups 4
> . he has supposed that the two’ subgroups. have no element in common

- except “the unit -element. -Since. that- several papers have been publrshed :
' dealmg ‘with. factorisable groups [l]—[8] The general ‘case ‘where the
factors may have a subgroup D==E of & in common was treated by

.the author and L. ‘REDEL’ [8]. For, the casé that & D is-a normal subgroup

. G. Casabio [1] ‘has obtained ‘a similar resiit as-G. ZaPPa.
. The interest of factorisable . groups may be ]udged from the -fact
that an infinite number of simple groups are factotisable [6] ‘Moreover,
it is possrble to ‘obtain . some.-criteria for the srmplrcrty of factorlsable:'

groups [7]

: The present paper contams two prmcrpal results

Theore m 1. Ifa group & of fznzte order is- factozisable by iwo'.‘ =
abelzan groups ‘then & is ‘not simple.: - : o , s

. Theorem, 2. If .a group & of fmtte arder is factomsable by two,
. abelian.groups  vnd '{ and the orders of arzd K are relatzvely przme '
‘then' & is solvable.

Theorem . 2'is connected with the followmg theorem: of O HOLDER

"If ® is a.group of finite order and if .all Sylcw-groups of ¢} are L
cyclic,. then- @ is, solvable "and factonsable by two cyclrc groups with’ o

' rerauvely prime qrdes. :
-Thé converse is also true, 1t follows from the orrgmal theorem
“1f-a group @ of finite. order is’ factorlsable by {wo cyclrc groups
/ whose orders are relatlvely prrme then @ -is solvable.’ :
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: Theorem 2 is a generalization of the converse of HOLDER's theorem..
* For the proof of Theorems 1 and 2 it is necessary to recali some
facts contained in.earlier papers ;-

‘Theorem A. [§] Let the group & be factorisable by the rroper
subaroups 9 and &, and let HnfK=DLE. If D has a proper sub-
group ' which is a normal’ subgroup of 9, then the group & is not
simple.

Theorem B. [5] If in the frmte grOJp & = 9K the orders of the
factors © and & are relatrvely prime, then every normal subgroup &
-of ®'is of the form & ==& where 53 and & are normal subgroups of
H and & respectively. )

-After these. prellmmarres we turn our attentlon to the proofs ‘of
Theorems’ 1 and 2.

Proof of Theorem 1. If D':Q:E then the statement is evident.
If D—=E then each. element of & may "be représented umquely
in the form HK and also in the form K’H’ (where H,H'€9% and

K, K'€8). Therefore in HK— K’H’ the elemients A’ and K* are uni- - .

- quely determined for any grven H and K. If K is fixed and H runs
over all. elements of *$, then H’ also runs over all elements of 9. The

. system 3 of the cerresponding solutions K’ of the equation HK=K'H"-
(each K" taken as many tlmes as lt 1s a solution) is umquely defmed
by K.

Let the order of  be not less than the order of &. Then for
every K, the system 3, contains K at least twice, in fact,if K=E, then
the: statement is evrdent If. K=£E, then the system X, does not contain
the unit element, thus the statement also holds. The elements H and H’
for which the relation HK - KH’ holds, - form two groups M- and M’
respectively. Clearly, K"K =M. If all 3, contain no elements other
than[(then@rsanormal subgroup of ®. If K=K ¢ 3, then K~ ‘SDEK w’;

Cin fact, if KT'MK =D and HK= KH’ then A KYHWH ' RH =M,
e KT'MK—9 since © is. an abelian group. For the element
KK =K* we have A* IDJ}K‘——SI)} thus every’ element of Iy« trans— —
forms the group M into itself. - - T ‘

Therefore if {Ix«} =&, then SJJt is a normal subgroup of (Sj

1 [Sg) =R/’ C K, then the. elements $& form a proper subgroup
of &. This will proved in two steps: :

- . WWHK =K'H/ rmphes Sge= g} (1—~1 2,..., ). For, lf in
. HK =K H] (r~1 2,..., h where h is the order of .fg) we substrtute
C Kby K*= H; YK H, (k is. flxed) the statement follows.”

2) HK=K'H’ and H'K = K'H” (K, K, K K’ E-‘K‘) 1mply that

wnh KK also K’K’ belongs to &
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From 1) and 2)" it follows that SJR =& éj, i.e. the product of

9 and & is a subgroup of &. Therefore @ is factorisable by SQR" and & -
‘thus by Theorem A the group & is not simple. S
. Proof of Theorem 2. (By induction.) -The statement is known
to hold for groups of order p.q with different primes p-and ¢. Let the
order of G be n and suppose the theorem true for factorisable groups
of order <n. Let (Sj be a proper normal subgroup of ‘& ; the existence
of such a subgroup : fol]ows from Theorem 1. From ‘Theorem B we

. may conclude that &= — MR where M and N are normal subgroupq S

of § and { respectively. The. groups HW R = RNM =
— QM — K are subgroups of & and clearly” at - least one of them is

proper. As is easily seen, G/MR=H/MR-K/MN and. H/MN as well .- ..

as R/SJ(%R are -abelian groups. The orders of the - factor-groups $/MN
-and R/SJ‘(S} are relatively prime; consequently, by the induction hypothesis,

. @/EDEE)r has a normal subgroup of _prime index p. Therefore the -group ,
& has a normal subgroup’ ‘of index pj; this normal subgroup is factori- -
- sable by two of its proper abelian subgroups of relatively prime orders
(Fheorem B), or 1t is abellan and so the proof is comp]eted
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~ Uber die Wertverteilung des Jacobischen Symbols.

Von L. REDEI in Szeged. . ' -

Bezeichne m(> 1) eine ung_erade quadyaifreie nattirliche Zah! und

. (%) das Symbol von JAcOBi. Wir nennendie Summe

- @ B= > (;’,‘,—)

. . a=zxxg

-den (quadratlschen) ExzeB ‘des Intervalls (a, §). : _
Man teile 'das Intervall (0, m) in 8, 10 bzw. 12 glelche lnterval]e

ein und ‘bezeichne den Exzel der Reihe nach bzw. mit

(2) . . A .. AS) Blv'- BlOy Cl)'~'1 12+,

Die Klassenzahl “des quadratxschen Zahlkdrpers von l[—km be-
zeichnén wir ‘mit &, dabei -wollen wir fiir & nur_ solche natiirlichen
Zahten: zulassen, fiir die auch km quadiatfréi ist. (In der Wirklichkeit
werden bei uns nuf Ay, hy, hy, b vorkominen.) ‘

Bekanntlich lautendie Klassenzahlformeln von DIRICHLET s0 <

: 1244, 0 [2(A—A) (m=1 (mod4)),
@ h= g A, T 2044 4) (m=3 (mod4))
Dies hat auch die beruhmte arithmetisch noch nicht bewiesene Fol-
- gerung, daf die Lmearkombmatlonen der A; auf den rechten Sexten in
.(3) positiv sind. - :

- Auf Grund von 3) lassen snch umgekehrt’ die A; durch hl,ho
"leicht ausdriicken, wie das schon GAuss bemerkt hat. Auﬁerdem fand
er, dafB swh die €; im Falle 3,{’m durch h,,- h berechnen lassen, den

Beweis hat man von DIRICHLET:') Wif werden die B im Falle 5k m,
m=3 (mod 4) durch h;, h; bestimmen (fiir m=1 (mod 4) ist das uns
nicht gelungen). -Wir halten- diesen kleinen Fortschritt - schon aus dem
Grunde der Veroffentlichung wert, da 10-Teilung im allgemeinen nicht
0 leicht ist wie 8-Teilung .oder 12-Teilung.” Auch lassen sich aus allen -
diesen Resulfaten einige -theorétisch und, praktisch interessante Folge-
rungen ziehen, wie wir ‘das spater unten bemerken werden.

l) S. hleruber die Bemerkungen von DEDEKIND in GAUSSS Werke ll (1876),
- S. 301 -303.
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L Rédei:-Wertvertéilung des Jacobischen Symbols.

Wir stellen alie die genannteni Formeln, die alten und die neuen . .

: .zusammen [

3\\)/n. Pre
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Unser Beweis beruht auf folgendem einfachen Prinzip: Bezeictine
k ‘jetzt eine zu m prime natiirtiche "Zahl. Mari -teile die ganzen Zahlen
‘des -Intervalls (a, 8) in k Klassen ein, so daf. die Zahlen der i-ten
Klasse == —im (mod k) sind. (=0, ..., k—1). Addiert man im zu den
. Zahlen der i-ten 'Klasse, so .erhdlt man die durch k teilbaren ganzen
- Zahlen _ des Intervalls (im+ «, im48), d.h. die k-fachen der ga.nz'en"

imta im—]—p’)/

: '.Zahlen des .lntervalls_-(

k7 k.
.Einerseits folgt hieraus sofort :
o ' kY S (im+ae im+8 . N
. mJi=0 k . k m .

Andererseits \_}venn km ‘sogar ungerade und quadratfrei ist, so
folgt aus obigem ebenso leicht :

() S (e, )

m}i=g mo -

Der Summand verschwindef fiir i—0. Wird auch

m-1

(-

beriicksichtigt, so' folgt: o

m+l o

. . Y2 kEtlrs . in . N
.-(5)' o (a,/S‘)k,,,=(T]) Z(;;?)(lml—{}—a., lm,j-‘ﬂ)m...

1=1

‘ (km quadratfrei, ’Zk-k.m). ' ‘ _
‘Aus diesen Gleichungen (4), (5) und aus den trivialen Beziehungen
. : —N
(6) .(a’ p'))m.: (—m—) (_137 — a)! . . }
M @Ae=(@, ).  (@=¢ = (uodm)

L]
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lieBen sich alle -obigen’ Formeln beweisen, wir fiihren aber den 'B.ew.eis
nur fiir B; aus, da die ibrigen Formeln bekannt sind. :
Vor allem sind unsere Behauptungen Bi=—B;, (i+/= 1) wegen

(6) richtig. Deshalb brauchen wir nur dle B B zu berechnen
Zunichst gilt nach (3) oo .
(8) - . B +Be+Bg+B +Br——h1

, Wir wenden (4). dreimaj an (der Reihe nach mit k—2 2 5)
02 ~E)2 0 B30 )
.20) ~ ()3 i) = (2 e ),
o . . 4. n . ) .
(o5) = ()25 5 1) =(3) 2 (Fom 255 )

. -Durch die B; ausgedrﬁckt'

~

. Bl+BZ_ \%) (B +Be) = t‘J ‘-.B.l_‘B5.):> .
B+B=——(7n2—J(Bo+B)—( )(82 BA)’ ..
5 5
=(‘,ﬁ) (B +Bs+Br,+B—+Bn (Tn’)(B Bz+B B +Bb)
) Also gelten ' ' .
(10 . : Bg—(a)l?sf(l—}—‘(%))ﬂi:O, < : SR
(II) h : '  B, —-B;—{ﬂBn B, —I—B (%)hl o

Endllch wenden w1r (5) mit. k—5 -an:

(o 5m) 5o\ {im - im 5vm) -
(O’ 2 )s_g(?)( 5 ’_5"+ 10

‘Dle linke Sexte ist. nach (3) glelch B und so folgt -
" hyi= (By Bu Byt Byt By) — (By+ Bot B+ By B)) —

— (B;+ Bs+.By+ B+ B,) + (B, + By + B, +B, +B) ' -
- Nach leichten Vereinfachungen : ' -
.  hy=DB, —\""B —B,— BQ)—( B B,— Bz)+Bn
~ Folglich haben wir :

a0 -B;+283+B4;i2h
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Aus (8)— (12) folgen die behaupteten Formeln fur dle B;, womit unser .
Beweis beendet ist. :

Bemerkungen er betrachten den Fall (mI.)—-'—l,B,{;'m,

5,}'m (z. B. kann m eine anzahl =3 (mod 4) und groﬁer als 3-sein).’
Alie Endpunkte der obengenannten 8-, 10-, 12-Teilungen des Inter-
valls_ (0, m) zérlegen dieses Intervall in 24 Teilintervalle, die wir-in
“natiirlicher Reihenfolge mit /,, ..., [, bezéichnen, entsprechend soll-der’
ExzeB mit E,,. .., E24 bezeichnet werden. Es gentigt nur die 1,,..., I,
und E,, ..., E,zu betrachten Jedem: dleser lntervalle I,,. .., I, schreiben
wir dne Linge darunter: : o

L L ,I" L I I; [7 A Le Ly I

m 'm m m m m m_m_m m-m .m

T2 60 40 24 30 20 20 30. 24 40 60. 12°

Aus oblgem folgs, dab sich alle Exzesse E; in der Form _

. . v h, —I—ghq—{— ohy41h, ) ‘

ausdrucken ‘lassen. Wegen. h,>0 146t sich "auf dxesem Wege unter
Umstidnden auf das Vorzeichen von E; schlieBen.” (Auch fiihrt dieser

. Weg zu einér leichteren Berechnung der Klassenzahlen h..) So gewmnen i

wir z. B. folgende Aussagen
Fir m=19,9l (mod'120) ist Ez h >0. (Wegen hn_4Eg

Oenugt es ]etzt zur Bestlmmung von h, den Exzeﬁ E; des lntervalls A
12:== (Ti’ IO) von der Lange Gd zu berechnen.)

Es'gilt fiir .den Exzeﬁ ‘des lntt;rvalls 1,;(%, 31—'3) vdn der*

Lanae 20

1 2 P
o Ef—n(l—(;;))(‘ Ha )) otz ( +( =0
e : (m=3(mod 4); 5,}{m). : : '
(Hler ist auch 3|m zugelassen.)
' Fiir m=31, 79 (mod 120) ist das Vorzelchen von E4,E,,,, EG,E,,
_ES,E der Reihe nach + — - 4+—+ (vier Vor7e1chenwechsel') Selbst
’ dlese Exzesse -sind ndmlich gleich:

SRR SR T S S S
Th“—bl_Z_hE’A.ﬁhf"’ ‘—6—.- _—— —

(Eingegangen am 22. Oktober 1950.)
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Méthodes de sommatlon des séries de Founer. lll *) -

- Pat BELA Sz NAGY a Szeged -

1. Soit f(x) une fonctlon perlodxque de penode 2m mtégrable au |
- sens de Lebesgue dans (0 271) et soit : _

| f(x) ~ Z cx(x) () =a, cbs kx'{u busin kx) '
sa s'ér_i'elde'.,AFouri"ér On sait que les sommes de FEJER de la- série
‘conjuguée i
' ' D E(x) (ci.(x):akfsin kk—bk cos_kk),'
Cest-a-dire les sommes” .. . - SRR B

NUS ',,<f,x>—2(1—»¥—ﬁ)ck<x>

- tendent, lorsque 1-oo, presque partout vers la fonction “'conj‘u‘guée”

f(x) =5 e +t)—f(x— t)] cotg + 5 dt
+J o - _
Env1sageons une autre méthode de sommatxon engeridrée rar la

matrice trlangulalre infinie (4,,) (n=1,2,. ck=1;...,n0). 1 s’agit -

_de comparer cette méthode avec celle de Fe]er c’est-a- d1re lallure des ’

- sommes

@ - AR Zinkcx(x)
~ avec celle des sommes (l)

_Dang 1"on a démontre la proposmon suivante :

" Lorsque la matrtce (4,:) satisfait aux condztzons .
D) lim 4, =1 (pour toute valeur flxe de k)

‘n— 0

*y Partne I a paru dans ces Acta 2B (1950), p. 204 210 Partle ll est sous
presse dans le Casopzs pro pestovam mat. fys. (Prague) On les notera par letll



248 .- . B. Sz.-Nagy

et ' : ’ : '
v-1

®) gfkk+u)28 ) A+Zfﬂn—k{;§ ) |4l < CY

01‘1 v= %] et Aq"—l _22" k+l+2""+2 (1ﬂ0= l’ '?'n,n+1=0))

alors les sommes (1) et (2) sont équiconvergentes presque partout, riotam-
ment en tout point de Lebesgue de la fonction f(x); de plus elles sont
" uniformément €équiconvergentes dans l’mterteur a'e tout intervalle ol f(x)
est continue, :
Remarquons que (B) entrame S
©) : _ Al < G . (cf. 1.(10) et 11 (10)).
La présente communication veut complémenier ce résultat en éta-
blxssant des conditions. nécessaires. On demontrera le théoreme suivant:

Théoréme. Pour que les sommes (1) et (2) soient rqucomer— B
_-gentes pour toute fonctton continue f(x) de période 2n, et cela en fout
point x, il est nécessairé que les conditions (A), (C) et la condition .

®) §w+n2)4ﬁ2@~mz )

. t=k+1 i=n I.
solent satisfaites. Le couple des conditions (C), (b) est d’azlleurs equz- '
. valent avec Ie couple (C), (b) oir *

< Cq

o) S duthee _igaion),
‘ . k=1 . R
2, Passons i la démonstratién du théoréme.

La nécessité de- (A) résulte 1mmed1atement en env1sageant la fonction
‘f(x) = sin kx, puisqu’on a, pour 7= >k,

@ a00- (fm-—m+@—ﬁ%}

ce qui doit tendre vers -0 lorsque n - co.

Considérons maintenant 'espace E des fonctxons f(x) continues
et de période 27, la norme ]f] étant defmle par max |f(x)| Dans cet’
) espace .

, Unf=0n(f;0).—0"(f;0) C (n=12,.70)
.est une suite de fonctionnelles linéaires continues. L’ hypothése posée
"que les sommes (1) et (2) sont équiconvergentes pour toute fonction
~ f(x) continue, entraine que '

lim U, f= 0 pour tout féE

fi—>»w -’

1) C, C, efc. désignero‘nt des constantes ne dépendant pas de n.
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‘Il en vient, par un théoréme général de la théorie des opérations liné-
aires?) que la -suite 'des normes ||U, || est bornee c’est-a-dire qu'’il ex1ste ~
une constante M telle que . . oo

[6) : U= Ml'fll

" . pour tout fEE et pour ni=1,2,.

Comme |lsinkx|| =1, (3) ‘et (4) démontrent (C) avec C -M—{— 1.
“Envisageons maintenant les fonctions .
n
2]

| b"(x)—s,,(x)[l———Zcos(n—l—l)x] olt s,,(x)—iink/ﬁc—, S

1l est bien’ connu que les fonctions s,(x) sont "bornées en module par -

une constante y ne dépendant ni-de » ni de x. Donc on a

G lell<37.

-Un calcul simple fournit:
X sin x sinvx  sin (i — v+ x -sinnx’
= ® E

oo + > +oe b .
: sm(n+2)x o sin(n4v-4+Dx g %

————— e — 4 — Ty

1 1 o o v ,

d ol lon voit que

!’Lnl

v
“'n'u , /Ln no v+1+ llnn y xlnl._'— r n—k+1
T i i

—Unbn-_ + + v o , - -k

-avec o . .
o ‘....4_/1 (1_.”1).4
- Or o

Au’nl.+ nk+ln n—k1 T b ;
en écrivant (4) avec f=g, et faisant ucage de (5) on obtient donc

B T . /\—‘ X’nl._‘—}n,rp Skl 5’ \

- ’ =i ' l's Rk

ce qu1 est equnvaient avec la condition (b’).
-Reste a- montrer que le couple des condmons ©), (b) ‘est équiva-

lent avec le couple (C), (b). Désxgnons la quantité- figurant entre |...|

dans le ‘premier- membre de. (b) par 3,, et désignons le premier membre

+ de (b") par 2. On vérifie par deux transformations,a_bélie.nnes, que

¥

n n t

2 { (Ao Znwii) lorsque n=2w, '
+(1f2.‘.)- (hirt Zr,oa) *lorsg
il | 22 st . lorsque n—2v+l

- 2) Cf S. Ba~acH, Théorie des (fperattons linéaires (Warszawa, 1932), p. 80.
A6
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Vu que 4,,=1 et

i SIS n—wv
DI =P =1,
AT 1_.*|'v+] e =

on a, en effet dans la condition (C),"
: ‘ Y:zoorn—.\? + O(1),
ce qui prouve que ib) et (b") sont équivalentes.
3. Observons que si les nombres .

- ]"n.n-!rl:.O. . . .

] =2n0!‘2nl)"‘1_ ;‘nm -
forment, pour thaque n; une-suite cor’wexe ou concave, c'est-a-dire que
. 4’10:-’51:-- Y L . .

sont tous posmfs ou ‘tous neoatxfs (e signe pouvant dépendre de n),
alors _les conditions (B) et (b) se confondent. Dans ce cas, les condi-
~ tions (A) (b), ou (A), (v'), (C) sont donc nécessaires et suffisantes pour
qu'il y ait €quiconvergence pour toute fonction continue " f(x); elles -
@itrainent de pius pour toute fonction. mteorable J(x), Téquiconvergence
en tout point de- Lebesgue et lequlconvergence umforme dans inté- -
“rieur de tout intervalle ot f(x) est continue.

Env1sageons a titre d’exemple, deux cas. particuliers: 3y

1) Méthodes de sommation de NORLUND: ~ ° .

X 2’:1]:» - u— /Pn _Ou Rn~'p0+pl+ +pm
Supposons que p, >0, alors 0< 2, <1, donc (C) est. Qatnsfalte Les
conditions (A) et (b’) prennent la forme :

) -b( M pu—m __ ‘ ’ ] \1’ ]

(AN)‘METL Pn'—,o’ (bx) IP, ; o k( L+PL 17 Pn) <C
Dans le cas oil la suite {p,} est monotone (croxssante ou decroncsante)'
les 42, sont de méme signe;- dans.ce cas, (Ay) et (b\) sont donc né-
cessaires et sufnaan es pour l'equlconverfrence i :

2) SQl[ b,,=S,,(f \)= P ck(r) et .

€ . 'aqf-.\-)— (S S ”+' +8)

ou p= p(n), O/p(n) . La matnce correspondame est dehme par
' lgp=1 o pou: k——O,l,. z—p _ '
et . . ° . ] .-
. on—k+1 : - }
== ———————— . pour “k=n— 1,~...,n I.
T P f’+ o

3) Dont le sccond a €té ajouté pencant les épreuves, le 10 novembre 1930,
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~ Pour chaque n; la suite {4} . (k=l,..‘ ., n41) est concave : on a
- : ° i ] . ) l . :
- —p— M=
:,; =0 pour k:{zn Ioet A4, .5 p+41
On. a _ .
13 4,,— min l,f—-——k———'_—l—ggml n—k—l—lz_n—k—}—,, N
. . n-41

* pour k fixe, n~o; les conditions (A), (C) sont donc toujours' satis-
faites. La condlhon (b) prend la forme .- .

%) ;:/l’ ZT< ¢ lorsque n——p-—l <v—1, cest -a- dlre que p
| t—u—p

n

(8) v Z*}—< C lorsque n—p—l =, Cest-a-dire que p<wv
i p+]

Le premier membre de (7) étant toujours. inférieur & 1 Cest la condi-
tlon (8) qu1 est’ essentlelle la restriction p<w» y est d’ailleurs inutie
1 e T
qulsque 4 -l-< i lOl’SL]LlC p)?). La .conuaion (o) €st eqguivalenie avec
»+1 . - . . . -
chacune des s‘uivantes:

D
' ,D—I-l C +1<C1,H—I_Ln_;'n—->0.
Donc, pour que les sommes (6) .soient équiconvergentes avec les sommes.
de Fejer (V) pour toute fonction continue, il faut et il suffit qu’on. ait
lim (p/n) >0. Dans cette tondition, il'y a équiconvergence méme pour
1oufe fonctzon znz‘egrable f(x), en tout point de Lebesgue de f(x), et
I’eqzuconvergelzce -est uniforme dans Uintérieur. de tout mtervalle ol f(x)
est. contmue 1),

(Re¢u le 5 juin 1950)

4 Ce résultat vient d’etre obtenu aussi par, A. D. SCERLINA Sur une ‘méthode

~ de sommation des séries con]uouees des séries de’ Fourler Mat. Sbornik, N, S. 27

(1950), p. 157~ 170-(en russe). Remarquons qwon a la méme condition pou1 les

"sommes analogues formées & parfir des- sommes™ partielles de la série de Fourier

originelie; ¢f. S. M. NmOLsx\Y Sur des méthodes linéaires de sommation des séries

de Fourier, Izvestzya Akad. Nauk SSSR, série math., 12 (1948), p. 259— 278 en_
partlcuher p. 277 (en russe)
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Neue Integralrelationen fiir Eikg’irperpaar_é.

Von H. HADWIGER in Bern.

Unter den sehr zahlreichen Formeln und Sitzen, welche die Integral-.
geometrie hervorbrachte, finden sich viele reizvolle Integralbeziehungen,
welche in irgend eirer Form eine Wechse]wxrkung zwischen'zwei kon-
vexen Korpern ausdrucken‘) : ,

Eine neuartige Relation d1e<er Art haben kiirzlich L REDEI und
B. Sz.-NAGY?) im zweidimensionalen Fail gefunden die durch Grenz-

iibergang aus einer Produkiformel fiir die Flicheninhalte ebener Polygone
‘- gewonnen wurde. Die erwiahnte Integralformel laBt sich nun — zunéchst

fiir konvexe Korper — in ihrer k-dimensionalen Erwelterung auf éine
vollig andere und einfache Weise wiedergewinnen. .
Sie gehort zu. emer umfassenderen Gruppe ahnlich~ gebauter

~ Integralrelationen, weélche in dieser Note genannt und kurz ,begriindet

werden sollen. Es handelt sich hierbei um - die Anwendung.eines Funk-

" tionalprinzips, -die darin besteht, ein in Frage stehendes Funktional im
" ‘wesentlichen -unmittelbar aus gewissen Invarianz- und Additivitatseigen-
-schaften zu folgern. Aligemeinere Funktionalsitze, welche die Anwéndung

- des erwihnten Prinzips ermoglichen, sind vom Verf. untersucht worden®).

Wir stellen nun zunichst die nachher zu beweisenden Integral-
relationen zusammen. Diese beziehen sich auf zwei Eikorper ‘A und ‘A,
des k-dimensionalen euklidischen Raumes mit den Volumen’ V und Vo

‘und lauten : ‘
o fr?cosydEdFoz—-zkvy/(,;
@ | cosacos, d'F'dFoz——k(k—f—l) Vs

1) Vgl. W. BLASCHKE, Vorlesuntren uber Integralgeometrte (Lelpzw und Berlin,

- 1936), Hefte I-II.

?) L. Réper—B. Sz.-Nagy, Eine VerallgememerunU der lnhaltsformel von

k Heron, Publicqtiones Math. Debrecen, 1 (1949), S. 42 50.

3) Ein- Beweis eines solchen Funktlonalsatzes fiilr k=3 erschemf demnachst :
in den Abhandlungen des. Math. Seminars der Univ. Hamburg
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3 Jrzcos;/dFdF-——2k~VV

Hierbei bezeichnen (vgl ‘Abbildung) dF und. dF, die Oberflachendlffe- '
rentiale-von A und A, an den Oberfidchenstellen P und P,, ferner seir .
die Distanz-von P und P,, y der Zwischenwinkel der duferen Normalen .
" an A und A, in P und P, ;. weiter sind @ und «a, die. Winkel, welche .
die genannten Normalen je mit der Verbmdungsnchtung von P nach P,
hin einschliefien; endlich bezeichnet ¥ den Zw1schenwmkel den. die
- an der erwdhnten Verbmdungsrlchtung gesplegelte Normale in P mxt
_der Normalen in P, bildet. .

. Setzt man in (3) k=2,"s0 ergibt 51ch die oben erwahnte Integral-
- formel von L. REDEI und B: Sz “NAGY fiir den speziellen Fall zweier
Eibereiche; die zitierfe Formel gllt mdessen fiir allgememer gestaltete
€bene Bereiche!

..

" Die trigonometrische Umrechnungsformel

€08 ¥ == — c0s ¥+ 2cosa cos

zeigt, daB (3). eine einfache Folgerung aus (1) und (2) ist, sodaB sich
unsere Beweisfiihrung nur auf die beiden ersten Integralrelationen be-
~'schranken “kann. Nun zum Beweis selbst: Die beiden in (1) und (2)
stehenden Integralausdrucke stellen symmelrische - Bifunktionale des
Eikorperspaares A, A, dar,  In vektorieller Schre1bwe1se gestaiten dlese .
die folgende Darstellung . :

RON (A, AO)~E(1~10) (w, m(,)dFdFo

By .- y(A, '4‘,‘) ——'( (x— m)(x _— mo)dFdF

: Hlerbe1 bezeichnen y und y, die in einem festen Ursprung O des Raumes
anarelf«_nden Ortsvektoren der:Oberflachenstellen P und P, und’ weiter
sollen w und w, die aulﬁeren Normalene1nhextsvektoren in P’ und Po ’

" bedeuten. : : :

~ Nach éinem bekannten fur konvexe. Polyeder elementaren fur‘
b2 hebwe Eikorper durch Grenzuberdang muhelos venfmerbaren vektor- .
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analytisé_hen-Hilfssatz*),‘ist stets

6) . . . J(a, w)dF=0, .

wobei-a einen festen .Vektor bezeichnet und sich die Integration iiber
die gesamte Oberfiéiche eines konvexen Korpers-zu erstrecken hat. Wie.

man leicht bestatigt,  ergibt- passende Anwendung von (6) fiir unsere
Blfunktlonale die nunmehr einfacheren Darstellungen

M A A)=—2[ 1) (v, m) dFF,;

@) . pAAY= —.:J"{.(E» 10) (5, 100) 4 (5o, ) (1, 1)} AF Ay
Wir betrachten jetzt zunichst das Bifunktional (7) .und.denken uns

vorerst den “Eikorper A, fest, den Eikorper A dagegen variabel; dies -
sei duflerlich durch den veranderten Ansatz

.(9) - - fp(A)—‘-— 2 | @, 1) (m wo)d FdF,, )
-.wodurch ein.gewdhnliches Elkorperfunktlonal definiert ist, zum Ausdruck

gebracht. Ersetzen wir nun A durch einen translatxonsolexchen Eikorper A',
" s0 haben wir offenbar

i . cp(A)——zf(x 41, 1) (v, mo)dFdFo,

. wobei t den Vektor derjenigen .Translation bezelchnet die A in A
iiberfiihrt. ‘Die erneute ‘Anwéndung von (6) ergxbt nun d1e wichtige
Feststellung, dab _
an oo -q»(A')—fp(A) R

d. h. daB das Funktional (9) translatzonsmvarmnt 1st ‘Unmittelbar ab-
lesbar ist ferner Relahon . .
~(12). , o w(A+B) <P(A)+<P(B), : .
wobei ein Eikorper.C=A- B durch eine Ebene in" die belden -Tell-
korper ‘Aund B zerlegt sei; dadurch ist ausaedruckt daﬁ das Funktional .
(9) einfach-additiv ist.

Ebenso 14Bt sich auch- fotgendes unmlttelbdr erkennen Es glbt :

eine nicht von A abhanglge Konstante C, sodaf C

(13 - : |rp(A)}gC . fir alle ACK;

d. h. fiir alle’ Teilkérper A der Einheitskugel K gxlt daidurch ist. aus-
: gesaot daB das Funktional (9) beschrénkt ist. L

' Ersetzen wir endlich A durch einen sich durch Dilatation: von O
aus ergebenden homothehschen Elkorper A’ _ZA (2> 0), so hat man

) zunachst

) 4) Es_haudelt» sich um einen speziellen Hiillensétz, der sich auch als einfachste
.. Folgerung des GauBschen Integralsatzes darstelien 1aBt. -

>
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(14) g(2A) = — 2 (11, 10) (1 W) dF, dF,
und wegen. dF —Zk—ldF also S o e
(s ff\AA)—-A"w(A) ‘

eine Bezichung, dne besagt, daf das Funktxonal (9) k-gradtg homogen ist.

- Nun gilt aber ein Satz“) wonach ein translationsinvariantes,’ ein-
. fach-additives, beschranktes und k- gradig- homogenes Funktional iiber
" der Kiasse der Eipolyeder des k-dimensionalen’ Raunies, sich’ bis auf
einen konstantén Faktor mit dem Volumen identifiziert. ‘Stetigkeitser-

"-waﬂunven wie sie im vorliegenden Fall. schulm;alf."nor durchfiihrbar sind,

gestatten es, den erwidhnten’ Satz auf Eikorper auszudehinen. Nach (11),
.(12), (13) und (15) folgt so, dafi p(A)==pV sein mub, wobei j einen
offenbar nur.noch von’A, abhingigen- konstanten ‘Faktor bezeichnet.
Vertauschen wir jetzt die Rollen von A und A, in“der oben stehenden:
- Entwicklung, so-ergibt.sich ‘schlieBlich .

(16) - T A AY=p VY.
' Auf durchaus analoce Wexse gewmnt man entsprechend
an. - - Y4 A )——qVV

_ Die noch unbekannten konstanten-Faktoren p-und g ergében sich’
dadurch, dafi man die Bifunktionale in passend ausgewshlten Sonder-
fillen direkt ausrechnet. Setzen wir A= A,— K, wobei K eine Ein-
heitskilgel bezeichnet, so -ergeben -sich die Werte p=——2k und
g == — k(k+1). Wenn die beiden Eikorper A und A, identifiziert werden,
so hat-sich das’ Doppehntegral der Entstehungswelse gemdll iiber die
»doppelt belegte“ Oberfldche zu erstrecken Damxt _ist der Nachwe1s
der Integralretationen (1) und (2) erbracht. :

Abschlieflend sollen die Anwendungsmoglichkeiten der drei Formeln
(1) bis (3) durch drel passend gewahlte Beispiele illustriert werden.

1. Der in der Relation (l) stehende Inteoralausdruck ist, wie wir
oben erwidhnten,. mit-dem in (7)- angeschnebenen aequlvalent Demnach
hat man -

(18) s J'(g,gw(m, W) dFdF, = kVV,.

Ersetzen wir jetzt die beiden der lnte'gralformel (18) zugrunde lie.genden
Eikbrpet A und A0 durch ihre éiuﬂere;n.Parallelkt‘)rper A® und A§ im

'

o) Eine Abhandlung, welche . Sdtze dieser Art enthilt, wu'd unter dem Titel ‘
,Uber " translationsinvariante und addmve Funktionale kdlmensmnaler Polyeder
demnachst im Druck erschemen : -

-
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Absiand ¢ >0, greift man auf die Urnrecllllungsforn1eln

r?=r-4ow
und 4 s
CAdF'=[14+(k—1)Ho+ .-+ K¢ ']dF,

wobei H die mitilere Kriin{mung und K die GauBsche Kr‘ijmmung be-
zeichen®), verweéndet schliefilich fiir die Parallelvolumina noch die.
J. Steinerschen Formeln '

. . _k '
V=V Fo+--- +wk9“' w,=n“"/l’(l —{—ﬁ),

s0 gewinnt man durch Glelchsetzung der Koeffizienten des hochsten
Potenzgliedes (g bmderseltlg von (18) die Integralrelation

(19) © | cosTy K KydF dF,— k.

Man gewinnt die Einsicht, dab unsere Formeln (1) ‘und (19) Anfang ,
und- Ende einer Serie von 2k+1 Integralrelationen mit hoheren Krijm-
mungsfunktionen darstellen; die ubriﬁén 2k—1 Formeln sind-indessen
komplizierter aufgebaut und sollen aus diésem Grunde nicht . welter
verfolgt werden. C

2. Wenn wir in der Relatlon (2) die beiden Eikorper A und- A4,
identifizieren, die .Integration ‘jedoch nur iiber die ,einmal belegte“
Oberflache erstrec_kgn,'so erhilt man_ '

(20) -t ' » [lcOAS(ZCOS(ZOrZU;FdF‘u:— k(k'—}—l) e

Nun ist nach bekannten Ansitzen der lntegralgeometne )

—cosa COS(ZO dFdF,=r-'dG,
wobei dG die Geradendzdzte bedeutet dG. symbohsnert die mtegral-
geometrische ,Anzahl* derjenigen Geraden G, welche die beiden Ober-
flichenelemente dF und dF, .durchstofen. So- gewinnt man aus (20)
die integrglgeometrische Formel_ )
' c AR AN U,

@) . _ ' rk“dc.:-————’»‘("; Ve, RN

wobei sxch die Integration iiber alle Geraden G erstrecken soll; die den
Elkorper A treffen; r ist die Lange der von G aus A ausgeschnitienen
Sehne. Auf dlese Weise 'haben wirein Sehnenpotenzmtegral, erhaiten,

6) Die fiir das Vorhandensein. dieser Krunnnunusvroﬁen erforderlichen Reégi-
Iantatsvorauasetzunoen betreffend- die Elflachon sollen hier erfiilit sein.

s
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‘das die k-dimensionale Erweiterung einer bekannten Formel von G
HerGLoTz") darstellt.

-3. Der in Relation (3) gewdbhlte 'Winke'l"f verdient auch wohl
.deshalb ein -gewisses Interesse,” weil er fiir den Fall A= A,==Kugel
"bestindig den Wert 7 = n annimmt. Dieser Umstand hat die Konsequenz,
dafl die sicli aus (3) -auf triviale. Weise ergebende Ungleichung

@ fr-dFdFozzlfvv

in dem Sinne scharf ist, als fiir ein besonderes- Elkorperpaar das Glexch—
heitszeichen in Kraft gesetzt wird. - Wihlen wir fiir (22) die. vektorielle

v

Schreibweise, indem wir f‘—(l——10)2 sefzen, wobei wie oben p und -

1, die Ortsvektoren  der Oberfldchenstellen auf-A und A, bedeuten, so
ergibt die- Ausrechnung des Skalarquadrates die UnOIelchung

_<?3) o T+T;_

Hler treten dxe belden Tracrhextsmomenfe

(24) _ T~FJ1 dF; T—FOJ 4 F,

der mit der Einheitsinasse” homooen belegten Elﬂachen auf und -weiter
wurden die” Ortsvektoren S und €, der beiden Schwerpunkte . der
Eifldchen -eingefiihrt, die auf Grund der Relation

@ apfendaa—E

sich - hier -Zu_g,ang versch'af.fen. Die Unglelchuncr (23) wurde im Falle

k=2 in einer etwas spezielleren Form von L. REDEI und-B. Sz.-NaGy?®) -

hergeleitet. ldenhhzleren wir noch A mit A,, so ergibt sich fiir das
Tragheitsmoment T einer homogen mit der Einheitsmasse belegten Eiflidche
bezughch 0] dle Abschatzunv :

e T>{k )+n B

wobei ¢ den Abstand des Eifléichenschwerpunk‘tes'von O bezeichnet. -

.

(Eingegangen am 13. Otober IQ:)O)

D) Gﬁt_tixlg'er Voslesung S. S. 1933; zitiert nach_ W.- BLasCHEE, loc. cit. 1). -

Falt k=2 bzw. k=23 vgl. insb. Heft | (112) S. 20 bzw. Heft H (101).S. 77. — In
. einer inhaltsreichen Abhandlung hat O Vakea [Integralgeometrie 3. Croftons Formeln
Aiir den Raum, Math. Zeitschrift| 40.(1935), S. 387—405] aligenieinere Typen .der-
artiger Integrale und ihre gegenseitigen Beziehungen untersucht. Die Formet von
"Herglotz ist dort mit (16) S. 401 ‘angefiihrt. Es-scheint, daB die Exponenten n=0, 1,
X 41 die einzigen sind, fiir welche die Sehnenpotenzintegrale k-dimensionaler
Eikorper :durch die Minkowskischen MaGzahlen einfach ausdruckbar werden. -

“ 8 Loc cit. 2y (16) p 49 . o



258

Bibliographie.
" N. Bourbaki, Eléments de mathématiqug; Premiére partie: Les
structures fondamentales de Panalyse- (Actualités Scientifiques et

Industrielles), Paris, Hermann et Cie.

‘Le programme de BOUMAM est (’exposer les principales théories mathé-
mahques d’une’ maniere unifiée qui fait bien ressortir les progrés accomplis pendant
e dernier demi- -siécle, ainsi que les tendances du développement actucl. L’exposé
suit 1a méthode dogmarique et .axiomatique; il s’agit. de mettre-en lumiére les -
rapports liant les diverses théorizs mathématiques. Pour mener.a bien Funification
cherchée, Yauteur a dii.faire un.choix; un tel-choix est toujours - discutable, mais
celui de 'Boursakt correspond parfaitement au plan qu'il s’est tracé. Outre cette
unification des mathématiques, il se propose aussi de donner une base solide et
indiscutable a toute la mathématique moderne qui pourrait-servir d2 point de départ
aux théories. ultérieures. L’axiomatique est un outil indispensable pour un tel
fondement, mais elle ne constitue pas le but ultime. .

A cause 'de sa méthode df-ductxve ce traité n’est pas  pour une’ premiere
mtroduchon car la voie psychologlque d’acquérir de nouvelles connaissances est
plutot celle inverse. Néanmoins, une colilection riche_ et systématique. d’exercices et -
- d’exemples instructifs fait bien pour compenser- ces difficultés. Pour le lecteur
_ plus avancé la méthode de Bournaki présente beaucoup d’avantages et ce traité °

est un véritable événement aussi pour le chercheur. Sans doute, BourBsax! fera son
école et aura une influence considérable sur le developpement des malhémanques.
Le traifé parait en des fascicules séparés. Livre | (dont seulement un fasci-
cule des résultats est A ce jour paru) traite de la théorie des ensembles; Livre Ii
expose les théories algébriques; Livre Il est consacré a la topologie genérale On
donnera ici un compte rendu des fascxcu es des Livres H—IH parus pendant la .
penodc 1940—1949. S
.B Qz -N.
Livre- 1L Algébre.

“Chapitre-l. Structures algébnques (No. 934; 165 pages, 1942).

Les §§ 1-5 traltent ‘de la notion la- plus générale de structure algebnque
Pour un ensemble E on appelle “loi de composmon interne” une opération’ binaire
faisant correspondre a certains couples x, y d’éléments de E un élément x -y de E.
Une “loi de composition externe” est une opération binaire sur les ensembles @
(“doiraine -d’opérateurs”) et E, faisant correspondre a certains couples- d’éléments )
ae®, xeE un élément « - xeE. D'une fagon générale, on appelle structure algébrique
sur 'ensemble E toute Structure .déterminée sur E par une ou plusieurs lois de
compaosition internes entre éléments de E, et une ou plusieurs lois de composition
externes. entre des domaines d’opérateurs et E. Les diverses structures algébriques
classiques s’en dérivent si 'én précise convenablement les propriétés des lois de
composition et les relations entre-elles. Mais 'auteur réussit de définir I'élément
neutre, I'élément symétrique, 1a partie stable d’une structure algébrique, la structurée
quotient, homorphisme et la représentation méme pour les structures algébriqués
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du ty~pe le plus général et d’établir des. théorémes généraux correspondant au
théoréme d'’homomorphie et aux deux theoréemes dlsomorphle de la théorié des
groupes. - Notons ‘en particulier lelegance ‘de la construction d’une portee trés gé-
nérale, appelée par I'auteur “symétrisation d’une structure” qui comprend comme -

cas particuliers entre autres I’extension d’un seml-groupe commutatif en un groupe L

". et I'extension d’in.anneau d’intégrité en un corps.
. Les §§ 6—9 traitent des. striactures ~ algébriques partlcuxleres On, introduit
- les notions fondamentales et on établit les premiers théorémes de la théorie des
groupes et des groupes a opérateurs; le théoréme de J()RI)A\—HOLDLR—SCURPIER
est démoniré par la voie la plus élégante qu'on connaisse aujourd’hui:’ par le
femme de ZassenHaus. Les groupes de transformations, les fondements de la
" théorie des anneaux et des corps font 'objet des trois dernier$, para; yraphes Une
Note historique en 9 pages, d’un contenu trés riche, termine le chapltre '

Chapnre 1. Algébre lmea:re (No 1032; 132 pages, 1947)."
On introduit d’abord les notions..fondamentales de la théorie des modules )
Un module a gauche est un groupe addxtlf commutatif E avec un’ anneau A comme
domaine d’opérateurs i gauche; le module E est unitaire si A posséde un élément
neutre.qm est opérateur identique pour E. Si A est un_corps, le module unitaire
-E s’appelle espace vectoriel. Aprés des théorémes sur- les .applications linéaires
. d'un A-module_ daris un autre et sur la structure des espaces vectoriels, on introcuit
la nohon importante du dual d’'un module E: c'est Je A-module & droite E* formé
par les formes linéaires” (==-applications 'linéaires de E dans, A) On démontre
* Si E est un espace’yectoriel de dimension n et si Vest un sous-espace de E de
~ dimension p, ‘le sous-espace V’-de E*. formé par es formes linéaires sannuldnt
sir V est de dimension n—p. Ce théoréme permet & Pauteur de traiter des. sys-
témes d’equatlons linéaires d’une facon éiégante. Suit élude des pmblemes con-
cernant les espaces vectoriels dont le corps des, scalaires contient un sous-corps
distingué. ‘Il y a a noter la belle et remarquable démonstration du théoréme fonda-
_mental de la théorie de Galois! des corps -(non commutatifs). Un paragraphe
s'occupe des matrices finies; notons en particulier la beile démonstration du théo-
reme affirmant que les rangs par lignes et-par colonnes d’une matrice sont égaux.
Bien entendu, tout cela 'se fait sans ‘déterminants, puisque les éléments de la
matrice sont tirés d’'un annieau dont on ne suppose*pas d’étre commutatif. Suit un
-paragraphe sur les algébres, avec une riche collection de divers types particuliers.
Un appendxce sur. les apphc‘atzons “sémi-linéaires” termine le chapitre. '
: T. Szele.
, Chapntre L. Algébre multilinéaire (No. 10445 157 pages, 1948). -
La notion fondamentale pour tout le chapitre est celle du produit tensoriel
‘de n modules unitaires E,, E,,..., E, sur un anncau commutatif A. C’est un
A-module G caractérisé 4 une isomorpie prés ‘par les deux propriétés suivantes -
1) 1l existe une application multilinéaire (X1, Xa, - . x,,)»a(xl,xq...’. X.) de Pen- .
semble produit P= E/XE;X...XE, dans G telle que I'image de P engendre G
2) Si (x;,.X2, .., X)) > f(xy, X5, ..., X,) est une application multilinéaire de P dan:.
un A-module. quelconque F,’il existe une application linéaire et une seule g5 7(g)
de G dans F telle’ qu'on ait identiquement . f (x|, %5, ..., X,) = (g(X,, X5, . ., X.))-
Un tenseur p-fois covariant et g-fois contreévar ant sur un A-module E.est alors.
défini comme un élément du produif tensoriel de p--g facteurs dont. p sont égaux
i E et g a son -dual E*. La seconde moitié du chapitre s’occupe de lalgebre. -
extérieure (multiplication extérieure de GrassMaNy); C'est ici que les déterminants
s’introduisent de la facon la plus naturelle.

Lo

- ~
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Il.y a trois appendices: Produits tensoriels injiriis-; Produit tensoriel de deux
moduies sur des anneaux non commutatifs; Sur les applications -universelles. Une
Note historique intéressante est ajoutée, concernant l’algébre linéaire et multilinéaire.
La bibliographié placée a la'fin coftient les principales . contributions a ce sujet;
d’aprés l'opinion du rapporteur, 1e Mémoire de H. Wnirxey: Tensor product of
abelian groups (Duke Math. Journal, 4 (1938)) aurait da figurer dans cette liste.

O. Varga.

Livre 'Ill. Topologie générale.

Chapitre 1. Structures topologiques; Chapitre Il. Structures uniformes -
{No. 858, VHI- 132 pages, 1940).

Ces deux chapitres sont trés originaux, par la generahte de lexpose (aucun
axiome de dénombrabilité), l'utilisation systématigue de la notion de filtre et la
théorie simplifiée des espaces -uniformes. . -

" Une topologie sur un ensemble est .définie par la famille des pariies dites
“ouvertes’”, qui vérifie les axiomes des ensembles ouverts. Notons que lauteur
appelle voisinage d’un point chague ensemble dont I'intérieur contient-le point donné.
tnversement : définition d’une topologie par des systémes de voisinages attachés a-
" chaque ‘point. Comparaison des diverses topologies définies sur un niéme ensemble;
topologie relative; application continue:

Aucun axiome de dénombrabilité n’étant intervenu, la notion de suite con-
vergente est remplacée par celle de filire, due & H. Carrax, Un filtre est un en-

semble de parties de lespace qui vérifie les axiomes: (Fl) Tout ensemble qui’ ~

contient un ensemble d’un filtre, abpartient au filtre; (Fu) toute intersection finie
d’ensembles d'un filtre appartient au filtre; (Fui) aucun ensemble. d’un filtre n’est
vide. [Exemples: toutes les parties d’un -énsembie contenant un €lérent ou un.
ensemble donné; les complémentaires des sous-ensembles finis d'un ensemble
infini; les parties d’un espace de base dénombrable, qui contiennent les complé-
. mentaires des parties finies d’urie suite convergente (cas particulier du filtre de
FrecHet), etc.] Dans un espace ot un axiome de dénombrabilité est valable, pour
quune suite converge vers un point x, il faut et il_suffit, que le filtre de Fréchet,
déterminé par la suite, contienne-le filtre des entourages de x. On démontre que
ce procédé permet de génaraliser une partie importante de la théorie des suites
convergentes aux espaces les plus généraux. Notamment le théoréme de Tycuoxor
sur le produit des espaces compacts devient d’un énoncé évident.-(Compact signifie
" bicompact au sens d’Anexaxprorr—Hopr.) La notion de filtre et d’ultrafilire permet
enfin d’exposer d’une facon ¢élégante des questions classiques ou' les axiomes de
dénombrabilité se trouvaient satlsfalts en supprlmant notamment, l’emploi du
procédé diagonal.
Structures uniformes. Dans des espaces 1mportants on peut donner un sens-
a Pexpressinon- “deux points sont voisins 'un de lautre” 'ﬁans fixer la position de
'un d’eux. "A. WxriL a montré que pour préciser cette notion il n’est pas nécessaire
de recourir & la métrique. L’exposé de la théorie de WErL est trés simplifié par
la notion de filtre. On définit sur un ensemble £ une structure uniforme en utili-
sant un filtre de voisinages de la diagonale de l'espace produit EXE. Fonctions
uniformément continue:. Espaces complets ; complétion d’un espace. uniforme.
Chapitre 1Il. Groupes topologiques (Théorie. elémenta:re) Chapxtre V.
Nombres réels (No 9'6; IV 4+ 138 pages, :942). :
Un groupe topologique G st muni d’une structure double : au sens algébrique
il est- un groupe, au sens topologique un espace; ces deux structures étant compa-
tibles, ‘c’est a-dire I'application (x, y) > xy~* de GXG dans G est continue. (On ne

o
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suppese pas I’axiome de sepdrahon) Sous- groupe quotient, homommphxsme espace
homogene, produit. Structure uniforme et complétion d’un groupe topologique.
Familles sommables dans un groupe abélien. Anineaux et eorps topologiques. (Théorie
¢lémentaire avec beaucoup d’exemples concernant les corps p-adiques.) - :

Le chapitre IV ekt entlerement consacre. a 1'étude elementalre du corps to-
nombres rationnels. Les proprletes de'la droite numérique- so%t facilement établies;
en utilisant la théorie générale. Fonctions numériques définies dans un ensemble
“filtré. Familles sommabies et multipliables : séries et produits infinis ; développement .
reiahf a une suite de base, etc .

Chapxtre V. Groupes a un parametre, Chapitre V1. Espaces nume’riqueé
- et espaces projectifs; Chapitre VIL. Les groupes additifs de R (hapi{re ViiL
Nombres compléxes (No. 1029; 131 pages, 1947).

Le chapitre V est consacré a. I’étude des groupes a un parametre en vu .
d’applications sur la mesure de grandeurs, exponenttelles et logarithmes. L’expo-
* nentielle est définie comme un homomorphisme du groupe additif des réels sur le
groupe, multiplicatif des réels positif-. . Caractérisation topologlque des groupes
additifs des réels et du‘tore & une dimension. - .

. Les chapitres suivants donneit les bases ut: ia geomeme des espaces numé-~
riques et des espaces pro;echfs fes- sous‘groupes du groupe addmf de R" sont
énumérés avec $oin ; .comme appllcanon un theoreme de KP()\F( I\FR est dénronfré.
Groupes quotients: tores. : )

‘La mesure . des angles et les fonctlons tngonometnques sont dgfinies dans .
" le domaine complexe, aprés avoir remarqué que le groupe multiplicatif des nombres
- complexes de valeur absolue 't est isomorphe au tore A une dimension. On peut

ainsi définir Pangle de .deux denu droites et laddmon des’ angles Espaces projec- -
tifs -complexes. . . )

: Lhapltre IX. Utilisation des nombres reels en topologle genérale (No.
-1045; 10: pages, 1948). : -

Cette théorie porte sur les questlons “suivantes: Ueneratxon dine structure '
uniforme par une famille d’écarts. Espaces uniformisables. Espaces métriques. Espaces
métrisables. Groupes métrisables ; corps valués; espaces’ et algébres .normés. Espa-
ces normaux. -Espaces de Baire. Dans un append1ce~lauteu1 traite des produits
infinis dans les algebres normés. .

- Chapitre X. Espaces fonctionnels. Dictionnaire (No. 1084; 101 pages 1649).

Les différents espaces- fonctxonnels jouent un grand role et dans l'analyse
moderne et dans la topologie. générale ou algébrique. lci les structures. topoloclques :
de ces espaces (questlons délicates et fondamentales) sont étudiées. Structures uni-
formes sur les espaces fonctionnels. Espaces’ de fonctlons continues, ensembles de
. fenctions equrcontmues (cette théorie peut servir comme fondement pour la théorie
des groupes de transformations). Apprommatlons des fonctions numériques. )

Dans le dictionnajre on a réuni les telmes allemands, anglais et les
" termes courants francais d’une part, et la termmologle de Boureax1 d'autre part.
-Ce dictionnaire est bien utile pour ceux qul veulent étudier separement lés diffé-

rents chapltres de ce ‘traité. . Fary.



262 ° ‘ . Bibliographie.

Morris- Marden, The- geometry of the zeros of a polynomial
in a complex variable - (Mathematical Surveys, number i), X—L 183
pages, New York™American Mathematical Society, 1949. =~

Dles ist das erste zusammenfassende Lehrbuch iiber die” Geometrie der
Polynome. . Wihrend, das in 1939 erschienene Mémonalheft von J. Dieypoxye:
La ihéorie analytigue des polynomes d’une variable (a4 coefﬁc:ents quelconques)
. liber 116 Arbeiten von 68 Verfassern berichtet, umfaBt das Lnteraturverzelchms der

Monographie von MArDEN 44') Arbeiten von 225 Verfassern

Kap. | beschiftigt sich mit - den. Nullstellen der Derivierten.eines Polynoms
und mit ihren physikalischen, geonietrischen und funktionentheoretischen Interpre-
tationén. Iri der physikalischen  Interpretation sind die Nullstellen der Derivierten
Gleichgewichtsstellen eines™materiellen ' Punktes, auf weichen die-Nullstellen des
Polynoms dem Abstand umgekehrt proportionale abstolende Krafie ausiiben. Leider
haben die Sitze iiber Schwerpunkt, Trigheitsachsen und Traghentselhpse der Null-
stellen des Polynoms und -seiner Derivierten in def Monographie keinen Platz .-
gefunden. Die geometrische Interpretation faBt die Nullstellen der Deriyierten eines .
Polynoms n-ten Grades als Brennpunkte elner algebraischen Kurve (n——l) ter Klasse
auf, die von den Verbmdungsstrecken je zweier Nulistellen des Polynoms in den
Halbierungspunkten beriihrt werden: Die funktionentheoretische Interpretation unter-

" sucht die durch das Polynom vermittelte konforme Abbildung der z-Ebene.. Die Punkte -
der z-Ebene, in denen det absolute Betrag eines Polynoms derselbe ist, liegen auf

allgemeinen Lemmskaten .

- Kap. 1l enhdit den” Gaub- Lucasschen - Satz und seine Verallgememerunoen‘
ferner den jeasenschen Satz. -Hier befmdet sich_der allgemeine Mittelwértssatz der
Polynome von, MArRDEN.-Der lefzte Paragraph dieses Kapitels, enhalt Verallgemeine-
rungen auf- die’ Polynomlosungen der Laméschen leferentxalolelchung .

Kap. Il ist dem Laguerreschen Polarpunkt; Polargleichiingen und, 1l1ren
Verallgemeinerungen’ gewidmet, Der. Gracesche Satz itber apolare Glelchungen
seine Folgertingen. und die Lage der Nullstellen “der ‘linearen Verknupfungen von °
Polynomen oder eines Polynoms “und seiner Derivierten -bilden den  Gegenstand

" von Kap.1V. Kap.V beschiftigt sich mit der Lagé der Derivierten einer rationalen

Funktion und mit, dhnlichen Si(zen iiber’ rationale Funktionen. Kap. VI enthiit die

Veraligemeinerungen des Rolleschen Satzées und deés Mittelwertsatzes fiir komplexe

Polynome: den Grace- Heawoodschen Satz und Sitze von FEKE'i‘E- MARDEN,

. Kakgva und BIER¥AGKL :

Kap. VIl und VIlI geben obere Schranken fur die. absoluten Belraoe der
Nullstellen eines Polynoms n-ten Grades und sejner p (p == n)-Nullstellen, wenn
samiliche bzw. p--1 Koeffizienten des Polynoms gegeben sind. , Die letzten zwei
Kapiteln beschéitigen sich mit der Bestimmung der Anzahl der- Nullstellen eines

"Polynoms in einer. Halbebene bzw. in einem Kreis.

Am Ende ‘der einzelnem Kapitel stehen gut gewahlte speznellere Sitze, dle'
. den Gegenstand des -Kapitels lebendig machen. .

- Ein Lehrbuch iiber die Geometrie der Polynoms liefie sich natiirlich auch
etwas anders ausarbeiten. Es konnte z,.B. auch ‘Paragraphen iiber die Polynonie -
mit lauter reellen Nullsteiien und mit lauter reellen Koeffizienten enthalten Gegen-
stinde, die hier aufler Acht geblieben-sind. Die Auswahl des Stoffes ist aber wohl
eine Geschmacksaehe. Die. Monogrzrdhle von MmDE\ gibt eine gute Einsicht in-
das grofle Gebiet der Geometrie der - Polynome und wird Studierenden und
" _Forschern gewiB. gute Dlenste leisten. o B Gy. Sz.-N.
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'Nathan Jacobson, The theor’y of rings (Mathem'atiéal Surveys,
number I), VI+ 152 pages, New York, American Math. Socrety, 1043.°

This excelleat book gives a comnlete account on the theory of nngs including
structure and representation theory and multiplicative ideal theory as the major
themes 'of the subject. Although histofically ting problems at first arose in
Depexinp’s ideal theory of algebraic n'qmber fields,  actually the ring theory, in
the modern- abstract sense, may be regarded as beg nning with Nogruer’s funda--
‘mental works on representation moduli and- axiomatic foundation of commutative
ideal theory as well as ArrTiN’s generatization of WrDDERBURN'S structure theorems
on algebras to rings with finiiéness assumptions. The influence which the. e ideas
exercised on the development of modern algebra is well known to every mathe—
matician. The ring theory occupied a central posmon in_algebra, so that it is not ’
~at all surprrsmg that in the las' decades.a great progress was made towards a
thorough simp ification and ronsiderable extension of . the original theory The
- .author has accumulated an immense material (the bibliography at the end of
the book. contains the fitles of nearly three hundred orlgmal papers) and presented
it in an elegant and interesting form

The subject matter is freated from a modern :nd new point of view- due ‘to
"the author. This view is that of cqnsrdermg a ring as a subring of the fufl
endomorphism ring of its additive group: Therefere in the first chapter the reader
is ‘made familiar with the Jfundamental concept. of - endomorphism ring of abelian
- groups. For the sake of completeness, even a brief account on groups of operators
is given in a . very simple form, containing. the JORDA?\ HOLD ER—SCHREIER
theorem, FrrTinG’s Jemma and the-KrunL —Scuminr theorem stating the uniqueness ’
of direct decompositions. “These provide the background neededin later discussions.

Tae next chapter is devoled to a short discussion of -vector spaces, while
. Chapter 3 deals with the’ properties of principal- ideal domains. Inter .alia the
significant theorem of ‘Jacoeson—TricHMULLER ~on elementary divisors and
Nakavama’s theorem related to it are proved. Also,. some geometncal applications
_ are added. Chapter 4 pro.ides a systematic treatment of the structure theory for -
rings, containing the classical WepDERBURN—ARTIN theorem of semisimple rings.
As an apphcahon the authot presems his own- Galors theory for. division rings.
The next: chapter is prrmarrly concerned with the theory of simple algebras including, -
WEDDERBURN’S structure theorem of simple rmgs and many other topics’ related
to this. queshon )

In the last chapter the ideal theory of nonco.mmutatrve -rings is developed
It is* proved that under- the usual conditions the two-sided’ xdeals of an order are
uniquety factorable into prime ‘ideals which are commutable In order to obtain .a’

factorwat:o'r even for one-sided ideals, the author 'eonSIdera normal ideals and- -

Braxp1’s groupords and shows_ that the normal ideals form a groupoid under
multiplication ; the unifs are the maxima! orders ard. groupoid-inverses are the
in erse 1deals The -theorem of Assxo as well as the factorlzatron theorem for
" integral ideals are also discussed at length.

“The book is a masterpiece’ of - exposition; the author’s <tv1e is concise and
clear. This book will certainly exert a deep influence upon the future develonment
on this field, as it. has already been proved during the - years past since its

appearance. .. 1 G - - : .. L Fuchs,
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Emil Artin, Galois theory. Edited and supplemented by Arthur
- N. Milgram (Notre Dame Mathematical Lectures, no. 2) 2nd edition,
82 pages, Notre Daine, Indiana, 1948.

This little book discusses in a self-contained fashion the basic propzrties of
fields ‘and their consequences leading to the fundamental theorem ‘of Galois
theory, together with several applications. The reader is expected to have a
knowledge only of classical algebra and the basic concepts of group theory, while
the nontrivial facts needed for groups are proved in details.

First, as preparation for the comprehensive treatment of field theory, a short
study is made of vector spaces, linear equafions, all of which “are considered in
skew-fields. The rudiments of field theory are carefully explained. A new idea is
that of first considering the Galois group as a finite group of automorphisms and
then defining the base field as the-fixed field ‘for these automorphisms. In view of
this idea, the author first proves that the degree of a fieldd E over a field F is
not less than n, if F is the fixed field for a set of n automorphisms of E, and
then he proves that if this set of automorphisms forms a groiip, the degree is. °
just n. Both proofs are based on considering the automorphisms as group
characters in E as well as on the fact that a system of r homogeneous .linear
equations with 2>r unknowns has a nontrivis] solution. While of the two cited
theorems the latter one is the main tool in proving the fundamental theorem, the
first one has already a number of. 1merestmg consequences, for example, it yields
a generalization of the main theorem of symmetnc functions t6 the effect that
each polynomial in X1,..., X, is a linear combination of terms of the form x;*... x"

" with »; < i—1 whose coefricients are polynomials in the elementary symmetric.
functions of the x;. The former discussions enable the author to gzve a short proof

* {for the fundamental theorem

The next sections are concemed ‘with fmxte ﬁelds, roots of unity, Noether -
equations, Kummer ‘fields, the existence of a normal basis, etc.. Applications of
the theory are made by A. N. MiLGraM, to the solution of equations by radicals,

. arriving " at a proof of Abel’s theorem. on the impossibility of solving a general
equation of degree.>>4 by radicals. The book ends with the problem of geometrical”
constructions ‘by ruler and compass. . L. Fuchs.

Otto Haupt, Differential- und iIntegralrechnung. Unter Mit-
arbeit von Georg Aumann. Zweite, vollig neubearbeitete Auflage unter -
Mitwirkung von Christian Pauc, Bd. !: Einfiihrung in die reelle
Analysis (Goschens Lehrbiicherei, Bd. 24), VIII—|—918S Berlin, Walter
de Gruyter & Co., 1948.

Der Inhalt des ersten Bandes der in 1938 erschlenenen ersten Auflage wurde
“unter Mitwirkung von Chi. Pauc wesentlich enweitert. Statt der rich dort befindenden
knappen Einfithrung der.reellen Zahlen als unendliche -Dezimalpriiche wird hier~
eine Analyse der Axiomen, die die grundlegenden Eig nschaften des reellen Zahlen
- enthalten, gegeben, und nachher das mit Hilfe der rationalen Zahlen fiir dieses
Axiomensystem aufgebauten. Modeli in kurzen UmriBen besprochen. Ein anderer
wichtiger Unterschied gegeniiber der ersten Auflage ist, daB unter dem Titel*
LAllgemeine Grenzwerttheorie“ ein systematischer - Aufbau detr - Theorie der Umge-
bungsriume und gleichzeitig der der gerichteten Systeme gegeben wird, der
ziemlich weit in die Theorie der topologischen Rdume fiithrt. Dagegen werden sich
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die Grenzwertvertéilungssétze, die in der ersten Auflage der -erste -Band enthielt,
jetzt im zweiten- Bande befinden. Auier diesen groBeren Unterschieden findét man
in fast allen Teilen kleinere Verbesserungen und Erweiterungen, die den Wert und
"die Brauchbarkeit dieses schon in seiner ersten Fassung wertvollen Lehrbuches

der modernen Analysis noch mehr erhdhen. Akos Csaszar

, André Bloch et Gustave Guillaumin, La géométrie intégrale
du contour gauche, VI4-141 pages, Paris, Gauthier Villars, 1949,

Etant donné un contour gauche C, les auteurs entendeqt par geqmetne‘
intégrale du n-itme ordre I'étude des intégrales J P (Qdx+pdy+vd2) on
; P '

« 4 g -+ y < n. Chapitre I donne un apercu des matiéres traitées. Les chapitres II—II1-
développent les propriétés affines des intégrales du premier ordre. On 'y frouve
déja les rapports importants entre les bivecteurs ‘et vecteurs qui trouvent leur
- expression dans les relations entre des intégrales simples et doubles. Chapifre 1V
a pour objet I'étude du  volume d’un cdne dont la directrice- est le contour C..
Chapitre V traite de la théorie cinétique du contour C. On y trouve le théoréme
de Psrpus—GuLpIN et ses généralisations données par G. Keenies.'. Chapilre VI
a pour objet la théorie quadratique affine du contour gauche. G’est la théorie des
propriétés quadratiques de la “congruence de gravité” constituée- par ’ensemble
des axes de gravité liés d’'une maniére intrinséque au contour gauche C. Chapitre
VIl s’occupe des rapports. entre le calcul tensoriel et ld géométrie des intégrales
du contour gauche C. Il y a de nombreuses applications  a lelectromagné*rsme

3 Phydrodynamique et a I'aérodynamique. Dans le " chapitre VIII certains résultats
des chapitres antériéurs sont généralisés au cas de la géométrie non- euchdlenne

Un appendlce mdlque des géneral:satnons a n dimensions. . )

- . ' 0. Varga.

, Henri Lebesgue, Lecons sur les constructibns géométnques,
VI+-304 pages, Paris, Gauthler-Vlllars, 1950. :

Das vorliegende Lehrbuch ist aus den letzten Vorlesungen hervorgegangen
die der im Jahre 1941 verstorbene beriihmte Verfasser im Collége de France ge-
-halten hat. Das_Buch verteilt sich in’ der Teile: I. Ausfiihrung von Koustruktionen.
1I. Algebraische und geometrische Probleme der Konstrulerbarkelt IIl. Kurven, die
-punktweise mit dem Lineal konstruierbar sind.

Der erste Teil besteht-aus 5 Kaplteln 1. Lésung der Fundamentalaufgaben :
Trisektion, Delisches Problem. 2. Lineal und Zirkel. Zirkel allein. 3. Lineal und
‘Rechtwinkelbrett, 4. Beniitzung der Konstruktionsmittel. 5. Gelenksysteme. Der zweite
Teil besteht ebenso aus 5 Kapiteln: 1. Mit Lineal konstruierbare algebraische
Probleme. 2. Mit Zirkel und Lineal konstruierbare algebraische Probleme. Regulidre
Vielecke. 3 Das allgemeine algebraische Problem der Konstruierbarkeit mit Zirkel
und Lineal. 4. Konstruktion in einem nichtnormalen Rationalititsbereich. Trisektrizen
und n-Sektrizen des Dreiecks. 5. Transzendenz von e und =. Der dritte Teil besteht
nur aus’ drei Kapiteln: 1. Kurven, die aus beliebigen ihrer Pupkten konstruierbar
sind. 2. Kurven, die aus diskreten Punkten konstruxerbar sind..3. Untersuchung der
- Geraden.

In diesem schénen Buch sind aber — leider — gewisse Konstruktlonsprobleme
“auBler Acht geblieben. Z, B.: Konstruktionen ‘'von Surm und KorruM mittels eines

AT
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gezeichneten (vom' Kreis verschiedenen) Kegelschniftes, Beweis der Notwendigkeit
des Mittelpunktes in Poncelet-Steinerschen Kreise bei metrischen Konstruktionen,
Ersatz dieses durch einen Teilbogen, Konsiruktionen im beschrinkten Raum und
mit beschréinkien Hiifsmittein, quadrierbare Lunulae, Methoden der ‘geometrischen
Konstruktionen, Geometrographie.

Der Gegenstand des dritten Teiles wurde bisher in kemem anderen Lehr-
buch iiber die geometrischen Konstruktionen behandelt. Die ersten zwei Kapitel
“des dritten Teils hingen mit einem Diophantischen Problem eng zusammen. Dies
ist die Konstruktion rationaler Punkte auf einer algebraischen Kurve C vom Ge-
schlecht Null oder Eins aus einem rationalen Punkt von C, wenn.die Gleichung

von C rationale Koeffizienten besitzt.
Gy. Sz.-N.

A Georges Reboul et Jean-Antoine Rebdul, Un axiome uni-
versel. Ses applications aux sciences expérimentales (Monographies
des Probabilités, Fascicule VII}, XX} 148 pages, Paris, Gauthier-Villars,
1950. '

Toutes les lois différentiables de la nature peuvent se mettre sous la forme -
dU/U=28dUuU;. On peut alors les interpréter comme une combinaison de
. »probabilités® ponderées.. C'est en langage mathématique ,Faxiome un'versel®
pris pour la base du livre pr.sent. Mais les interprétations données a un grand
nombre de -lois de la physique, chlmle et biologie paraissent étre peu convaincantes

ou créatives.
T. Szentmértony.

Emile Picard, Lecons sur quelques-équations fonctionnelles
avec des applications a divers problémes d’analyse et de physique
~ mathématique, rédigées par Eugéne”Blanc (Cahiers Scientifiques,
_-Fascicule III), VI4- 187 pages, Paris, Gauthier-Villars, 1950.

Le présent nouveau tirage de la premiére édition parue en 1928 était rendu
nécessaire ‘par la position unique de ce livie comme traité de ia théorie des
équations fonctionnelles et ses applications importante A la mécanique, a la théorie
du potentiel et 4 la géométrie non-euclidienne, par la discussion vive et captivante
des problémes d’itération, des équations aux différences finies et des transcendantes
définies par des équations fonctionnelles, et par 1e grand nombre de problémes

importants et mtéressants résolus et non-résolus.
'} Aczél

, Emile Borel, Legons sur la théorie des fonctions (Principes
de la théorie des ensembles en vue des applications a la théorie
des fonctions) (Collection Borel), quatneme édition, XIII4-295 pages,
Paris, Gauthier-Villars, 1950.

La troisiéme édition, parue en 1928, a été augmentée par une nouvelle préfacé

par quelques remarques et notes au bas des pages, et par un appendlce sur “L’axiome
de choix et les deflmtlons asymptothues [

N
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Ernest Duporcq, Premiers principes de géométrie moderne.
Troisieme édition par Raoul Bricard, 14 174 pages, Paris, Gauthier-
Villars, 1949.

Nouveau tirage de I'édition de 1938.

A

.S'Lefschetz, L’analysis situs et la géométrie algébrique
(Collection Borel) Vit 154 pages, Paris, Gauthier- Villars, 1950.

Nouveau tirage par reproductlon photomécanique de '6uvrage publié en 1924

e

Emile chard,_Leeons sur quelques types simples d’équatlons
aux dérivées partielles. avec des -applications a la "physique
mathématique (Cahiers scientifiques, fasc. 1), lV+214 pages, _Pans.
Gauthier-Villars, 1950. ‘

Nouveau tirage par reproductlon photomecamque de 'ouvrage pubhé de 1917.

W. Sierpinski, Lecons sur les nombres transflms (Collectlon
Borel), VI4 240 pages, Pans Gauthier-Villars, 1950. :

Nouveau tnrage par reproduction photomécanique de Pouvrage pubhe en 1928.

Mémorial des sciences mathémat:ques, fascxcules 101—115,
Paris, Gauthier-Villars, 1941-—1950.

101 et 1.2. Maurice: Janet, Equations integrales et applications A certains. *
" problemes de la physique mathématique, I-}- 151 pages, 1941,

103. Otivier Costa de Beauregard, La Relatlvxte restremte -et la prennere
"Mécanique Broglienne, 71 pages, 1944.

104. Bertrand Gambier, Cycles paratactiques, 92 pages, 1944,

105. Pietre Humbert et Serge Colombo, Le calcul symbolique et ses appli-
. cations a la physique mathématique, 52 pages, 1947. .
106. Stefan Bergmann, Sur les fonctions ortliogonales de. plusieurs variables
complexes avec les applications a la théorie des fonctions analytiques, 61 pages, 1947.
R 107. A, Guiliet et M. Aubert, Propriétés des polvnomes electrospherlques
56 pages, 1948. -

108. Stefan Bergmann, ‘Sur. la fonction-noyau d’'un domaine. et ses appli-
cations dans la théorie_des transformations pseudo- conformes 80 pages, 1948.

109. C. Gattegno et A. Ostrowski, Représentation conforme a la frontiére; .
. domaines généraux, 60 pages, 1949, '

110. C. Gattegno et A. Ostrowski, Représentation conforme a la frontiere ;
domaines particuliers, 56 .pages, 1949. ’
) 1. Lucien Godeaux, Correspondances entre deux courbes algebnques
64 pages, 1949.

112. W. Slerpmskl, Les ensembles projectifs et analyuques, 80 pages, .1930.

113. N. W. Mc Lachlan, P.-Humbert et L. PO]], Supplément au formulaire -
pour le Calcul symbolique, 61°pages, 1950.

T 114 Ky Fan, Les fonctions définics-positives et lea fonctions completement
monotones. Leurs applications au calcul des probablhtes et i la théorie des espaces
distanciés, 48 pages, 1950.

11:> "André Charrueau, Sur des congruences de dro:tes ou de courbes et
sur une transformation de contact liée & ces congruences, 72 pages, 1950.
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Errata.

(Acta Scientiarum Mathenla{ica(unz; -t 13)

) Louis de Broglie, Mécanique ondulatoire du photon et théorie quantique:

" des champs: (J. G. Valatin) . _
p. 67, lignes 14—16 en bas, au lieu de : “Les équations . .. de spin 0.7 lire:

“Les équations de la théorie sont généralement acceptées comme équations des.
mésons des forces nucléaires, celle du type maxwellien . décrivant un méson vectoriel
. de spin-i et celles du type non maxwellien un méson pseudo- scalalre de spin 0.”

p. 67, Itgne 7 en bas, au lien de: “u —_0” lire “u=0", .

K

Tibor Radd, Length and area. (A. Renyl)

p. 47, after line 25: “topologlcal concepts - are developed more deeply as. .
necessary for the appllcatlonq , insert: “to the problems of length and atea. It is
to be regretted also that the theory of surface area is not divided in iwo parts:
an introductofy part for a reader interested in the problem only in such an ‘extent:
which js needed in most applications”.

N
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