Pythagoras tantétele
Tanitds a polgari fidiskola IV. osztilyiban.

II. rész.

A tétel tovabbi taglalasa és begyakorlisa.

1. A hdzi feladat szdmonRérése. a) A tanulék hazi feladatul
hasznalt rajzpapiros tiszta oldalara elkészitették »A cselekvés
iskolaja« 7.—8. szamanak 323. oldalan felrajzolt 6. abrat.

Egy tanulé beszamol az &bra elkészitésének modjarsl. —
Egy masik tanulé megallapitja, hogy az 1—4 jelzésii derékszogi
haromszogek atfogoéival formalt idom négyzet. (Az oldalak egyen-
16k; a szogek derékszogek, mert a csiacsoknal fekvé 3 szég ko-
ziil kettd mindig egy-egy derékszﬁgﬁ haromszig két hegyes
szoge; — ezek 8sszege 2R° s igy a harmadik sz6g mind.a négy
csucsnal esak derékszog lehet.)

Most a tanulok wolldikkal levagjak a kapott idom 1, 2, 3 és 4
jelzésti derékszogli haromszigeit. (Azokat egymasra helyez1k
hogy egybevagésagukat ezaltal is demonstraljak.)

<A levagas utan ABCEF szabalytalan 6tszoget kaptak. Most
-ehhez a szabalytalan idomhoz a tanulék hozzaillesztik el8szér
az 1 és 2 jelzésii derékszégii haromszioget. Felismerik, hogy a
kapott szabalytalan hatszog az EC és az AF oldalakkal, tehat
a derékszégii haromszoég befogéival rajzolt két négyzet Ssszege.

- Viszont ha az ABCEF szabalytalan 6tszoghtz a 3 és 4 jel-
zést derékszdgili haromszéget illesztik hozza, akkor a kapott
ABCD négyzettel a derékszigii héromszég atfogéjara rajzolt
négyzet formalédott ki. :

Eszerint a derékszdgli haromszdg atfogdjara rajzolt négy-

zet teriillete a derékszdgil hapomszog két befogbjara ranolt
négyzet teriiletével egyenlé (Az igazsag felismerésére jo, ha a
kivagott abrarészek fenti csoportositisat méhany tanuléoval még
kilon elvégeztetjiik.)
' b) A tanulok beszamolnak a masodik hazi feladatrol is. —
6 cm-es és 8 cm-es befogokkal, majd 4'5 cm-es és 6 cm-es
befogokkal derékszdgii haromszégeket rajzoltak. A megszer-
kesztett haromszogek atfogéjat megmérték s azt 10 cm-nek,
illetéleg 75 em-nek talaltik. Eszerint a befogékra rajzolt négy-
zet teriilete az elsé esetben 36 cm? és 64 cm?, az atfogoéra raj-
zolt négyzeté pedig 100 cm?. (36 cm?+ 64 cm?2 =100 cm?2.) A ma-
sodik esetben pedig a befogokra rajzolt négyzet teriilete 20:25
cm? és 36 cm?, az atfogora rajzolt négyzeté pedig. 5625 cm?.
(20°25 cm2+36 cm? =56-25 cm?) A szerkesztések Pythagoras
tételét igazoltak.

A feladatokban az atfogéra mézve racionalis értékeket kap-
tunk, ami a felvett adatokbol kévetkezik. 6, 8 és 10, majd 4.5,
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6 & 75 (2.3, 24 és 2.5 illetdleg 2'5.3, 2:5.4 és 2-5.5) Pythago-
reus szamok.

¢) A szambavett két hazi feladat utan szerkesszenek a tanu-
lok még egy derékszdgii haromszoget, pl. 5 cm-es és 7 cm-es
befogokkal. Mérjék le most is az atfogot; azt 86 cm-nek talal-
jak. Igazoljak be most is Pythagoras tantételét. 52 = 25, 72=49
és 8-62=73'96. A példa esetében az atfogé mégyzete 0-04-dal
kevesebb, mintakét befogd négyzetnek az Osszege (524-72~8°62;
25+ 49 ~7396). A tanuléknak ez esetben csak azt mondhatjuk,
hogy az atfogé a valésagban 8 ecm 6 mm-nél valamicskével na-
gyobb, de a milliméter tovabbi részeit papirvonalzénkkal mar
nem tudtuk lemérni. (Jelezziik, hogy a mai 6ran erre a feladat-
ra. még visszatériink, amikor szamitasaink erre a kérdésre majd
vilagosabb feladatot adnak.)

A fentiekb8l vilagos, hogy Pythagoras tantételét barmelyik
derékszogli haromszogre felirhatjuk.

A felirasnal hasznaljuk fel algebrai ismereteinket is. Esze-
rint, ha a derékszogii haromszog két befogojat a és b-vel, az at-
fogojat c-vel jeloljik, a tétel algebrai alakja:
aZ-+bZ==c?, vagy ami ugyanaz c?==a? - b? lesz.

2. A probléma tovdbbi taglalisa, illetéleg begyakorldsa.
a) Pythagoras tantételének segitségével a két befogd megadott
hosszabol az atfogo hosszat szerkesztés, illetéleg mérés nélkiil
is meghatarozhatjuk.

Mert ha: a?-+b?=c?, illetéleg c2=1a?-| b2 akkor eddigi
algebrai ismereteik alapjan Ve?= Va?-+b? és c= Va?{b2.

Olvassuk le ez utobbi egyenlség értelmét. A derékszogii
haromszog atfogojanak hosszat megkapjuk, ha a két befogo
négyzeteinek Osszegébdl négyzetgyskot vonunk.

Vizsgaljuk meg e tétel segitségével a fenti szerkesztéssel
elvégzett feladatokat.
a=6 m, b=28 cm, c=Xcm. Szamitas alapjan:

e=]lat+bt =6+ 8 = 36+64 = | 100=10;
c hossza a szerkesztés alapjan is 10 cm volt.
a=45 cm, b=6 cm, c=X cm. Szamitas alapjan:
c=] at+b = |[45 6= | 2025+ 36 = |/ 5625 = 75;
c hossza a szerkesztés (mérés) alapjan is 7'5 ecm volt.
a=>5 cm, b="T cm, ¢=X cm. Szamitas alapjan:

c:]/ @bt =|5+7 = ]/25+49 = V74~8'6;
¢ hossza a szerkesztés alapjan is 86 cm volt. V74 irracionalis
szam, azért 52472 ~ 8-62 ,

b) Szerkessziink derékszogli haromszoget 12-5 cm-es at-

fogobol és 7°5 cm-es befogébol. A -
. A szerkesztés kétféleképpen végezhetd el: a 7-5 cm-es be-
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fogo egyik végére allitott merdlegest a befogd masik végébsl a
12-5 cm-es atfogé hosszaval lemetsszik; vagy a 125 cm-es at-
fogonak, mint kor-atmérének felezési pontjabol az atmérd {o-
" 1& félkort rajzolunk s az atmgrd egyik végébdl a kor keriletét
a T7-5 cm-es befogd hosszaval lemetssziik. Lemérés utan a derék-
szogli haromszdg masik befogéja mindkét esetben 10 cm lesz.

Szerkessziink tovabba derékszdgli haromszéget 11 cm-es
atfogobdl €s 8-8 cm-es befogobiol.

A szerkesztést az el6bbiek alapjan elvégezve, a lemért
befogot 6:6 cm-nek talaljuk. '

Az elsé esetben a derékszogli haromszéget az atfogébol
és a kisebbik befogobél szerkesztettik meg s lemérés utjan a
nagyobbik befogét kerestitk meg, — a mésodik esetben az adott
atfogébol és a nagyobbik befogobol a kisebbik befog6t hata-
roztuk meg szerkesztés utjan.

Pythagoras tantételének segitségével azonban a derékszé-
gl haromszog atfogojanak és egyik befogojanak adott hosz-
szab6l a masik befogdé hosszat szerkesztés '(illet6leg mérés)
nélkiil kozvetleniil is meghatarozhatjuk.

Ha ugyanis:

a® - b?=c? akkor a?=c? —b? &s ‘/;E = ch—bz,

a = V°2 —b? illetdleg ha: &> +b?=c? akkor b*=¢c* —a® és

V== | o=

Leolvasva a fenti két egyenl6ség értelmét: a derékszégi
haromszdg egyik befog6janak hosszat megkapjuk, ha az at-
fogé négyzetébsl a masik befogé négyzetét levonjuk és az
igy kapott kiilonbségb8l mégyzetgytkist vonunk.

Vizsgaljuk meg e két tétel segitségével az el6bbi, szer-
kesztéssel elvégzett feladatokat.
c=12'5 ecm, a=7'5 cm, b=X cecm. Szamitas alapjan:

b= ]/& —al= ]/12'52 75 = 'V156'25 5625 = V 100 = 10.

A nagyobbik befogé (b) hossza a szerkesztés alapjan is 10
cm .volt. Vagy ha: c=11 ecm, b=28'8 cm, a=X cm. Szamitas
alapjan:

a=|c2—b*= |[112 —88 = |[121 — 7744 = |/ 4356 = 6'6.

A kisebbik befogé (a) hiossza a szerkesztés szerint is 66 cm volt.

Még egy feladat: Szerkessziink derékszégii haromszoget
10 cm-es atfogobol és 7 cm-es befogébdol. Mérjiik le a kapott
haromszog masik befogdjat, mérés utan azt 71 cm-nek talaltuk.
T2 =49, 102 =100,. 7-12 = 5041, azért 49+ 50-41 ~ 100. A példa
esetében az atfogo mnégyzete 0°59 cm?-rel tébb, mint a két
befogé négyzetének 6sszege. A valésagban a mérés ttjan meg-
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allapitott nagyobbik befogé 7-1-nél valamicskével nagyobb, de
a milliméter. tovabbi. részeit lemérni mem tudtuk. Erre, ha a
fenti feladatot szamitassal végezziik, azonnal feladatot kapunk.

bzch—Z? :V10‘2—72 — V100_49 — V?l:?'m .

A szerkesztés alapjan b hossza 7'1 em volt. V51 irracionlis
szam, azért 724 7-12 ~ 102

3. Gyakorlati problémdk. a) Egy 37 m hossza létra Ggy
van a falhoz tamasztva, hogy alsb része a faltol 1-2 m tavolsag-
ra van. Milyen magas a fal? (35 m.)

b) A 25 fokb6l allé lépcsé egyes fokai 13'5 cm magasak és
18 cm szélesek. Mekkora a lépcsé mellé illesztenddé korlat |
hossza? (225.25= 222 cm=>562'5 em=>5 m 625 em.) Rajz!

c¢) Egy 25 cm-es szakasz £61¢, mint kér-atmérs folé félkort
rajzoltunk. Az atmér8 egyik végéb6l 15 cm-es tavolsaggal a
feélkor keriiletét lemetsszilk. A metszéspontot az atmérd masik
wvégével osszekotjik. Derékszogli haromszéget kaptunk. Sza-
mitassal hatarozzuk meg a derékszogi haromszég még isme-
retlen oldalat. (A szamitas eredményét méréssel is ellendriz-
ziik.) Most huzzuk meg a haromszdg magassagat. A magas-
- sag az atfogoét két szakaszra osztja. Ezek a befogdéknak az at-
fogokon lévé projekeidi. Mérjitk meg a magassagot. Ezutan szd-
mitdssal hatarozzuk meg a két projekecié hosszat. Mutassuk meg,
hogy azok Osszege 25 cm. Igazoljuk be prébaszdmitdssal, hogy
a magassag négyzete a két projekcié szorzataval egyenl§; to-
vabba, hogy barmelyik befogd négyzete az egész atfogonak és
a kérdéses befogéonak az atfogon lévé projekciojanak a szor-
zataval egyenls. (A kérdéses befogé 20 cm; a magassag 12 cm;
a projekciok 9 és 16 cm.)

d) Rajzoljuk be milliméterpapir fiizeteinkbe a kovetkezd
{1—11) abrakat, Szamitsuk ki ezen idomok keriiletét. (Pl 1.
abranal: k=1+4+14+V2 =1+4+14+14=34; V2=1414.... meg-
kozelits eértékébdl itt az 14 értéknek van gyakorlatilag értelme.
A b) abranal: 2+3+ Y183 =24+3+3:6=28'6. — A 10. abranal:
24+ Y5+ V13=..... stb.) (Abra a 438. oldalon.)

4. Hdzi feladat.

5. Megjegpzések a szaktandr részére. Pythagoras nevét a roéla el-
nevezett tétel halhatatlanna tette. A Pythagoras tételnek ma mar szam-
talan bizonyitdsa van, W. Lietzmann: Der pytagoreische Lehrsatz c¢. mi-
vében 96 ismert bizonyitasrél emlékezik meg. Mindig érdekes probléma
volt harom olyan raciondlis egész szamot keresni, melyekre nézve érvé-
nyes Pythagoras tantétele. Az ilyen szamok »ppthagorasi szamok« név
alatt ismeretesek. Az egyptomiak és a babiloniaik mar Kr. e. t6bb mint
két ezer év el6tt tudtdk, hogy '8, 4, b egységnyi oldalakkal biré harom-
szbgek derékszdgiiek. A harpedonaptak (kotélfesziték) a 12 (3444 5)
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egyenls egységre beosztott kotéllel mar ezen az alapon &llitottak el8
derékszoget. A szamok tulajdonsagainak vizsgalata kozben ' Pythagoras
azonban rajétt, hogy van mas olyan harmas szamcsoport is, mely a
32 - 42 =52 osszefiiggést mutatja. Nevezetesen rajott arra, hogy egymés-
utan kivetkezd négyzetszamok kiilonbségei sorban a paratlan szamokat adjak:

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225...
35 ¢ 9 11 13 15 1r 19 21 23 25 27 29

s igy a felsé sor két egymasutin kovetkezé négyzetszamahoz tigy kaphatjuk
meg a harmadik négyzetszamot, hogy a paratlan szamok alsé sorabol azo-
kat valasztjuk ki, melyek szintén négyzetszamok: 16 49 =—25, (42} 82=
52); 144 | 25 = 169, (122 4 52 = 132); 49 -} 576 = 625, (72 - 242 = 252) stb.
Ezen o6sszefiiggések megallapitasara Pythagoras altalanos képletet is adott,
igy, ha az egyik befogé mindig paratlan .szam, akkor annak altalanos
alakja 2k +1 és ez esetben a masik befogd 2 (k% --k), az atfogé pedig
2 (k24 k) }1 lesz, (k>>1). Amibsl az kovetkeznék, hogy Pythagoras csak
azokat a derékszogili haromszdgeket ismerte; melyekben az afogé a na-
gyobbik befogonal egy egységgel nagyobb.

Manapsag viszont mindazokat a haromszogeket pythagorasi -hirom-
szogeknek nevezziik, melyeknek oldalai racionalis egész szamok.

Ilyen pythagorasi szamokat a kovetkezd képletek alkalmazasaval kap-
hatunk: a =x2 — y2,b = 2xy, ¢ = x2 }- y2,amely képletekbe azok az egész
szamok helyettesitend6k, melyek megfelelnek a k&vetkezd harom kikotés-
nek: 1. x> y; 2. x és y-nak ne legyen kozos osztéja; 3. x és y egyidejileg
nem Jlehet paratlan szam.

(A tétel bizonyitasa szakkényvekben megtalalhaté.) 1

Ilyen alapon a ko&vetkez§ pythagorasi szdmtablazathoz juthatunk:

x ||2|s|4(4]5|5l6|o|c|cle|s]lsfsf{s|o]9]i0
y ttl2|tla]2falt]|5]2lalelil3lslzla]laln
a ||3|5[15]7]21]0935]11]45]33]13]e3l55[39]15]77]6s5]99
b || 4 |12]8|24|20]40|12]70[28|56|84|16]48]80]|112]36|72]20
¢ |[5(13]17|25|29]41|37|61|53|65|85 65| 73|89 1138597 101

Kétségtelen tovabba, hogy egy mar adott pythagorasi szémesoporthoz
mindig talalhatunk ujabb szamesoportokat, ha azoknak egy tetszéleges
egész szamu tobbszorosét vesszilk; (mert: ha a?-}bZ=c?, akkor
(ap)2 4 (bp)2 = (cp)2. Végiil megjegyezhetjiik, hogy pythagorasi szameso-

2. 2.
portokat még a kovetkez8 képlet alapjan is kaphatunk: n, n_2_l, 12—1 + 1,
ahol n 1-nél nagyobb paratlan szam.
Kratofil Dezsé.

1 Dr. Mikola Sandor: Matematikai sziinérdk. I. r. Kiss Jozsef: Mennyi-
ségtan 1Il. rész.
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