
187 

СВОБОДНЫЕ СУММЫ МУЛЬТИОПЕРАТОРНЫХ ГРУПП 

А. Г. КУРОШ (Москва) 

П р о ф е с с о р у Л. Р е д е и к е г о ш е с т и д е с я т и л е т и ю 

В в е д е н и е 

Группы с мультиоператорами введены в работе Х и г г и н с а [1]. Именно, 
группа О, аддитивно записанная, хотя не обязательно коммутативная, называ-
ется г р у п п о й с с и с т е м о й м у л ь т и о п е р а т о р о в Я или, короче, 
£ ? - г р у п п о й , если всякий оператор ю £ Я является л-арной алгебраи-
ческой операцией, заданной в б , пШ 1, причем выполняется требование 

00 . . 0ш = 0. 

К числу Й-групп принадлежат группы, кольца, а также группы и 
кольца с операторами. Это понятие весьма хорошо приспособлено, видимо, 
для того, чтобы служить носителем теорий, объединяющих те параллель-
ные ветви теории групп и теории колец, которые связаны с понятием ядра 
гомоморфизма и поэтому не могут быть распространены на произвольные 
универсальные алгебры. 

Группы с данной системой мультиоператоров Я составляют прими-
тивный класс универсальных алгебр. Можно говорить, следовательно, о 
свободных О-группах и ставить, в частности, вопрос об их й-подгруппах. 
Как известно, соответствующий вопрос для свободных групп с операторами 
(в обычном смысле слова) очень труден: в работе С. Т. З а в а л о [2] 
описаны допустимые подгруппы свободных групп с группой операторов, 
причем эти подгруппы уже не обязаны быть свободными. 

В случае Д-групп операторы более сложные, т. е. л-арные, а не 
только унарные, но зато тождественные соотношения много проще. Оказыва-
ется, что в теорию ¿¿-групп можно перенести не только теорему Нильсена-
Шрейера о подгруппах свободных групп, но и теорию свободных разло-
жений. Именно это составляет содержание настоящей работы. 

При проведении доказательств мы используем соответствующие резуль-
таты из теории групп без операторов, отсылая читателя к гл. 9 книги 
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автора [3]. Несомненно, что можно было бы дать и независимое изложение 
теории, т. е. вывести из нее в качестве следствий указанные результаты о 
свободных группах и свободных произведениях групп без операторов. 

Последний параграф работы посвящен рассмотрению аналогичных 
вопросов для ¿¿-групп с абелевой аддитивной группой; кольца принадлежат 
к числу именно таких ¿¿-групп. Теория идет здесь не так далеко, как в 
общем случае, так как для прямых разложений абелевых групп не суще-
ствует столь исчерпывающей теории, как для свободных разложений не-
коммутативных групп. 

§1-

Рассматриваем систему мультиоператоров ¿¿, которая на протяжении 
всей работы будет считаться фиксированной. Запись а\С1*... а„(я будет 
всегда означать, что ю — некоторый п-арный оператор из ¿¿. 

Группа й , аддитивно записанная, будет называться ч а с т и ч н о й ¡¿-
г р у п п о й , если в ней уже определены элементы а ^ ^ . . . а „ т для некоторых 
упорядоченных систем элементов а\, а2, ..., а„ и некоторых операторов 
со £ ¿¿. При этом предполагается, что для всякого п-арного оператора 
СУ £ ¿¿ элемент 0 0 . . . Ош уже определен-, причем 

(1) 0 0 . . . 0 ю = 0. 

Всякая группа без мультиоператоров может рассматриваться как 
частичная ¿¿-группа, если для всех ш £ <3 положить справедливость 
равенства (1). 

Если дана ¿¿-группа О, то подгруппа и группы С? будет в общем 
случае лишь частичной ¿¿-группой. Если же и само является ¿¿-группой, 
т. е. замкнуто относительно всех операторов из ¿¿, то оно будет называться 
¿ ¿ - п о д г р у п п о й ¿¿-группы О. Ясно, что пересечение любой системы 
¿¿-подгрупп само будет ¿¿-подгруппой, а поэтому можно говорить об 
¿¿-подгруппе, п о р о ж д е н н о й данным множеством элементов. С другой 
стороны, подгруппа и ¿¿-группы й будет называться ч и с т о й п о д г р у п п о й , 
если элемент ОхОо . . . О н г д е Оь а», ..., а„-£ I/, принадлежит к и лишь 
в том случае, когда Й! = йа = • • • = о„ == 0. 

Пусть дана частичная ¿¿-группа ¿¿-группа О будет называться ее 
с в о б о д н ы м ¿ ¿ - з а м ы к а н и е м , если 1. б Э С о и ¿¿-подгруппа, порожден-
ная в ¿¿-группе й множеством Со, совпадает с О; 2. группа й является 
свободной суммой группы бо и свободной группы, систему свободных 
образующих которой составляют всевозможные элементы вида а\ач ... а„ш, 
где , а», . . а п £ й , кроме таких элементов этого вида, что все 
«1, йа, ..., ап £ йо и элемент а^а*... а„ю был уже в Оо определен. 
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Т е о р е м а 1. Для в с я к о й ч а с т и ч н о й ¿ З - г р у п п ы йо с в о б о д н о е 
¿ З - з а м ы к а н и е с у щ е с т в у е т и с т о ч н о с т ь ю до ¿ З - и з о м о р ф и з м а , 
т о ж д е с т в е н н о г о на йо, о п р е д е л е н о о д н о з н а ч н о . 

Введем сперва одно обозначение. Если Н — произвольная частичная 
¿З-группа, то через Н' будем обозначать частичную ¿З-группу, строящуюся 
следующим образом: группа Н' является свободной суммой группы Н и 
свободной группы, имеющей системой свободных образующих множество 
всевозможных таких символов а^а* ... апю, где ау,а2,...,а„€Н,со€&, 
которые в самой частичной <3-группе Н еще не определены; элементы 
Й1ЙО ••• апсо определены в Н' естественным образом тогда и только тогда, 
когда все а\, а*, ..., а„ 6 Н. 

Приступил! теперь к доказательству теоремы. Рассмотрим возраста-
ющую последовательность частичных ¿З-групп 

(2) Со е й ] с: ••• а в п С ! . . . , 

где 

(3) а . = с ; , . 1 , - п = 1 , 2 , . . . . 

Ясно, что объединение й этой последовательности будет ¿З-группой и 
служит искомым свободным 52-замыканием для йо-

Пусть, с другой стороны, й будет произвольное свободное Д-замыкание 
для Со- Положим Оо = бо и гро—тождественное отображение Со на во. Пусть 
в й уже выбраны частичные ¿З-подгруппы О, для / = 0, 1, . . . , п—1, причем 
0 , а Gj при г < у, и установлены продолжающие друг друга íЗ-изoмopфизмы 
<рг. б ;*—•О,- , - где б ; из (2). Тогда через йп обозначим подгруппу группы 
б , порождаемую подгруппой ¿?„_1 и всеми теми элементами вида Й1О2.. • апи>, 
где « ь а>, . . . , ап £ которые не содержатся в йп-1. Из определения 
свободного ¿З-замыкания и (3) следует, что существует £3-изоморфное 
отображение ф „ : О п - — - й н , продолжающее отображение фп-1- Так как й 
является объединением возрастающей последовательности 

во с 61 с • • • с 0„ с . . . , 
то теорема доказана. 

§2. 

Т е о р е м а 2. Е с л и ¿ З - г р у п п а б я в л я е т с я с в о б о д н ы м ¿3-
з а м ы к а н и е м ч а с т и ч н о й ¿ 3 - г р у п п ы Со, то в с я к а я й - п о д г р у п п а ¿7 
¿ З - г р у п п ы й б у д е т с в о б о д н ы м ¿ З - з а м ы к а н и е м п о д г р у п п ы V , 
я в л я ю щ е й с я с в о б о д н о й с у м м о й п е р е с е ч е н и я {Уо = £ / л О о , н е -
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к о т о р ы х п е р е с е ч е н и й в и д а £/ п ( — + С о , § " € 0 ( п р и ч е м д л я 
в с я к о г о н е н у л е в о г о п е р е с е ч е н и я э т о г о в и д а с о п р я ж е н н а я с 
н и м в и п о д г р у п п а в х о д и т в р а с с м а т р и в а е м о е с в о б о д н о е 
р а з л о ж е н и е д л я £/'), и, н а к о н е ц , н е к о т о р о й с в о б о д н о й г р у п п ы . 
П о д г р у п п а и ' я в л я е т с я п р и э т о м т а к о й ч а с т и ч н о й ¿ ¿ - г р у п п о й , 
ч т о э л е м е н т а[й» . . . а„со о п р е д е л е н в н е й л и ш ь в т о м с л у ч а е , 
если я , , а>, ..., ап £ ¿Уц и у к а з а н н ы й э л е м е н т у ж е б ы л о п р е д е л е н 
в йо. 

В силу определения свободного ¿¿-замыкания группа й является 
свободной суммой группы йо и бесконечных циклических групп с образу-
ющими ачао • • • оп со, где а^а*, . . . , ап £ О, кроме тех, что а\,а1г ..., ап £ Со 
и элемент а^а-,... а„«> уже был в йо определен. На-основании теоремы о 
подгруппах свободной суммы (свободного произведения) групп для под-
группы и существует разложение в свободную сумму некоторых пересе-
чений вида и п ( — 5 " + 6 0 + ^ ) , g ( z G (причем войдет, в частности, и 
пересечение £ / о = ( 7 п О о и имеет место утверждение, высказанное в 
формулировке теоремы в скобках), и некоторых бесконечных циклических 
подгрупп. Среди них войдут, как входящие в исходное свободное разло-
жение для й , все бесконечные циклические подгруппы, порожденные эле-
ментами а^а>... апю, где 01, ..., а„£ и, кроме тех, что а ь а», ...,ап£ ¿/о 
и элемент а\а» . . . о„ю уже был определен в Со, т. е. уже содержится в и,о. 

Все, кроме этих последних, свободные слагаемые из полученного 
нами свободного разложения для и порождают подгруппу и ' , являющу-
юся их свободной суммой и, как частичная ¿¿-группа, удовлетворяющую 
тому, что высказано в формулировке теоремы. Больше того, и будет 
свободным ¿¿-замыканием для и ' , если мы покажем, что ¿¿-подгруппа 
I! ' , порожденная в ¿¿-группе й множеством и ' , совпадает с и . 

Для доказательства построим в О последовательность подгрупп (2) со 
свойством (3). Пусть уже доказано, что пересечение ¿У» = ¿7 п содер-
жится в и ' — для п = О это очевидно. Если а ь а*, . . . , а„ £ и и а ^ о • • • а „со £ 
$ и, 1+1, то й1 ,а->, и„ с и ' , а поэтому и элемент а? ... а „со содер-
жится в ¿¿-подгруппе V . Следовательно £/„+1 с и ' , т. е. и ' = и . Теорема 
доказана. 

§3-

Возьмем свободную группу /ч, с системой свободных образующих N 
и положил!, что для всех операторов со из заданной системы мульти-
операторов в выполняются равенства (1). Свободное ¿¿-замыкание 
Р группы /ч> будет называться с в о б о д н о й ¿ ¿ - г р у п п о й , а множество 
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N — ее с и с т е м о й с в о б о д н ы х о б р а з у ю щ и х . Подгруппа Ро будет, 
следовательно, чистой в ^ 

Ясно, что свободные Й-группы действительно являются свободными 
в классе всех й-групп, рассматриваемом как примитивный класс универ-
сальных алгебр: всякое отображение множества N в произвольную Й_ГруПпу 
Н можно продолжить, притом единственным способом, до £?-гомоморфизма 
Г в й 

Т е о р е м а 3. М о щ н о с т ь с и с т е м ы с в о б о д н ы х о б р а з у ю щ и х 
я в л я е т с я и н в а р и а н т о м с в о б о д н о й Й - г р у п п ы . 

Действительно, пусть в свободной й-группе выбраны две системы, 
свободных образующих, N и № . Положим 

{Ю=Р0, {/V'}: 

Эти обе подгруппы являются чистыми, а поэтому группа И представляется 
в виде свободной суммы любой из них и одной и той же третьей под-
группы, а именно свободной подгруппы, имеющей системой свободных 
образующих множество всевозможных элементов вида аш* . . . а„со для 
любых ю ( й и любых элементов 01,02, . . . , а„ £ к о т о р ы е не все равны 
нулю. Отсюда следует, что свободные группы и /л' изоморфны между 
собой. г 

Т е о р е м а 4. В с я к а я ^ - п о д г р у п п а и с в о б о д н о й Й - г р у п п ы 
Р с а м а я в л я е т с я с в о б о д н о й ¿ 2 - г р у п п о й . 

Действительно, по теореме 2 и будет свободным Й-замыканием под-
группы и ' , которая будет в нашем случае чистой и, ввиду теоремы о под-
группах свободных групп, свободной. 

Теорема доказана. Очевидно, что е с л и с и с т е м а м у л ь т и о п е р а -
т о р о в не я в л я е т с я п у с т о й , т о в с в о б о д н о й Й - г р у п п е с о д н и м 
о б р а з у ю щ и м м о ж н о н а й т и с в о б о д н ы е ^ - п о д г р у п п ы с б е с -
к о н е ч н ы м м н о ж е с т в о м с в о б о д н ы х о б р а з у ю щ и х . 

§4-

Если дано семейство £?-групп / / , , / £ / , то свободная сумма Он этих 
групп, 

= ^ Н;, 

будет частичной £?-группой: элемент а\й=>... апю определен в ней тогда и 
только тогда, если все элементы а\,а2, принадлежат к одной и той 
же подгруппе Свободное й-замыкание й этой частичной ^ -группы мы 



192 А. Г. Курош 

будем называть с в о б о д н о й ¿ ¿ - с у м м о й заданных ¿¿-групп / / , , / £ / , и 
записывать в виде 

или, в случае конечного числа свободных слагаемых, в виде 

б = Н\ о • • • о / /„ . 

Из этого определения немедленно вытекают следующие свойства: 
1. Пусть ¿¿-группа й является свободным ¿¿-замыканием частичной 

¿¿-группы Оп и пусть 
Оп = 2 Н,. 

¿ег 

Предположим', что если элемент 0[Й2. . . а,,ю определен в Си, то все 
элементы й[, а->, ..., ап содержатся в одной и той же подгруппе Н£ и сам 
элемент а\а» ... апю принадлежит к этой же подгруппе Тогда ¿¿-группа 
й будет свободной ¿¿-суммой свободных ¿¿-замыканий частичных ¿¿-под-
групп Я, , / £ / . 

Отсюда следует 
2. Свободная ¿¿-группа И с системой свободных образующих N явля-

ется свободной ¿¿-суммой свободных ¿¿-групп с одним образующим, а 
именно порожденных всеми элементами из N. 

3. Если 
(4) 0 = 2 а А 

¿£•1 

и если 

ТО 
(5) • ЪВц. 

Разложение (5) будет называться п р о д о л ж е н и е м разложения (4). 
4. Если 

в = 2 1 А; 

и если множество индексов / представлено как объединение непересе-
кающихся подмножеств /, , то 

й = 2 Й в я, 
«6» 

где 
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5. Если 
О-Я'аА, 

<<Е' 

и если заданы £?-гомоморфизмы <р, групп .А в некоторую й-группу Н, 
то существует, притом единственный, й-гомоморфизм <р \ О Н , совпада-
ющий на Д; с <¡0;, / £ /. 

§ 5 . . 

Т е о р е м а 5. В с я к а я - п о д г р у п п а ¿7 с в о б о д н о й - с у м м ы 
Й - г р у п п / £ / , я в л я е т с я с в о б о д н о й £ ? - с у м м о й н е н у л е в ы х 
п е р е с е ч е н и й £/п Д-, / 6 / , с в о б о д н ы х ¿ 2 - з а м ы к а н и й н е к о т о р ы х 
с в о и х ч и с т ы х п о д г р у п п в и д а £/ п ( — g + /-/,; + € О, / ( п р и ч е м 
д л я в с я к о г о н е н у л е в о г о п е р е с е ч е н и я т а к о г о в и д а с в о б о д н о е 
Й - з а м ы к а н и е п о д г р у п п ы , с о п р я ж е н н о й с н и м в и , в х о д и т 
в р а с с м а т р и в а е м о е с в о б о д н о е р а з л о ж е н и е д л я и ) и, н а к о н е ц , 
н е к о т о р о й с в о б о д н о й й - г р у п п ы . 

В самом деле, пусть 

и пусть 
¡6/ 

По теореме 2 подгруппа и будет свободным £?-замыканием подгруппы и ' , 
являющейся свободной суммой пересечения IIП й 

о, некоторых подгрупп 
вида и п ( — g ( : G , и свободной подгруппы. По теореме о под-
группах свободной суммы пересечение и П бо является свободной суммой 
ненулевых пересечений £/п /, некоторых подгрупп вида Ur^'(—g^^ + 
+ Н g ^ : ) , g(^(:G^), и некоторой свободной группы. Аналогичные свобод-
ные разложения существуют и для подгрупп и П ( — g + G^)+g). 

. Мы получаем новое свободное разложение для и ' , причем, в силу 
теоремы 2 и определения йо как частичной й-группы, 11' будет такой 
частичной й-группой, что элемент а ^ о . . . ап<я определен в ней тогда и 
только тогда, если все элементы а\ , о2, • •., а„ принадлежат к одному и 
тому же пересечению ИпН{, причем элемент а\а-> ... а„ю принадлежит 
тогда к этому же пересечению. Отсюда, ввиду свойства 1, следует основ-
ное утверждение теоремы. Что же касается утверждения, высказанного в 
скобках, то оно вытекает из справедливости соответствующего утверждения 
в теореме 2 и в теореме о подгруппах свободной суммы групп без мульти-
операторов. 
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§6- , 

Напомним, что и д е а л А ¿¿-группы й есть.такой нормальный делитель 
группы О, что для любых (о £ ¿¿, а?, ..'., а„ £ А и Ь\, Ь*, . . . , Ь„ £ й 
имеет место включение 

(6) ( я , + 6 0 ( 0 ; . + 6,.) ••• (а„ + Ь„)ш£ Ь^ ... Ь„(о + А. 

Отаетим еще одно свойство свободных ¿¿ сумм: 

6. Е с л и то ¿ ¿ - г р у п п а В ¿ ¿ - и з о м о р ф н а ¿ ¿ - ф а к т о р -
г р у п п е й по и д е а л у А, п о р о ж д е н н о м у А. 

Для доказательства построим в й , как в свободном ¿¿-замыкании 
частичной ¿¿-группы С/о = А * В, последовательность (2). Пусть уже до-
казано, что всякий элемент из 0>с лежит в одном смежном классе по Л с 
некоторым элементом из В — для А: = 0 это очевидно. Для того, чтобы 
доказать это утверждение для к + 1, достаточно показать это для элемента 
вида XIX»... х„ю, где / = 1 , 2 , . . . , / ? . Однако, по индуктивному 
предположению 

X, = а,- + Ъ,, й; £ А, Ь;^В, / = 1, 2, . . . , п, 

после чего остается воспользоваться включением (6). С другой стороны, 
А п В — 0 ввиду 5. 

Т е о р е м а б. Е с л и д а н ы д в а с в о б о д н ы х ¿ ¿ - р а з л о ж е н и я 
ь О - г р у п п ы б , 

(7) 0 = = 

т о д л я н и х м о ж н о п о с т р о и т ь т а к и е п р о д о л ж е н и я , с л а г а е м ы е 
к о т о р ы х в з а и м н о о д н о з н а ч н о с о о т в е т с т в у ю т д р у г д р у г у , 
п р и ч е м с о о т в е т с т в у ю щ и е с л а г а е м ы е и л и с о в п а д а ю т — о н и 
и м е ю т , т о г д а вид А л В,, — и л и я в л я ю т с я с в о б о д н ы м и ¿ ¿ - з а м ы -
к а н и я м и с о п р я ж е н н ы х между- с о б о ю ч и с т ы х п о д г р у п п , и л и же, 
н а к о н е ц , я в л я ю т с я и з о м о р ф н ы м и с в о б о д н ы м и ¿ ¿ - г р у п п а м и . 

В самом деле, мы получим искомые продолжения, если разложим на 
основании теоремы 5 всякое Л , / £ / , относительно второго из разложений 
(7), всякое — относительно первого из этих разложений, а затем 
разумным образом объединим слагаемые, являющиеся свободными ¿¿-
группами. Всякое ненулевое пересечение А; л В1 войдет при этом свобод-
ным слагаемым в каждое из указанных продолжений. 

С . другой стороны, в первое [второе] продолжение входят также 
свободные ¿¿-замыкания некоторых чистых подгрупп вида Д а = А л 
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U ( — g + B j + g ) [соответственно вида = (—£"' + А - + £•')]. Однако 
В]Р сопряжено с пересечением Л,-п + —ё')> н0> п о теореме 5, в пер-
вое из рассматриваемых продолжений входит в качестве свободного слага-
емого свободное Й-замыкание некоторой сопряженной с этим пересечением 
подгруппы А«- Так как эти рассуждения можно обратить и так как под-
группа А„ не может быть сопряжена ни с какой другой подгруппой этого 
же вида и ни с каким пересечением вида Л,- п В, — они входят свободными 
слагаемыми в одно и то же свободное разложение группы й , — то мы 
получаем взаимно однозначное соответствие и между рассматриваемыми 
свободными слагаемыми второго вида. 

Наконец, объединения свободных слагаемых рассмотренных двух видов, 
взятые в каждом из продолжений, порождают в й один и тот же идеал. 
Отсюда следует, по свойству б, что объединения свободных слагаемых из 
этих продолжений, являющихся свободными й-группами, <2-изоморфны 
между собой. Теорема доказана. 

§ 7 . 

¿З-группа й с абелевой аддитивной группой будет называться £?Л-
г р у п п о й . Аналогично определяется ч а с т и ч н а я < 2 А - г р у п п а . 

Й А г р у п п а й будет называться с в о б о д н ы м Й Л - з а м ы к а н и е м 
частичной £?Л-группы Оо, если 1. С ^ й о и й-подгруппа, порожденная 
в й множеством во, совпадает с й ; 2. группа в является прямой суммой 
группы ви и свободной абелевой группы, базу которой составляют все-
возможные элементы вида с^а* ... а„со, где аи а>, ..., а„ € О, кроме таких, 
что все <71, 02, . . . , а„ 6 йп и элемент а^а, . . . а*(о был уже в Он определен. 

Как и в § 1, доказывается 

Т е о р е м а 1'. Для в с я к о й ч а с т и ч н о й Й Л - г р у п п ы Он с в о б о д -
н о е £ М - з а м ы к а н и е с у щ е с т в у е т и с т о ч н о с т ь ю до й - и з о м о р -
ф и з м а , т о ж д е с т в е н н о г о на Со, о п р е д е л е н о о д н о з н а ч н о . 

Т е о р е м а 2'. Е с л и Й Л - г р у п п а б я в л я е т с я с в о б о д н ы м <2А-
з а м ы к а н и е м ч а с т и ч н о й £ ? Л - г р у п п ы йч, т о в с я к а я й - п о д г р у п п а 
и Й Л - г р у п п ы й б у д е т с в о б о д н ы м Й Л - з а м ы к а н и е м п р я м о й 
с у м м ы п е р е с е ч е н и я и п бо и н е к о т о р о й с в о б о д н о й а б е л е в о й 
п о д г р у п п ы . 

Доказательство проходит по тому же плану, как и в § 2, но использу-
ется, понятно, не теорема о подгруппах свободного произведения, а следую-
щее утверждение, доказываемое по существу так же, как теорема о под-
группах свободной абелевой группы в книге [3]: 
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Если абелева группа й является прямой суммой абелевой группы С?о 
и свободной абелевой группы с базой М, то всякая подгруппа и группы 
й является прямой сум,мой пересечения и П Со и некоторой свободной 
абелевой группы, к базе которой принадлежит, в частности, всякий элемент 
из М, содержащийся в и . 

Свободное £?Л-замыкание /-" свободной абелевой группы /\> с базой 
14, причем для всех в выполняются равенства (1), называется 
с в о б о д н о й Й Л - г р у п п о й , а множество N — е е с и с т е м о й с в о б о д н ы х 
о б р а з у ю щ и х . 

Как и в § 3, доказываются теоремы: 

Т е о р е м а 3'. М о щ н о с т ь с и с т е м ы с в о б о д н ы х о б р а з у ю щ и х 
я в л я е т с я и н в а р и а н т о м с в о б о д н о й Й Л - г р у п п ы . 

Т е о р е м а 4'. В с я к а я й - п о д г р у п п а с в о б о д н о й £ М - г р у п п ы 
с а м а я в л я е т с я с в о б о д н о й £ ? Л - г р у п п о й . 

Остается справедливым и замечание, что е с л и с и с т е м а м у л ь т и -
о п е р а т о р о в о не я в л я е т с я п у с т о й , т о в с в о б о д н о й й Л - г р у п п е 
с о д н и м о б р а з у ю щ и м м о ж н о н а й т и с в о б о д н ы е Й Л - п о д г р у п п ы 
с б е с к о н е ч н ы м м н о ж е с т в о м с в о б о д н ы х о б р а з у ю щ и х . 
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