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Verallgemeinerung eines graphentheoretischen
Satzes von Rédei

Von T. GALLAI in Budapest (Ungarn) und A. N, MILGRAM in Minneapolis (U. S. A))

Ladislaus Rédei zum 60. Geburtstag

1. Es sei M eine nichtleere -endliche Menge, und es bezeichne M, die
Menge samtlicher ungeordneter Paare, die man aus verschiedenen Elementen
von M bilden kann. Die Elemente von M nennen wir Punkte, diejenigen
von M, Kanten. Die durch die Punkte P und P’ bestimmte Kante wollen
wir mit PP’ oder P’P bezeichnen und sagen, dall PP’ zu den Punkten P
und P’ inzident ist, sowie daB PP’ die Punkte P und P’ verbindet. Es sei
N eine beliebige Teilmenge von M, (NS M,). Wir sagen: M und N be-
stimmen - gemeinsam den Graphen I"'=(M,N). Ist My=N, so heifit I"
vollstindig. Der Ausdruck ,P und P’ sind unabhdingig in I"'= (M, N)* soll
bedeuten: P'=£P; P, P'¢ M; PP'¢N. Die Punkte P,,...,P,") ‘sind unab-
héngig in I', wenn P,, ..., P, Punkte von I" sind und sie im Falle n>1
paarweise unabhangig in [” sind. Der Ausdruck pnax(L") soll die maximale -
Anzahl der unabhdngigen Punkte in [ bezeichnen, d. h. pnax(I")=4k be-
deutet: és gibt in I” & unabhédngige Punkte, k-1 jedoch nicht.

Wir richten eine Kante PP’ dadurch, dafi wir den einen Punkt der
Kante als- Anfangspunkt, den anderen als Endpunkt auszeichnen. Je nachdem
ob P oder P’ der Anfangspunkt ist, soll PP bazw. P'P das Zeichen der
gerichteten Kante sein. Richtet man in 1rgendemer Weise jede Kante emes
Graphen 7, serntsteht ein gerichteter Graph I (Das Zeichen I' bzw. l
auch mit Index versehen, soll immer einen ungerichteten bzw. gerichteten Gra-
phen bedeuten. Einen Graphen, der keine Kante enthdlt, konnen wir auch als
gerichteten 'Graphen betrachten.) Sind P, .. P,L unabhéngig in I, so nennen
wir sie auch m r unabhéngig. | Es gilt pmax(l”)-pmax([“)

Enthalt I° die Kanten PP,+1 (1_1 .,m), und sind die Punkte
Py, ..., Puy verschieden, so sagen  wir, daB diese Kanten eine Bahn

1) Der Ausdruck e,,..., e, wo m und n ganze Zahlen mit m = n bezeichnen, soll
im Falle m=n das einzige Element e, bedeuten.
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_(Pl,..., Piip1) von F bilden. Wir wollen auclfeinen beliebigen Punkt
P, von [ in sich selbst als eine Bahn b=(P,) von I betrachten. Der Punkt

P, heiBit der Anfangspunkt von b==(P,,..., Puu) bzw. b= (P,). Haben die
Bahnen b,,..., b, von I’ die Eigenschaft, dafi jeder Punkt von I" in minde-
stens einer dieser Bahnen vorkommt, so sagen wir, daf b,,..., b, den Gra-

phen I bedecken, oder dali das ,Bahnsystem“ S={b,,..., b.} I" bedeckt.
Die Behauptung ,in [7 ist die minimale Anzahl der bedeckenden Bahnen
. gleich k“ soll bedeuten: Es existieren in F k solche Bahnen, die.F bedek-
ken, weniger als & jedoch nicht.

Sind P und P’ Punkte von I’ und existiert in I’ keine Bahn, die die
beiden Punkte P und P’ enthdlt, so sagen wir: P un P’ sind bahnunabhdn-
glg in I, Py, ..., P, sind dann bahnunabhdngig in I wenn sie Punkte von
[ sind und sie im Falle n>1 paarweise bahnunabhanglg in [ sind. »Die maxi-
male Anzahl der bahnunabhangngen Punkte in I7 ist k* bedeutet: Es gibt in
I k solche Punkte, die in r bahnunabhanglg sind, K+ 1 jedoch mcht Sind
P, ..., P, bahnunabhingig in l” so sind sie auch unabhanglg in_ I

Ist b=(P,,..., P.) (n=3) eine . Bahn von I’ und enthalt [° auch die
Kante P,_,ﬁ,, so bilden die Kanten P;P) ...,Ifrﬁn, P”PI einen in F lie-

genden Kreis. Enthdlt der Graph I” keinen Kreis, so heifit er azyklisch.
Der Graph " ist ein Teilgraph von I', wenn jeder Punkt und jede
Kante von I auch Punkt bzw. Kante von I” 1st Die gleiche Bedeutung hat

die Behauptung, daf I ein Teilgraph von [ ist.

2. Mit den.im Abschnitt 1 eingefiihrten Begriffen kann man nun den
im Titel erwdhnten Rédeischen Satz folgendermaBen formulieren ([4), S. 30; [5]):

(2.1) (REDEI) Richtet man die Kanten eines vollstindigen Graphen in
beliebiger Weise, so enthdlt der entstehende gerichtete Graph immer eine Bahn,
die den Graphen bedeckt.)

Die Voraussetzung, dall der Graph [ volistindig ist, kann man auch
durch pnax(£7)==1 ausdriicken. Diese Formulierung ermoglicht folgende Ver—
allgemeinerung von (2. 1)..

(2.2) Satz. Gill fur I’ pmax(l“)%k und richtet man die Kanten von
" in beliebiger Weise, so enthdlt der entstehende ge_richtete Graph immer k
oder weniger als k solche Bahnen, die den Graphen bedecken.

?) In (5] beweist Réper eine wesentlich tiefere Behauptung. Er zeigt, da die Anzaht
derjenigen Bahnen des in (2.1) vorkommenden gerichteten Graphen, die in sich allein den
Graphen bedecken, ungerade ist.
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Wir wollen bemerken: Ist p,,m([)—k so kann man die Kanten von
[" so richten, daB der entstehende Graph F nicht durch weniger, als k Bah-
nen von I bedeckt werden kann. Um eine solche Richtung der Kanten
durchzufiinren, wahle man k& solche Punkte, die in I” unabhdngig sind und
richte simtliche mit den ausgewdéhiten Punkten inzidente Kanten von /7 in
solcher We1se daB} die ausgewdhlten Punkte die Anfangspunkte dieser Kan-
ten werden.’

(2.2) wollen wir auf den folgenden Satz zuruckfuhren

(2.3) Satz. Ist I’ azyklisch, so ist die maximale Anzahl der bahnun-
abhdngigen Punkte in I gleich der minimalen Anzahl der bedeckenden Bahnen.. -

(Wir bemerken: Die Voraussetzung, daf} r azykhsch ist, ist wesentlich.).

Den Satz (2. 3), den wir 1947 gefunden haben?), diirfen wir als bewie--
sen betrachten. Man kann ndmlich leicht sehen (diese Ausfithrungen wollen.
wir hier unterlassen), daf (2.3) eine einfache Folge des nachfolgenden Dil-
worthschen Satzes (2. 4) 1st ([2]. Auch (2.4) ist eine unmittelbare Folge von.

(2.3))

(2. 4) (DILWORTH) Kann man aus der halbgeordneten endlichen Menge H
k paarwezse unvergleichbare - Elemente auswdhlen, k+1 aber nicht, so kann
man H in k paarweise fremde Ketten zerlegen. (Eine Kette ist eine solche:
Teilmenge von H, deren Elemente paarweise vergleichbar sind.)*)

Um (2. 2) auf (2. 3) zuriickzufithren, geniigt es zu zelgen daB ein Graph

I’ mit pmax(l )=k einen solchen azyklischen Teilgraphen 1, besitzt, der
jeden Punkt von I enthdlt und in dem die maximale Anzahl der bahnunab-
hangigen Punkte nicht grofer als k ist.. Nehmen wir nun an, daB fiir I
pmax(l )—k gilt, und bezeichnen wir mit G die Menge der]emgen Teilgra-
phen von l“ die azyklisch sind und die jeden Punkt von F enthalten G ist:
nicht leer. Derjenige Teilgraph nidmlich, der jeden. Punkt von I" enthilt und
keine Kante besitzt, ist ein Element von G. Nennen wir nun ein Element‘ I
von G maximal, wenn kein Element von G ein echter Teilgraph. von I’L ist..
G enthilt max1male Elemente Es sei I’I ein solches Element und P, ..., P,
seien beliebige, in 1’1 bahnunabhanglge Punkte. Um zu zeigen, daf fl ein
gewiinschter Teilgraph von r ist, brauchen wir nur die Unglelchung h=k
beweisen. Nehmen wir nun an, dafl >k ist. Dann existiert in r eme Kante,
die zwei Punkte der Menge {P,,..., P.} verbindet. Gehore -z. B. PP0 2 I

' %) Dieser Satz wurde nicht publiziert.
~ 9) In [2} beweist DiLworTH (2.4) auch auf unendliche Mengen.
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}Tﬁ kann nicht m I1 liegen.  Fiigen wir PP, zu Fl, so mufi wegen der
Maximalitdt von I, der entstehende Graph einen Kreis ¢ enthalten. Da I,
azyklisch war, mul} ¢ PP. enthalten. Lassen wit nun Eﬁ: aus ¢ weg, so
bilden die zuriickbleibenden Kanten von ¢ eine Bahn von l’,, die sowohl P,
als auch P, enthalt. Das widerspricht jedoch der Annahme, dafi P, und P,

in I bahnunabhédngig sind.

3. Die im Satz (2. 4) vorkommenden Ketten haben paarweise kein ge-
meinsames Element. Von den in (2. 3) vorkommenden Bahnen kann man im
allgemeinen nicht fordern, dafi sie paarweise keinen gemeinsamen Punkt
enthalten sollen. Man kann aber diese Forderung bei (2.2) stellen:

(3.1) Satz. Ist fiir I" pnax(L"y=k und richtet man die Kanten von I’
in beliebiger Weise, so enthdlt der entstehende gerichtete Graph I* immer k
oder weniger als k solche Bahnen, die i: bedecken und paarweise keinen ge-
meinsamen Punkt enthalten.

Es ist uns nicht gelungen, diesen Satz auf (2.2) bzw. (2. 3) zuriickzu-
fiilhren. Wir werden jetzt fiir (3. 1) einen von (2.2), (2.3) und (2.4) unab-
hingigen Beweis geben. Wir bemerken, dafi sich dadurch ein neuer Beweis fiir
{2.4) (und demzufolge auch fiir (2. 3)) ergibt. (2.4) ist ndmlich eine einfache
Folge von (3.1). (Auf diese Tatsache hat uns R. RADO aufmerksam gemacht.)

Wir fiihren einige neue Bezeichnungen ein: Ist I ein bellebxger gerich-
teter Graph, so soll rc(l) die Anzahl der Punkte von [ bezeichnen. Ist
S ein Bahnsystem, so bezeichne »(S) die Anzahl der Elemente von S und
A(S) die Menge der Anfangspunkte der zu S gehorigen Bahnen. Bedeckt
ferner das Bahnsystem S den Graphen ' und haben je zwei Bahnen von §

S
keinen gemeinsamen Punkt, so wollen wir S ein zu I" passendes Bahnsys-
tem nennen. Wir legen erst fest:

(3.2) Jeder Graph I enthdlt ein zu I’ passendes Bahnsystem.

Ein solches System bekommt man im jedem Falle dadurch, daff man
jeden Punkt von I" als eine selbstandige Bahn betrachtet und die Menge
samtlicher solcher Bahnen bildet.

Wir werden nun (3.1) dadurch beweisen, dafi wir die Rlchhgkext des
nachfolgenden Satzes (3. 3) zeigen. ((3.2) und (3. 3) sagen gemeinsam etwas
mehr aus, als (3.1).)

“(3.3) Satz. Gilt fiir r pmx(l )——k und ist S ein beliebiges zu r pas-

sendes Bahnsystem, so gibt es ein zu r passendes Bahnsystem S* mit
¥(S*) = k und A(S*) S A(S).
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Beweis. (1) Die Behauptung von (3. 3) ist trivial, falls :fr(f’)‘=‘1 ist.
Nehmen wir an, daf} sie fiir jeden solchen Graphen richtig ist, der weniger
als n (n>1) Punkte enthidlt und es bezeichne jetzt I einen Graphen mit
'fr(l:)—n Wir zeigen, daﬁ unser Satz auch fiir r gilt. Es sei pmax(l—:)zk
und S ein beliebiges zu r passendes Bahnsystem

(2) Wir beweisen erst, dal es ein zu I passendes System S’ mit
#(S8)y=k+1 und A(S)S A(S) gibt. Ist »(S)=k+1, so kann man §'=S
setzen. Ist »(S) > k+1, so sei b eme beheblge Bahn von S und es bezeichne

'11 denjenigen Teilgraphen von I” der aus [° durch die Weglassung der
Punkte _von b und der zu diesen Punkten inzidenten Kanten entsteht. Es

gilt ”r(l ) < n und pmax(ll)<k Das Bahnsystem S1 =S—{b} ist ein zu l’
passendes System. Nach (1) gibt es dann ein zu I passendes System S,

mit 7(S)=k und A(S)SA(S). Das System S’=S,u{b} pafit aber zu

I und es gilt #»(S)=k+1 und A(S)CA(S)

(3) Jetzt zeigen wir, daBl ein zu r passendes S* mit »(S*) =k und
A(S*) S A(S) existiert. Gilt fir den unter (2) definierten S’ »(S’) <k, so
kann man S*=3S§’ setzen. Nehmen wir nun an, daB »(S")=k-1 ist. Es
sei S8'={b\,..., b1} und es bezeichne P; den Anfangspunkt von b;

(i=1,...,k4+1). Da p.,,ax(l) k ist, gibt es eine Kante von F die zwei
Punkte von AS)={h, ..., P,+1, verbindet. Es sei z. B. P1P> eine Kante
von I,

Besteht 6, nur aus dem einzigen Punkt P;, so fﬁge man PP, zu b,.
Die so entstehende Bahn bildet dann mit den von b, verschiedenen Bahnen
von S’ ein gewiinschtes System S*.

Enthdlt b, aufier P, noch weitere Punkte, so bezeichne b; diejenige

Bahn, die aus &, durch Weglassung der zu P, inzidenten Kante P,P; von b,
entsteht. (P; ist der Anfangspunkt von b.) Es bezeichne-ferner I—") denjenigen
Teilgraphen von I“ der aus I’ durch Weglassung von P, und der zu P, in-
zidenten Kanten von /' entsteht. Es gllt 7[([ »y<n und pmax(l“) =k. Es ist

weiter Sg=={b{, b, ..., b1} €in zu [ passendes System. Nach (1) existiert
ein zu I, passendes S={b,....,b) mit h=k und AS)SA(S,)—=
P17P_’;'- Pl-+11

. Ist P, eA(S) und ist z. B. Pl der Anfangspunkt von b,, so flige man

PP, zu b,. Die so entstehende Bahn bildet dann mit den von b verschie-
denen Bahnen von S ein gesuchtes System S*.

Ist P{¢ A(S) und h<k, so bilden die Bahnen von S zusammen mlt '

der Bahn b* = (P)) ein gewiinschtes S*

e



186 T. Gallai und A. N. Milgram: Verallgemeinerung eines Satzes von Rédei

Ist endllch P,¢ AS) und h=k, so gilt A(S)—— {Ps, ..., P} Ist z. B.
P, der Anfangspunkt von b,, so fiige man, PP, zu b,. Die so entstenende

Bahn bildet dann mit den von &, verschledenen Bahnen von S ein ge-
wiinschtes S*.
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