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Sur Punicité de la décomposition de Kato généralisée

MOSTAFA MBEKHTA

1. Introduction et préliminaires

Pour un opérateur (linéaire) fermé A dans un espace de Hilbert H on désignera
par D(A) le domaine, R(A) V'image, N(A) le noyau. Pour un couple (M, N) de
sous-espaces fermés de H, M+ N désignera leur somme vectorielle; la notation
M®N sera réservée au cas ou, en plus, MNN={0}. La restriction de 4 3 M
sera notée A|M.

T. Kato [1, Théoréme 4] a montré que si 4 est semi-Fredholm, il existe (M, N)
tel que

(a) H=M®N,

(b) A(MND(A)SM et, en posant A,=A|M, R(4,) est fermé et

N(ADE R(A4,) pour Vnz=0,
(c) A(NYSNCED(4) et A|N est nilpotent de degré d fini.

Cette décomposition de H est appelée décomposition de Kato associée a A. Kato
a aussi remarqué que pour A semi-Fredholm telle décomposition de H est unique
a un isomorphisme prés.

J. P. LaBrouUSSE[2] a caractérisé tous les opérateurs qui admettent telle dé-
composition; ces opérateurs sont appelés quasi-Fredholm.

L’auteur a étudié [5] les opérateurs 4 qui admettent une décomposition du
type de Kato ou la condition (c) est remplacée par:

©) A(NYS NS D(4), et A|N est quasi-nilpotent.

Dans ce cas la décomposition (M, N) est appelée décomposition de Kato généralisée
(D.K.G.) associée a 4, et les opérateurs qui admettent telles décompositions sont
appelés pseudo-Fredholm.

Si l’on peut choisir M=H (N={0}), A est dit régulier (voir [4], [6]).

Regu le 4 novembre, 1987 et, en forme revue, le 2 janvier, 1989.
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Pour des exemples et propriétés des opérateurs pseudo- Fredholm voir [5]. Disons
toutefois que si I’on note par &, s@, gP, pP les ensembles des opérateurs de Fred-
holm, semi-Fredholm, quasi-Fredholm et pseudo-Fredholm, selon les cas, chacun de
ces ensembles est strictement contenu dans le suivant. Remarquons aussi que I’en-
semble des opérateurs guasi-nilpotents ést_inclus strictement dans I’ensemble des
“opérateurs pseudo-Fredholm.

Dans la suite on notera K(A4) le coeur analytique de A défini par:

K(4) = {ucH; Ja >0, Vn>0 Ju,6D(A) tels que
(1) vo=u et Av,yy = v,, (2) v, = a"]u] Vn=0}.

On notera aussi Hy(A) la partie quasi-nilpotente de A, définie par:
. HO(A) = {ueD>(4); lim 47 unl/" 0} ot D=(4)= m D(4™).
: =0

' Remarque 1.1 ([3], [4]).
(@) K(4) et Hy(A) sont des sous-espaces de A non nécessairement fermés.
(b) A(K(AND(A))=K(A) et A(Hy(A4) S Hy(A) S D(A).
(c) A quasi-nilpotent=>K(A4)=K(A4*)={0}.
(d) A4 quasi-nilpotent<>Hy,(A)=H.
(e) Si A est régulier, alors Hy(A)= Uo N(AMSK(A).

Théoréme 1.2. Si A est un opérateur fermé, les conditions suivantes sont
équivalentes:
(1) A régulier et Hy(A) fermé,
(i) R(A) fermé et Hy(A)={0},
(iii) R(A) fermé et N(A)={0},
(iv) A régulier et ') N(A™) fermé.
n=0
Démonstration.
(1)=(i1) voir [4, Théoréme 2.11].
(i))=>(iii) évident car N(A4) S H,(4).
(iii)=(v) N(4)={0} implique Vn=0 N(4")={0}, d’ou |J N(4")={0} et
n=0
donc fermé.
(iv)=(i) A régulier et (iv) impliquement H,(4)= U N(A")= U N(AMYES Hy(A)
donc Hy(A)=Hy(4), d’ot (i).

Théoréme 1.3 (voir [4, Théoréme 1 .6]). Si A est un opérateur fermé, alors les
conditions suivantes sont equwalentes

(i) A€o (A) est isolé dans 6(A) (spectre de A)

(i) H=K(A—AD@®Hy(A—AI) et Hyo(A—AI)«={0}.



Décomposition de Karo généralisée 369

2. Quelques propriétés des opérateurs pseudo-Fredholm

Lemme 2.1. Soient Acp® et (M, N) une D.K.G. associée a A. Soient Py
et Py respectivement les projections sur M et N suivant la décomposition H=M® N.
Alors on a:

(a) APy€q®(1) (si N={0} et M={0}),

(b) K(A)=K(APy) est fermé,

(©) Ho(A)=Hq(APy).

Démonstration.

(a) NS N(4P,,) implique que la restriction de AP,; & N est nilpotente de degré 1.
d’autre part la restriction de AP, & M est égale 3 A|M et donc réguliére.

(b) 11 suffit de démontrer que K(4)SK(A4P,). Soient ucK(A) et a=0, {v,},>0
de la définition de K(A), alors u=Pyu+ Pyu=A"v,=(APy)"v,+(4Fy)"v, Vn=0."
Donc Vn=0 Pyu=(AP,)"v, et Pyu=(APy)"v,. Montrons que Pyu est nul. On a
| Byull =||(APYl vl =¢"a™|lu] dés que n est assez grand car AP, est quasi-nilpotent
et par conséquent ||Pyu|=0 ou encore Pyu=0. D’od VYn=0 u=P,u=(4P)"y,
ce qui implique que u€ ﬂo R[(AP,)"]. D’apres (a) et en utilisant [3, Théoréme 1.5.4;
Corollaire 2.1.6] on en déduit que u€K(AP,); par conséquent K(4)=K(APy)
est fermé. . '

(©) NESHy(A)=>Hy(A)=Hy(AHNM+N=Hy(4|M)+N. De méme,

N S N(4Py) & Hy(APy) = Hy(4Py) = Hy(AP)NM+N =
= Hy(A|M)+ N = Hy(A4).
Remarque 2.2. Le Lemme 2.1 implique que V(M, N) D.K.G. associée a 4,
K(A)SM et NSH(A).

* Lemme 2.3. Soient A¢p® et (M, N) une D.K.G. associée @ A. Alors R(4)+
+N=A(MND(A))+N est fermé dans H.

Démonstration. NED(A)=D(4)=MND(4)+N=R(4A)SA(MND(A))+
+ AN)SAMND(A)+N donc R(A)+NEAMND(4))+N. L'autre inclusion
étant évidente, on a U'égalité.

Montrons que A(MND(A))+N est fermé. H=M@®N=-H est isomorphe i
MXN et par conséquent A(MND(A))+N estisomorphe & A(MND(A))XN. Or
A(MND(A)) est fermé, d’ott on déduit que A(MND(A))XN est fermé et donc
A(MND(A)+N est fermé.

Théoréme 2.4. Soit A un opérateur fermé de domaine dense dans H. Alors on a

" AEpd = A*epd.
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Démonstration. Soient 4AcpP et (M, N) une D.K.G. associée & A; on va
montrer que (Nt, ML) est une D.K.G. associée 3 A*. Remarquons d’abord que
H=M&®N=>H=N'oM=:.

(1) Montrons que M+ SD(A*). Soient uc M+ et v€D(A4). On a v=Py,v+Pyv,
veED(4) et PyveD(A) impliquent que P,v€D(A4). Donc (Av, u)=(APyv, u)+
+(APyv, ) or A(MN\D(A))EM=AP,veé M. Et comme u€ M+, ona (APyv, 4)=0.
Donc (Av, u)=(APyv,u). NED(A)=APy est borné, donc |(Av, u)| =] APy || v}l [Jul|
d’olt ue D(A4*).

(2) A*(M*)SM* et £*(NEND(A*))SN* car A(N)SN et A(MND(A))SM.

(3) Montrons que A*|M* est quasi-nilpotent. Pour cela, montrons d’abord que

(P M.L)* = HBy.
~ Soient u€H et vEH,
((PM_L)*u, U) = (us PMJ_ 1)) = (PMu+}%Iu, PMJ. U) =
= (PMu’ PM_LD)+(EVu’ PMJ. U) = (PNus PMJ_ U) =
= (Evus (I_EV.L)U) = (PNus U)_(PNu, PNJ.. l)) = (PNu’ U)
Donc VucH, VoeH ((Py1)*u, v)=(Pyu, v), c’est-d-dire
(By)' =B et P =B

D’autre part, (AP,)* =(PyAPy)*=PyirA*Py1=A"Py.. Or AP, quasi-nil-
potent entraine que (AP,)* est quasi-nilpotent, donc A* P, est quasi-nilpotent d’ou
A*| ML est quasi-nilpotent.

(4) Reste & montrer que A*|N‘ est régulier. Le méme raisonnement utilisé
dans (3) montre que (Py1)*=Py. Parle Lemme 2.1 (a)ona 4P, €q®P(1) et d’aprés
[2, Proposition 3.34] on a (AP,)*cq®(1). Donc A*Py1€q®(l) et comme
R(A*|N‘)=R(A*Py.) on en déduit que R(4*P,,) est fermé. Donc pour montrer
(4) il suffit de montrer que

N(A*|NL)S R(4*P,,) car. A*P, cqd(l).

u€ N(A*IN*)=N(A*)NN+=u ) (R(4A)+N). Or d’aprés le Lemme 2.3, R(A)+N=
=A(MND(A))+N est fermé. Donc uc[A(MND(A)+N]*. Or N(APy)=
=N(4|M)+NCSR(AIM)+N=[A(MND(4))+N]* SN(4P,)*. Donc

uEN(APy)* = R((4Py)")

qui est fermé car (4P,)*cq®(1). Donc uc R(4* Py1)=R(A*|N1), d’ou finalement
N(A4*INL)SR(4*|NL) et donc

(NL, ML) est une D.K.G associée 3 4*.
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Proposition 2.5. Soit A¢p® avec D(A) dense dans H. Alors on a
Hy(A)L = K(4™).

Démonstration. Elle se déduit du Lemme 2.1 et [3, Proposition 2.3.2].

3. Sur Punicité de la décomposition de Kato généralisée

Proposition 3.1. Soient (M., Ny) et (M,, N,) deux D.K.G. associées a A,
alors: Vi=1,2 Vj=1,2 (M;, N;) est une D.K.G. associée @ A.

Démonstration. Par hypothése on a M; et N; invariants par 4. Notons
A|M; et A|N; respectivement la restriction de 4 & M; et N;. A|M; est régulier
et A|N; est quasi-nilpotent, donc il reste a montrer que H=M;®N; pour i=1,2
et j=1,2. Si i=j alors le résultat est vrai par hypothése, si non, d’aprés la Re-
marque 2.2 on a K(A)EM; et N;SHy(4). Remarquons que Vi=1,2 M;N
NHy (A)=K(A)NH,(A4). L’inclusion « 2» est évidente. Montrons 1’autre inclusion:
MNH(A)=H,(4|M,) EK(A)=>M;NH(A) SK(A)NHy(4). D’ou I'égalité. Mon-
trons maintenant que M;NN;={0}. Ona M;\N;SEM;NH(4)SK(4)EM;. Donc
M,N\N;SM;N\N;={0} car (M;, N;) est une D.K.G.

Il reste 2 montrer que H=M;+N;; pour cela montrons que Vj=1,2 K(4)+
+Hy(A)=N;+K(4). «=2» est évident car N;SH,(A4). Inversement, Hy(4)=
=M;NHy(4)+N;SK(A)+N; doh Vj=1,2 Hy(A)SK(4A)+N; et finalement
K(4)+Hy(A)SK(A)+N;. D’ou I'égalité cherchée. Donc:

H=M;+N;S M;+Hy(A) = M;+K(4)+ Hy(4) = M;+K(4A)+ N; = M;+N;.

Donc:
Vi=1,2 et Vj=1,2 H=M®N;.

Soit S€B(H). On dira que S commute avec Asi S(D(A))=D(4) et YucD(4)
ona ASu=SAu.

Théoréme 3.2. LaD.K.G. est unique a unisomorphisme prés commutant avec A.

Démonstration. 1) Montrons que si (M, N) est une D.K.G. associée a
Aalors V SE€B(H) inversible et commutant avec 4, (S(M), S(N)) est une D.K.G.
associée a A.

En effet, H=S(H)=S(M)+S(N) et d’autre part si u€S(M)NS(N) alors
JveEM et IweN tels que u=Sv=Sw. Ce qui implique v=w car S est injectif.
Donc v=we MNN={0} d'oi u=0. Donc H=S(M)®S(N) et S(M), S(N)
sont fermés.
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Pour I'invariance remarquons que
S(D(4)) = D(4) = S(N) S D(4) et S(M)ND(4) = S(MND(A))
AS = SA = A(S(M)ND(A)) = A(S(MND(A))) = S(A(MND(A))) S S(M)

et
A(S@V)) = S(4(V)) € S(N).

Montrons que A|S(N) est quasi-nilpotent. Tout d’abord on a N&Hy(A4) et
S, borné, commute avec 4, impliquent S(N)E Hy(4). Comme S(N) est fermé on
en déduit aue A|S(N) est quasi-nilpotent.

Reste a montrer que A,=A|S(M) est régulier. Pour cela montrons d’abord
que R(A)=A(S(M)ND(A)) est fermé. Soit u,€ A(S(M)ND(A)) tel que u,—~u
dans H.

u,€R(Ag)=>v,e MND(A) tel que u,=ASv,=SAv,. Or S~ *¢B(H) donc
S~1u,~Slu ce qui implique Av,—~S 'u. Et comme A(MND(A4)) est fermé on
en déduit que S 'u€ A(MND(A)). Donc Fve MND(A) tel que S~ 'u=Av, d’ou
u=SAv=ASve R(4,).

Maintenant montrons que Vn=0 N(A) S R(4,). Pour uc N(4;) on a uc S(M)
et A"u=0, donc 3ve MN.D(A) tel que u=Sv.Or, A" Sv=0=54"v=0=>4"v=0donc
VEN(AYNM=N((AIMY)SR(AIM) car A|M est régulier. Donc IwcMND(A)
tel que v=Aw d’ott u=Sv=S4Aw=A4Sw donc u€R(A4,).

2) Soient (M,, N;) et (M,, N,) deux D.K.G. associées a A4, et soient Py, By,
les projections sur M;, N; (i=1, 2) suivant la décomposition H=M,;BN,.

Posons S=Py Py +Py Py, il est clair que S€B(H). Vérifions que S(D(4))=
=D(A). Soit u€D(A4). On a u=PM1u+PNlu=>PMlu€D(A) et de méme Py u=
=Py, Py, u+ Py Pyt €t Py Py u€ D(A)=Py Py u€D(A4). Dot Suc D(4) et donc

S(D(4) E D(A).

Montrons - Uinclusion inverse, On a N,ED(A)=D(4A)=M,ND(A)+N,. Soit
u€D(A): alors u=v-+w avec vEM,ND(A) et weN,. D’aprés la Proposition 3.1,
H=M,®N,, donc D(A)=M,ND(A)+N, et v=v,+v, avec v,€M,ND(A4) et
0,6 Np. Donc, v,=PFy v, et v€M,. D’ou v=PM=v=PMzPM1v1+PM’02. Or, v,€N,=
=>Py,v,=0. Donc:

(1) v = PMa'PMlv] avec UIED(A).

De méme, d’aprés la Proposition 3.1, H=M,®N, donc D(A)=M,ND(A4)+
+N;. Or wéD(A) donc w=w,+w, avec w;e M, D(4) et w,éN,. Donc w=
=wy+ By W. Or, w€N2=>w=PN=w=PNzwl+PN:Ple2=PN=PN‘w2 car w,€M,. Donc

) » w = P, By w, avec w,EN; & D(A).
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Alors (1) et (2)=>u=v+w=PFy Py v+ Py Py w; avec By Py v;=0 et Py Py w,=0.
DOI]C U= PMz PMl (1)1 + W2) +PN2 PNI (W2 + 1)1) = S(Ul + W2) avece vl + WZED(A) d’Ol‘l
D(A4)S S(D(A)) et par conséquent:

(3 S(D(A4)) = D(A).

Remarquons que le méme raisonnement montre que Vu€H (v, +w.)€H tel
que u=S(v,+w,) donc S est surjectif. L’invariance de M, et N; (pour i=1,2),
et (3) impliquent que S commute avec 4.

Montrons que S est injectif. -Soit €N (S)=>Su=0=>PM’PM1u= — Py, Py u=
Py Py u=0 et Py Py u=0. D’olt Py u€N, et Py uc M. Ce qui entriane Py, u€ N, M,
et Py u€M,NN;. Or d’aprés la Proposition 3.1 on a N, M,=M,(N N;={0} d’ou
Py u=0 et Pyu=0 donc u=PFy u+Pyu=0 ouencore N(S)={0}.

Finalement montrons que S(M;)=M, et S(N,)=N,. Par définition de S
ona S(M)EM, et S(N,)EN,. Soit maintenant u€M,; puisque H=M, &N, et,
ona u=v+w avec v€EM, et weN, donc u="Pyu="Py Py v+ Py w. Or, wENy=
=Py, w=0; donc u=Py Py v, et vEM,=PFyv=0. Par conséquent u=S(v) avec
veM; donc M,ES(M,). Le méme raisonnement montre que N,SS(N,) et donc
que S(M;)=M, et S(N})=N,. Remarquons que les deux derniéres égalités im-
pliquent que S est surjectif. En effet S(H)=8(M,)+S(N)=M,+N,=H, d’ou la
fin de la démonstration du Théoréme.

Soit (M, N) une D.K.G. associée & A. On dira qu’elle est orthogonale si
M=N*.

Proposition 3.3 Si A€p®, A admet au plus une D.K.G. orthogonale.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux D.K.G. orthogonales (M,, N,)
et (M,, Np); donc M,=N; et M,=Nj;-. Montrons que N;=N,.

Soit u€ NySH=M,®N,, u=u,+u, avec €M, et u,€N,. Alors u—u,=
=u1€MlﬂHo(A)gK(A)gM2¥N§-. Donc u, L u, et u—u, | u (car u€N,). Donc
Nee 2= (et » t0) = (0t —1y, )= (1, t4) — (g, })=0 d’0U u=u,€N; et donc N,CN,.
Réciproquement, par symétrie des hypothése on a N, S N,. Done et N, = N, et
Nit = Ni- et par conséquant M, = M,.

Soit 4 un opérateur fermé de domaine dense dans H. On dira que la D.K.G.
(M, N) associée a A est invariante par A% si NSD(4*), A*(N)SN et
A*(MND(4%)EM.

Proposition 3.4. Si (M, N) est une D.XK.G. associée a A, elle est orthogonale
si et seulement si elle est invariante par A*.

Démonstration. «Seulement si.» Soit (M, N) une D.K.G. orthogonale as-
sociée 3 A; d’aprés la démonstration du Théoréme 2.4 on a M+ CD(4*), A*(MY)&

10
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EM' et A*(N'ND(A*))ENL. Comme N=M' on déduit que (M, N) est
invariante par A*.

«Si.» Soit (M, N) une D.K.G. associée 4 A et invariante par 4*, alors NED(4*),
A*(N)S N et 4*(MN\D(A*)S M. D'autre part A|M régulier et A*(MND(4*)SM
impliquent que A*|M est régulier. De méme A|N quasi-nilpotent et A*(N)<
CN=A*|N est quasi-nilpotent. D’oli on déduit que (M, N) est une D.K.G. as-
sociée a4 A*. Et d’aprés la démonstration du Théoréme 2.4 on conclut que (N+, ML)
est une D.K.G. associée 3 A**=A4 (car A est fermé).

Donc (M, N) et (Nt, M) sont deux D.K.G. associées & 4. Par la Proposi-
tion 3.1, on en déduit que (M, M1) est une D.K.G. associée 2 4 d’ou M=N*,

Définition 3.5. Soit (M, N) une D.K.G. associée 4 4. On dit qu’elle est
non triviale si N={0}. -

Théoréme 3.6. Soit A un opérateur fermé avec D(A) dense dans H. Les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(i) A admet une D.K.G. non triviale unique,

(ii) 0ca(A) est isolé.

Remarque. Pour démontrer le Théoréme 3.6 on a besoin des résultats suivants.

Proposition 3.7. Soit Acp® avec D(A) dense dans H et soit (M, N) une
D.K.G. non triviale associée a A. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) N est unique,

(®) K(HNN(A)=(0},

() Hy(4)=N,

(d) Hy(A) est fermé.

Démonstration.

(a)=(b). Remarquons que N={0}=>M*:{0}. En effet si M+={0} alors
M=H et donc N={0}. Soient zEM~* et z70. Supposons que K(A4)NN(4)={0}
et x€K(A)NN(A) avec x>0. Soient {x,},=0 €t a=>0 de la définition de x€ K(A).
Aep®=>K(A) est fermé, donc on peut choisir les x, avec n=1 orthogonaux a
N(AIK(A))=K(A)NN(4). Les x, étant ainsi choisis, posons:

N, = {wcH; w = v+ X (4"v, 2)x, avec vEN}.
nz=0
N, est bien défini. En effet, ve NCH,(A)=>veD(4A") Vn=0, d’autre part

||§, (4", 2)x,|| = 2 Izl bl = |2l 1u] 29147

et 1a derniére série est convergente car v€ NS Hy(A4). Remarquons aussi que
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: J
N.SD(A). En effet soit weN, alors Jw;=v+ 3 (4"v,2)x, tel que w;—-w.
n=0
J
w;€D(A) car NS D(A) et x,£D(A) Vn=0. En outre Aw;=Av+ > (4", 2) Ax,=
. n=0
=Av+ ZJ' (A"v, z)x,_, car x,=u€EN(A) et Ax,=x,_, par définition des x,. Donc

Aw;=Av+ 2’ (4"*'v, 2)x, et le méme raisonnement que plus haut montre que

la suite {Aw } est convergente et comme A est fermé on en déduit que weD(A).
D’autre part on vient de montrer que si w=ov+ Z(A"v, z)x, alors Aw=

Av+ 3 (A", 2) x,= Av+ Z'(A"(Av) 2)x,. Ceci montre que A(N)EN,.
nz=0

Montrons maintenant que N,CHo(A). Soit weN, on a Aw=Ap+
+ > (A"(A*v), 2)x,. Par ailleurs ze M+ S H,y(A*) (voir la démonstration du Théo-
n=0

réme 2.4), donc A*w=A*v+ 3 (4*v, (4*)"z)x, ce qui implique
n=0
| 4*w| = ||A"v|]+ng") 4% oll [(A*)"2ll x| = | 4*ofl + ]| A% o]| [l ";(')a"II(A*)"zll.

26 Hy(AY)= 3 a*||(4*)"z|| <=, donc Jc=0 tel que | A*w|=[|4*v](1+c). Don
nx=0
| A wl|¥* = || 40| (1 +c)¥* -0 quand k- car v€ NSH,(A4). Donc wEH,(A),
cest-d-dire N,E H,(A).
Montrons que H=M®N,. Soit uc MNN, alors u=v+ Z’ (A"v, 2)x, avec
vEN ce qui implique que u— Z(A"v, 2)x,=vEM ﬂN—-{0}=>v O et donc u=0,

D’autre part H= M@N:VuEH u=t,+u, avec ;€M et u,éN. Donc on
peut écrire

u= (“1"".% (4" uy, 2) x,,)+(u2+"§) (A" u,, Z)xn)

dot H=M+N, et donc H=M®@&N,. Par conséquent on a montré que (M, N,)
est une D.K.G. associée & 4. Comme par hypothése N est unique on en déduit
que N=N,. Donc pour u€N, ona u=v+ 2’ (A"v, z)x, ce qui implique u—v=
= 2 (A"v, 2) x,e NNM={0}. Alors 2 (A"v z)x =0 donc (Z’ (4"v, 2)x,, x)=
—0 et Z’ (A"v, 2)(x,, x)=0. Puisque les x, pour n=l sont choisis dans
[K(A)ﬂN(A)]l et que x€K(A)NN(A) on en déduit que (v, 2)[x[|*=0, ce qui
implique (v, z)=0 etceci Yv€N donc z€ N*. Or zé M+ donc z=0 (car H=M &
ON=>H=M*®NY). M+={0}=>3zé M+ avec z#0, donc IN,%=N tel que
(M, N,) soit une D.K.G. associée 4 4, ce qui contredit I’hypothése «N est unique».
Par conséquent x=0, d’ou K(A)NN(4)={0}.

(b)=(c). H=M+N=Hy(4)=MNHy(4A)+N. (car NSHy(4)). Or Hy(HN
NM=H,(4|M) et N(AM)=N(A)NM=K(A)N(A4). Donc I'hypothése (b)=

10*
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=>N(A|M)=0. D’autre part A|M régulier=R(AIM) est fermé. En appliquant le
Théoréme 1.2, on en déduit que Hy(4|M)={0} et donc que Hy(4)=N.

(c)=(d) évident car N est fermé.

(d)=() Y(M, N) DK.G. associ€e 3 4, on a H=M&N. Comme plus haut
Hy(A)=MNH,(A)+N et H(ANM=H,(A|M); Hy(A) est fermé par hypothése
et comme M est fermé, on en déduit que H,(A4|M) est fermé comme intersection
de deux fermés. D’aprés le Théoréme 1.2 (A|M étant régulier), on en déduit que
Hy(A4|M)={0} et donc Hy(A4)=N. Ceci est vrai V(M, N) D.K.G. associée a 4,
d’on I'unicité de N.

Proposition 3.8. Soit Acp® avec D(A) dense dans H et soit (M, N) une
D.K.G. non triviale associée a A. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes:

(a) M est unique,

(b) K(ADNN(4%)=(0},

(©) Hy(4")=M*,

(d) Hy(A*) est fermé.

Démonstration. (M, N) est une D.K.G. associée a A implique que
(N*, M*) estune D.K.G. associée & 4* (voir Théoréme 2.4). D’autre part N {0}=
=>M*{0}. Donc (N*, M') est une D.K.G. non triviale associée & 4*. Par un
raisonnement analogue 3 celui de la Proposition 3.7 on en déduit 1I’équivalence
entre (a), (b), (c) et (d).

Démonstration (du Théoréme 3.6). )

(i)=(i). Soit (M, N) la D.K.G. non triviale associée a A4, par hypothése
unique. Les Propositions (3.7) et (3.8) impliquent que N=H,(4) et ML =H,(4"%).
D’aprés la Proposition 2.5 on a Hy(4*)*=K(4) donc ML =K(A)* cC’est-a-dire
M=K(4). D’ou finalement H=K(A) ®Hy(A4) et Hy(A4)«{0}. En utilisant le
Théoréme 1.3 on en déduit (ii).

(ii)=(@). 0ca(A) est isolé, implique H=K(4)DH,(4) et que H,(A)={0}
(voir Théoréme 1.3). (K(A), Hy(4)) est une D.K.G. non triviale associée a 4,
montrons qu’elle est unique. Supposons qu’il existe une autre D.K.G. associée & A.
Hy(4) fermé=H,(4)=N (voir Proposition 3.7). Montrons maintenant que
M=K(A). Linclusion «=2» étant toujours vérifiée, il reste 2 montrer I'inclusion
inverse. Soit u€M, alors u=u,+tu, avec #,€K(A) et u,c Hy(A4), d’ott u—uy=
=u,€ MNHy(A)=MNN={0} donc u—u;=0. Ce qui implique que u=u,€K(A4)
et que MSK(A4). Donc M=K(A4) et N=Hy(A) et (i) est démontré.

Corollaire 3.9. Soit A un opérateur fermé avec D(A) dense dans H. Les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(1) A admet une D.K.G..non triviale unique,

(2) Oca(A4) est isolé,
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(3) H=K(A)®H,y(A) et Hy(A)={0},

(@) Acp® et K(A)NN(A)={0} et K(A")NN(4*)={0},
(5) A€p® et H,(A), Hy(A*) sont fermés,

(6) A* admet une D.K.G. non triviale unique.
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