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Sur un théoréme de J. Bourgain

C. FINET

Introduction

J. Bourgain a démontré (voir [1] et {1’]) que le dual de I'algébre du disque a la
propriété de Grothendieck. Nous étendons ce résultat aux algébres séparables uni-
formes 4 sur un compact X telles que :

(1) Il existe une suite (¢,) dans le spectre de A telle que pour tout 7, ¢, ait une
unique mesure représentante p, sur X (les mesures p, étant mutuellement singuliéres);

(2) I n’y a pas de mesure non nulle dans A+ qui soit orthogonale & toutes les
mesures p,. (O0 4+ ={u€(X) : pul,=0}).

L’article comprend trois parties. La premiére consiste en des rappels notamment
sur les algébres uniformes. Nous nous intéressons a I’opérateur de conjugaison dans
le cadre des algébres dites « w*-de Dirichlet ». Dans la deuxiéme partie, nous établis-
sons quelques propriétés de la projection de Riesz d’ou1 nous tirons des conséquences
analogues 4 celles obtenues par J. Bourgain dans [1]. La derniére partie de ce travail
est consacrée A la démonstration du résultat principal et & quelques exemples et
problémes. ‘

I. Rappels

Soient X, Y deux espaces de Banach. Notons B(X, Y) Pespace des opérateurs
linéaires bornés de X dans Y, II,(X,Y) l'espace des opérateurs p-sommants de X
dans Y et X’ le dual de X. Rappelons la définition des algébres « w*-de Dirichlet »

(voir [2)).

Définition 1. Soit (X, u) un espace de probabilité. On dit que A4 est une al-
gébre « w*-de Dirichlet » si A est une sousalgébre de L=(u), contenant les constantes,
telle que la mesure u soit multiplicative sur I’algébre 4 et A+ A préfaiblement dense
dans L*=(u).
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Notons que si A est une algébre uniforme sur X et u P'unique mesure représen-
tante de ¢ dans le spectre de A4, alors A est une algébre « w*-de Dirichlet ». Pour
DE[1, +<=[, V’espace H?(u) est la fermeture de 4 dans LP(u), et H™(u) est la fermeture
préfaible de A dans L (). Sur LP(u) (1<p<-<o), on définit I'opérateur de conjugai-
son (noté «~») qui posséde les principales propriétés de la transformée de Hilbert
(«classique » ) (voir [2]) : on commence par définir la conjugée f pour une fonction f
dans A+A4 : fsécrit alors de fagon unique : f=f,+C+f, avec C€C et f,, f:€A4,
ot 4,={f¢4, f fdu=0}). On pose f=if,—if;.

Définition 2. Pour chaque p€]l, «f, il existe dans L”(u) un unique opéra-
teur continu, que I’'on appellera « opérateur de conjugaison », (et quel’on notera « ~»),
qui coincide avec I'application «~» définie précédemment sur 4+ A4.

Rappelons les principales propriétés de [’opérateur de conjugaison :

1. Si l<p=<eo, pour tout fELP(y), f+ifc H?(u). :

2. If existe une constante M telle que si p€]l, [ et f€LP(u), on ait :

1/, = Mpp'IIfll, (o8 p" = (p/p—1)).
3. Si fcRe L™(u), alors exp t(f+if)€ H=(u), pour tout f€R.

De plus, il existe ([2]) un unique opérateur «~» défini sur L'(1) qui coincide avec
«~» définie sur LP(u) (p=1) et de type faible (1—1).

1I. Lemmes preparatoires

Dans ce qui suit (X, p2) est un espace de probabilité et 4 une algébre « w*-de
Dirichlet». Nous définissons la projection de Riesz (notée R). Soient p€]l, oof,
et feLP(y), on pose :

R(f) =27 (f+i/+ [f).
Des propriétés de I'opérateur de conjugaison, on déduit le lemme suivant.

Lemme 3. (1) Soient 1<p<oo et p’=p/(p—1), si|R|, désigne la norme de la
projection de Riesz considérée comme un opérateur sur LP(u), alors il existe une cons-
tante C (indépendante de p) telle que

IR, = Cpp’.
(2) La projection de Riesz est de type faible (1—1).

Mentionnons quelques propriétés faciles qui nous seront utiles par la suite.
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Lemme 4. (a) Pour tout feL’() (l<p<oo), f=—f+ [r
(b) La conjuguée d’une constante est la fonction nulle.

(c) Soit 1<p<-<o, pour tout f€e H (1), R(f)=f.
On aura aussi besoin du
Lemme 5. Pour tous fet gcL¥(u), ona
0)) [fRg = [gR_/,
ot R_ désigne la projection de Riesz négative :
R.(NH=27(/~F+[7).
Démonstration. Prouver ’égalité (1) revient 4 démontrer :
[rr+ef=0.
Supposons d’abord f et g dans A+ 4 et 4 valeurs réelles. On peut écrire :
f=fi+[f+h =2Refi+[f ficdy;
g=2Reg+[g 4.
Dés lors, f=2Imf, et §=2Img,. Ainsi,
[fi+ef= [(2Refi+ [f)2Img,+(2Reg, + [¢)2ImSf,

= [4(RefiImg,+RegyImf) = 4 [Im(fig1) = 0.

On obtieﬁt alors facilement le résultat souhaité pour f,g€A-+A. Par densité de
A+A dans L*u), Iégalité (1) est vérifiée pour tous f; g€ L*(p).
~ De la propriété de type faible (1—1) de R, on déduit le

Lemme 6. Si feL'y), w€LT(y), O<a<l, on a:
SIR.(NHFo = C.(1—a) o]}~ [l | £13.

D’autre part, on a

- Lemme 7. Si K est un sous-ensemble mesurable de X et >0, alors il existe
deux fonctions @ et \y dans H>(u) telles que :

@ lel+ll=1; o

@ le@—1/5l=¢ pour 2z¢K; -
3 W@I=¢e pour z€¢K;

@ ol = C(loge™")?u(K) ;

() -yl = C(loge )u(K)'2
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Démonstration.- Soit t=1—(1—¢)xx, logr=(loge)yx€Re L*(u). Donc
f=exp (log t+i 13;1)6 H=>(u) (propriété 3 de 'opérateur de conjugaison). L’opéra-
teur de conjugaison est borné en norme L?, ainsi :

I—=flls = 11— llz+ logll, = (1+loge=")u(K)'/2

On choisit @=5"Y1—-f)2%€¢H=(x). Soient G=1—|p| et g=Gexp(i lng)E
€H>(u) puisque log GERe L=(u). On prend alors y=f-gc H™(u) et les cinq
conditions sont remplies par les fonctions ¢ et  de H> (p).

Nous obtenons, dés lors, le méme lemme de découpage que dans [1].

Lemme 8. I/ existe une constante C telle que pour toute fonction f dans LY, (p),
S=1 et 0<bé<1, il existe des scalaires positifs (c;) et des suites (), (z)) de fonctions
de H>(u) telles que :

1) 6w =C; @ Salul,=C-6C;
@ IZkif-=Cs (& fli-Zexdf=0
3 lulf=e ps;

I11. Le resultat principal

1. Nous étudions les opératenrs p-sommants définis sur des algébres uniformes
vérifiant les conditions 1, 2 citées dans l'introduction. Notons 4 une telle algébre.
Nous établissons le théoréme de décomposition suivant :

Théoréme 9. Tout opérateur T p-sommant sur A (p=1) se décompose comme
suit : T=T,+T, ou Ty, T, vérifient les propriétés suivantes :

M (1) + 7 (T)® = 7,(T)" ;5

Q) 1 existe une suite d’opérateurs S, : G(X)—~A telle que (T,S,) converge en
norme w, vers un opérateur T, vérifiant T,=T,oj ou j est I'injection canonique de A
dans € (X )

(3) La premiére composante Ty s’ étend & H™(m) ot m est une des mesures repre-
sentantes ;.

Démonstration. 1) Comme T est p-sommant sur 4 (p=1), par le théoréme
de factorisation de Pietsch ([5]), il existe une mesure de probabilité sur X telle que
pour tout @€A4 :

1T = 7, (T) ol Loy -

La mesure y admet la décomposition de Lebesgue : p=p, + u, avec g, <a et p;.1 a'ou
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o= 2’ 2 "u,. Ona: u,= Z’ h,u,. Puisque u, n’est pas nul, on peut supposer h, j,

Inon nul. Soit o= Zh,,u,, 1l existe L= U F,, F, fermé tel que u,(L)=0=

=|o+ ud (XN\L). On applique alors le lemme de Forelli ([3]) il existe (@ )cA
telle que |y, ll..=1, (y,) converge ponctuellement vers O dans L et () converge
vers 1 (u,-presque partout). Dés lors, si on définit T1(<p)_11m T(py,) et T,=

=T—-1T,, on obtient :

@ 1Tl = 7D @leerpy, NP = 2T @lLreo 4,

Et donc :
(TP + 7, (T = my(TY.

2) On désire étendre Popérateur 7, a tout P’espace ¥(X). Soit alors F=J K,;

K, compact, K,CK,,, tel que pu(X\F)=0=a(F). Puisque 4 est séparable et
At c L¥(w), on peut définir une extension linéaire préservant la norme : E, : ¢(K,)—~
-4 ([4]). Soit opérateur restriction : R, : ¥(X)—>%(K,). On pose S,=E,R,. Et
on montre alors facilement que la suite (7;S,) converge en norme T,

3) De l'inégalité (2), on déduit que 7, s’étend en un operateur sur H=(h, yl)
et donc en un opérateur sur H™(u,).

Le théoréme est ainsi démontré.

2. Le résultat principal de notre travail est le

Théoreme 10. Si une algébre séparable uniforme A sur un compact X vérifie
les deux conditions suivantes :

(1) 1l existe une suite (¢p,) dans le spectre de A telle que pour tout n, @, ait une
unique mesure représentante u, sur X (les mesures p, sont mutuellement singuliéres);

) Il v’y a pas de mesure non nulle dans AL qui soit orthogonale & toutes les
mesures [1,,.

Alors le dual de A a la propriété de Grothendieck, ¢’est-d-dire B(A, IY)=1II1,(4, V).

Démonstration. La démonstration du théoréme est basée sur l'inégalité
‘d’interpolation suivante.

Proposition 11. Soit T 2-sommant sur A. Soient 2<qg=o et 0 tels que

1 1—9[,_ q]
7=t =77

‘Alors, pour tout 0=@<0, on a I'inégalité
@ i (T)= CO—@)T|* m(T)-*

(o i,(T) désigne la norme g-intégrale de I’opérateur T).
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Pour démontrer cette proposition, il suffit en fait ([1]) d’établir le lemme suivant.

Lemme 12. Sous les hypothéses de la proposition et pour 0<dé<1, I’opérateur
T a une décomposition T=I+S ou
(1) I est strictement g-intégral et

(B) i,(I) = | Rliz(8— 9)~*6~CC=92| TP my(T)' =% ;
@ ISl = CITI et 7(S) = C& my(T).

Démonstration du lemme. En vertu du théoréme 9, on peut identifier T
avec sa composante 7. Donc T s’étend & H=(m) (ou m est une des mesures représen-
tantes p,), il existe f¢ L (m), f f=1 telle que pour tout o€ H=(m), on ait

1T = 7o(T)  @lees amy-

Soient (¢)), (0y), (t;) les suites obtenues par application du lemme 8 2 la fonction fet
0<d<1. Définissons

I(p) = T((pZ'Bt?) S=T-1

On obtient ([11) : ISI=C| Tl et n,(S)=C-Y2. 7, (T). On désire étendre 13 4(X).
Soit pour @€A+4 :
I(p) = T(Z wROm9),

o @I =sup | f (3 ©:RO::0) F|
pour FeLY(m) tel que

| / (deml = ||Te|| pour tout pcH=(m).

On procéde alors comme dans [1], 4 + A4 jouera dans ce cadre, le role de ’ensemble des
polynémes trigonométriques. L’opérateur 7 s’étend a ¢ (X) (dens1te de A+A dans
(X)) et vérifie Vinégalité (B).-

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme. Du théoréme fondamen-
tal de Grothendieck B(%, IY)=II,(%, ) et de 'inégalité d’interpolation (4), nous
obtenons I'équivalence des normes opérateur et 2-sommante pour les opérateurs de
rang fini de 4 dans /. Puisque /! a la propriété d’approximation bornée, on obtient :
B(A4, IY=1I1,(4, IY).

3. Conséquences, exemples et problémes. Dans ce qui suit, A désignera une algébre
séparable uniforme vérifiant les conditions 1, 2 du théoréme 10. Notons que I'on a
démontré en fait le résultat suivant.

Corollaire 13. Si Y est un espace de Banach ayant la propriété d’approximatibn
bornée et tel que B(€(X), Y)=I,(%(X),Y) alors B(4,Y)=1II,(4, Y).
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Corollaire 14. Si Y est un espace de Banach de cotype 2 ayant la propriété
d'approximt?t?on bornée, alors B(A,Y)=II,(4,7Y).

Corollaire 15. §i T¢I, (A4, Y), T s’étend en un opérateur T sur €(X) tel que
ITI =C|\ Tl log (HAT)ITI).

Corollaire 16.: Tout opérateur de rang n sur A s’étend en un opérateur T sur
4(X) tel que |T|=C (logn)||T]|.

Corollaire 17. Si X est un sous-espace de dimension n de A, complémenté par
une projection P, X est un P,-espace avec A=C(logn)|T].

Nous mentionnons quelques exemples d’algébres vérifiant les hypothéses du
théoréme 10. Soit K un compact du plan complexe. P(K) est I’algébre uniforme des
fonctions a valeurs complexes qui sont limites uniformes sur K de polyndmes en z.
A(K) est I’algébre des fonctions continues sur X et analytiques sur Uintérieur de K.
R(K) est Palgébre des fonctions limites uniformes sur K de fonctions rationnelles
avec poles sur C/K. Les algebres suivantes (considérées sur leur frontiére de Shilov)
vérifient les hypothéses du théoréme ([6]) : P(K) pour tout compact K, 4(K) quand le
complémentaire de K est connexe et R(K) quand R(K) est une algébre de Dirichlet.

Remarque. Soient O<r<R et K,={z€C: r=|z|=R}. R(K)) en tant qu’es-
pace de Banach est isomorphe 4 I'algébre du disque et le dual de R(K,) a la propriété
de Grothendieck. Par contre, l'algébre R(K,) ne vérifie par les hypothéses du
théoréme 10.

Problémes. Si 4 a la propriété de Grothendieck et est isomorphe 4 sa c¢,-
somme directe, A" est de cotype 2. Il serait donc intéressant de savoir si, sous les
hypothéses du théoréme, I'algébre A4 est isomorphe 4 sa cy-somme directe.

Si A4 est une algébre uniforme et 4 une unique mesure représentante, ’espace
L) g,y est-il de cotype 2 ?

Les résultats de J. Bourgain et ce travail conduisent a la question : tout opérateur .
0-sommant de A (algébre uniforme vérifiant les conditions du théoréme 10) est-il
nucléaire ?
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