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Espaces de James généralisés et espaces de type E.S.A.

CATHERINE FINET

Introduction. A partir d’un espace engendré par une suite I.S. («invariant
under spreading » c’est-3-dire invariante par étalement, voir paragraphe 1), mono-
tone inconditionnelle, A. BRUNEL et L. SUCHESTON ont construit dans [4] un espace
de type E.S.A. (« equal signs additive ») défini comme suit:

Définition 1. Soit (F,|-]) un espace de Banach engendré par une suite

n
(x,) normalisée, 1.S. monotone inconditionnelle, pour a= 3 a;x;, posons:
i=1
M(a)=sup|( 3 a)xi+...+( 3 a;)x
® el rap

ou 7 désigne I'ensemble de toutes les partitions de {l,...,n} en intervalles con-
sécutifs disjoints: I, ..., J, (1=k=n). L’espace engendré par (x,) pour la norme
M est de type E.S.A. (il sera noté G).

Nous allons établir que cet espace se rattache a une classe d’espaces de James.

Définition 2. [9] Soit (F, |-[) un espace de Banach engendré par une suite
(x,) basique, monotone, normalisée; pour une suite de réels a=(a,, @z, ...) posons:

n
“a"-l = sup Lgl; (a»mk—x - aP:k)xk +apa..+1xn+1l

ou le supremum est pris sur tous les naturels n et les suites croissantes d’entiers
Pis -+-s Pon+as

L’espace de James généralisé J est 'espace de Banach de tous les a tels que
lall; est finie et lima,=0.

Notons que si Ion choisit pour F I’espace /2 et pour (x,) sa base canonique,
la définition 2 fournit Pespace de Banach J initialement introduit par R. C. JAMEs
[7). P. G. Casazza et R. H. LoHMAN ont obtenu les résultats suivants [9]: La suite
(e,) des vecteurs unités est une suite basique dans J. Si (x,) est symétrique

Regu le 22 mars, 1983,



366 ... o oo .. C. Finet

et compléte (« boundedly complete») dans F, (e,) est une base de J.
Si F est réflexif et (x,) symétrique, « p-Hilbertienne sur des blocs » (1<p-<oe)
dans F, (e,) est une base contractante («shrinking ») de J et J est quasi-réflexif
d’ordre 1.

Dans cet article, nous étendons ces résultats aux bases (normalisées, mono-
tones) sous-symétriques. Nous étudions entre autres la question: quand la suite
(e,) est-elle uné base de J? P:-G..Casazza et R. H. Lohman y ont répondu mais de
fagon partielle en posant comme condition: (x,,) compléte dans F. Nous avons
voulu affiner ce résultat et nous sommes arrivés a la conclusion que (e,) est égale-
ment une base de J si (x,) est équivalente a la base canonique de ¢,. Nous montrons
qu’en fait hormis ces deux cas (hypothése de P. G. Casazza et R. H. Lohman et
hypothese citée ci-dessus) (e,) n’est pas une base dé J (théoreme 1.

B Nous supposons la base (x,) de F sous-symetrlque et nous smontrons que l’espace
de James J associé est (lorsque (e,,) est une base dé J ) isomorphe a I’espace de A. Bru-
nel et L. Sucheston G. Ceci précise donc I'affirmation de A. BRUNEL et L. SUCHESTON
[4, :introduction] selon -laquelle. 'on obtiendrait le dual.de I’espace construit par R.
C. James [7] si 'on ch01s1t pour la norme 1ncond1t10nnelle dela définition 1 la norme
de /2. -

Nous examinons cet espace G dans lintention d’apporter une réponse aux
questions suivantes: quand G est-il isomorphe 2 ¢,, /*?, quand contient-il un sous-
espace ‘isomorphe a ¢y, /7?7 Nous parvenons aux résultats: -G est isomorphe. a. ¢,
(respectivement /%) si et seulement si F est isomorphe a ¢, (respectnvement m. G
contient ¢, si et seulement si F contient ¢,. : -

Si F contient /%, il en va de méme pour G; mais nous ne savons pas si « G con-
tient 17 » implique « F contient /P ». Pour p=1: P. G. Casazza et R. H. Lohman
_ont imposé la condition: (x,) est q-Hllbertlenne sur des blocs (I<g<ee); ils en
ont déduit que J a une base contractante. De notre cdté, nous considérons la pro-
priété (#) pour une base (x,): « toute suite basique bornée de blocs sur (x,) con-
verge en moyenne de Cesaro vers zéro»; et nous établissons le résultat suivant
(théoréme 4) si(x,)ala proprleté (#) dans F, G a une base contractante: (x,),=1=
=(Xy, Xg) —X1s ooy Xg—Xp—1, -..) €t G est quasi-réflexif d’ordre 1'si de plus F ne
contient pas ¢o. La condition: «(x,) est p-Hilbertienne sur des blocs *(I<p<ee) »
de P. G. Casazza et R. H. Lohman implique la ‘nétre: « (x,) a la propriété (&) ».

Nous étudions ces deux proprletes et nous montrons ‘éntre autres que

(x).=1 a la propriété (%) dans F si (x)),=, a la propriété (%) dans G.

(x,),z1 a la propriété (#) dans F implique -

1% F ne contient pas-de sous-espace 1somorphe a l 1 (la réciproque n’étant

pas vraie);
29 F a la propriété de Banach—Saks faible (la réc1proque n’étant pas vraie).
Finalement, nous obtenons: (x,) est p-Hilbertienne sur des blocs (I<p<eco) si
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et seulement si (x,) est B-convexe sur des blocs ou encore si et seulement si /! n’est
'pas ﬁmment representable en blocs dans (x,).

"En termmant cette 1ntroduct10n nous avons 2 coeur de remercier chaleureuse-
ment Messieurs B. Beauzamy et G. Noél qui I'un par ses conseils, remarques et
suggestions, l’autre par sa comprehensron ont permis la réalisation de ce travail.

1L Prellmmalres Soit S I’espace vectorrel des suites réelles 2. support fini;
nous rappelons qu’une base (x,),=, d’un espace de Banach (X, | - -1 est monotone
si sa constante de base est 1; monotone inconditionnelle si pour tout A, B, en-
sembles finis de naturels, et pour tout €S, 4 cB implique:

1.2 @il = | Z @

sous-symétrigiie si elle est inconditionnelle et si pour toute suite croissante d’entiers
)=y, (x, ),Zl est équivalente a (x,),=,; symétrigue $i pour toute permutation n
des entiers, (x,),=y est equrvalentea (x ("))”zl, p-Hilbertienne sur des blocs (1 =p<eo)
s’il existe une constante K telle que pour toute suite basique bornée de blocs (w,),=,
sur la base (x,),=, et toute suite (a,),=, de scalaires:

, 3w = (K-sup b} (3 laPr (6 =1,2,.;

complete (« boundedly complete ») si pour-toute surte de scalaires (a,,) =, telle que
le supremum sup“Z’a x| soit fini, la série Z‘ a,x, converge; k-contractante

(« k-shrrnkmg ») avec k dans N si l’adherence de l’espace engendré par les « applica-
‘tions coordonnées » dans le dual X* de X est de codimension k; contractante
(« shrmkmg ») si (x,,),,z1 est O-contractante, cest-d-dire si adhérence de lespace
engendré par les « applications coordonnées » coincide avec X™. *

. Un espace’de Banach X est quasi-réflexif (d’ordre n) si le plongement cano-
nique de X dans son bidual X** est de codimension finie (de codimension n). Soit
(x,)a=1 une suite normalisée qui engendre un espace de Banach X. (x,),=; est de type
1.S. (« invariant under spreadmo ») sr pour tout aE S et pour toute suite strictement

croissante d’entiers (k;),
12 ax I = HZ’ axil

(X,)=1 est de type E.S.A. (« equal signs addmve ») si pour tout acsS et pour tout
entier k=1 tel que a;-a,,,=0, : :

”2 a; x” = ” Z aix; +(ak+ak+l)xk+ - a; xx“

=k+2
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2. Dans ce paragraphe nous rappelons et étudions certaines propriétés des
suites E.S.A. Soient X un espace de Banach et | -|| sa norme. On considére une
suite normalisée (x,),=, qui engendre X. Si (x,),=, est E.S.A., on sait que (x,),=;
est une base de X.

Proposition 1. Si(x,) est E.S.A.,

1. (x,) est inconditionnelle si et seulement si X est isomorphe a I

2. (x,) n’est jamais faiblement convergente.

3. (x,) est équivalente a la base sommante de ¢, si et seulement si X est isomorphe
ac. '

4. 1l existe une constante K positive telle que pour tout naturel n, on ait:

n
||k§ (—l)kx,‘uéK si et seulement si X est isomorphe @ c,.

Démonstration. 1. Si (x,) est inconditionnelle, il existe une constante C telle
que pour tout a¢S, on ait:

| aunl = ClL2 lax

Et donc, puisque (x,) est E.S.A.:
HHZ a,,x,,“ = an |a,|.

(x,) est ainsi équivalente a la base canonique de /*. D’autre part, si X est isomorphe
a 1, alors (x,) (qui est 1.S.) est équivalente & la base canonique de I* [2] et donc
inconditionnelle.

2. La suite (x,) étant basique, il suffit de montrer qu’elle ne converge pas faible-
ment vers zéro. Or, une suite I.S. tend faiblement vers zéro si et seulement si elle
est basique inconditionnelle, non équivalente & la base canonique de /* [1].

3. L’espace c, posséde exactement deux suites basiques I.S. non équivalentes=
la base canonique et la base sommante; et la base canonique n’est pas E.S.A.

4. Supposons qu’il existe une constante K positive telle que pour tout naturel

n
n, on ait: ” 2 (=1¥*x]|=K; considérons alors la suite:
k=1
Xp = X1, X6= Xa—X1, X5 = X3—Xg, -.. .

€x.).=1 est une base de X (de constante de base 1)-[4]. On a: x,= 2"' x;. Les suites
i=1

(x2,) et (x3,,,) sont inconditionnelles [1]; elles sont donc, par hypothése, toutes deux
équivalentes 4 la base canonique de ¢,. Ainsi pour tout a€S:

4o +o
”1.—.2; a;x; l+“'§1' 02i+:x§£+1“'§ Csup |ay,

+ oo
= |ay|[|x1] +”21 85 X5;
=
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On déduit de la basicité de la-suite (x]) I'existence d’une constante X telle que pour
tout g€ §

”;g a;x{|| = K sup |a;].

(x) est donc équivalente A la base caninoque de ¢, et (x,) est équivalente a la base
sommante de ¢,. :

Remarque. Le point 2 de la proposition entraine que la suite (x,) n’est jamais
contractante et X n’est pas réflexif.

3. La norme M définie dans I'introduction posséde les propriétés suivantes:
1. Si a=2"’aixi, alors |a|=M(a) et IZ"' a,-|_S_M(a).
i=1 i=1

n n
2. Soit  wy=x,—xy, Up=X;—X3,.... Si a= aqu;, ona: |Z’ aixil = |a|
i=1 i=1

puisque (x,) est monotone inconditionnelile.
De la définition de la norme M et de la monotone inconditionnalité de (x,),
on déduit que ([4]) .

M) = 2‘2"' aixil.

Ainsi |a|=M(a)=2]a|. Et les normes M et |-| sont équivalentes sur P’espace
engendré par les vecteurs (1;);=,. .

Notons que contrairement au modéle E.S.A. obtenu 3 partir d’un modéle
étalé [5], ’espace G n’est pas finiment représentable dans F = en effet si I’on prend
pour F Tespace /%, celui-ci est super-réflexif mais G n’est pas réflexif comme nous
Pavons vu au paragraphe 2.

4, Passons maintenant aux espaces de James généralisés définis dans Pintroduc-
tion. Soit (x;) une base monotone normalisée de (F,]-|), si (x;) est symétrique et
compléte, R. H. LouMaN et P. G. CasazzA ont montré [9] que (e;) est alors une
base de J. Ce résultat s’étend aux bases sous-symétriques.

D’autre part, on obtient facilement la

Proposition 2. Si (x;) est équivalente a la base canonique de c,, alors (e;) est
une base de J.

Preuve. Soit a=(x,)€J, considérons: a— P, a=(kV)

Pri-1 Pan+1

n
oo~ Pyl = SuPl %(a(l) —“(pl,),)xi'*'“(l) xn+ll'
i=

24
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(Ce supremum étant pris sur tous les n et les suites croissantes d’entiers (p,)). Il
existe une constante C telle que

foo—Pyall; = Csup |y
i>k

(puisque (x;) est équivalente & la base canonique de c,). Comme a€J, lian | =0

et e—P,al; tend vers zéro lorsque k tend vers Iinfini. De plus, si (x;) est équiva-
lente 3 la base canonique de ¢,, il existe deux constantes m et M telles que pour
tout a€S:

m sup |a,| = |Z ax)| = M sup |a;|.

De la définition de la norme dans J, on déduit qu’il existe une constante C telle que:
||;' aie,-”, = Csup |aj].
Et puisque (¢) est une suite basique dans J, il existe une constante C, telle que:
”Z aiei”J =G sup |a;l-
Ceci prouve que (¢;) est équivalente a la base canonique de c,.
Cette démonstration montre aussi que:
Proposition 3. Si F est isomorphe a c,, alors J est isomorphe a c,.

Il suffit, en effet, de rappeler que F est isomorphe 2 ¢, si et seulement si (x,)
est équivalente A la base canonique de ¢, [6].

Nous verrons (proposition 4, paragraphe 6) qu’en fait F est isomorphe 3 ¢,
si et seulement si J est isomorphe a c,. '

Théoréme 1. Soit (x;) une base (normalisée, monotone) sous-symétrique de F,
(e) est une base de J si et seulement si (x;) est compléte dans F ou équivalente a la
base canonique de c,.

Démonstration. La condition suffisante se déduit immédiatement de ce qui
précede. - ) :

Quant 3 la condition nécessaire = nous supposerons (x;) 1.S., monotone incon-
ditionnelle. Considérons (a;) une suite de scalaires qui converge vers zéro et telle
que le supremum

n
sup IZ a;x;|
n o1

soit fini. Soit alors @’=(0, 4,0, a5, 0, ...). On a:

(1) . |i=2n; aixil = ”,é; a,'eg,'”J § 3 lél'.-a‘-xil_
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+o0 -
Puisque (e;) est une base de J, la séric > a;e, converge vers a” (dans J), donc
. i=1 .

+ oo
par la premiére inégalité de (1), la série 3’ a;x; converge dans F.
i=1
Nous avons ainsi montré que si (@;) est une suite de scalaires convergeant vers
n fed
zéro et telle que le supremum sup]Z a,-xil soit fini, alors la série > a;x; con-
n i=1 . i=1

verge dans F ce qui n’est possible que si (x,) est compléte ou équivalente 3 la base
canonique de ¢y. En effet, supposons que (x,) ne soit pas équivalente 2 la base cano-
nique de ¢,; pour prouver que (x,) est alors compléte il suffit, par ce qui précéde,
de considérer le cas ol (@) est une suite de scalaires ne convergeant pas vers zéro.
11 existe alors une constante C et une suite strictement croissante d’entiers (n,) telles
que pour tout naturel m, on ait: ‘

m m
Sl | Zn

((x,) étant inconditionnelle dans F). Ainsi, puisque (x,) est LS., on a:

m m
Lg’l a,,kx,,kl =>C |k§ xkl.

Mais on a supposé (x,) non équivalente a la base canonique de ¢, donc le supremum
m m
sup | > xk| est infini puisque (x,) est inconditionnelle. Et le supremum sup | 2 a,,kx,,kl
.m k=1 m k=1
m
est infini, il en est de méme pour le supremum sup | 2 a xk| ce qui achéve la démon-
' m k=1 :
stration du théoréme.
5. Dans ce paragraphe, nous établissons I'isomorphisme entre ’espace de Bru-

nel et Sucheston G et un espace de James généralisé. Pour a=(a,, a,,...) une
suite de salaires, soit

Mallls = sup | 3 (@ — a0,

ol le supremum est pris sur tous les naturels n et toutes les suites croissantes de
naturels py, ..., Poy1- Si 'on suppose (x;) sous-symétrique, les normes [|-||, et
[II-1ll; sont équivalentes. v

Lemma 1. Si (x);=, est une base sous-symétrique, alors la suite basique des
vecteurs unités (e;) de J est équivalente a la base (X]);z1=(X1, Xg—X1, -ory Xg—Xp—1s -o)
de G.

24'
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Démonstration. Comme toujours, nous supposerons (x;) LS. monotone
inconditionnelle, montrons que pour tous réels a, ..., a@,:

M( 3 aix0) = 1101, - @ 0, -l

M(é; a;xy) = M(é; a;(xX;—x;-1) = M((a1— ag) Xy + ... + (@po1—8,) Xpo1+ Ay X,) =
0
= sup |(a1—ap1)x1+i.§’1 (8= 8y, ) Xis1+ g, Xmie]-
D’autre part: .
2 lll(ass ---5 4,0, 0, ..)|||; = sup |§1' (aq‘—aq“l)xi[.
(Ce supremum peut étre calculé en utilisant des indices g; dans I'intervalle [1, n+1]).

Si dans I'égalité (1) le supremum est atteint pour une suite py, Po, -.es Pm1s
soit alors ¢,=1, g;,,=p; (i=1, ...,m+1) et g,,,3>n, on obtient ainsi:

M(Zd JC) = ”l(als cees Qps ’ -)”lJ
D’autre part, si le supremum est atteint dans (2) pour une suite ¢y, ¢s, ..., G141

[H(ass -5 a5, 0, .. )|ly = Wag, —ag) X1+ (ag, —ag) X2+ ... +(a,, —ay,, ) x|
avec 1=gq,=n+l.

Le supremum est atteint lorsque ¢;=1 ((x;) est monotone inconditionnelle). Si
q,+1>n, alors

n
”l(a19 ceny Qpy 0’ )“ll = M(Z;. aixi,)'
i=
Sinon, comme (x,) est monotone inconditionnelle, on a:

”I(al, ey Qps 0’ -)l“] = l(al—'aqg)xl+(aqg_aq3)x2+--- +(aq,_aq,ﬂ)xl+aq”1xl+l =
n
= M( 2 a;xi).
i=1

Ce qui achéve la démonstration du lemme.
Ams1 est établi le

Théoréme 2. Soit (x,) une base (normalzsee) sous-symétrigue de F. G est iso-
morphe a J lorsque (e,) est une base de J.



Espaces de James généralisés 313

(C’est-é-dxre si (x,) est compléte dans F ou équivalente a la base canonique
de ¢,.)

6. Nous allons maintenant étudier les questions suivantes: quand G est-il iso-
morphe 2 ¢, ou /*? Dans ce qui suit, nous supposons la base (x,), de F, LS. mono-
tone inconditionnelle. ..

Proposition 4. G est isomorphe d c, si et seulement si F est isomorphe a c,.

Démonstration. D’aprés la proposition 1. (4), G est isomorphe A ¢,
si et seulement si il existe une constante K positive telle que pour tout' natu-
rel n:

M( g - 1)‘x,.) = K |

si et seulement si il exlste une constante K positive telle que pour tout natu-
rel n:

|2 0=k

(par l’équlvalence des normes M et |- | sur (xg_;—Xa)); _ ‘
si et seulement si il existe une constante K positive telle que pour tout natu—
~rel n:

M) lén; aixll = Ksup |ail

(2) si et seulement si F est isomorphe 2 ¢,
((1) implique (2) puisque (x;) est basique).
Ce qui établit la proposition. :
Passons maintenant & la caractérisation des espaces G isomorphes b. I lLa
norme M est E.S.A., donc LS., ainsi d’aprés [1], 'espace G est isomorphe & /* si et
seulement si il existe K=>0 tel que, pour tout n€N¥*, on ait: __ .- - .

FHE =g

Par un raisonnement analogue a celui fait & la proposition précédente, on obtient la
Proposition 5. G est isomor};he alt si et seulement si F est isomorphe a 1.

7. Dans ce qui suit, nous nous intéressons au probléme de la présence de $0u$-
espaces isomorphes a /2 ou ¢, dans G et dans F. Il suffit, en fait, de considérer les
sous-espaces engendrés par les suites de blocs consécntifs disjoints sur la base (x,).
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““Lemme 2.’ F contient un sous-espace isomorphe a'c, si‘et seulement si on peut
trouver une suite de blocs sur (Xp,_y—X5,) dans G, équizalente é la base canonique
de c,. -

"‘Démonstration. La condition suffisante est évidente: Maintenant, si F con-
tient c,, il existe une suite de blocs (#;) sur (x,) équivalente 2 la base canonique
de ¢,. Soit

m,
.. Up= .. 2 A% .
i e s . ‘="'n-1+1 . R t
On considére alors . :
m’l
’
U, = 2 4 (xzi-l“xzi)-
ci=mp_y 1 )
De I’équivalence des normes M et |- | sur le sous-espace engendré par les vecteurs

(Xonr21— xz,,),,z1 on déduit que la suite (u,) est bornée dans G am51 1 que Iexistence
d’une constante C positive telle que pour tout b€ S '

M(Z biwf) = C|3 binf] =2C|3 biui.

La derniére inégalité résulte de I'inégalité triaﬁgu]aire et de Yinvariance par étale-
ment de ]a suite (x,,) Donc 11 ex1ste tne constante X posmve telle que

M(Z’b )SKsuplbl pour tout bES.

On a aussi
M(Z b u)z=— sup ]b‘I

car (4/) est une suite basique (sulte de blocs construlte sur la suxte basique
(Xen—Xgp-1)). Et () est une suite bas1que de blocs bornée equlvalente ]a base
canomque de So:.. :

Théoréme 3 F. connent ‘Uin .sous-espdce tsomorphe a c, siet seulement si- G
contient un sous-espdce.isomorphe-a cg. . Lo :

Démonstration. Le lemme 2 démontre la condition nécessaire. La con-
dition est suffisante: si G contient ¢y, il existe urié suite basique de blocs (u,) bornée
dans G équlvalente ala base canonique de co Soit

R SN X S Pnss- - R
) U= D apx;.
S e R -p"+1 .. R Y

I e)uste ane constante K posmve telle.que pour tout b€S o

S R ;
G e e -.;Esup Ib,-lé_ M(Z’ biui).é KSl}p,lb;L.,
A .- K i i o L 2NN '
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Par définition de la norme M, il existe une suite d’entiers strictement. croissante:
p=iP<jP<.. <j(‘) 1=p. telle que:

M(ul) = |(a, a)+,+ .+a; u))x1+(a (1)+,+ Ham)x.+
+(a (1)+1+ +a @, )xm,l
Posons alors ‘
N= (ajlu)_H-i-... +ai§1))xl+ +(aj$:1)+l+ et aj’('llz+'l)xm,.
Ona M(u)=|y) 1l existe une suite d’entiers p,= <. <j@,,=p, telle que
M(uy) = |(a}.](2)+1+fl.‘. +aJ%2))x1+ +((1-{'(n22)+1+... +aj'92)“)x,,;;|.
Posons B o

22 = @y b @) a0 he B0 ) Xty

On a par invariance par étalement . M(u,)=|y,|. Par récurrence, on obtient pour
tout neN* une suite d’entiers oo, . S J&., strictement croissante telle que:

iP=p, et j©, ,=p,s, aves la propriété que, pour chaque #, si Pon pose
W= ;21( B D tmesss (@16 Mo 0)
R o s+ i )

on a M (u,,) | y,,| On a evxdemment pour tout bES

]Z’b y,] —M(Z’bu)
Donc
| IIZ_b;y.'I = _K sup b

(y,) est une smte basxque bornee de blocs donc ’

Lzby.|_Msup|b|

Donc ( y,) est éqmvalente é la base canomque de Co- .
Considérons maintenant le cas, des sous-espaces 1somorphes alr. Démomrons

analooue i lemme 2.

RIS

.., Lemme 3. F. contient un_sous-espace tsomorphe a 44 (] Sp<oo) si et seule-
ment si on peut tr. om)er une sulte baszque de blocs sur (xz,, -—x2,, _,) dans G equmalente
éla base canonigue de 1? (1 Sp<oo)

Démonstration. Un sens est trivial. D’autre part, s’il existe un pE[I +oof
tel que F contienne /7, on peut trouver une suite normahsée de blocs (u,) consécutifs
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disjoints sur (x,) équivalente a.la base canonique de /?. Soit

wo= 3 ax, =1 (n=1,2.)
iz"‘n-l‘*‘l_

11 existe donc deux constantes m et M positives telles que pour tout b€ S:
m(3 bilP)VP = |3 buf = M(Z |bife)e.
i i -

Considérons alors
'"lI

U= 2 ai(Xzi—xy-p) (n=12..).

i=my_,+

La suite (u,,) est bornée dans G. Pour tout s¢S§,. on a:
M(Z b‘- u,) = l;' b,-u,'
(par définition de la norme M), ainsi comme (x,) est monotone inc(;iiditionnelle

dans F, on a aussi:
: M(3bu)= |3 b;uj.

Donc pour tout bES:

M(;' b;u;) = m(;' |b|P)ve.

Puisque les normes M et |-| sont équivalentes sur le sous-espace engendré par
les vecteurs (x.;—xs_,), il existe une constante ¢>0 telle que pour tout b¢ES:

M(Z b)) = CIZ biu{| = 20'2 b;u,'.

Donc

M(Z byu) = 2cM(2 |b;[P) /.

Ce qui montre bien que (¥;) est une suite basique bornée de blocs dans G équivalente
4 la base canonique de /7.

Nous abordons maintenant le probléme suivant: si G contient /1, F contient-il
1? Soit (x,) une base d’un espace de Banach F, nous dirons que (x,) a la propriété
(2) si et seulement si toute suite bornée de blocs consécutifs disjoints sur (x,) con-
verge vers zéro en moyenne de Cesaro dans F.

Théoréme 4. Si (x,) a la propriété (#) dans F, alors la base (XDpz1=
=(X,—X,—)p=1 €St contractante dans G.

Démonstration. Supposons au contraire que (x;) ne soit pas contractante
ddns G. I existe alors f€G*, 6=0 et des blocs Uy consécutifs dlSjOlntS normalisés
tels que

My

Cuo= 3 ax et vk fu)= 6.

© Jemgoyt1
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A]ors pour -tout nEN

12""11
( > ul=e.

i=2n

On peut supposer || fll=1, ainsi pour tout n€N, on a:

2"*‘ 1
) M( OEL
i= 2’l
Calcu,lons pour n non nul:
- 2n+]__1 . 1:17 T .
M( iZ;" “i) = ’FM(amz..:_ﬁl(xmzn_l-u“‘xmz..__l)+

+am2n_1+2(xm2n_1+2_xm2n_1+l)+"' +am2n+l_1(xm2n+l_1 _xlnén+i_1—l)) =

1
2,, M( am2n 1+Ixmzn 1+(amzn_1+1 Aman— 1+2)xm2n__1+1+

+ (am2n_] +2 _amgn_‘l+3)xmgn_1+2+ LR} +(alr;2n+l_1~1 —’amznw-l—l) xM2n+1_1-1 +

+ amzu+1-lxnl2n¢1—l)'

Supposons que pour chaque »n non nul, le supremum soit atteint pour une suite de
naturels p{, ..., p@ strictement croissante, alors:

on+l_g j" ' Fit)

1
M( Z u,-) = 2 l a (n)xl +Z (ap(..)——a m )x,+1+ap(n) x’(n)+2l._

On peut écrire:

on+l_y on+l__ 3 on+l_q

M( 2’ u) = fZ’ i+ 3 w(")+a(n) X1 pe]-

j==2n

Ou chaque %™ est 0 ou une somme de termes de la forme
2 @ym —aym )X

avec chaque a, provenant'du méme bloc ;. Ol chaque w™ est 0 ou de la forme
—aXx; ou (g —apm )x;., avec les @, provenant de deux blocs u; différents.
Faisons varier n:
pour n=1, on obtient deux blocs consécutifs disjoints sur (x,)=v{, s’ dont
les coefficients provxennent de u, et u, respectivement, ainsi pP|=M(u)=1 et
[iP]=M(u))=1; pour ‘n=2, on obtient. quatre blocs consécutifs disjoints sur
() =0, v, oD oD et lv"")|<M(u) 1 pour i=4,...,7.
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Et ainsi de suite, pour un n quelconque non nul, on.obtient 2° blocs sur (x,)=
=0, iy 15 .., ks, dont les coefficients proviennent respectivement de
Ugn, Unyqs -oer Ugnsr_y, AINSE |v""|<M(u) 1 pour tout i=2°, ...,2"*1—1,
Formons la suite:
(o, viV,:0®, v®, oD, v§B; ...

suite que nous noterons:

(02’ U3, 04."0’ Vg » U7, . ) = (01)152

Comme (x,) est invariante par étalement dans F, on peut supposer que-les v, “sént
des blocs consécutifs dlsjomts sur (x,). La suite (v,),a2 est bornée (par l) De méme,

formons la suite ot
(wih, w‘l) w‘z) w‘z) w‘z) w‘2’ iel)-

Nous la noterons: o e N
(wa, Wy, Wy, W, We, Wg, ...) = (Wi)igz-

Nous supposerons aussi que ces blocs sont consécutifs. disjoints. Comme pour tout
iet k=m_,+1, m;
lagl = M) = 1,

la suite (w;);=. est bornée (par 2). Par hypothése, les suites (;);=5 et (W);=; oOn-
vergent en moyenne de Cesaro vers zéro, on peut donc trouver un naturel N tel que
pour tout a=N, on ait: IR

1 an+lyy . . 5 .A l gni‘-l+‘1 6 B
W‘ g v =70 P | P4 wi = 10
et : ) . . ;
1 1 o
5 |ap§,,) xl(n)+2‘ = 3,,— = ?
Ainsi: .
l on+l_1 1 n+1.

Et par la monotone inconditionnalité de (x,) 'dar'l's'F ,ona:

gndl_y entlyg

- . IZ t(") 2n| 2 v,-l.
Et pour n=N:
on+l_y () (S
|i22" ””\ 5

De méme: -
’ . 1 @+l

1 2r4l-1 :(n) 1 2tion 3
—2-"-l i.i.z.z"- i |= Fl,gn w‘l = om i 2 'Wi'-
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Et pour n=N:

12 o
P ARES
Ainsi, pour n=N, on aurait
on+l__1 -36
M( 2 W)=
i=gn 5

ce qui contredit (1) donc (x,,) est une base contractante de G.

La méthode utilisée dans la démonstrationi du’ théoréme 4: permet d’obtenir
également des renseignements sur la présence de sous-espaces isomorphes A I?
(Isp<e):

Théoréme 5. S’il existe un réel pc[l; + oo -tel que toute suite bornée de blocs
w; consécutifs disjoints sur (x,) a dans F la'propriété suivante:

lim n- 1/v|2 |_.0

n— oo

dlors, quel que soit q€fl, p], G ne contient aucun sous-espace zsomorphe a l“

Démonstration. Supposons le contraire: il existerait un réel g<[l, p] et des
blocs normalisés u, dans G consécutifs dlspmts équivalents 4 la base canonique de

{% On pourrait-donc trouver deux constantes m, M positives telles que, pour tout
neN: '
ogntlg
0 CmEMEe 3w =M
! i=2"
On peut écrire: ‘
on+l__y - gn4+l_ an+l_

2M( 3 w) =27 3 Cof 2 "W +a oy, Fsd]

oit les o et w{ sont définis comme dans la démonstration du théoréme 4.
On obtient, de méme, deux suites bornées de blocs consécutifs disjoints sur (x,,):

(vél)’ v&l)’ 012)’ véz)ﬂa ) 7= (v()ié2, (W(l), w(l) wiz)f wéz), ) = (wi)la‘.!'

Ainsi, par hypothése, comme g=p, on a:

N 4o

L n+1 . ntl .

lim n=Y1| 3 p[=0 et lim n~¥4| 3 w[=0
i=2 R i i=2

-On peut donc trouver un naturel N tel que pour tout n=N, on ait
o s .

~(n+1)/q | -(n+1)/q. Lidng -m
’2 v,é'l—o— etA2_u If:Z; .w‘.léﬁ
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et
m
~nlq =
2 Ianﬂ')).“},f s
Ainsi
on+1 +1
2- »/q| 2 v(n)lsz n/ql 2 ,,‘l.
Pour n=N:

on+1_ . nn

. 2_n/q| > ,,gn)lszllq §'_;1. ' "/9| 2’ }")lé-'g-

=2 10 S

Ainsi, pour néN, on aurait:
. n+l_g

2""9M( 2 u) = i
Ce qui contredit (1).

Remarque. S’il existe un réel - pé]l, +oof, tel que (x,) soit p-Hilbertienne sur
des blocs dans F, (x,) vérifie la condition:

" lim a1 IZ’ wi| =

n—++oco =1-

pour tout g€[l, p[ et pour -toute suite bornée de blocs (w;) consécutifs dxs_;omts
sur (x,).

Donc G ne contient aucun sous-espace isomorphe a /9.

De la démonstration du théoréme 2 de {4], on déduit le

Théoréme 6. Si (x,) a la propriété (9’) dans F, alors (x,) est une base 1-con-
tractante de G.

Démonstration. Soient dans G*, x§, x}, ... (respectivement f;,f;,...) les
fonctlonnelles biorthogonales de x,, x,, ... (respectivement x|, X, ...). Puisque
“(x?) est une base contractante de G (théoreme 4), on a G*=span { f;,}"gl, ‘de plus
(x,) étant une base E.S.A. dans G, (f.),=2 est une base E.S.A. de span { f,,},,g,2 4]

et (fo, fo—fs, fa—Jfa, ...) est une suite basique [4]. Donc (f;,fi—/f2) ...)= (fl, x5 )
est une base de G* ce qui signifie que (x,) est 1-contractante dans G.

Théoréme 7. Si F ne contient pas de sous-espace isomorphe d co, si (x,) a la
propriété (P) dans F, alors G est quasi-réflexif d’ordre 1.

Démonstration. La premiére hypothése faite sur F implique. que (x,) est
compléte et la seconde que (x,) est 1-contractante donc G est quasi-réflexif d’ordre
111} .
Nous allons mamtenant étudxer la propriété (9”)
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1. Si(x,) a la propriété (), F ne contient pas I*. Par contre, il existe.des espaces
ne contepant pas 1 et dont la base n’a pas la propriété¢ (). Nous donnons deux
exemples; dans le premier, F est muni d’une base monotone mcondmonnelle dans
le second d’une base symétrique,

Exemple 1. Soit F Pespace dual T de I’espace de TSIRELSON [8], les vecteurs
unités (¢,) forment une base monotone inconditionnelle de T, celui<i est réflexif,
il ne contient donc pas /' et(7,) n’a pas la propriété (%) dans T(ll existe en eﬂ'et une
constante C positive telle que pour tout k& on ait :

2%
” 2 Wk”T =C-k
bk

ou (w,) est une suite basique de blocs bornée sur )

Exemple 2. Choisissons pour F 1’espacé Y di & ALTSHULER {8] (obtenu en
modifiant Pexemple de Tsirelson); les vecteurs unités (e,) forment une base symétrique
(constante de symétrie 1), Y est réflexif et (e,) n’a pas la propri€té (#): par la proposi-
tion 3.b.4. de [8], on voit qu’il existe dans Y une suite basique de blocs (u)) cqulvalente
a la base (7,) de 7, ainsi

1 2n
n ."-“-%‘1 !
ne tend pas vers zéro dans Y quand # tend vers Pinfini.
Supposons (x,) LI.S. inconditionnelle dans F.

2. Si (y,) est une suite bornée de blocs sur (x,) dans F,.et si

_Z.VL

converge dans F, alors C’est vers zéro. En effet, soit

Sn J’k§

__1
T nyg

. n[\4=‘

ona s,—S$,,—0,

no ‘ 2n
S San| = |5\ ¥
Is,, — Soul n (k§:Yk y k)

k=n

et
21 2n
s, —sznl_——!Z’yk+ ykl— IZykl

puisque (x,) est inconditionnelle. Ainsi. sg,,—>0. Et

’ s+l CQn+1 C
|57 Sznl = 50 IkZ Vi J’2n+1| “‘(—“"—)| 2n+1|"'—‘SUP

Et .S‘g,,+l—>0.

i

| Val-
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3. Si (x;)-a la propriété () dans G, (x]) est contractante dans G.
Th'é'oré'm‘e- 8. Si (x)ala prbprié{é (9) 'da;zs G, (x)ala proprié{é (3’) an.g _'F:
Démonstration. Soit une suite normalisée de blocs dans F:: .. -
. uj =.. 2‘ g Xy,
s k=my_ 41 A

il existe une constante C positive telle_que: -

| o n my 0 C n
- 2 U §‘;‘M(2( 2 a(xu-i—x)) = —M(Sw))
i=1 Ji=1 k=m;_ +1 n j=1
avec S o - .
m;
wi= 3 (Xy—1—Xn)
k=m,_, 41 .

_'On peut considérer les w; comme des blocs sur (x)), c’est une suite bornée
dans G et ’

1 n
— 2 U

4. Si F est B-convexe, alors (x,) a la propriété (#); mais ¢, n'est pas B-convexe
et cependant la base canonique de ¢, a la propriété (2).

5. Si (x,) a la propriété () ddns F, alors-(x,) a la propriété de Banach—Saks
faible: en effet, soit (z,) une suite dans F qui tend faiblement vers zéro, il existe
alors une sous-suite (z,) de (z,) équivalente a une suite de blocs sur (x,), ainsi

tend vers zéro dans F. Mais /! a la propriété de Banach—Saks faible et la base cano-
nique de /' n’a pas la propriété (£).

P. G. Casazza et R. H. LoEMAN ont montré dans [9] que si (x,) est une base
symétrique, p-Hilbertienne « sur des blocs » dans F (1=p=<w) alors (e,) est p-Hil-
bertienne « sur des blocs » dans J et donc (e,) est une suite (basique) contractante
dans J. Nous allons mai'ntenant nous intéresser a la propriété: « étre p-Hilbertienne
sur des blocs » pour une base. Remarqnons d’abord que si (x,) est p-Hilbertienne
sur des blocs pour un p€]l, +eo[ alors (x,) a lapropriété (#).

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours (x,) I.S., monotone incondition-
nelle. Les résultats obtenus s’étendent au cas des suites sous-symétriques. Nous
aurons besoin de la notion de « B-convexité sur des blocs »:
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i . Définition: Nous -dirons .que (x,) est B-convexe sur. des blocs si, et seule-
ment si, il existe un naturel k (non nul), &€]0, 1] tels que pour tout k-uple (wy, ..., wy)
de blocs consécutifs d1s;omts sur (x,), on ait:

|Z’ wl =k(l —s)sup |w|

Pour démontrer le théoréme 9, nous utilisons la methode de B. MAUREY et G
Pisier dans [10]; les démonstrations de ce qui suit n’étant que des adaptations
de celles de [10], nous n’en donnerons pas les détails.

. Théoréme 9. Il existe pé]l +oo[ tel que (x,) est p-Hilbertienne. «.sur des
blocs » si et seulement si (x,) est B-convexe « sur des blocs ». :

Démonstration.- Pour cela, nous définissons, pour tout entier k, le nombre
X -comme la plus petite constante positive 1, vérifiant, pour tout k-uple (W1, ..o W)
de blocs consécutifs disjoints sur (x,)

. k : R - o
]2 w,-| = A-k-sup |wy.
i=1 i
On a alors la '

Proposition 6. (1) YkEN_: 0=, =1
() VAEN,: =1/k;
"(3) Vn, keN,: 40 Ay =nly,+kiy;
A'(4) \7’n mEN P n=Em=nl, ——m)

'De plus application: n—21, est sous-multlpllcatlve

Lemme 4. V&, nEN,: A, =4, 4,.

Preuve. Soit (W)y=;=m un nk-uple de blocs consecunfs disjoints sur (x,,)
Pour chaque i€{l, . ,n} on pose '
' W= 0wy
(i-Dk<j=ik

‘Et”
]2’w | = |2‘ Wi = ni, sup W] = nd, ki sup |wj.
o 1=izEn 1=j=nk
Ce qui entraine bien: A, =4, 4.

~_ Remarque. De ce lerhme,_ on déduit que (x,) est B-convexe sur des blocs si
et seulement si 4,—0. '

Lemme 5. Si Ay=1/NY? pour un entier N>1 et un réel p’ dans [1, +oo[
alors (x,) est g-Hilbertienne sur des blocs pour tout q<p, ou p est défini par 1/p+
+1/p" =1,
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~Preuve. Soit ¢ (avec  g<p) et soxent W5 .-, W, des blocs. consécutifs dis-
joints sur-(x,). On pose:" : ' '

VkGN, Ak = [n:

2 w7y . 2' fwil? Ve
—'K,m- = [w,| = ’

Soit |A,| le cardipal de 4,. On a:
" . : ' (2 [wi[)e
(& )= 2 o l")""ZIA:.l” —yEEE

Dol |4|=N“*L Bt A4, SN A SN AT (par fa proposmon6
(4) et le lemme 4). Mais. on a aussi:

U gee - 4eo L (z |w‘_|q)1/q +oo Nk+1 -G+
2wl =2 | 2wl = 2 A h == 5~ (Z bl

N q\1/q
|2 w] = s (3 i)
Ce qui achéve la démonstration puisque on a alors pour tout a€S

‘;' aiwil = Csup |wi|(;' la4}9).

Terminons la démonstration du théoréme 9: d’aprés la remarque qui suit le lemme 4,
(x,) est B-convexe sur des blocs si et seulement si 2,—0, donc si, et seulement si,
il existe un réel p’ tel que 2y=1/N"" pour un entier N>1. On applique le
lemme 5 et on obtient le résultat annoncé. On peut aussi montrer la

Proposition 7. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) (x,) est B-convexe sur des blocs.

(2) YA fini, F ne contient pas de I} l—umformement sur des blocs de (x,,)
(3) 3A=1, F ne contient pas de l,} A-uniformément sur des blocs de (x,).

Cette derniére assertion revient a dire que /! n’est pas finiment représenté en
blocs dans (x,).

Remarqués. 1) Si F est B-convexe, alors (x,) est B-convexe sur des blocs,
mais ¢, n’est pas B-convexe et sa base canonique est B-convexe sur des blocs.

2) (x,) est B-convexe sur des blocs dans F si et seulement si (e,) est B-convexe
sur des blocs dans J; mais F B-convexe n ’implique pas J B-convexe (con51dércr
F=] )
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