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Factorisations réguliéres et sous-espaces invariants

RADU I. TEODORESCU

1. Soient € et €  deux espaces de Hilbert complexes séparables, soit
{€, €,, ©(1)} une fonction analytique contractive pure?) et soit T Iopérateur
qui lui est associé par ‘

T*u®dv) = e *(u(e")—u(0)®e~*v(t)

sur l'espace H=R,06 ol K,=H>C)D(4L*(€) , 6= {Ouddu: uc H¥E)}
et A(t)=[I—0O*(")- O(")]"2. N

Envisageons une factorisation ©=0,0; de {C, ¢, O(1)}, ou les facteurs
(€, &, 0.} et {§, €, 0,1} sont des fonctions analytiques contractives et
soit Z le prolongement & (AL%(€))~ de I'opérateur isométrique Z,: 4LY(E) -
~(4,LX(F)) ®(4,LX€)) défini par Z,: dv—~4,0,0B 4,0, vE L(E).

Rappelons que la factorisation @ =0,0, estdite réguliéresi Z est un opérateur
unitaire, ¢f. [H] ch. VII. On y trouve aussi les suivants résultats:

(a) A chaque sous-espace $,C$ invariant pour 'opérateur T il correspond
une factorisation réguliére @=6,0, telle que le sous-espace 9, et son complément
orthogonal H,=H6$H,; ont les représentations suivantes:

() 9 ={0uBZ 1 (4,udv): uCHYF), v€(4, L)), OFu+d,v L H* ()},
(1) 9. = {u®Z 1 (ve0): ucH*(E,), v€(4:L*(F)) ", OFu+4d0 1L HA(F)}-

(b) Pour toute factorisation réguliére ©@=06,0, le sous-espace ; donné
par la formule (1) est un sous-espace invariant pour 7.

Nous rappelons aussi que si SE€Z($H) est un élément du commutant {T} =
={ScB(H): ST=TS} alors (¢f. [1]) il existe des fonctions analytiques bornées

{€,, €,, AV}, {€, €, 4y(2)}, des fonctions mesurables bornees B(:): €, ~(4G)",
C(-):(4€) —~(4€) liées par les equatlons

) A-O=0-4, et BO+CA=4-4,

Regu le 10 octobre 1979.

1) Pour toutes les notions qui ne sont pas explicitement définies a1n51 que pour la notation
utilisée ¢f. {H].
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et telles qu'on ait S=P,Y[H ot P, est la projection orthogonale de &, sur
9 et Y est 'opérateur dans R, ayant par rapport a la décomposition K, =
=H®® la matrice
A O
- [B cl

Le but de cette Note est de déterminer des conditions sur un élément S de {T}
pour que le sous-espace $; soit invariant pour S. De méme nous obtenons des
conditions nécessaires pour que le sous-espace 9, soit de la forme $,=(S9H)
pour un S¢{T}.

2. Dans ce paragraphe nous déterminons la structure de Popérateur S¢ {TY}
tel que le sous-espace §, soit invariant pour S. La factorisation @ =0,0, étant
fixée nous considérerons le modéle fonctionnel, unitairement équivalent a celui
deja introduit, donné par.

T*(u@v,®v,) = e #(u(e®) —u(0)) De *v,(t) De~ v, (1)

sur Pespace H=K,O0G ol K,=HE)B(4LAF) &AL E) et G=
;{@u@Agelue}Alu:uEHZ((E)}; le sous-espace H, correspondant 4 ©, est
alors donné par

H; = {0,u®4,u®v: u€ HX(J), ve(4,L*(©)) ", Ofu+4,v L H*(E)}.

Dans ce cas, si [’on note

Cu Clz]

ZB [32] ZCZ1
= et -1 =
Bl C21 C22

Popérateur S€{T} correspondant & S sera donné par S=P,Y[H od P, est
la projection orthogonale de K, sur H et Y a la forme

A O O
3) : Y=|B Cy Cyp
. B, Cy Cy
ou
. A@ = OA,, '
(2’) : B0+ Cy34,0,+Cp 4, = 4,0, 4,

BIO+C21A2@1+C22A1 = Ale.
Soit donc S=P_,_YH ou Y est de forme (3). Rappelons le suivant

Lemme ([2] lemme 1). Si le sous-espace M, est invariant pour SE{TY, on
a C,=0.
Nous allons prouver le suivant
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Lemme 1. Sile sous-espace Hy est invariant pour S€ {TY, il existe une fonction
analytique bornée {§, §, F(A)} telle que

) A@, = O, F et FO;= 0,4,.
Démonstration. Notons que H, est invariant pour S€{T} si
L = {0,u® d,udv: uc¢ HX(E), v€(4, L¥(E)) }

est invariant pour Y et dans ce cas seulement. Pour u€ H(§) ona O,udA,ud0cL
d’ot Y(O,u® ,ud0)€L; il existe donc we HX(F) tel que AO,u=0,w et B,Ou+
+Cndu=4,w. On peut vérifier facilement que I'application w—w est fermée
donc continue et permute.a la multiplication par e*. Donc il existe une fonction
analytique bornée F(1) telle que

(4,) A@z = @2F et B2@2+C11A2 - A2F.

Pour vérifier la deuxiéme relation (4) notons que la relation 4@,=©,F obtenue
auparavant implique @,(FO;—0;4,)=0. En tenant compte de la deuxiéme
relation (2), de (@) et C,=0 on a A,FO,=B,0+C,4,0,=4,0,4, d’ou
4,(FO;—0,A)=0. Les relations O,(FO,—O,4)=0 et A,(FO,—0,;4)=0
impliquent FO®;=6,4,. ’

Ainsi nous avons démontré la nécessité dans la suivante

Proposition 1. Soit H, le sous-espace invariant correspondant a la factorisation
O=0,0,; supposons de plus que OF(e") est injectif pour presque tout t€[0, 2z).
Pour que le sous-espace H, soit invariant a S=P,Y|H ot Y est donné par (3),
il faut et il suffit que les suivantes conditions soient vérifiées:

(i) C1.=0, (ii) il existe une fonction analytique bornée {§, &, F(A)}, telle
que A@2=@2F et F@1=@1A0.

Nous allons démontrer que les conditions (i) et (ii) sont aussi suffisantes pour
que le sous-espace H; soit invariant pour S, sous ’hypothése que (") est
injectif pour presque tout ¢€[0, 2x].. Soit pour cela S=P, Y|Hc{T}; d’aprés
(i) nous obtenons pour Y une matrice de la forme

A O O
Y=|B, C, O
B, Cyn Cp
Les relations (2’) deviennent
AO = O4,,
2" B,0+C14,0, = 4,0, 4,,

B,O+Cy4;0,+Cped; = 4, 4,.

T
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Mais d’aprés (ii) il existe une fonction analytique bornée {§, &, F(1)}, telle que
AO,=0,F et FO,=0,A,. Eu égard aussi a la deuxiéme relation (2”) on obtient
(B,0;+C,4,)0,=4,FO,; comme Oi(e") est injectif il en résulte B,0,+Cy 4,=
=4,F. Les relations A@,=0,F et B,0,+C,;4,=4,F démontrées auparavant
montrent que le sous-espace L est invariant pour Y donc H; estinvariant pour S.

3. Dans la suite nous envisageons le cas ou le sous-espace invariant H, est
de la forme H,=(S(H))” ot S=P,Y/He{T}; notons que dans ce cas Cy,=0
car le sous-espace H, est invariant pour S. On a le suivant

Lemme 2. Si SH)cH, alors C;=0.
En effet soit v,€(4,LX(F)) . Alors
SP,(081,@0) = P,YP, (000,60) = P, Y(0®1,30)

d’ot Y0®v,®0)€L. Donc il existe wcH2(F) tel que 0@Cv,=O,wdA,w
donc O,w=0 et Ad,w=Cyv,. La relation O,w=0 implique A,w=w donc
C11 (4,L%(®)) —~H2(F); comme de plus Cypy permute a la multiplication par
", on conclut que C;;=0

Lemme 3. Si SMH)CH,, dalors il existe une fonction analityque bornée
(€, & PN} telle que A=0,P et By=A4,9.

Démonstration. Soit u€ H%(€,). Ona P, Y (u®040)cH donc Y(ud0d0)=
=Au@® Bu® B,ucL; ainsi, il existe wecH2(F) tel que Au=0,w et Byu=A,w.
L’application &:u—w est linéaire, continue et permute a la multiplication par

“ donc il existe une fonction analytique bornée {€,, §, ¢(1)} telle que

A=0,0 et B,=4,9.
_ Remarque 1. La fonction {€,, & @()} vérifie la relation
(5 0 = 0, 4,.
Eneffet vaque Cy;=0 et C,=0 lesconditions 4O =04, et B,0 +C;,4,0;+
+C24,=4,60,4,, impliquent O, $O=0,0,4, et A4,060=A4,0,4,, d’ou (5).

Conséquence 1. Szpourloperateur S=P.,Y|He{TY ona SMH)cH,, alors
la matrice de Y a la forme

0,0 0 O
Y=|4,9 0 0
Bl CZI C22

012 ¢@=@1A0 et B10+C21A2@1+C22A1=A1A0.

Lemme 4. Si l'opérateur S=P . YHE{TY vérifie la condition S(H)=H,, alors
(6) H*(§) = H*(€,)+ 6, H*(E).
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Démonstration. La relation P,Y(H)=H, implique Y(K,)+G=L; donc
pour tout u€HX(F) il existe WEHAE,), WEHXE), v,e(4,L%(F)) et
1,€(4,L(€))  telles que

Y dv,00)+ 0w S4,0,wDA,w = Oud® 4,ud0.
Pour les premiéres deux composantes on a
O, (PU'+O,w) = Osu et A,(Pu'+O,w) = A,u
d’od u=du +6,w" donc (6).

Remarque 2. La décomposition u=@u'+6O,w donnée par le lemme
précédent n’est pas unique. En effet soit’z € H2(€); vu que $O@=6,4, on a
u = ®W+Ouy)+ O,(w —Ayu,).

Lemme 4'. Si Iopérateur S=P.YHE(TY vérifie la condition (S(H)) =H,,
alors
(6) H:(®) = (PH*(€,)+06,HE(E))".

Démonstration. En effet, vu que H,=(P,Y(K,)) il en résulte que le
sous-espace P,Y(X,.)+G est dense dans H;®G, donc Y(K,)+G est dense
dans H,®G. Soit u€ H3(§); alors @,ud4,uc0¢H, ®G. Donc pour tout £=>0
il existe ¥’ Dv,Hv,€K, et OwD4,0,wD4,weG tels que

Y ®v,D0)+(OwD4,0,wD A, w)—(Oud 4, ud0)| = &.
On a donc
10:(Pu"+ 01w — )|+ || 4x(Pu’+ Oy w —u)||* = &
et par conséquent [|Pu’ +O,w—u| =g, d’ou (6").
En combinant les lemmes 3 et 4’ et la remarque 1 nous obtenons le

Theoréme. Soit TC¢RB(H) une contraction complétement non-unitaire de I’espace
de Hilbert $, dont la fonction caractéristique {€, €,, ©O(1)} admet la factorisation
réguliere ©=0,0,, ou les facteurs {€, §, 0,(1)} et {&,C,, Ox2)} sont des
Jfonctions analytiques bornées. Envisageons le sous-espace $, de © invariant pour
T correspondant & cette factorisation. Si pour un opérateur SE{T} ona (S(9)) =9,
il existe des fonctions analytiques bornées {€,, §, ®(1)} et {®, €, 4,(1)}, telles que

() $0=0,4, et (i) HAF)=(SHXE,)+0O0,H ) .

4, Dans ce qui suit nous allons faire usage du théoréme précédent pour dé-
montrer la suivante ’
Proposition 2. Soit TEH(D) le modéle fonctionnel dont la fdnction carac-
3
téristique ©(2) est donnée par {C, C, 1/2—- /12}. 1l existe alors un sous-espace $,C 9,

invariant pour T, tel que $,7#(S(9)) pour tout Sc{TY.
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Démonstration. En effet envisageons la factorisation

1
?l

1
7 /3
qui est réguliére d’aprés la prop. VII. 3.5 de [H], et soit $,C$H le sous-espace

invariant, correspondant a cette factorisation. Envisageons un élément S¢{T}
fix. On a

V3 =[5V 1)
7;@1_ 2;/3/1 2A

7[5 e
5 - + B C 5’
A(l) H2(C)—~ H?*(C) étant une fonction analytique scalaire (dans ce cas 4 = A,).

S=P+Y

Supposons que $,=(S($))"; il existe alors une fonction d= [(p] avec des fonc-
?A

_1__;/3,1

2
En vertu de la relation ©,4,=9%0 on a A=V320,=2%,, d’ou- (Dzzﬁcbl. En-

tions analytiques scalaires ®;(i=1,2) telles que PO=6,4, ou O,=

visageons un élément uy € H%(C), u,#=0, et 'élément &= [_ F] u,€ H2(§) ou,

dans ce cas, §=C2 Pour u’,u”¢ H*(C) quelconques, on aura
1 P 1 p
((‘pu"*‘@lu”), ﬁo) = (¢1“'+7/1u”, Uy ﬁ] + ((pz u +5 V3iu”, uo] =
= (- V30,4 @)u’", u) = 0.

Donc #(50) est orthogonal & (PH?(C)+ @, H2(C))~ et par conséquent la con-
dition (ii) du théoréme n’est pas vérifiée. Donc $,#(S(H))” pour tout S¢{T}.
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