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Über Schreiersche Gruppenerweiterungen und 
ihre Kommutatorgruppen 

R. QUINKERT 

Gegenstand dieser Arbeit sind Untersuchungen zur Bestimmung der Kommutatorgruppe 
vorgegebener Erweiterungen G von M mit und zur Konstruktion solcher Erweiterungen mit 
vorgegebener Gruppe M als Kommutatorgruppe. In diesem Zusammenhang spielen allgemeine 
Aussagen über Erweiterungen von M mit einem direkten Produkt (S= X^j. beliebiger bzw. 
zyklischer Gruppen eine Rolle, die den Sätzen II und III der grundlegenden Arbeit [6] von 
O. Schreier entsprechen. Wir zeigen, daß beim Auftreten unendlicher zyklischer Gruppen die in 
Satz III von [6] angegebenen Bedingungen nicht ausreichen und geben für beide Fälle kürzere 
Beweise. 

§ 1. Einleitung 

Eine Gruppe G heißt Erweiterung einer Gruppe M mit einer Gruppe (S, wenn 
es Homomorphismen fi und r gibt, so daß die Sequenz 

E M —— G —— 'S E 

exakt ist. Ist G mit dem Normalteiler M={a, ß, ...} und der Faktorgruppe 
G/M=^ = {A, B, ...} vorgegeben, so lassen sich nach Wahl eines Repräsentanteji-
systems {rA}A f 9 von G nach M die Elemente von G auf genau eine Weise in der 
Form rAa mit A < x £ M schreiben. Für die Multiplikation gilt dann 

(1.1) (rAa)-(rBß) = rAB[A,B]a«Wß 

mit dem Parametersystem 

[A, B] = rAlrArB6 M, = rB
1 arB€ M. 

Normieren wir noch das Repräsentantensystem bezüglich der Einselemente gemäß» 

Eingegangen am 16. Mai 1977. 
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rE=e, so gilt bekanntlich (vgl. etwa [5]) für alle A, B, Ce'S; ct., ß£M 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

[A, E] = [E, B] = E; A*(E) = a ; e* ( ß ) = E, 

(aß)9iB) = av(B) ß ^ , 

a^Bn[B, C] = [B, 

[A,BC][B,C]=[AB,C][A,B]<*CK 

Umgekehrt ergibt zu vorgegebenen Gruppen M und 'S jedes diesen Gleichungen 
genügende Parametersystem [A, B]: 'SY.'S^M, a«,(ß): M X ^ - » M eine Erweiterung 
von M mit 'S, nämlich <SoM={(A,a)\A£'S, a£M} mit der (1.1) entsprechenden 
Multiplikation und ^ o M gemäß o.-*(E,ol) sowie r: 'SoM—'S gemäß 
( A , a ) - ~ A . 

Wir bezeichnen stets mit A(M) bzw. I(M) die Gruppe aller bzw. der inneren 
Automorphismen einer beliebigen Gruppe M; für den durch ßf_M bestimmten 
inneren Automorphismus a—ß^oiß schreiben wir J'(ß). 

In §2 geben wir zunächst mit den Formeln (2.1) und (2.2) den Kommutator 
zweier Elemente rAa, rBß einer Erweiterung G von M mit 'S explizit mit Hilfe 
des zugehörigen Parametersystems an. Dann wenden wir uns dem Problem zu, 
die Kommutatorgruppe G' von G zu bestimmen, falls 'S abelsch ist. Nach Satz 2.1 
gilt dann M^G'^M', und G' kann über M' (sogar rein multiplikativ) durch 
die Elemente [B, A]_1[A, B] (2.3) und a~1oc'p(B) (2.4) erzeugt werden. Dabei genügt 
es sogar, A, B und a je ein multiplikatives Erzeugendensystem von 'S bzw. M durch-
laufen zu lassen, wie wir in Satz 2.2 zeigen. Für den Fall, daß sowohl M als auch (S 
endliche abelsche Gruppen sind, wird dieses Ergebnis von O. SCHREIER [7, Satz 2] 
unter Verwendung der in [6] entwickelten Theorie (vgl. hier § 3, § 4) und weiterer 
Hilfsmittel bewiesen. 

Um zu untersuchen, welche Rolle die Elemente a_1a<'>(B) bei der Erzeugung 
von G' spielen, definieren wir in Anlehnung an L. KALOUJNINE [4] eine von einer 
Automorphismenmenge St ̂  A (M) abhängige Untergruppe K(M, 91) von M, die 
wir in Hilfssatz 2.3 näher kennzeichnen. Für 9 l = I ( M ) U {<p(B)\B^} gilt M 2 G ' i 
3 K { M , 9 i ) i M ' , und K(M, 91) ist genau der von den Elementen a " 1 « ^ über M' 
erzeugte Bestandteil der Kommutatorgruppe G' einer Erweiterung G von M mit 'S. 
Daraus gewinnen wir in Satz 2.4 bzw. Folg. 2.5 hinreichende Bedingungen dafür, 
daß eine vorgegebene Erweiterung G'=M erfüllt bzw. zu einer Gruppe M Erwei-
terungen G mit G'—M existieren. Diese Problemstellung tritt bei der Untersuchung 
von Ringen mit nichtkommutativer Addition auf (vgl. H. J . WEINERT [8], [9]), wor-
auf wir an anderer Stelle näher eingehen wollen. Als weitere Anwendung dieser 
Überlegungen kennzeichnen wir in Satz 2.6 alle Erweiterungen G einer beliebigen 
zyklischen Gruppe M mit einer beliebigen zyklischen Gruppe 'S., für die G'=M gilt. 
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Die folgenden beiden Paragraphen geben eine allgemeine Theorie von Gruppen-
erweiterungen G von M mit 'S, wobei 'S das (diskrete) direkte Produkt beliebiger 
bzw. zyklischer Gruppen 19k ist. Unsere zusammenfassenden Sätze 3.1 bzw. 4.2 ent-
sprechen im wesentlichen den Sätzen II bzw. III von O. SCHREIER [6]. Allerdings 
reichen die dort in Satz III formulierten Bedingungen nicht aus, um die ausgesproche-
nen Behauptungen beim Auftreten unendlicher zyklischer Gruppen zu gewähr-
leisten. Wir zeigen dies im Anschluß an Satz 4.2 und verweisen auch für nähere 
Einzelheiten auf den Text. Es sei noch erwähnt, daß nach Hilfssatz 4.1 in jeder 
Gruppe mit Hilfe des Kommutators ( y , x) die Kommutatoren beliebiger Potenzen 
von y und x explizit angegeben werden können. Als Anwendung zeigen wir schließ-
lich in Folg. 4.3, daß jede abelsche Gruppe M Kommutatorgruppe einer geeigneten 
Erweiterung G von M ist. 

Herrn Prof. Dr. H. J. Weinert darf ich für seine Anregungen zu dieser Arbeit 
und manchen Hinweis zur Verbesserung und Vereinfachung herzlich danken. 

§ 2. Die Kommutatorgruppe einer Gruppenerweiterung 

In jeder Erweiterung G von M mit 'S gilt für den Kommutator zweier Elemente 

(2.1) <rAa, rBß) = a-Hß^r'irA, rB)a*(B>ß 

wie sofort aus 

(rAa)~1{rBß)-1rAa.rBß = oc"1 • r21ß~1rÄ • r^r^r^g • rB^(irB • ß 

folgt. Dabei liegt in (2.1) höchstens der Faktor ( r A , rB) nicht in M, und wir erhalten 
aus <rA,rB) = rA

1rB
lrABr~lrArB und 

rAS = rBA(A,B) = rBrÄr(A,B)[A,(A, B)]-1 [B, A(A,B)]-1 

(2.2) (rA, rB> = r(Ä,B)[A, (A, B)]->[B, A(A, B)]^[A, B]. 

Genau für abelsche Gruppen 'S geht (2.2) für alle A, B£*S über in 

(2.3) (rÄ,rB) = [B,A]-*[A,B\ZAf. 

Andere spezielle Kommutatoren ergeben sich in der Form 

(2.4) <«, rB) = a~1rB
1cirB = a " 1 « ^ = (rB, a > " \ 

(2.5) (rÄ, ß) = r ^ ß - ^ ß = (ß">M)-iß = (ß, rA)-\ 

(2.6) <a, ß) = OL-iß-^ß. 

S a t z 2.1. Es sei G eine Erweiterung von M mit einer abelschen Gruppe 'S. Dann 
besteht die Kommutatorgruppe G' von G aus allen Produkten von Elementen (2.3), 
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(2.4) und (2.6), d. h. es gilt M 2 6 ' 2 M' und G' ist die kleinste M' und alle Kommuta-
toren (2.3) und (2.4) enthaltende Unterhalbgruppe von M. Die gleiche Aussage gilt 
mit (2.5) anstelle von (2.4). 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß jeder Kommutator (2.1) ein solches Produkt 
ist. Bis auf einen Faktor aus M' folgt aber aus (2.1) 

(rAx, rBß) = <«, rB)(ß-\ rA)(rA, rB) (MO 
bzw. 

<rA«, rBß) = (rB,<x~1)(rA, ß){rA, rB) (M'). 

Für die bereits angekündigte Verschärfung dieses Satzes, die wir nur mit (2.3) und 
(2.4) formulieren, nennen wir eine Teilmenge einer beliebigen Gruppe 'S 
ein multiplikatives (oder Halbgruppen-) Erzeugendensystem von 'S, wenn jedes Ele-
ment von 'S Produkt endlich vieler Elemente aus 9Ji ('S) ist. 

Sa tz 2.2. Es sei G eine Erweiterung von M mit einer abelschen Gruppe 'S und 
901 bzw. 9Ji(M) je ein multiplikatives Erzeugendensystem von 'S bzw. M. Dann 
besteht die Kommutatorgruppe G' von G aus allen Produkten folgender Elemente: 

(2.3)' (rx, rY) mit X,Yem(<S), 

(2.4y <c, r.Y> mit xemw, 

(2.6) (a, ß) mit a,ß£M. 

Beweis. Ein beliebiges Element aus G' sei nach Satz 2.1 Produkt von Elemen-
ten (2.3), (2.4) und (2.6). Wir zeigen als erstes, daß man alle Faktoren (2.3) durch 
Faktoren (2.3)' ersetzen kann. Es gilt für beliebige A, B, C, D£<S: 

(rABi TCD) = rABrCDrABrCD ~ 

= [A, B}rilrA'[C, D]ri
lrclrArB[A, ¿T^WC, fl]"1 = 

= [A, B][C, Df{A '^r^r^rö1 >'c lrArB rc rD([A, B]~i)f{c)i>iD)[C, D}^ = 

= IC, D?***>\A, B](ri1r21rß1rArDrB)(rB
1rS1 rBD)(rB£r^r^rArcrBD) • 

• (r^rBrD)(rD
 1 rB-1 rc-1 rBrc rD)[C,D]-1([A, = 

= [C, Df<-AB>[A, B](rA, rDy{B) [D, B]~\rA, rcy(BD) • 

• [B, D](rB, rc)^[C, D]~\[A, B]~r(cm-

Diese Faktoren aus M können nun modulo M' beliebig vertauscht werden, und man 
erhält damit 

{rAB, rCD) = (rA> rc)(rA, rD)(rB, rc){rB, rD)(rA, rc)~1(rA, rcy(BD) • 

'<rA, rD)-UjA, rDr»\rB, rc)~i(rB, rcy». 

• [C, D]-*[C, D]"iAB)[A, B]([A, B]-^CD) (M'). 
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Wir können also annehmen, daß unser Produkt nur noch Faktoren der Form (2.3)', 
(2.4) und (2.6) enthält. Weiter sind und av ( A ) v ( ß ) nach (1.4) kongruent modulo 
M'; damit gilt für a£M; A, B 

(a, rAB) = a~^a"<AB) = a-ia*u>(a,>U))-ia«>UMB) (M') 

und wir können die Faktoren (2.4) zunächst durch Faktoren der Form (a, rx) mit 
Xi 'SR^) ersetzen. Die Reduktionsmöglichkeit auf Faktoren (2.4)' folgt 

nun aus 
( A ß ^ I P I ß Y ™ E= A - I A ' H J O ß - I ß H X ) ( M R ) . 

Aus Satz 2.1 folgt zunächst unmittelbar, daß für eine Erweiterung G von M 
mit abelscher Faktorgruppe jedenfalls dann G'=M' gilt, wenn alle Automorphis-
men cp(B), in I(M) liegen und das Faktorensystem gemäß [A, B] = [B, A] 
symmetrisch gewählt werden kann. Insbesondere treten also vollständige Gruppen M 
mit Mz>Af nie als Kommutatorgruppen auf. 

Wir wollen nun allgemeiner untersuchen, welchen Beitrag die Kommutatoren 
(2.4) bzw. (2.5) zur Kommutatorgruppe G' einer Erweiterung G von M mit (3 lie-
fern. In Anlehnung an [4] definieren wir dazu für eine beliebige Gruppe M und eine 
(nichtleere) Automorphismenmenge 21QA(M) als K{M, 11) die Untergruppe von 
M, die von allen Elementen der Form 

(2.7) o r 1 ^ mit a e M , cp^SH 

erzeugt wird. Ersichtlich gilt K(M, l[M)) = M', und für 

(2.8) 21 = l(M)U{(p(B)\B£% G Erweiterung von M mit abelschem 

gilt M^G'^K{M, 1 ) 5 M ' , wobei K(M, 21) gerade der von M' und den Kommuta-
toren (2.4) erzeugte Bestandteil von G' ist. 

H i l f s s a t z 2.3. a) K{M, 31) ist stets Normalteiler von M und der Durchschnitt 
aller Untergruppen H von M mit der Eigenschaft 

(2.9) ( a H y = aH f ü r al le « € M , 1. 

M. a. W.: H—K(M,21) ist der kleinste Normalteiler von M, so daß alle </>621 auf 
der Faktorgruppe M/H den identischen Automorphismus induzieren. 

b) Aus 2 1 Ü I ( M ) folgt K(M, W) = K(M, <2I» für die von 21 erzeugte Unter-
gruppe (21) von A(M). 

c) Für 2l j2I(M) besteht K(M, 2Q aus allen Produkten mit Faktoren aus M' 
und der Form mit cpf^H und c, aus einem beliebigen multiplikativen Erzeugenden-
system ®i(M) von M (vgl. (2.4)'). 

Beweis, a) Die Normalteilereigenschaft folgt mit a,ß£M, sofort aus 

ß-'ia-^a^ß = (aßy1 {<xßf • (/?"1 ß") "16 K(M, 21). 
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Weiter erfüllt eine Untergruppe H von M genau dann (2.9), wenn zu beliebigen 
a£M, (pe'üi stets ein y£H mit av=ay^aH existiert. Für H=K(M, 91) ist dies 
nach Definition erfüllt. Ist umgekehrt H eine Untergruppe mit (2.9), so folgt a~1<xq'= 
=a~1ocy=y(:H, also ' 

b) Für q>,cp'691 gilt u-W9' =<x-1a*(a?)-1(tt?y>' und 

a - i a ^ - 1 ) = ß-tß* (M') mit ß-1 = af*-l\ 

wobei 9 l3 I (Af ) , also K(M, 91) 3 M ' , nur bei dem (p~x betreffenden Teil verwen-
det wurde. 

c) Wegen K(M, 91) M' lassen sich zunächst alle Inversen von Elementen 
der Form (2.7) gemäß ( a - 1 a " ) - 1 = a ( a - 1 ) * (M') als Produkte mit Faktoren aus M' 
und der Form (2.7) gewinnen, und [uß^iaßf =a-1a'p • ß'1 ß" (M') gestattet die 
Zurückführung auf Faktoren der Form 

Für die folgenden Aussagen setzen wir 9 I ^ I ( M ) voraus, lassen aber offen, 
ob 91 gemäß (2.8) durch eine Erweiterung G von M mit vorgegeben ist (ersichtlich 
hängt dann 91 nur von der Automorphismenklassengruppe dieser Erweiterung ab) 
oder ob wir umgekehrt zu geeignetem 9t eine Erweiterung G von M konstruieren 
wollen. 

Sa t z 2.4. Es sei M eine Gruppe und I ( M ) ^ 9 i g A ( M ) . 
a) Erfüllt der Index [M: M'] = 2, so gilt stets K(M, 91) = M'. 
b) Gilt [M: M' ] > 2 und existiert zu jedem Paar n, y.£M\M' mit n^y. (M') 

ein Automorphismus (¡»691 mit ¡.i9 = y. (M' ) , m.a. W., wirkt 91 transitiv auf 
(M/M')\M', dann gilt K(M, 91) = M. 

c) Gilt [M: M'\< oo und existiert ein <p69l mit (M') für alle ß£M\M', 
m. a. W., enthält 91 einen für M/M' fixpunktfreien Automorphismus, dann gilt 
K(M, 91) = M. 

Beweis, a) Ersichtlich gilt M"f = M' und (M\M'f = M\M' für alle 
< P 6 A ( M ) . 

b) Wir setzen K(M, 91 ) = H und wenden den Hilfssatz an. Aus M'—H folgt 
wegen nH7±xH sofort der Widerspruch ßH=(ßH)'p=n'pH=xH. Für M'czHa 
czM wählen wir ¿¿6H, x£M\H; dann gilt n^x (M') und mit \iH=H?iy.H 
erhalten wir den gleichen Widerspruch. Also folgt H=K(M, 91)—M. 

c) Aus n ^ x - ( M ' ) folgt n - 1 ^ ^ * - 1 * 9 (AT), da das Gegenteil y ^ r 1 ^ 
= (xp~1)<p (M') ergeben würde, was nach der Voraussetzung über <p nur für xn _ 1 6 M', 
also n=x (M') möglich wäre. Damit bildet aber ¿i-1/*'' Elemente verschiedener 
Nebenklassen modulo M' auf Elemente verschiedener Nebenklassen ab. Aus 
[M: M ' ] < ° ° folgt die Behauptung. 
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Für eine gegebene Erweiterung G von M mit abelschem 9 ergeben b) bzw. c) 
dieses Satzes für 91 gemäß (2.8) sofort hinreichende Kriterien für G'=M. Wir 
formulieren nur folgende Umkehrung: 

F o l g e r u n g 2.5. Es sei M eine Gruppe mit abelscher Automorphismengruppe. 
Genügen M' und 9t = A(M) den bei b) bzw. c) von Satz 2.4 formulierten Voraus-
setzungen, so tritt M als Kommutatorgruppe wenigstens einer Erweiterung G von 
M auf. 

Beweis. Es genügt, G als die faktorenfreie Erweiterung von M mit ^ = 9 1 = 
= A ( M ) und (p(A)=A zu wählen. Aus 91) 3 M ' und M—K(M, 91) 
folgt G' = M. 

Als Beispiel für spezielle Anwendungen untersuchen wir noch Erweiterungen G 
einer zyklischen Gruppe M—(£)siZm der Charakteristik m mit einer zyklischen 
Gruppe rS=(X) ^ Z„ der Charakteristik n. Für jede ganze Zahl a sei ä=a (n) 
und 5£{0, 1, . . . ,« — 1} für w^O. Wie üblich wählen wir als Parametersystem 

(2.10) [Xa, Xb] = { 8 
falls n = 0 oder a + b < n ¿ ¿ 0 
falls ä+B s n 0, 

a<p{Xb) - av(X)h = 

wobei cp(X)=s/£A(M) durch die Wahl von k in c¿í=ck festgelegt ist (/c = ± 1 
für m = 0, (k,m) = 1 für w^O). Für n^O gilt dabei 

(2.11) v^-v und sin = J(v), also = idM . 

Sa tz 2.6. Es sei G Erweiterung einer zyklischen Gruppe M= (C) = Zm mit einer 
zyklischen Gruppe = (X) = Z„. Für m = 0 bzw. 2\m gilt stets- G'cM, während 
für 2{m genau folgende Erweiterungen G mit G' = M existieren: 

a) Für n=0 alle G mit einem k^ {1, ...,m}, welches neben (k,m)= 1 auch 
(k—1, /—1, m ) = l für kl= 1 (m) erfüllt. 

b) Für 0 alle G mit v = e und einem k£ {1, ..., m), welches (k, m) = 
=(k-l,m) = l und kn = l (m) erfüllt. 

B e m e r k u n g . Im Falle 2\m erfüllt k=m — 1 die Bedingung a) stets und die 
Bedingung b) für 2\n; dagegen braucht für 2{n je nach Wahl von m und n kein k 
mit b) zu existieren. 

Beweis. Da M abelsch und das Faktorensystem symmetrisch ist, wird G' nach 
Satz 2.2 nur von den Faktoren (2.4)' erzeugt. Für m — 0 kommen dafür höchstens 
¿ j - 1 ^ 1 und Z^1 in Frage, woraus schon G ' c M folgt. Für m?¿0, n = 0 handelt 
es sich bei (2.4)' um die Faktoren und l~x&, also gilt G' = M genau für 
(k—\,l—\,m) — \, was wegen (k,m) — (J,m)= 1 für 2\m nicht möglich ist. Für 
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m^O,n^O tritt in (2.4)' nur «T1?* auf, d. h. G' = M gilt genau für (Ar-1, »j)= 1. 
Wegen (k, m)=1 entfällt wieder 2\m, und für b) haben wir alle Parametersysteme 
mit (k, m) = (k — 1, m) = 1 zu bestimmen. Sei v = c,y\ aus (2.11) folgt dann ky =y (m), 
also (k— l ) j i=0 (m) und damit v=g. Der zweite Teil von (2.11) ist mit k" = l (m) 
gleichwertig. 

Insbesondere ist nach Satz 2.6 jede endliche zyklische Gruppe M ungerader 
Ordnung Kommutatorgruppe einer geeigneten Erweiterung; wir werden später 
(vgl. Folg. 4.3) sehen, daß diese Aussage für jede abelsche Gruppe M zutrifft. 

Für Potenzen m=px und n=py einer ungeraden Primzahl p sind die Bedin-
gungen k" = 1 (m) und (k—l, m) = 1 aus Satz 2.6b) unverträglich, denn aus 

kpy = 1 (px), also k"y = 1 (p) 

folgt k = 1 (p) und damit (k — 1, p*) ^ 1. Dies zeigt (vgl. auch [7], Satz 6): 

F o l g e r u n g 2.7. Es sei G Erweiterung einer zyklischen Gruppe M der Ordnung 
m=px mit einer zyklischen Gruppe 'S der Ordnung n=py für eine beliebige Prim-
zahl p. Dann gilt G'aM. 

§ 3. Gruppenerweiterungen mit einem direkten Produkt 

Es sei G eine Erweiterung von M mit 'S und 'S das (diskrete) direkte Produkt 
von Untergruppen 'S,, /£/1. Dann enthält G in natürlicher Weise Erwei-

terungen G ; =T~l('S;) von M mit 'S;, und wir werden Parametersysteme von 
M-+ G —'S soweit als möglich auf Parametersysteme der Erweiterungen M-*GX^ 
-*<S> (¿6/1) zurückführen. Wir betrachten zunächst den Fall (S = 'SiY.<Si, wobei 
wir die Indexmenge A = {i,j) gemäß ordnen. Wir schreiben Ax, Bk, ... 
jeweils für Elemente aus *SX und A = AiAj — AjAi, ... für Elemente aus 'S. Für 
beliebig gewählte Repräsentanten rA £GXQG (rE=s) definieren wir Repräsentanten 
von M-*G-~'S gemäß 

(3-1) rA - rAiA. = rAirAj, i <= j. 

Das zugehörige Parametersystem 

(3.2) [A, B], a"(B) von Af - G -

enthält dann die (1.2) bis (1.5) erfüllenden Parametersysteme 

(3.3) [Ax, B;], a ^ . ) von A/ — G ; — 'S,. 

Weiter gilt wegen (3.1) für i-zj stets [A^ Bj] = e, während 

(3.4) [Aj, Bt] = rAjB.rA.rB. = (rBJA) 1rAjrB. = (rAj, rB), i < j 
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gerade der Kommutator der Repräsentanten ist. Aus 

rA ¡Aj B, Bj rA( Aj rB, Bj — ' Aj Bj ' Ai B( ' At ' Aj ' B, ' Bj 

ergibt sich folgende Zurückfiihrung des Faktorensystems (3.2) 

(3.5) [AIAJ, = [A„ B^Jb?[A}, BJ][AJ, B^bJ\ i <./ 

und entsprechend des Automorphismensystems (3.2) 

(3.6) a ^ B ' B ? = aiXB^CB^ t < j 

auf (3.3), wobei nur die Bestandteile (3.4) zusätzlich auftreten. Letztere sind Abbil-
dungen der Produktmenge ^ X^,- in M und genügen (zusammen mit den Bestand-
teilen von (3.3) und natürlich für alle a £ M ; A}, BX, C)_£/£>) folgenden Beziehungen 

I «B?[BJ, B,] = [BJ, B]aW"W, i < j ; 

I I [AJ, ß . C J t ö , C J = [ ß ; , CL]'P(A?[AJ, CI][AJ, B,RC.\ i ^ j -

III [AJBJ, C,] [AJ, BJ]W = [AJ, BJ][AJ, C^B?[BJ, CJ, i < j. 

Sie ergeben sich unmittelbar aus (1.4) und (3.6) bzw. (1.5) und (3.5) oder auch 
durch direktes Rechnen mit den Kommutatoren (3.4) in G; im Falle \A\=2 werden 
sie sich auch für die Umkehrung als hinreichend erweisen (vgl. Satz 3.1). 

Im allgemeinen Falle definieren wir bezüglich einer willkürlich gewählten Ord-
nung < der Indexmenge A analog wie oben 

(3.1)' rA = rAaAamAu = rAjArAa...rAtt, U < A2 lt. 

Wegen rE = e braucht dabei das A enthaltende Teilprodukt 1ß>x X S^a X ... X ^ 
von <S= X C$I. (/. 6 A) nicht minimal gewählt zu werden, und wir können jeweils 
endlich viele A, B, ... I'S als Elemente des gleichen Teilproduktes ansehen. Zur 
Vereinfachung schreiben wir im folgenden 1 ,2 , ..., t für jeweils geeignet auszu-
wählende Indizes 2 1 < / l 2 < . . . < A r aus A. Damit erhält man für das durch (3.1)' 
festgelegte Parametersystem (3.2) wieder eine Zurückführung auf (3.3) und (3.4): 
Für a<K8) gilt unmittelbar 

(3.6)' a",(BiB2 — B<) = a<p(«,)¥>(B2) ...<p(Bt)_ 

Für [A, B] erhält man aus (3.5) mit ^ — ^ X . . . = zunächst 

(3.7) [A, B] = [A,... AT.XA„ BL... B.^B,] = 

= [A,... AT_,, B,... B,_J«W[A„ B,][A„ B,... 

Die bekannte Kommutatorbeziehung (etwa aus [3], III 1.2 durch Induktion) 

(3.8) [A,,B1...BT_J = [AL,BT_J[AT,BL_A«'.-I\..[AT,BJ«BJ-"«B'-I\ 
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liefert dann für [A, B] die rekursive Zurückführung 

(3.5)' [A, B] = [A,... B,... Bt^A<*J[At, B,]-

•[A„ B t ^ f ^ [ A „ ... [A„ 

auf (3.3) und die Kommutatoren [Aj, /?,] von (3.4) für alle /,_/'€ A mit i<j. Ersicht-
lich gelten jetzt I, II und III für alle Indexpaare dieser Art; für | / I | s 3 kommt 
dazu noch für alle i,j, k£A 

IV [Ak, Bj] [Ak, QrB? [Bj, C,] = [Bj, CJ« V [Ak, Q] [Ak, B^'K i ^ j ^ k . 

Beide Seiten von IV reduzieren sich nämlich sofort auf r A
x r B ^ r ^ t A j B r C i . Wir 

erinnern daran, daß für unendliche Indexmengen A stets 1, 2, ..., t stellvertretend 
für geordnete endliche Teilsysteme A 1 < A 2 < . . . s t e h t und formulieren (vgl. [6], 
Satz II): 

Satz 3.1. Es sei M eine beliebige Gruppe und (S= XeSx ein (diskretes) 
direktes Produkt. Dann hat jede Erweiterung G von M mit <§ ein Parametersystem 
[A, B], a"'(B), welches sich gemäß (3.5)' und (3.6)' zurückführen läßt auf Parameter-
systeme | Ax, B,], a.^^ je einer Erweiterung Gx von M mit <&x (A € A) und Abbildungen 
[Aj, i?,] der Produktmenge ^ X ^ in M (i,j£A, i<j), welche den Bedingungen 
I—IV genügen. Umgekehrt entsteht auf diese Weise stets ein Parametersystem [A, B], 
a*(s) einer Erweiterung G von M mit <&. 

Beweis. Wir haben nur noch die Umkehrung zu zeigen. Dazu ordnen wir 
jeder Gruppe &X = {EX, Ax, Bx, ...} eine gleichmächtige Menge §x= {rEj, rAx, rBjL, ...} 
zu, so daß alle (}.£A) und M={e, a, ß, ...} paarweise disjunkt sind. Wir 
erzeugen eine Halbgruppe G von der Vereinigungsmenge aller <SX und M mit den 
definierenden Relationen (jeweils für alle auftretenden Elemente): 

( R 0 ) = £> (Roo) RAJ.S = RA,.' 

(Rl) aß-y (Multiplikation in M), 

(R2) arAi = r A , ( R 3 ) rAxrBx = rAj BJAx, BJ, 

(RJ rAjrBi = rB.rÄ.[Aj, Bil i < j. 

Zur Lösung des Wortproblems (vgl. [1], Theorem 9.3) legen wir die direkten Schritte 
für alle Relationen von links nach rechts fest und zeigen: 

a) Kann ein Wort W der zugehörigen freien Halbgruppe durch je einen direkten 
Schritt Sy bzw. S2 in Worte Wx bzw. W2 übergeführt werden, so gibt es ein Wort W', 
in welches Wx und W2 durch jeweils endlich viele direkte Schritte übergeführt werden 
können (Beweis s. u.). 
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Damit läßt sich jedes Element der Halbgruppe G auf genau eine Weise in der 
Form 

(3.9) rÄMrA„...rAMtt, 
(Worte der Form rA ... rA^ und a eingeschlossen) schreiben. Aufgrund unserer 
Relationen und wegen (1.2) ist e Einselement von G und jedes erzeugende Element 
invertierbar, also.G Gruppe. Wir lassen nun in der Schreibweise (3.9) wieder das 
Auftreten zusätzlicher Faktoren s=rE^ zu und erhalten mit der oben eingeführten 
Abkürzung für die auftretenden Indizes gemäß 

(3.10) rAlrAt... rAta - (AXA2 ... A„ ot) 

eine Bijektion von G auf die Produktmenge ( X ^ ) X M . Unseren Beweis beendet 
der Nachweis von 

b) Für die Multiplikation in G gilt 
(3 n) rAlrAt... rAt v. • rBl rBi ...rBtß = 

= rMBjMBi... r^sJA,... A„ Bi... Bt]•••«.>/* 
mit den bei (3.5)' und (3.6)' definierten [A, B] und 

N a c h w e i s von a) Wir brauchen nur die Fälle zu diskutieren, wo die direkten 
Schritte SV und S2 nicht in beiden Reihenfolgen angewendet werden können und so 
von W über Wx bzw. W2 zum gleichen Wort W' führen. Solche „kollidierenden" 
Fälle beziehen sich nach der Form unserer Relationen jeweils auf ein Teilwort w 
von W, welches aus 2 oder 3 erzeugenden Elementen besteht. Wir beginnen mit 
den schwierigeren Fällen: Für 

_ {rA^Bi[Ax, ¿?J rC) nach (R3) links 
w - r A j E j c , - \ r A j B ^ C ; i B , , C J nach (R3) rechts 

führen Schritte mit (R2) und (R3) oben und (R3) unten wegen (1.5) zu 

'¿aBACA [A„ BK C;][BX, CJ. 
Beim Auftreten von rE kommen noch Schritte mit (R0) in Frage, wobei (R00), 
(Rj) und (R2) wegen (1.2) leicht die erwünschten Gleichheiten liefern; entsprechende 
Überlegungen sind auch im folgenden beim Auftreten von rE anzustellen. Mit 

für 
_ i r B i

r A M j , B i ] r C i nach (R4) links 
W ~ Väjr*>rc' ~ l rA.rBiCl[B,, CJ nach (R3) rechts 

führen Schritte mit (R2), (R4), (R3) und (R2) oben und (R4) unten wegen II zu 

' rBtCtrAj[Bi, C^lAj, CJ[Aj, BtfW = rBiCirÄJ[Aj, BtC№, CJ. 
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Entsprechendes gilt für w = rAjrB rCj mit III. Mit / < / < & für 

_ i rBjrÄk[Ak, Bj]rCi nach (R4) links 
w - r A k r B j r C i - \ r A j c r B [ B j , C . ] n a c h ( R 4 ) r e c h t s 

führen Schritte mit (R2), (R4), (R4) und (R2) oben sowie (R4), (R2), (R4) unten wegen 
IV zu 

rc,rB/Ak[Bj, C ^ [ A k , C,][Ak, ß j } ^ = rCirBjrAk[Ak, Bj][Ak, C J . 

Damit sind alle kollidierenden Fälle mit Teilworten der Form w=rAjB rc erschöpft. 
Mit anderen Teilworten der gleichen Länge ergeben sich im wesentlichen nur noch 
vier Fälle, die wir tabellarisch zusammenfassen: 

Teilwort w Typ des Schrittes Gleichheit ergibt sich mit 
links rechts Schritten vom Typ wegen 

« r A / B > ( R 2 ) ( R 3 ) ( R 2 ) , ( R 3 ) ; ( R 2 ) ( 1 - 4 ) 

« T a / B , ( R 2 ) ( R 4 ) ( R 2 ) , ( R 4 ) ; ( R 2 ) I 

«,ßrAi ( R i ) ( R 2 ) ( R 2 ) ; ( R 2 ) ( 1 . 3 ) 
aßy (Rx) (Rx) Assoziativität in M 

Nur beim Auftreten von rE> bzw. e ergeben sich bei diesen und weiteren Teilworten 
aus 3 oder 2 erzeugenden Elementen noch kollidierende Fälle mit Schritten vom 
Typ (R„) oder (R00), die jedoch ersichtlich trivial sind. 

N a c h w e i s von b) Mit mehrfacher Anwendung von (R2), (R4) und (R3) gilt 

rAl ••• rA,-irAc
cirB1

rB2 ••• rBtß = 

= rAl... rAt_jAtrBlr^ ... = 

= rAl... rAt_irBlrAtrBi... rBt[A„ BtfW ••<*»<>OL*'¿-«Bjß 

= ^ - rAl_JBl... rBt_irÄtBt[At, B,][A„ B.^r^lA,, ... 

... [A„ ßj^^t-v(Bc)^(B^...v(Bt)ß 

Der Fall t= 1 liefert unmittelbar die in § 1 formulierte „Umkehrung" des grund-
legenden Satzes über Erweiterungen M-^G-^'S als Induktionsanfang. Die Gültig-
keit von (3.11) für t — 1 liefert mit a=ß=e 

rAi " rAt-i ' '"ßi ••• rBt-1 = rXiBi ••• rAt-lBt-l[^l ••• ^ l - l , Bi ••• 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit rA B und wenden rechts noch einmal (R2) 
an, ergibt dies oben eingesetzt gerade (3.11) mit dem bei (3.5)' und (3.6)' definierten 
Parametersystem. Damit ist Satz 3.1 bewiesen. 
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§ 4. Gruppenerweiterungen mit einem direkten Produkt zyklischer Gruppen 

In Fortsetzung von § 3 nehmen wir nun an, daß in jeder Faktor 
eine zyklische Gruppe = ( X x ) der Charakteristik nA€N0 ist. Sei G eine Erweite-
rung von M mit <S. Für beliebig gewählte Repräsentanten rx=xx£GxQG definieren 
wir für a£ Z 

r x ° ~ x l m ' t ö = a ( n i )> ä € { 0 , 1, . . . , 1} f ü r n ^ ^ O . 

Wir schreiben sogleich 1 , 2 , . . . , * für )A <A2< .. .<Ai und erhalten aus (3.1)' 

(4.1) rA = x«t = x j ixf i . . . x*. 

Die zugehörigen Parametersysteme (3.3) sind dann (vgl. (2.10)) gemäß 

{e falls n, = 0 oder ä+5 < n, ^ 0 
v, falls 5 + 5 0, 

(4.3) ' = 

durch je einen Automorphismus (p(Xx)=sf!l von M u n d für n x ^ 0 durch Elemente 
x"/- = M bestimmt, wobei 

( * ) v f A = v A und = für 0 

gilt. Auch die Kommutatoren (3.4) lassen sich auf jeweils einen, nämlich auf 

(4.4) [Xj, ZJ = x;> = yßi M für alle i ^ j -

zurückführen, wie sich aus folgender allgemeiner Aussage ergibt: 

H i l f s s a t z 4.1. Es seien x undy Elemente einer beliebigen Gruppe G. Die Formeln 

(y-\x) = (x,yyo- 1\ Cy , x - 1 ) = (x,yy<*-1>, (y~\ x~1) = (y, x ) ^ - 1 ) ^ - 1 ) 

lassen sich mit er, { 1 , - 1 } und a*=— 1 für a = — 1, sonst <r*=0 gemäß 

(4.5) (y \ = «y , ^ f ' » " ' ^ 

zusammenfassen. Damit kann der Kommutator beliebiger Potenzen von x und y mit 
positiven ganzen Zahlen a und b angegeben werden gemäß 

(4.6) 

B e m e r k u n g . Das Auftreten von Exponenten wie in (4.6) wird gerechtfertigt, 
indem man auf der Menge T(G) aller Abbildungen i¡/,x, • •• von G in G Addition 
und Multiplikation gemäß 

= g*-gx, g*\* = (g*)* für aUe g€ G 
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definiert. Damit wird (T(G), + , •) zu einem (linksdistributiven) Fastring mit 
co (ga=e) als Nullelement, i = i d c als Einselement und g~' l '=(g*)~1; genau die 
Endomorphismen von G sind (auch Von rechts) distributiv in T (vgl. [2], [10]). Für 
beliebige Elemente ^ s , j ( r 6T(G) gilt dann 

Vs=l / Vr=l / r=1 Vs=l / 

und falls alle x, distributiv in T(G) sind, weiter 

f = l V s = i / 

Beweis. Wir zeigen (4.6) o. B. d. A. mit T = CT=1. Für a=b= 1 reduziert 
sich der Exponent auf die identische Abbildung. Wir übergehen den Induktions-
schluß nach b mit a= 1 und geben nur die zweite Induktion nach a mit beliebigem 
b, indem wir von (4.6) ausgehend (unter Verwendung der Distributivität von 
berechnen: 

<y+1, xb) = (yay,xb) = (ya, xby<y>(y, xb) = 

, , £ ("z1 SM'S(yr~r) SM . , JW . " f i l ' w w » 1 - ' ) 

Da in der Erweiterung G von M mit rS für (x^=J(rx^ gerade J(x,)\M=s&l 

gilt, erhalten wir mit den oben eingeführten Kommutatoren (4.4) aus (4.5) 

(4.7) [X], X?] = i 

wobei wir grundsätzlich verabreden, daß Exponenten T, A, Q bei XI beide Werte aus 
{1, —1} annehmen, falls n x = 0 gilt, und sonst nur 1 zugelassen ist. Weiter folgt 
aus (4.5) und (4.6) 

(4.8) [X], XÜ[X], X r Y • = y f J i < j, nt * o. 

Wir bemerken, daß in solchen Formeln ein Exponent x — — 1 wegen y~1 = y~' 
stets als Faktor (—i) des Fastringelementes aufzufassen ist; man beachte 

Unser Ziel ist ein zu Satz 3.1 analoger Satz4.2, in den außer den Bestimmungs-
stücken s/x£A(M) und vx£M (für n x ^ 0 ) von Erweiterungen M—Gx^x=(Xx) 
nur noch Elemente yj i€M entsprechend (4.4) eingehen. Dafür geeignete Beziehun-
gen zwischen diesen Bestimmungsstücken erhalten wir aus I—IV durch spezielle 
Wahl der dort auftretenden Elemente. Dabei berücksichtigen wir für jedes &x=(Xx) 
mit n x = 0 neben Xx zunächst auch Xx

x; mit den so entstehenden Formeln I** —IV** 
werden wir auch beim Beweis der Umkehrung arbeiten. Die Beschränkung auf 
positive Exponenten ergibt jeweils die Formeln I*—IV*, die im wesentlichen den 
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in [6], Satz III angegebenen Bedingungen entsprechen. Wir stellen daher auch sogleich 
fest, daß I*—III* wiederum I**—III** implizieren; dagegen ist IV* schwächer als 
IV** und für den angestrebten Satz 4.2 nicht ausreichend, wie sich aus einem dies-
bezüglichen Gegenbeispiel zu Satz III aus [6] ergeben wird. 

Aus I folgt mit B¡=X?, Bj=X] wegen (4-7) 

Diese Aussage für alle Kombinationen der Exponenten ist mit 

T stj sf¡ = « J ( y ß ) , i < j 

gleichwertig, wie sich aus der Anwendung von (4.5) auf die Automorphismengruppe 
A ( M ) u n d .f(y)J'is/)=.s¿-1J(y)s¿ = J:(ys') e r g i b t . 

Aus II folgt mit Aj=X7, Bi—X"'-1, Ci=X¡ wegen (4.8) 

* "1-1 
. TT** JRFI X 4 T ) , R> II V¡ = VFJYJI J , K J , n i 7 é 0. 

Wir werden zeigen, daß bei Gültigkeit von I* auch hier aus 

n(- 1 

II* VF = vfJy'f° , i < j, n^O 

der noch in II** enthaltene Fall mit 1 = — 1 folgt. Folgende Umformung 

"i 0 
. . L Z 

(II*) v f J = V i t e 1 ) " 1 = Vir},-"'-1 

von II* zeigt nach Anwendung von daß unsere Behauptung aus 

( £ -sí]) st]1 1 ( i < ) 
(4.9) y)r = Vß 
für k=n¡—l folgt. Wir weisen (4.9) induktiv für alle &€N0 nach, wobei k=0 
trivial ist. Für k+1 lautet (4.9) leicht umgeformt 

(4.10) yji J y ) r k = yj, yjí • 

Wegen I* und (4.6), angewendet auf A(M), ist der von dem Element (4.9) bestimmte 
innere Automorphismus von M gerade der Kommutator ( s t f y 1 , woraus 
(4.10) folgt. 

Analog ergibt sich aus III mit Aj=Xp~1, Bj=Xj, C=X° 

«df L ¿y " r . 

III** v f ' = Vj y j¡ - 1 . , n , - ^ 0 , 

9* 
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was bei Gültigkeit von I* bereits wieder aus 
"J 

III* v f ' = Vjy-jf1 J , i < j , nj^O 

folgt. Den Beweis erspart die Bemerkung, daß II* (vgl. (II*)) und III* und ent-
sprechend die Fälle mit t = — 1 bzw. a = — 1 durch Vertauschung der Indizes i 
und j auseinander hervorgehen, wobei y¡j=y]¡1 zu setzen ist, im Einklang mit 

Xj)—(Xj, x¡)~1. ( M a n b e a c h t e a b e r , d a ß f ü r / < / s t e t s y}i=(xj, x¡)=[Xj, X¡], 
im allgemeinen aber yz1=yiJ=(xi, Xj)^[X¡, Xj] gilt.) Auf diese Weise steht bei [6], 
Satz III die Bedingung III* mit /Vy für III* und II* mit /</'. 

Schließlich ergibt IV mit Ak=X¡, B¡=X], C¡=Xf wegen (4.7) 

IV** ye
k)sii* yX"** y™*? *7*= •fff*"'**'» yTi^*^" yek)<t 1 < j < k. 

Die auch bei Gültigkeit von I*—III* schwächere Aussage IV* mit o = ? = g = l 
diskutieren wir später. 

S a t z 4.2. Es sei M eine beliebige Gruppe und 'S = X(S) (/£ A) ein (diskretes) 
direktes Produkt zyklischer Gruppen <Sx = (X¿) der Charakteristik nx. Dann hat jede 
Erweiterung G von M mit 'S ein Parametersystem, welches nach Satz 3.1 über (4.2), 
(4.3) und (4.4) durch Automorphismen ¿¡¿xdA(M), Elemente v ;€ M für nx^0 und 
Elemente y^M (A, i,j£ A; /<j) festgelegt ist, welche den Bedingungen ( * ) , I*—III* 
und IV** genügen. Umgekehrt bestimmt jedes System dieser Art eine Erweiterung G 
von M mit 'S, wobei G als Halbgruppe von M und Elementen x\ (A £ A) mit o = ± 1 
für nx = 0, <7=1 für nx¿¿ 0 mit folgenden definierenden Relationen (jeweils für alle 
auftretenden Elemente) erzeugt wird: 

(Ro) xxxx = e für 00' = — \, (R0*0) x\t= x\, 
(RÍ) aß = y (Multiplikation in M), 

(Ra) txxx- = x"x <x*'-, (R3) x\x = v;. nur für nx 0, 
/r»*\ T ff ff T ( R 4 ) XjXi = x¡ Xjyji 1 , 

Beweis . Es bleibt nur die Umkehrung zu zeigen. Zur Lösung des Wortpro-
blems legen wir wieder die direkten Schritte für alle Relationen von links nach rechts 
fest. Aus dem sich anschließenden Nachweis des bei Satz 3.1 formulierten Krite-
riums a) folgt, daß G eine Gruppe ist und sich jedes Element von G eindeutig in 
der Form 

* * a (äx€Z fü r nx = 0 
mit n f . . * laA€{0, 1, . . . , « A - l } fü r nx ^ 0 

schreiben läßt, wobei wieder 1 , 2 , . . . , / für A1 < A2 < . . . < Ai steht und wir bereits 
mehrfaches Auftreten des Einselementes e zugelassen haben. Ersichtlich ist die Unter-
gruppe M Normalteiler von G und G/M^'S=X'Sx. 
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Nachwe i s von a) Wir dürfen uns auf die „kollidierenden" Fälle beschrän-
ken, bei denen wenigstens zwei Xj, Xj mit verschiedenen Indizes /-=_/' beteiligt 
sind. Für 

{ x]a^'xl nach (R|) links 

0Lx1x)y)" 1 ' nach (R4) rechts 

führen Schritte mit (R|) und (R4) oben und zweimal (R2) unten zu IT t xosif slf s4f <s t xast? rff* 

XiXj-yji 1 <x J • = xixJu. ' Jyß
 J ' , 

wobei die Gleichheit wegen I** gilt. Mit tĵ T^O gilt für 

• XtXjyjf* xr1 nach (Ri) links 

x) Vi nach (Rj) rechts. 

t »i W = Xj Xi = 

Die mehrfache Anwendung von Schritten mit (R2) und (R4) und schließlich mit 
(Ri), (R*) ergibt oben 

t ' " f X * t Xi'Xjyji =XjVi'yJi , 

was mit xTjVt nach II** übereinstimmt. Entsprechendes gilt für w=x"jx1 mit rt j^O 
unter Verwendung von III**. Als nächstes betrachten wir für n = 0 mit aa'= —1 

{ x° x) yß'1*J x" nach (R4) links 

x)e nach (R0) rechts. 

Hier erhalten wir oben nach Schritten mit (R2), (R4), (RQ), (RJD und (R*) wegen 
a -\-o —a 

(TT ff' zns/'- __ t xa'rfj sif zaslj sj'. t 
> Xi Xj Xi yji — Xjyji — Xy£. 

Die analoge Überlegung für w = x^ xT- x° mit tij = 0 und TT'= —l benötigt am 
Ende 

yjt ' ' 1 1 ' = £, 

was leicht aus I** folgt. Schließlich führen mit für 

(x)xe
kyl)f°*^*x- nach (Rj) links 

w — xe
kx)x°i=\ a „jf**'* * 

l xf xi x) y™ ' ' nach (R4) rechts 

Schritte mit (R*), (R4), (R*), (R*) oben und mit (R4), (R*), (R*) unten genau auf 
die mit x 'x^xl multiplizierte Gleichung IV**. Damit sind (abgesehen von dem trivia-
len Fall x^x'e) alle zu betrachtenden Möglichkeiten erschöpft. 
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B e m e r k u n g . In dem zu Satz4.2 analogen (und nur für endliche zyklische 
Gruppen 'S) bewiesenen) Satz III von [6] treten sechs Bedingungen (a)—(f) auf. 
Die ersten drei entsprechen s t x £A(M) und (* ) . Bedingung (d) entspricht I* mit 
i j i j (yi. = y~1), also I* in zwei ersichtlich gleichwertigen Versionen. Bedingung 
(e) entspricht III* mit i ^ j , also wie oben bereits festgestellt II* und III*. Bedingung 
(f ) läuft auf 

I V * УцУы'Ур = У%кУиУк?, i < j < к 

hinaus, allerdings wird (f) in [6] für i ^ j ^ ^ k , k ^ i formuliert, enthält also sechs 
Bedingungen statt einer für jedes Tripel aus Л. Wir werden zeigen: 

i) Jede dieser sechs Bedingungen impliziert jeweils die fünf anderen. 
ii) Beim Auftreten unendlicher zyklischer Gruppen reichen die Bedingungen (*), 

I*—IV* (also die Bedingungen (a)—(f) in [6]J nicht aus, um die Existenz einer Erweite-
rung G von M mit 'S zu gewährleisten, so daß ax ; =xias/>- (R2) und х7-х;=х;х7у71-
(RD gut• 

Beweis von i) Multiplizieren wir IV* für ein beliebiges Tripel i ^ j , j ? ± k , k ? £ i 
unter Beachtung von yij=yji

l usw. von links mit yfjk bzw. yjk und von rechts mit 
yu bzw. yfk', ergibt sich 

yfj'Vkjyki' = УыУиУц b z w . yfryjiyfk' = у¡кУ»"Уы-

Dies sind gerade die aus IV* bei den Permutationen (y) bzw. (Jk) hervorgehenden 
Formeln, was schon alles zeigt. 

B e i s p i e l zu ii) Man wähle Л— {1,2,3}, Ух=(Хх) mit nx=0, als Normal-
teiler M = S 3 , alle Automorphismen s/x identisch und 

y n = (132), У 3i = (123), 7M = (12). 

Dann sind alle Forderungen (*) , I*, II*, III* trivialerweise erfüllt, und es gilt IV** 
für a—x — Q — \, also IV* und nach i) auch [6] (f) gemäß 

У32У31У21 = (12) (123X132) = (132)(123)(12) = y21y31y32. 

Dagegen ist IV** z. B. für о-=т = 1, q — — 1 wegen 

(13) = (12) -1(123) -1(132) ?£ (132)(123)~1(12)-1 = (23) 

nicht erfüllt. Wendet man Satz 4.2 bzw. Satz III von [6] trotzdem an, um auf die 
angegebene Weise aus den Elementen von M und Elementen xx, x2, x3 eine Gruppe 
G als Erweiterung von M mit <&iX.'S2X<S3 zu erzeugen, ergibt sich aus folgendem 
Vergleich 

X3 X2Xx = Х3 ХхХ2у21 = ХхХ3 y3 1 Х2У21 = ХуХ2Х3 У32 Уз1 У21 = 4 1 3 ) , 

x3 x2xy = x2x3 У32 Xj = x 2 x t x 3 y31 у32 = x,x 2x 3 УгхУзх y32 — x xx 2x 3 423) 
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der Widerspruch (13)=(23); die in [6] angegebenen Bedingungen gewährleisten also 
nicht die Konstruktion einer Gruppe G mit G^M. 

F o l g e r u n g 4.3. Jede abelsche Gruppe M ist Kommutatorgruppe einer geeigneten 
Erweiterung G von M. 

Beweis . Es sei 931 (M) ein (multiplikatives) Erzeugendensystem von M. Wir 
wählen eine Indexmenge A so, daß jedes Element £€9K(Ai) in der Form c, = yyi 

mit i,j£A, geschrieben werden kann. Mit den so gewählten Elementen y¿¡€Af 
bestimmen wir nach Satz 4.2 eine automorphismenfreie Erweiterung G von M mit 
dem direkten Produkt (lg/1) unendlicher zyklischer Gruppen, wobei alle 
Bedingungen ( * ) und I*—III* entfallen und IV** für paarweise kommutative Ele-
mente und nur identischen Automorphismen trivial wird. Da die Elemente y j t gemäß 
(Rj) die Kommutatoren (xj, x ;) erzeugender Elemente Xj, xt von G sind, folgt 
G'=M (vgl. auch Satz 2.2). 
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