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Uber Schreiersche Gruppenerweiterungen und
ihre Kommutatorgruppen

R. QUINKERT

Gegenstand dieser Arbeit sind Untersuchungen zur Bestimmung der Kommutatorgruppe

' vorgegebener Erweiterungen G von M mit 4 und zur Konstruktion solcher Erweiterungen mit

vorgegebener Gruppe M als Kommutatorgruppe. In diesem Zusammenhang spielen allgemeine

Aussagen iber Erweiterungen von M mit einem direkten Produkt %= X%, beliebiger bzw.

zyklischer Gruppen %, eine Rolle, die den Sitzen II und III der grundlegenden Arbeit [6] von

O. Schreier entsprechen. Wir zeigen, da3 beim Auftreten unendlicher zyklischer Gruppen die in

Satz III von [6] angegebenen Bedingungen nicht ausreichen und geben fir beide Falle kiirzere -
Beweise.

§ 1. Einleitung

Eine Gruppe G heil3t Erweiterung einer Gruppe M mit einer Gruppe ¢, wenn
es Homomorphismen p und I' gibt, so daB} die Sequenz

E-M*Gl.9-E

exakt ist. Ist G mit dem Normalteiler M={o, §,...} und der Faktorgruppe
G/M=%={A, B, ...} vorgegeben, so lassen sich nach Wahl eines Reprasentanten-
systems {r }4co von G nach M die Elemente von G auf genau eine Weise in der
Form r o mit A€%, a¢ M schreiben. Fiir die Multiplikation gilt dann

(1.1 (ra) - (rgP) = rqpl4, Blo?® B
mit dem Parametersystem
[A, Bl = rar g€ M, o*® = rploargc M.

Normieren wir noch das Reprisentantensystem beziiglich der Einselemente gemif}:
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re=¢, so gilt bekanntlich (vgl. etwa [5]) fiir alle A4, B, C€%; a, feM

1y - [A,E]=[E,Bl=¢; 0B =q; B =g
(1.3) ' (aB)?® = (B go(B),

(1.4) @ (BO) [B, C] — [B, C]aqp(ﬂ) qp(C),

(1.5) [4, BC1[B, C] = [AB, C][A, B]*©.

Umgekehrt ergibt zu vorgegebenen Gruppen M und ¢ jedes diesen Gleichungen
geniigende Parametersystem [4, B]: ¥X%— M, a*®: M X%~ M eine Erweiterung
von M mit ¥, nimlich YoM ={(4, )| A€ ¥, a€ M} mit der (1.1) entsprechenden
Multiplikation und p: M—~%oM gemidB «—(E,a) sowie I':%oM—~% gemil
(4, x)—~A. ‘ -

* 'Wir bezeichnen stets mit A(M) bzw. I(M) die Gruppe aller bzw. der inneren
Automorphismen einer beliebigen Gruppe M; fiir den durch B€M bestimmten
inneren Automorphismus o—f~1af schreiben wir S£(B).

i In § 2 geben wir zundchst mit den Formeln (2.1) und (2.2) den Kommutator

zweier Elemente r o, rgf einer Erweiterung G von M mit 4 explizit mit Hilfe
des zugehorigen Parametersystems an. Dann wenden wir uns dem Problem zu,
die Kommutatorgruppe G’ von G zu bestimmen, falls ¢ abelsch ist. Nach Satz 2.1
gilt dann M2G'2M’, und G’ kann iiber M’ (sogar rein multiplikativ) durch
die Elemente [B, 4]7*[4, B] (2.3) und a1a?® (2.4) erzeugt werden. Dabei geniigt
es sogar, 4, B und « je ein multiplikatives Erzeugendensystem von ¢ bzw. M durch-
Jaufen zu lassen, wie wir in Satz 2.2 zeigen. Fiir den Fall, daB3 sowohl M als auch ¢
endliche abelsche Gruppen sind, wird dieses Ergebnis von O. SCHREIER [7, Satz 2]
unter Verwendung der in [6] entwickelten Theorie (vgl. hier § 3, §4) und weiterer
Hilfsmittel bewiesen.

Um zu untersuchen, welche Rolle die Elemente o~ 1a®® bei der Erzeugung
von G’ spielen, definieren wir in Anlehnung an L. KALOUJNINE [4] eine von einer
Automorphismenmenge USA(M) abhingige Untergruppe K(M, ) von M, die
wir in Hilfssatz 2.3 ndher kennzeichnen. Fir U=I(M)U {¢(B)|Bc ¥} gilt M2G'2
DKM, W2M’, und K(M,N) ist genau der von den Elementen a~1a*® iiber M’
erzeugte Bestandteil der Kommutatorgruppe G’ einer Erweiterung G von M mit 4.
Daraus gewinnen wir in Satz 2.4 bzw. Folg. 2.5 hinreichende Bedingungen dafiir,
daB eine vorgegebene Erweiterung G’'=M erfiillt bzw. zu einer Gruppe M Erwei-
terungen G mit G'=M existieren. Diese Problemstellung tritt bei der Untersuchung
von Ringen mit nichtkommutativer Addition auf (vgl. H. J. WEINERT [8], [9]), wor-
auf wir an anderer Stelle ndher eingehen wollen. Als weitere Anwendung dieser
Uberlegungen kennzeichnen wir in Satz 2.6 alle Erweiterungen G einer beliebigen
zyklischen Gruppe M mit einer beliebigen zyklischen Gruppe ¥4, fiir die G'=M gilt.
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Die folgenden beiden Paragraphen geben eine allgemeine Theorie von Gruppen-
erweiterungen G von M mit ¥, wobei ¢ das (diskrete) direkte Produkt beliebiger
bzw. zyklischer Gruppen %, ist. Unsere zusammenfassenden Sétze 3.1 bzw. 4.2 ent-
sprechen im wesentlichen den Sitzen II bzw. III von O. SCHREIER [6]. Allerdings
reichen die dort in Satz III formulierten Bedingungen nicht aus, um die ausgesproche-
nen Behauptungen beim Auftreten unendlicher zyklischer Gruppen ¢, zu gewahr-
leisten. Wir zeigen dies im AnschluB an Satz 4.2 und verweisen auch fiir nihere
Einzelheiten auf den Text. Es sei noch erwidhnt, da nach Hilfssatz 4.1 in jeder
Gruppe mit Hilfe des Kommutators (y, x) die Kommutatoren beliebiger Potenzen
von y und x explizit angegeben werden konnen. Als Anwendung zeigen wir schlieB-
lich in Folg. 4.3, daB jede abelsche Gruppe M Kommutatorgruppe einer geeigneten
Erweiterung G von M ist.

Herrn Prof. Dr. H. J. Weinert darf ich fiir seine Anregungen zu dieser Arbeit
und manchen Hinweis zur Verbesserung und Vereinfachung herzlich danken.

§ 2. Die Kommutatorgruppe einer Gruppenerweiterung

In jeder Erweiterung G von M mit ¢ gilt fiir den Kommutator zweier Elemente
2.1 (rast, rgB) = a7 1(B" V)" 1(r,, rg)a?® B
wie sofort aus '
(ra0) Y(rgP) trqargB = o terg B r vt v rg e rgtarg - B

folgt. Dabei liegt in (2.1) hochstens der Faktor (r4, rg) nicht in M, und wir erhalten
aus (ry, rg)=r 'rz'r zrisr4rs und

FaB = TBA(4,8) = '8 aV(4,B)[4, (4, B)]7'[B, A4, B)]™*

(22) (ra> ) = rea,pyl4s (4, B))"'[B, A(A, B)]"*[4, B].
Genau fir abelsche Gruppen ¢ geht (2.2) fiir alle 4, B€% {iber in
2.3) (rq,rpy =[B, A]7}[4, Bl M.

Andere spezielle Kommutatoren ergeben sich in der Form

.49 (o, rg) = atrgtarg = a"1a®® = (rg, a)~,

23) (ras By =17 B raB = (B*) B =B, r),
2.6) (a, B) = a~1ptap.

‘Satz 2.1. Es sei G eine Erweiterung von M mit einer abelschen Gruppe 4. Dann
besteht die Kommutatorgruppe G’ von G aus allen Produkten von Elementen (2.3),
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(2.4) und (2.6), d. h. es gilt M2G"2M’ und G’ ist die kleinste M’ und alle Kommuta-
toren (2.3) und (2.4) enthaltende Unterhalbgruppe von M. Die gleiche Aussage gilt
mit (2.5) anstelle von (2.4).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB jeder Kommutator (2.1) ein solches Produkt
ist. Bis auf einen Faktor aus M’ folgt aber aus (2.1) -

(rao, rpB) = o, re)(B L, r)(ra. rs) (M)
(rao, rgf) = (rg, a7 )(r , B)(rs, rp) (M").

Fiir die bereits angekiindigte Verscharfung dieses Satzes, die wir nur mit (2.3) und
(2.4) formulieren, nennen wir eine Teilmenge MM (%) einer beliebigen Gruppe ¥
ein multiplikatives (oder Halbgruppen-) Erzeugendensystem von ¢, wenn jedes Ele-
ment von ¥ Produkt endlich vieler Elemente aus (%) ist.

bzw.

Satz 2.2. Es sei G eine Erweiterung von M mit einer abelschen Gruppe 4 und
M) bzw. M(M) je ein multiplikatives Erzeugendensystem von 4 bzw. M. Dann
besteht die Kommutatorgruppe G’ von G aus allen Produkten folgender Elemente:

.3y (ry, ryy mit X, Y€ M(%),
2.9 (& ry)y mit E€MM), X M(¥D),
(2.6) {a, B mit a, e M.

Beweis. Ein beliebiges Element aus G” sei nach Satz 2.1 Produkt von Elemen-
ten (2.3), (2.4) und (2.6). Wir zeigen als erstes, daB} man alle Faktoren (2.3) durch
Faktoren (2.3)" ersetzen kann. Es gilt fiir beliebige A4, B, C, D¢ ¥:

(Tag> Tcp) = TAB7CHT apTcp =
= [4, Blrg'rz'[C, D]rptrctr rg[d, Bl trcrp[C, D)7t =
= [4, BI[C, DI P rztritrstrc ryryrero((4, BI7)*©P[C, D]t =
= [C, DIP“P[4, Bl(rgtritrptrarpr)(ri*rp rep) (radr g ré \ rarcrap) -
~(rapraro)(rp*r 1 rpre rp)[C, D17N([A, BT =
= [C, DIP“P[4, BKr4, rp)*® D, BI7X(ry, )" -
«[B, DKrg, re)*®[C, D]~1([4, B]~1)?P,

Diese Faktoren aus M kénnen nun modulo M’ beliebig vertauscht werden, und man
erhilt damit . ‘

(Tups Tep) = T as To)Ta> Tp){Tos 1) (P> TD) T Te) ~ X1 4, r)?ED
(P> D) ras rp)? g, 1) TN rp, 1oy -

-[C, DIM[C, DIP“P[4, BI([4, BI"H*” (M)
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Wir kdnnen also annehmen, daB unser Produkt nur noch Faktoren der Form (2.3),
(2.4) und (2.6) enthilt. Weiter sind «*“® und «#“@*® pach (1.4) kongruent modulo
M’; damit gilt fur «a€M; A, B€Y

. .
<a, ,.AB> = ¢~ 1ge4B) = a—latﬁ(A)(alp(A))—la¢(A)¢(B) (M’)

und wir konnen die Faktoren (2.4) zunachst durch Faktoren der Form («, ry) mit
M, XcM(¥Y) ersetzen. Die Reduktionsméglichkeit auf Faktoren (2.4)" folgt
nun aus

(aﬁ)—l(aﬂ)tp(x) = a‘loc‘p(X)ﬁ_lﬂ“’(X) (M.

- Aus Satz 2.1 folgt zunichst unmittelbar, daB fiir eine Erweiterung G von M
mit abelscher Faktorgruppe jedenfalls dann G'=M"’ gilt, wenn alle Automorphis-
men @(B), B¢% in I(M) liegen und das Faktorensystem gemil [A4, B]=[B, A]
symmetrisch gewihlt werden kann. Insbesondere treten also vollstindige Gruppen M
mit MDM’ nie als Kommutatorgruppen auf.

Wir wollen nun allgemeiner untersuchen, welchen Beitrag die Kommutatoren
(2.4) bzw. (2.5) zur Kommutatorgruppe G’ einer Erweiterung G von M mit ¥ lie-
fern. In Anlehnung an [4] definieren wir dazu fiir eine beliebige Gruppe -M und eine
(nichtieere) Automorphismenmenge USA(M) als K(M, A) die Untergruppe von
M, die von allen Elementen der Form

2.7 o le® mit a€ M, pe U
erzeugt wird. Ersichtlich gilt X(M, I{M))=M’, und fiir
(28 U=IMU{e(B)|Bc¥)}, G Erweiterung von M mit abelschem ¥
gilt M2G 2K(M, W)2M’, wobei K(M, W) gerade der von M’ und den Kommuta-
t’oren' (2.4) erzeugte Bestandteil von G’ ist.
Hilfssatz 2.3. a) K{M, W) ist stets Normalteiler von M und der Durchschnitt
aller Untergruppen H von M mit der Eigenschaft
2.9) (xH)? = aH fiir alle ae M, pe A,

M.a. W.. H=K(M,N) ist der kleinste Normalteiler von M, so daf alle o€ U auf
der Faktorgruppe M|H den identischen Automorphismus induzieren.

b) Aus A21(M) folgt K(M,W)=K(M,{W)) fiir die von W erzeugte Unter-
gruppe (W) von A(M).

¢) Fir W21(M) besteht K(M, W) aus allen Produkten mit Faktoren aus M’
und der Form £=1E° mit @ €W und & aus einem beliebigen multiplikativen Erzeugenden-
system IM(M) von M (vgl. (2.4)). ' :

Beweis. a) Die Normalteilereigenschaft folgt mit a, fc M, €U sofort aﬁs
B~ ) B = (af) 1 (2f)? - (B2 B%) 1€ K(M, N).
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Weiter erfilit eine Untergruppe H von M genau dann (2.9), wenn zu beliebigen
a€M, ocU stets ein ye H mit a®?=aycaH existiert. Fir H=K(M, A) ist dies
nach Definition erfiillt. Ist umgekehrt H eine Untergruppe mit (2.9), so folgt " 1a® =
=a lay=y€H, also K(M,WCSH.

b) Fiir @, (P'EQI gllt a—laWP’=a..1a¢(a¢)_1(a¢)¢, und
a~lofe™) = 1% (M) mit B =ale™?,

wobei A2I(M), also K(M,N)2M’, nur bei dem ¢! betreffenden Teil verwen-
det wurde.

c) Wegen K(M,U)2M’ lassen sich zunichst alle Inversen von Elementen
der Form (2.7) gemiB (¢ 'a®) '=a(a~1)* (M) als Produkte mit Faktoren aus M’
und der Form (2.7) gewinnen, und (¢f)~1(@f)*=a~1a®-B~14° (M’) gestattet die
Zuriickfihrung auf Faktoren der Form £~1&°.

Fir die folgenden Aussagen setzen wir U 2I(M) voraus, lassen aber offen,
ob A gemiB (2.8) durch eine Erweiterung G von M mit & vorgegeben ist (ersichtlich
hingt dann U nur von der Automorphismenklassengruppe dieser Erweiterung ab)
oder ob wir umgekehrt zu geeignetem U eine Erweiterung G von M konstruieren
wollen.

Satz 2.4. Es sei M eine Gruppe und Y(M)SUSA (M).

a) Erfiilllt der Index [M: M’']=2, so gilt stets K(M,W)=M".

b) Gilt [M: M’]=>2 und existiert zu jedem Paar p,x€ M\ M’ mit u#x (M")
ein Automorphismus €W mit p°=x (M’), m.a. W., wirkt W transitiv auf
(MIM"Y\M’, dann gilt K(M,W)y=M.

¢) Gilt [M: M']<-<ound existiert ein €W mit p®Zp (M’) fiir alle u¢ M\ M’,
. m.a. W, enthdilt W einen fiir MIM’ fixpunktfreien Automorphismus, dann gilt
KM, q)=M.

Beweis. a) Ersichtlich gilt M’?=M" und MM’ )¥?=M\M" fir alle
PEA(M).

b) Wir setzen K(M,N)=H und wenden den Hilfssatz an. Aus M’'=H folgt
wegen puHz=xH sofort der Widerspruch puH=(uH)*=pu*H=xH. Fir M'cHC
cM wihlen wir ucH, x¢ M\ H; dann gilt pzx (M’) und mit uH=H=xH
erhalten wir den gleichen Widerspruch. Also folgt H=K(M, A)y=M.

c) Aus puzx-(M’) folgt pu-'u®#Zx'x® (M’), da das Gegenteil »xpu~l=
=(xp~Y)? (M) ergeben wiirde, was nach der Voraussetzung iiber ¢ nur fiir »u=—1€ M’,
. also u=x» (M’) moglich ware. Damit bildet aber y—u~1u® Elemente verschiedener
Nebenklassen modulo M’ auf Elemente verschiedener Nebenklassen ab. Aus’
[M: M']<e< folgt die Behauptung.
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Fiir eine gegebene Erweiterung G von M mit abelschem % ergeben b) bzw. c)
dieses Satzes fiir U gemiB (2.8) sofort hinreichende Kriterien fiir G'=M. Wir
formulieren nur folgende Umkehrung:

Folgerung 2.5. Es sei M eine Gruppe mit abelscher Automorphismengruppe.
Geniigen M’ und W=A(M) den bei b) bzw. c) von Satz 2.4 formulierten Voraus-
setzungen, so tritt M als Kommutatorgruppe wenigstens einer Erweiterung G von
M auf.

Beweis. Es geniigt, G als die faktorenfreie .Erweiterung von M mit ? A=
=A(M) und ¢@(4)=A zu wihlen. Aus M2G" 2K(M, W2 M’ und M=K(M, N)
folgt G'=

Als Beispiel fiir spezielle' Anwendungen untersuchen wir noch Erweiterungen G
einer zyklischen Gruppe M=(£)=Z, der Charakteristik m mit einer zyklischen
Gruppe ¥=(X)=1Z, der Charakteristik n. Fiir jede ganze Zahl a sei a=a (n)
und a€{0,1, ...,n—1} fiir n=0. Wie iiblich wihlen wir als Parametersystem

g falls n=0 oder a+b<n=0

a b1
(2.10) [Xe, X% _{v falls a+b=n=0,

b b b
a(P(X ) — a(l’(X) = a-d R

wobei @(X)=s/€A(M) durch die Wahl von k in &¥=¢* festgelegt ist (k=11
fir m=0, (k,m)=1 fiir m=0). Fir n=0 gilt dabei

(2.11) v? =y und "= 2(v), also " =idy.

Satz 2.6. Es sei G Erweiterung einer zyklischen Gruppe M=({)=Z,, mit einer
zyklischen Gruppe 9=(X)=1Z, Fir m=0 bzw. 2|m gilt stets. G'C M, wdhrend
fiir 2{m genau folgende Erweiterungen G mit G'=M existieren:

a) Fir n=0 alle G mit einem ké€{l, ..., m}, welches neben (k, m)—-l auch
(k—1,1=1,m)=1 fir ki=1 (m) erfiillt.

b) Fiir n=0 alle G mit v=e¢ und einem kec{l,...,m}, welches (k, m)=
=tk—1,m)=1 und k"=1 (m) erfiillt.

Bemerkung. Im Falle 2{m erfiillt k=m—1 die Bedingung a) stets und die
Bedingung b) fiir 2|n; dagegen braucht fir 2{n je nach Wahl von m und » kein k
mit b) zu existieren.

Beweis. Da M abelsch und das Faktorensystem symmetrisch ist, wird G’ nach
Satz 2.2 nur von den Faktoren (2.4) erzeugt. Fiir m=0 kommen dafiir héchstens
E-1EXL ynd EEF! in Frage, woraus schon G'c M folgt. Fiir m>0, n=0 handelt
es sich bei (2.4)’ um die Faktoren &7'¢¥ und ¢7'¢, also gilt G'=M genau fir
(k-1,1—1,m)=1, was wegen (k,m)=(l,m)=1 fir 2[m nicht moglich ist. Fiir
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m=0, n#0 tritt in (2.4) nur ¢7'¢ auf, d. h. G'=M gilt genau fir (k—1, m)=1.
Wegen (k,m)=1 entfillt wieder 2|m, und fiir b) haben wir alle Parametersysteme
mit (k, m)=(k—1,m)=1 zubestimmen. Sei v=¢”; aus (2.11) folgt dann ky=y (m),
also (k—1)y=0 (m)und damit v=¢. Der zweite Teil von (2.11) ist mit k"=1 (m)
gleichwertig. :

Insbesondere ist nach Satz 2.6 jede endliche zyklische Gruppe M ungerader
Ordnung Kommutatorgruppe einer geeigneten Erweiterung; wir werden spiter
(vgl. Folg. 4.3) sechen, daB diese Aussage fiir jede abelsche Gruppe M zutrifft.

Fiir Potenzen m=p* und r=p” einer ungeraden Primzahl p sind die Bedin-
gungen k"=1 (m) und (k—1,m)=1 aus Satz 2.6b) unvertriglich, denn aus

k=1 (pY), also k=1 (p)
folgt k=1 (p) und damit (k—1, p¥)=1. Dies zeigt (vgl. auch [7], Satz 6):

Folgerung 2.7. Es sei G Erweiterung einer zyklischen Gruppe M der Ordnung
m=p~ mit einer zyklischen Gruppe % der Ordnung n=p” fiir eine beliebige Prim-
zahl p. Dann gilt G'c M.

§ 3. Gruppenerweiterungen mit einem direkten Produkt

Es sei G eine Erweiterung von M mit % und % das (diskrete) direkte Produkt
%= X%, von Untergruppen %,, 1€ A. Dann enthalt G in natiirlicher Weise Erwei-
terungen G; =I'"Y(¥%9,) von M mit ¢,, und wir werden Parametersysteme von
M—~G~% soweit als moglich auf Parametersysteme der Erweiterungen M —~G, —
-4, (A€A) zurickfiihren. Wir betrachten zunichst den Fall $=¢;X¥;, wobei
wir die Indexmenge A={i,j} gemidB i<j ordnen. Wir schreiben A4,, B,, ...
jeweils fiilr Elemente aus 4; und A=A4;4;=A4;4;,... fir Elemente aus 4. Fiir
beliebig gewihlte Représentanten r, €G,£G6 (rg=¢) definieren wir Reprisentanten
von M—~G-—+% gemil
3.1) Ta="Vaa;=FaTa, P<].
Das zugehdrige Parametersystem
(3.2) [4,B], «*® von M—~G—-9%
enthalt dann die (1.2) bis (1.5) erfiillenden Parametersysteme
(3.3) [A,,B;], 2°®) von M —~G,—~9,.
Weiter gilt wegen (3.1) fiir i<j stets [4;, B;]=¢, wihrend

3.4) [4;, B] = r4}s, rarp, = (rg,Ta) 14,75 = (ras7p), i<]
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gerade der Kommutator der Reprisentanten ist. Aus
TAM, BB, a4, VBB, = ”Z,-IB,-"X.-ls,rA,-"A,"BJ'B,
ergibt sich folgende Zuriickfithrung des Faktorensystems (3.2)
3.5 [A4;A4;, BiB}] = [4;, B]*“;%)[4;, B]l[4;, BI*®?, i<]j
und entsprechend des Automorphismensystems (3.2)
(3.6) ' a?BiB) = qeBIOBY < j
auf (3.3), wobei nur die Bestandteile (3.4) zusatzlich auftreten. Letztere sind Abbil-

dungen der Produktmenge ;X% in M und geniigen (zusammen mit den Bestand-
teilen von (3.3) und natiirlich fiir alle a€ M; 4;, B;, C;€%,) folgenden Beziehungen

I a‘P(Bi) q’(Bj) [Bj9 Bl] = [Bj’ Bi]aq’(Bj) q’(Bi)s l = ],
11 [Ajs B; Ci][Bi9 Ci] =[B;, Ci]¢(Aj) [Aja C [Aj’ Bi]q’(c‘), i<Jj;
III [Aijs Ci][Ajs Bj](p(c") = [Aj3 Bjll4;, Ci](P(Bj)[Bj7 Cl, i<].

Sie ergeben sich unmittelbar aus (1.4) und (3.6) bzw. (1.5) und (3.5) oder auch
" durch direktes Rechnen mit den Kommutatoren (3.4) in G; im Falle |A|=2 werden
sie sich auch fiir die Umkehrung als hinreichend erweisen (vgl. Satz 3.1).
Im allgemeinen Falle definieren wir beziiglich einer willkiirlich gewéhlten Ord-
nung < der Indexmenge A analog wie oben

’ = —r '
3.h PA=Vasdondae = Faslaag - Fazs Al<2A2<..<AL

Wegen rp=¢ braucht dabei das A enthaltende Teilprodukt %;;X¥%;,X ... X%~
von %= X%, (AcA) nicht minimal gewédhlt zu werden, und wir kénnen jeweils
endlich viele A4, B, ...¢¥ als Elemente des gleichen Teilproduktes ansehen. Zur
Vereinfachung schreiben wir im folgenden 1, 2, ...,¢ fiir jeweils geeignet auszu-
wihlende Indizes A1 <12<...<At aus A. Damit erhédlt man fiir das durch (3.1)
festgelegte Parametersystem (3.2) wieder eine Zuriickfithrung auf (3.3) und (3.4):
Fiir o®® gilt unmittelbar

(3.6) q@(B 1By B) — 0(B) 0(B,)...0(B)
Fiir [4, B] erhilt man aus (3'.5) mit 4,=% X...X¥%,_,, 9,=%, zunichst
3.7 [4,B]=[A;...A4,_1A4,,B,... B._,B] =

=[A4;... 41, B, ... Br—l]w(A‘B‘)[Au B]lA4,, B, ... Bt—l]‘p(B’)°
Die bekannte Kommutatorbeziehung (etwa aus [3], III 1.2 durch Induktion)

(38) [At’ BI Bt—l] = [Ata Bt—l] [Ata Br—2]¢(8‘_l)"' [An Bl]qz(B._,) ip(Bt__l),
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liefert dann fiir [4, B] die rekursive Zuriickfithrung

(3.5 [4, Bl = [4, ... 4y, By ... B_jJ]*4P)[4,, B]-
-[4,, Bt—l]‘p(B') (4., Br—2]¢(8"1) oB) . [4,, BI]@’(Bz) - 0(By)

auf (3.3) und die Kommutatoren [4;, B;] von (3.4) fiir alle i, j€ A mit i<j. Ersicht-
lich gelten jetzt I, II und III fiir alle Indexpaare dieser Art; fiir |[4|=3 kommt
dazu noch fiir alle 7,7, ke A

v [Aks Bj][Ak, Ci]q’(B-') [Bj, Cl= [Bjs Ci]‘P(A!‘)[Aka CilA,, Bj]wc‘): i<j=<k

Beide Seiten von IV reduzieren sich ndmlich sofort auf r;:r;jlrc‘i Lr 4.78,c,. Wir
erinnern daran, daB fiir unendliche Indexmengen A stets 1,2, ...,¢ stellvertretend
fiir geordnete endliche Teilsysteme Al<A2<...<A¢ steht und formulieren (vgl. [6],
Satz II): ' :

Satz 3.1. Es sei M eine beliebige Gruppe und 4= X%, (1€ A) ein (diskretes)
direktes Produkt. Dann hat jede Erweiterung G von M mit 4 ein Parametersystem
[4, B), a®® welches sich gemdf (3.5) und (3.6) zuriickfiihren lift auf Parameter-
systeme [A,, B;], a®B2 je einer Erweiterung G, von M mit 9, (A€ A) und Abbildungen
[4;, B)] der Produktmenge %;X%; in M (i,jcA, i<j), welche den Bedingungen
I1—1IV geniigen. Umgekehrt entsteht auf diese Weise stets ein Parametersystem [A, B],
a®® einer Erweiterung G von M mit 4.

Beweis. Wir haben nur noch die Umkehrung zu zeigen. Dazu ordnen wir
jeder Gruppe 9,={E;, 4;, B;, ...} eine gleichméchtige Menge §,={rz , 4, 75, ---}
zu; so daB alle &, (A€A) und M={e, a, B, ...} paarweise disjunkt sind. Wir
erzeugen eine Halbgruppe G von der Vereinigungsmenge aller %, und M mit den
definierenden Relationen (jeweils fiir alle auftretenden Elemente):

(Rop) Fg, = & (Rgp) Fa,8 =Ty,

(R) aBf=7 (Multiplikation in M),

(Ry) ar,, = "A;_aq’u")a (R,) ?'A,_"B,, =T4,8,[41, B;),
(Rq) ra,te, = rptald;, B, i<

Zur Lésung des Wortproblems (vgl. [1], Theorem 9.3) legen wir die direkten Schritte
fiir alle Relationen von links nach rechts fest und zeigen:

a) Kann ein Wort W der zugehorigen freien Halbgruppe durch je einen direkten.
Schritt S; bzw. S, in Worte W, bzw. W, tibergefiihrt werden, so gibt es ein Wort W',
in welches W, und W, durch jeweils endlich viele direkte Schritte iibergefiihrt werden
kdnnen (Beweis s. u.).
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Damit 148t sich jedes Element der Halbgruppe G auf genau eine Weise in der
Form

3.9) FasaTapg - Tan® Al=<A2<..<2t

(Worte der Form r, ...r, —und a eingeschlossen) schreiben. Aufgrund unserer
Relationen und wegen (1.2) ist ¢ Einselement von G und jedes erzeugende Element
invertierbar, also,G Gruppe. Wir lassen nun in der Schreibweise (3.9) wieder das
Auftreten zusitzlicher Faktoren e=ry zu und erhalten mit der oben eingefiihrten
Abkiirzung fiir die auftretenden Indizes gemiB

(3.10) PaPay o T 4,00 ~ (A3 Ay ... Ay, )

eine Bijektion von G auf die Produktmenge (X %,)X M. Unseren Beweis beendet
der Nachweis von

b) Fiir die Multiplikation in G gilt
Fay¥ay o Ta 0o Tp Vg, ... T B =
= 74,8, 2By - T4, 8,141 --. Ay By ... BJa?B1-B) B

mit den bei (3.5) und (3.6) definierten [A, B] und o®®.

(3.11)

Nachweis von a) Wir brauchen nur die Fille zu diskutieren, wo die direkten
Schritte S, und S, nicht in beiden Reihenfolgen angewendet werden kénnen und so
von W iiber W, bzw. W, zum gleichen Wort W’ fiihren. Solche ,kollidierenden*
Fille beziehen sich nach der Form unserer Relationen jeweils auf ein Teilwort w
von W, welches aus 2 oder 3 erzeugenden Elementen besteht. Wir beginnen mit
den schwierigeren Fillen: Fiir
r4,5,[A42, B)lrc, nach (Ry) links

W=7,4,Vg,¥c, =
Aa"B,7C, {TA,ITB;.C;.[BJ-’ CJ.] nach (Ra) rechts

fithren Schritte mit (R,) und (R;) oben und (R;) unten wegen (1.5) zu

ra,8,c,04:B;, Cill4,, BJeCs) = Ya,8,c:.142, B, C1[B;, C,l.

Beim Auftreten von rg, kommen noch Schritte mit (R,) in Frage, wobei (Rg),
(R,) und (R,) wegen (1.2) leicht die erwiinschten Gleichheiten liefern; entsprechende
Uberlegungen sinc} auch im folgenden beim Auftreten von rg, anzustellen. Mit
i<j fur :

s, t4,l4;, B]rc, nach (R,) links
V=Tl = {r 4,75,c[Bi» C]  mach (R;) rechts

fithren Schritte nﬁt (R,), (Ry), (R;) und (R;) oben und (R,) unten wegen II zu
Tp,c; "A,[Bis C o4y [Aj’ Ci][Ajs Bi]¢(ci) = Tp;c; "A,[Ajs B;Cl(B;, CJ.
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Entsprechendes gilt fiir wW=ry g Ic, mit III. Mit i<j<k fir

{rBjrAk[Aks Bjlre, nach (R,) links
W =T, TgTc,= rate,’s,[B;, C] mach (R,) rechts

fithren Schritte mit (R,), (Ry), (Ry) und (R,) oben sowie (R,), (R,), (R,) unten wegen
IV zu
rc,Ts, rAk[Bjs ClP 42 [4,, Cll4y, Bj]¢(c‘) = e, rBjrAk[AIu Bj] (4, Ci]q’w/) [Bj9 Cl

Damit sind alle kollidierenden Falle mit Teilworten der Form w=r, rp_ r, erschopft.
Mit anderen Teilworten der gleichen Lange ergeben sich im wesentlichen nur noch
vier Fille, die wir tabellarisch zusammenfassen:

Teilwort w Typ des Schrittes Gleichheit ergibt sich mit

links rechts Schritten vom Typ wegen
rq,7s, (Ry) (Rs) (R2); (Ry); (Ro) (1.9)
Or 4,7, (Ry) (Ry) (Ry), (Ry); (Ry) I
afr g, Ry (Ry) (Rp); (Ry) (1.3)
afly Ry Ry Assoziativitdt in M

Nur beim Auftreten von rp bzw. ¢ ergeben sich bei diesen und weiteren Teilworten
-aus 3 oder 2 erzeugenden Elementen noch kollidierende Fille mit Schritten vom
Typ (R) oder (Ry,), die jedoch ersichtlich trivial sind.

Nachweis von b) Mit mehrfacher Anwendung von (R,), (R,) und (R;) gilt

Fay---Ta,_ Ta,dlptp,...T5B =
Ty Tay_yTa T By - 15 0B 0BG —
=gy Tay  TB A, By - T [Ars B]0ED 0B qo(B) 0B g — | —
= Fpy e Tay_ TBy - T Va8 [A:> BllAcs B,_1]°BO[A,, B, _,|?B-0eB)
.. [A,, B]9(B - #(B) qo(B)) .. 0(B) B

Der Fall ¢t=1 liefert unmittelbar die in § 1 formulierte ,,Umkehrung* des grund-
legenden Satzes iiber Erweiterungen M —~G—% als Induktionsanfang. Die Giiltig-
keit von (3.11) fiir r—1 liefert mit a=f=¢

rAl e I‘A:_I-I'Bl eea rB‘_l = rAlBl .e rA‘_lBt_l[Al eee Al—l’ Bl ee Bl—l]'

Multiplizieren wir diese Gleichung mit 'rA s, und wenden rechts noch einmal (R,)
an, ergibt dies oben eingesetzt gerade (3. 11) mit dem bei (3.5)" und (3.6)’ deﬁmerten
Parametersystem. Damit ist Satz 3.1 bewiesen.
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§ 4. Gruppenerweiterungen mit einem direkten Produkt zyklischer Gruppen

- In Fortsetzung von § 3 nechmen wir nun an, dal in ¥=X9, (1€ 4) jeder Faktor
eine zyklische Gruppe ¥%,=(X;) der Charakteristik n,¢ N, ist. Sei G eine Erwelte-
rung von M mit 4. Fiir beliebig gewdhlte Reprasentanten ry,=x,€G,5G definieren
wir fiir a€Z

fxﬂ =x3 mit a=a (n), ac{o,1,...,n,—1} fir n 0.
Wir schreiben sogleich 1,2, ...,¢ fir A1<A2<...<Ar und erhalten aus (3.1)’

“1 T4 Txmgte x% = = xDxZz... X%,

' Die zugehorigen Parametersysteme (3.3) sind dann (vgl. (2.10)) gemiB

¢ falls n,=0 oder a+b<n;#0

a b —
42) (X3, X1 _{v,I falls a+b=n; #0,

t b b b
4.3) oPFD = oKV =

durch je einen Automorphismus ¢@(X;)= JJA von M und fiir n;#0 durch Elemente
xXp»=v,€M bestimmt, wobei .

(*) vi*=v, und o3*=F(®,) fir n, =0
gilt. Auch die Kommutatoren (3.4) lassen sich auf jeweils einen, namlich auf
(4.4) [X;, X]=(x;, x) =y€M fir alle i<j -
zuriickfithren, wie sich aus folgender allgemeiner Aussage ergibt:
Hilfssatz 4.1. Es seien x und y Elemente einer beliebigen Gruppe G. Die Formeln
G = (DO, Y = G ), (r x) = (X0
‘lassen sfch mit ¢,7€{l, —1} und 6*=—1 fiir 6 =—1, sonst ¢*=0 gemif
@45 (s 20y = (9, Ry

zusammenfassen Damit kann der Kommutator beliebiger Potenzen von x und y mit
positiven ganzen Zahlen a und b angegeben werden gemdf3

(4.6) e, x% = (5, x0)r =t

Bemerkung. Das Auftreten von Exponenten wie in (4.6) wird gerechtfertigt,
indem man auf der Menge T(G) aller Abblldungen Y, %, ... von G in G Addition
und Multiplikation gemiB

2 (. 2 K {0 X 0% L ')

gitr=gh.gr, ghr=(g'y firalle g€G
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definiert. Damit wird (T(G), +, -) zu einem (linksdistributiven) Fastring mit
o (g°=e) als Nullelement, 1=id; als Einselement und g=¥=(g¥)~1; genau die
Endomorphismen von G sind (auch von rechts) distributiv in T (vgl. [2], [10]). Fiir
beliebige Elemente ., 7,€T(G) gilt dann

(34)(30)- 3

r=1

(Zb tlfs] Xrs

5=1

" und falls alle y, distributiv in T(G) sind, weiter

Beweis. Wir zeigen (4.6) 0.B.d. A. mit t=0=1. Fiir a=b=1 reduziert
sich der Exponent auf die identische Abbildung. Wir iibergehen den Induktions-
schluB nach b mit a=1 und geben nur die zweite Induktion nach g mit beliebigem
b, indem wir von (4.6) ausgehend (unter Verwendung der Dijstributivitdt von J(y))

berechnen: '
(yr+L, xb) = (yay, xb) = (y, x0)FO(y, x¥) =

U (CE s@rser-r)5) TS swrser-r)
=‘<y’ x)":l ==0 <y: x) <y’ x>r=1 =0 ’ .
Da in der Erweiterung G von M mit 4 fiir S(x;)=J(ry,) gerade S(x)|M=«,
gilt, erhalten wir mit den oben eingefiihrten Kommutatoren (4.4) aus (4.5)

b-1
Z S(xy
s=0 —

C%)) [x;, x'1= y}?"f“‘f*, i<j,

wobei wir grundsitzlich verabreden, da Exponenten 1, g, ¢ bei X beide Werte aus
{1, —1} annehmen, falls n;=0 gilt, und sonst nur 1 zugelassen ist. Weiter folgt
aus (4.5) und (4.6)

- - £l .
4.9 X5, XALXS, XM=y 5 T i< o0,
Wir bemerken, daB in solchen Formeln ein Exponent t=—1 wegen y l=y~*
stets als Faktor (—i) des Fastringelementes aufzufassen ist; man beachte
(=)W+0=(=DY+(=r, —W+0)=—x+(-¥). _

Unser Ziel ist ein zu Satz 3.1 analoger Satz4.2, in den auBer den Bestimmungs-
stiicken &/,€A(M) und v;€M (fiir n,=0) von Erweiterungen M—G,—~%,=(X})
nur noch Elemente y;€M entsprechend (4.4) eingehen. Dafiir geeignete Bezichun-
gen zwischen diesen Bestimmungsstiicken erhalten wir aus I—IV durch spezielle
Wahl der dort auftretenden Elemente. Dabei beriicksichtigen wir fiir jedes %, =(X,)
mit n,=0 neben X, zunichst auch X;*; mit den so entstehenden Formeln I** —IV**
werden wir auch beim Beweis der Umkehrung arbeiten. Die Beschrinkung auf
positive Exponenten ergibt jeweils die Formeln I*—IV*, die im wesentlichen den
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in [6], Satz IIT angegebenen Bedingungen entsprechen. Wir stellen daher auch sogleich
Sest, daf T*—III* wiederum 1**—II1** implizieren; dagegen ist IVG* schwdcher als
IV** und fiir den angestrebten Satz 4.2 nicht ausreichend, wie sich aus einem dies-
beziiglichen Gegenbeispiel zu Satz III aus [6] ergeben wird.

Aus I folgt mit B;=X7, B;=X; wegen (4.7)

I ArA] = AL AL IGIT D), i<,
Diese Aussage fiir alle Kombinationen der Exponenten ist mit
I A=A A Iy, i<

gleichwertig, wi¢ sich aus der Anwendung von (4.5) auf die Automorphismengruppe
AM) und £’ =o 15 (y)f =F(y®) ergibt.
Aus II folgt mit A;=X}, B;=X"', C;=X; wegen (4.8)

) vi=v; j'))ji s=0 ', l<], ni¢0.
Wir werden zeigen, daB bei Giiltigkeit von I* auch hier aus

ni=1
" o, 2 T
1T Vi = Vi Ty , 1=<<], m=0

der ﬁoch in II** enthaltene Fall mit 7= —1 folgt. Folgende Umformung

"i [1]
PR 4 X -]

ar) V=R YT = e
von II* zeigt nach Anwendung von & j“l, daB unsere Behauptung aus

(St e (G
4.9) i =yi

fir k=n;—1 folgt. Wir weisen (4.9) induktiv fiir alle k€N, nach, wobei k=0
trivial ist. Fir k+1 lautet (4.9) leicht umgeformt

i1 (BN = (B W) e
4.10 et SRS P S e O
Wegen I* und (4.6), angewendet auf A (M), ist der von dem Element (4.9) bestimmte
innere Automorphismus von M gerade der Kommutator (&, &/*'), woraus
(4.10) folgt.

Analog ergibt sich aus III mit 4;=X}"% B;=X;, C;=X/

* g n;—=r

; o oty X o L,

I+ _ vit=wviyip T, i<, nj#0,

9*
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was bei Giiltigkeit von I* bereits wieder aus

. . ni n.—r

: 3 i
nr : vii= vy T i<, n; #0
folgt. Den Beweis erspart die Bemerkung, daB II* (vgl. (II*)) und III* und ent-
sprechend die Fille mit t=—1 bzw. 6=—1 durch Vertauschung der Indizes i

und j auseinander hervorgehen, wobei y,-j=yj"i1 zu setzen ist, im Einklang mit
(xi» x;)=(x;, x;)~*. (Man beachte aber, daB fiir i<j stets y;=(x; x)=[X;, X},
im allgemeinen aber y;'=y,;=(x;, x)=[X,, X,] gilt.) Auf diese Weise steht bei [6],
Satz III die Bedingung III* mit i=j fur 1II* und II* mit i<j.

SchlieBlich ergibt IV mit A, =X?, B;=X}, C;=X; wegen (4.7)

) ok * * * * * g% * _o¥
*%x , 0IY AT | oo AT AT o] LT o] A7 AL eoAd Af
V¥ oy 7 Ty ! * Vii

= Yji  Vhi ?
Die auch bei Giiltigkeit von I*—III* schwichere Aussage IV* mit o=1=90=1
diskutieren wir spiter. '

AL A 1
gj ko by l<]<k

Satz 4.2. Es sei M eine beliebige Gruppe und $=X%, (L€ A) ein (diskretes) °
direktes Produkt zyklischer Gruppen 9,=(X,) der Charakteristik n,. Dann hat jede
Erweiterung G von M mit 4 ein Parametersystem, welches nach Satz 3.1 iiber (4.2),
(4.3) und (4.4) durch Automorphismen f,¢ A(M), Elemente v,€M fiir n,0 und
Elemente y; €M (,1,jE A; i<j) festgelegt ist, welche den Bedingungen (), I*—III*
und IV** geniigen. Umgekehrt bestimmt jedes System dieser Art eine Erweiterung G
von M mit 4, wobei G als Halbgruppe von M und Elementen x5 (L€ A) mit ¢=+1
fir n;=0, =1 fiir n,;=0 mit folgenden definierenden Relationen (jeweils fiir alle
auftretenden Elemente) erzeugt wird:

(RY) xix§ =¢ fir o6’ =—1, (Ry) xje = x§,
(RY) of =y (Multiplikation in M),

RY) oxi = x5a™%, (RY) x3* = v, nur fiir n; =0,

RY) xixi = x{xiye ™7, i<, _

Beweis. Es bleibt nur die Umkehrung zu zeigen. Zur Lésung des Wortpro-
blems legen wir wieder die direkten Schritte fiir alle Relationen von links nach rechts
fest. Aus dem sich anschlieBenden Nachweis des bei Satz 3.1 formulierten Krite-
riums a) folgt, daB G eine Gruppe ist und sich jedes Element von G eindeutig in
der Form
a,eZ fir n,=0
a,e{0,1, ...,n;—1} fir n; #0
schreiben 1df3t, wobei wieder 1,2, ...,¢ fiir Al<A2<...<At steht und wir bereits
mehrfaches Auftreten des Einselementes ¢ zugelassen haben. Ersichtlich ist die Unter-
gruppe M Normalteiler von G und G/M=%=X¥,.

X' X2 ... Xsfa it {
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Nachweis von a) Wir diirfen uns auf die ;,kollidierenden* Fille beschrén-
ken, bei denen wenigstens zwei x;, x; mit verschiedenen Indizes i<j beteiligt
sind. Fiir

o .
. Xjoix] nach (R3) links
T 0 N
W= aX;X; =
o
ox? X5 nach (R}) rechts

fiithren Schritte mit (R}) und (R}) oben und zweimal (R}) unten zu

g T wd‘*df'* d;d“ ot 7 A% wd’*d“*
Xi XjYji o = X;Xx;o Yii ,

wobei die Gleichheit wegen I** gilt. Mit n,=0 gilt fiir

2 - .
xiXjyie? XY nach (R}) links
w = XX

X;vi nach (R3) rechts.

Die mehrfache Anwendung von Schritten mit (R}) und (R}) und schlieBlich mit
(RY), (R}) ergibt oben
nij-1
t.szlj 2 4 o L4 ;0 M
xit x}?n =x;vi‘yp T s
was mit x;v; nach II** ibereinstimmt. Entsprechendes gilt fiir w=x%x] mit n;>0
unter Yerwendung von III**. Als nichstes betrachten wir fiir #,=0 mit go'=—1

o3 sag .
X x5y T x, nach (R}) links

w=xGxix; =1 . .
b ¥ nach (Rg) rechts.

Hier erhalten wir oben nach Schritten mit (R%), R}, RY, R} und (R}) wegen

o*+o' =c¢"*

o-’ 0 .91 o'* T, 10 Yt p ot a7 T
x7 x; x5 = X;7ji i I T = xje.
Die analoge Uberlegung fur w=x;] x x{ mit n;=0 und tt"=—-1 bendtigt am

Ende

ot AT AT 47 ot T T
Yii &,

was leicht aus I** folgt. SchlieBlich fiihren’. mit i<j<k fir

o T . B
x;x8yeii e ¥ xi- nach (R}) links .-

w=xix;x] = o v
’ K X X7 X y}‘,’d’ “"" nach (R}) rechts

Schritte mit (R}), (R}), (R}), (R}) oben und mit (R}), (R}), (R}) unten genau auf
die mit x{ x}x¢ multiplizierte Gleichung IV**. Damit sind (abgesehen von dem trivia-
len Fall x}x{¢) alle zu betrachtenden Méglichkeiten erschopft.
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Bemerkung. In dem zu Satz 4.2 analogen (und nur fiir endliche zyklische
Gruppen ¥, bewiesenen) Satz III von [6] treten sechs Bedingungen (a)—(f) auf.
Die ersten drei entsprechen &/, €A(M) und (*). Bedingung (d) entspricht I* mit
i#j (yi;=vy'), also I* in zwei ersichtlich gleichwertigen Versionen. Bedingung
(¢) entspricht III* mit i>j, also wie oben bereits festgestellt IT* und III*. Bedingung
(f) 1auft auf
VAN Yo¥ed v = Yk nared, i<j<k
hinaus, allerdings wird (f) in [6] fiir is#j, j#k, k=i formuliert, enthilt also sechs
Bedingungen statt einer fiir jedes Tripel aus A. Wir werden zeigen:

i) Jede dieser sechs Bedingungen impliziert jeweils die fiinf anderen.

il) Beim Auftreten unendlicher zyklischer Gruppen reichen die Bedingungen (%),
I*—IV* (also die Bedingungen (a)—(f) in [6]) nicht aus, um die Existenz einer Erweite-
rung G von M mit G zu gewdhrleisten, so daf ozx,;?x;tcx”"‘1 (R}) und x;x;=x;%;y;
(R)) gile.

Beweis von i) Multiplizieren wir IV* fiir ein beliebiges Tripel ij, j=k, ki
unter Beachtung von y,-,:y;l usw. von links mit y;’}’k bzw. y & und von rechts mit
7;; bzw. yi, ergibt sich

Vi Vv = PVl v BIW. VEVEVR = kYR Ve
Dies sind gerade die aus IV* bei den Permutationen (ij) bzw. (jk) hervorgehenden
Formeln, was schon alles zeigt.

Beispiel zu ii) Man wihle A4={l,2,3}, 4,=(X;) mit n;=0, als Normal-

teiler M=S,, alle Automorphismen &/, identisch und '
' Yar = (132), yu =(123), 95 =(12).

Dann sind alle Forderungen (), I*, IT*, III* trivialerweise erfiillt, und es gilt IV**
fir s=t=¢=1, also IV* und nach i) auch [6] (f) gemiB

PaePar P21 = (12)(123)(132) = (132)(123)(12) = yp1 731 Y32
Dagegen ist IV** z. B. fiir 6=71=1, p=—1 wegen

(13) = (12)71(123)~1(132) = (132)(123)~1(12)~* = (23)
nicht erfiillt. Wendet man Satz 4.2 bzw. Satz III von [6] trotzdem an, um auf die
angegebene Weise aus den Flementen von M und Elementen x,, x,, x; eine Gruppe

G als Erweiterung von M mit %, X%, X%, zu erzeugen, ergibt sich aus folgendem
Vergleich '

-1 — -1 — —1.,-1 — —1,—1,— — -
X3 1 Xa Xy = X371 X1 XaVa = X1 X3 Vi XeVar = X1 Xo X3 1V i Yar = X Xa X5 1(13),

-1 _ ~1,-1y _ —1,=10=1 _ ~1 -1,-1 _ -1
X3t XoXy = Xa X3 'P3 X1 = Xo Xy X3 ' ¥a V' = X1 XoXg Yo Va1 Ve = X1X2X5 H(23)
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der Widerspruch (13)=(23); die in [6] angegebenen Bedingungen gewahrlelsten also
. nicht die Konstruktion einer Gruppe G mit G2 M.

Folgerung 4.3. Jede abelsche Gruppe M ist Kommutatorgruppe einer geeigneten
Erweiterung G von M.

Beweis. Es sei M(M) ein (multiplikatives) Erzeugendensystem von M. Wir
wihlen eine Indexmenge A so, daB jedes Element £€IM(M) in der Form =y
mit i, j€ A, i<j geschrieben werden kann. Mit den so gewihlten Elementen y;eM
bestimmen wir nach Satz 4.2 eine automorphismenfreie Erweiterung G von M mit
dem direkten Produkt ¥=X¢, (A€ A) unendlicher zyklischer Gruppen, wobei alle
Bedingungen () und I*—III* entfallen und IV** fiir paarweise kommutative Ele-
mente und nur identischen Automorphismen trivial wird. Da die Elemente y;; gemiB
(R}) die Kommutatoren {x;, x;) erzeugender Elemente x;, x; von G sind, folgt

=M (vgl. auch Satz 2.2).
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