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Differentiations-Kompositionsringe

WINFRIED B. MULLER

In dieser Arbeit werden Differentiations-Kompositionsringe niher untersucht
und einige grundlegende Eigenschaften dieser Algebren hergeleitet.

Um eine formale Differential-Rechnung fiir Ringe zu bekommen, fiihrten
Kolchin und Ritt (vgl. etwa [1]) den Begriff des ,,differential ring* ein. Das ist ein
Ring R auf dem Derivationen & definiert sind, d. h. Abbildungen &:R—R, die
fiir alle Elemente a, b€R die Bedingungen d&(a+b)=5(a)+5() und b(a-b)=
=8(a) - b+a-(b) erfiillen. Da man jedoch in Ringen differenzierbarer Funktionen
sehr viele Derivationen erhiilt, die nur sehr ,,weitliufig” mit der Differentiation
von Funktionen in der Analysis verwandt sind, wurde in [3] ein schiirferer Differen-
tiations-Begriff fiir Kompositionsringe definiert. Es werden dabei Abbildungen von
Kompositionsringen in sich betrachtet, die neben der Summen- und der Produkt-
regel auch noch einer Abstraktion der aus der Analysis bekannten Kettenregel
gentigen. .

Sei (4, +, +, o) ein Kompositionsring im Sinne von Lausch-N&bauer [2].
Es ist dann (4, +, -) ein Ring, (4, o) eine Halbgruppe und es gelten fiir alle
Elemente f, g, h€A die beiden Rechtsdlstrlbutlvgesetze (f+g)oh=(foh)+(goh)

und (f-g)oh=(foh)-(goh).

Definition. Ein Kompositionsring (4, +, -, o) zusammen mit einer Abbi.l-
dung D:A—~A heiBt ein Differentiations-Kompositionsring, falls fiir alle Elemente
f, g€ A die folgenden Beziehungen erfiillt sind: "

() D(f+g)= D(f)+D(g),
(P) D(f-8) = D(f)-g+f-D(9),
(K) D(fog) =(D(f)og)-D(g).

Jede solche Abbildung D von A heiBt dann eine Dlﬁ'erentlatlon oder Derlvatlon
mit Kettenregel (kurz K- Derivation) von A. :

Die Klasse aller Differentiations-Kompositionsringe bildet offenbar eine
Varietit beziiglich der Operationenmenge {+,.—,0, <, o, D}. Beispiele fiir
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Differentiations-Kompositionsringe wurden in [3] gegeben. Dort wurde die Gesamt-
heit aller mdoglichen Differentiationen in einigen speziellen Kompositionsringen
ermittelt. Wir leiten nun im folgenden Elgenschaften allgemeiner Differentiations-
Kompositionsringe her.

Sei (4, +, -, o, D) ein Differentiations-Kompositionsring. Eine nicht leere
Teilmenge U von A heiBt ein Differentiations-Unterkompositionsring von A, wenn
(U, +, +, o, D) wieder ein Differentiations-Kompositionsring ist.

Ein Element c€A heiBt Differentiationskonstante, wenn D(c)=0.

Es gilt der folgende

Satz 1. Die Differentiationskonstanten bilden einen Differentiations-Unter-
kompositionsring von A, dem das Einselement der Multiplikation angehdrt, sofern
A ein Ring mit Einselement ist. Die Konstanten aus A bilden einen Differentiations-
Unterkompositionsring des Differentiations-Kompositionsringes der Differentiations-
konstanten.

Beweis. Sei K, die Menge der Differentiationskonstanten. Da D(0)=0 gilt,
ist K; nicht leer. Mit f, g€ K, folgt wegen D(f—g)=D(f)—D(g)=0, daB auch
f—geK, ist. Wegen (P) ist auch f-g€K,. SchlieBlich folgt fog€K, direkt aus
(K). Klarerweise ist D aber auch eine Differentiation auf Kj,. Besitzt 4 das Eins-
element 1, so folgt aus D(H)=D(1-1)=D()+D(1), daB D(1)=0 gilt. Damit
ist die erste Behauptung gezeigt. : '

Bezeichnet nun K die Menge der Konstanten aus 4, das ist die Menge
{a€A|ao0=a}, so gilt fir a,b€K: (a—b)o0=(ao0)—(bo0)=a—b, (a-b)o0=
=(a@o0)-(bo0)=a-b und (aob)oO0=ao(bo0)=aocbh. Da fiir alle a€K D(a)=
D(ao0)=(D(a)o0)-D(0)=0¢K folgt, bildet K einen Differentiations-Unterkom-
positionsring von A4, und es gilt K& K,.

Wir zeigen nun, daB im allgemeinen K echt in K, enthalten ist, es also Elemente
in K, gibt, die nicht in X liegen. Um alle Elemente von K, zu bestimmen, muBl
man die Losungen der ,,Differentialgleichung D(f)=0 ermitteln. Dieses Problem
diirfte jedoch selbst in den meisten Kompositionsringen, fiir die man die Gesamtheit
aller méglichen Derivationen mit Kettenregel kennt (vgl. [3], [4]), sehr schwer zu
16sen sein. Betrachten wir den Polynomring R[x] in der Unbestimmten x iiber
einem kommutativen Ring R mit Einselement. Durch Hinzunahme der Operation
des Einsetzens von Polynomen wird R[x] zu einem Kompositionsring. Nach [4]
ist dann die Gesamtheit aller K-Derivationen in R[x] durch die Abbildungen

d d
A-—‘Zx—, A Idempotente in R, gegeben, wobei . die Ableitung von Polynomen

d d L
bezeichnet. Nun ist aber 4 T f=0 genau dann, wenn I f aus dem Annullator
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a(4) von A ist. Da A Idempotente aus R ist, gilt R[x]=A-R[x]®(1—4)-R[x], und
fir a€R[x] mit a-A=0 folgt a=a,+a, mit a,€A-R[x], a,€(1—2)+R[x], also
a-A=a,+A+a,-A=a,-A=a,=0. Daher gilt a(})=(1—2)+R[x]. Es bleibt noch

zu _untersuchgn, wann % fe(1—A)- R[x] gilt. Fiir A=0, D ist dann gleich der
Nullabbildung, ist jedes f€R[x] in K,. Fir A=1 und Charakteristik von
- R gleich » gilt Ed; x"=0, wobei x"¢K. Ist die Charakteristik ‘}/on R gleich
oo (vgl. [5]), so gibt es ein a0 aus R mit n-a=0. Es ist dann —‘Ea-x"=0. Ist
jedoch die Charakteristik von R gleich 0, so ist fir f(x)=a,x"+...4+a;x+a,,
a,#0, n=1, stets %f(x)=na,,x"‘l+...+al#0. Also gilt in diesem Fall K,=K.

Fir A0 und A1 gibt es stets Elemente in (1—A4)- R[x], die nicht in K liegen.
Wir bekommen damit

Lemma 1. Im Polynomring (R[x], +, -, o, D) ist die Menge der Differentia-

d
tionskonstanten genau dann gleich der Menge der Konstanten, wenn D=-‘-1— ist
und R die Charakteristik 0 hat.

Nun zeigen wir

Lemma 2. Ist {4, +, -, 0,D) ein Diﬁ”erentiation&-Kompositionsring mit
kommutativer Multiplikation, so sind alle Idempotenten A€A Differentiations-
“konstante. ,

Beweis. Sei A€4 mit A-i=A. Dann folgt D(l):D(A-A)=D(A)-).4—
+A-D(A)=2A-D(4), weiter A-D{A)=2A-D(1), d.h. A-D(A)=0 und damit
auch D(4)=0.

Als néchstes beweisen wir

Lemma 3. Fir die Differentiationskonstanten f€K;, gilt D(f-g)=f-D(g)
‘und D(g-f)=D(g)-f fiir alle gc A. Besitzt A ein (im Sinne von [5)) regulires Element
gegeniiber der Multiplikation, so sind die Elemente von K, durch jede dieser beiden
Bedingungen charakterisiert. :

Beweis. Die erste Behauptung ist klar.

Gilt D(f-g)=f-D(g), bzw. D(g-f)=D(g)-f, fiir alle g€ 4, so folgt wegen
(P) D(f)-g=0, bzw. g-D(f)=0. Ist nun g regulir, so gilt D(f)=0, also f€Kj,.

Unter dem Differentiations-Linksannullator N, von A verstehen wir die Menge
N,={fe€A|D(f-g)=f- D(g) fiir alle gc 4}. Ganz analog wird der Differentiations-
Rechtsannullator von A definiert.

Es gilt
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Satz 2. Der Differentiations-Linksannullator N, ist ein Differentiations-
Unterkompositionsring von A.

Beweis. Wegen (P) ist D( f-g)=f- D(g) fiir alle g€ 4 gleichbedeutend damit,
daB D(f)-g=0 fiir alle g€ 4, also D(f) im Linksannullator von A liegt. Sicher
ist 0¢ N,. Wegen D((f;—/f2)-g)=D(fi-2—f2-8)=D(f1-8)—D(fz-8)=f1-D(g)—
—f2D(g)=(f/i—f) - D(g) ist mit f;,f,€N, auch fi—f,€ N . Ebenso liegt wegen
D((fif)8) =D(fi*(f2-8) = f/r- D(fe-8) = (/i) D(g) auch fi-f; in N,.
Weiters  gilt D((f10f)-g) =D(fiofd) -g+ (frof) - D(g) = (D(f)of)- D(f)-g +
+(fiofe) - D(g)=(fiof2) - D(g), also auch fiof,¢ N,. Da D(f)-g=0 fiir alle
S€N,, folgt D(D(f)-g)=0, und D(f)-D(g)=0, gilt D(D(f)-g)=D(f)-D(g),
also ist mit £ auch D(f) aus N,.

Bemerkung 1. Wie man ganz analog zeigt, bildet auch der Differentiations-
Rechtsannullator von A einen Differentiations-Unterkompositionsring von A.

Bemerkung 2. Besitzt 4 ein regulidres Element gegeniiber der Multiplikation,
dann gilt N,=K,,.

Das folgende Lemma beniitzt man bei der Ermittlung aller méglichen Differen-
tiationen eines vorgegebenen Kompositionsringes.

Lemma 4. Besitzt A ein neutrales Element i beziiglich der Komposition, so gilt:

a) D(i) ist stets Idempotente in A.

b) Das Bild von A unter D liegt stets in A -D(i).

© Gilt D(i)=0, so ist D die Nullabbildung.

Beweis. Wegen D(i)=D(ioi)=(D(i)oi)-D(@)=D()-D({) ist D(i) Idem-
potente aus 4. Aus D(f)=D(foi)=D(f)-D(i) fiir allefEA folgt D:A—~A-D().
Die Behauptung c) folgt sofort aus b).

Als néchstes zeigen wir

Satz 3. Ist A ein Kompositionsring mit kommutativer Multiplikation und entsteht
A durch Adjunktion der Elemente a,, ..., a, aus der Menge der Konstanten K, d. h.
A=Kla,, ..., a,), so gibt es hichstens eine Differentiation D von A mit D(a,)=
=by, ..., D(a,)=b,, wobei die by, ..., b, fest aus A vorgegeben sind.

Beweis. Jedes Element f€ A hat die Gestalt
f=2cj.. . ajt...a» mit ¢; ; €K. Wegen (S) und (P) gilt

D(f)= Z’D(cll j,. 1-‘..aj") =ch1._,j"-D(a{‘...a;’;")=

Z'Zc“ gaeadt.afesraler L adne D(al) =

n
L . . i
kZ D¢y g alt . aletalint o aln e by i gl

womit D festgelegt ist.
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Bemerkung 3. Mit Hilfe von Satz 3 und Lemma 4 lassen sich leicht simt-
liche K-Derivationen vom schon erwahnten Polynomring A[x] bestimmen. Da
fiir jede K-Derivation von A[x] D(x) eine Idempotente aus 4[x] ist und damit sogar
in A liegt, muB man nur iberpriifen, welche der Abbildungen A[x]—A[x],

d
f—»/l-:i— f, 4 Idempotente aus A4, die Gesetze (S), (P) und (K) erfiillen.
x

Ist (4, +, -) ein Korper, so nennen wir (4, +, +, o, D) einen Differentiations-
Kompositionskorper.

Es gilt

Satz 4. In einem endlichen Differentiations-Kompositionskiérper sind alle
Elemente Differentiationskonstanten.

Beweis. Ist die Ordnung des Korpers gleich der Primzahlpotenz p°, so gilt
fir alle Elemente feAd, daB f?"~'=1ist. Daraus folgt D(f?""Y)=(p*—1)-
fP°72.D(f)=D(1)=0, also D(f)=0.

Folgerung. In jedem endlichen Differentiations-Kompositionskérper ist
die einzige Differentiation die Nullabbildung.

Bemerkung 4. Bekanntlich ist jeder Kompositionsring isomorph zu einem
Unterkompositionsring eines vollen Funktionenringes (vgl. [2]). Zur Bestimmung
aller moglichen Differentiations-Kompositionsringe tliber einem Kompositionsring
genligt es also, alle mdoglichen Differentiationen fiir volle Funktionenringe und
ihre Unterkompositionsringe zu bestimmen. Da der volle Funktionenring iber
einem kommutativen Ring mit Einselement nach [4] nur die triviale Differentiation
besitzt, also nur mit der Nullabbildung zu einem Differentiations-Kompositionsring
gemacht werden kann, stellt sich die Frage, den gréBten Unterkompositionsring
zu finden, in dem eine nicht-triviale Differentiation existiert. Die Losung dieser
Aufgabe miissen wir leider offen lassen.
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