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Построение полугрупповой амальгамы, 
независимо вложимой в полугруппу 

Л. МЕДЕШИ* 

Полугрупповая амальгама вкладывается независимо в полугруппу, если 
в этой полугруппе независимы исходные полугруппы, составляющие данную 
амальгаму. 

В настоящей работе изучаются свойства таких амальгам и в некоторых 
частных случаях (например, для некоторого гомоморфного образа всех упомя-
нутых амальгам) дается полное описание. 

Эта статья по существу есть продолжение статьи [6]. Мы предполагаем, 
что читатель знаком с [6] и используем определения и обозначения этой работы. 

§ 1. Построение полугрупп, содержащих М-элементы 

Пусть А слабо ассоциативная амальгама полугрупп А( (££./ , где > — 
некоторое множество индексов), которая может быть вложена в некоторую 
полугруппу В таким образом чтобы А( (££ . / ) в ней являлись независимыми под-
полугруппами. Другими словами, амальгама А удовлетворяет условиям 
теоремы 3 в статье [6] и по теореме 2 (в [6]) обладает свойствами а —9. Этими 
свойствами мы будем в дальнейшем неоднократно пользоваться. 

Отбросим из £ такие ундексы а, для которых Ах не обладает Ь-элемен-
тами (Г-элементами, М-элементами). Полученные три множества обозначим 
соответственно через В этих множествах определим отношения 
вь> «?г> Ям следующим образом: 
вь'• авьР (а> Р^-^ь) «=>• существует £-элемент х, для которого а, 
дТ: <хдтр (а, Р£^т) ** существует Г-элемент для которого а, /?£?, 
дм: авмР (а, -<=> существует такая (конечная) последовательность у0=а, 

Ун Уъ, •••> (Уо. Уъ У2) •••,Уп€-?м) для которой найдутся М-элементы 
Уг,Уя,-,Уп со свойством: уг={у0, у/), уг=(Уи у2>, • У„=(Уп-и У„>-
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Очевидно, что дь, вт рефлексивны и симметричны. Транзитивность отно-
шения дь следует из свойства /?, а транзитивность отношения вт следует из 
9. Таким образом, дь, дт и дм являются отношениями эквивалентности (для 
дм это очевидно). Следовательно, дь, дт и дм определяют разбиения. Обоз-
начим -классы через Р, дт-классы через QJ С/€^е)> (?м* к л а с с ы через 
Ик £ о, — некоторые (подходящие) множества индексов). Мощ-
ность множеств РИ ()], Як записываем так |.Р,|, В дальнейшем 
пусть Ьх, Ма, Та обозначают соответственно множества всех Ь-, М-, Т-эле-
ментов из Ах (<*€•/) и Пх=Аа\(ЬхЦТа). 

Далее, пусть КХР=АХГ\АР (а, /?£•/), М'- и Мг-компоненты Кхр в Аа будем 
называть М-компонентами и ее Ь-, М1-, Мт-, Г-компоненты в Аа обозначать 
через Ь, Мар, Мцх, Т. Значит МхР=(у\у — М-элемент и у=(а, 0)>, МРх=(у\у — 
М-элемент, у=(/?, а)). 

Л е м м а 1. Если дм-класс Як содержит такое ч, что Ах обладает Т-
элементом, то Ик содержится в некотором дТ-классе. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать следующее: если у — М-элемент 
и у=(а,Р) и Аа содержит Г-элемент то содержит и Ар. А это утверждение 
следует из свойства т\. 

Л е м м а 2. Пусть Як дм-класс; а, 
1) Если Мар то существует разбиение Ехр = 1/$ и такое, что их=х, 

юх£ Т, иМарЯМар, ьМхр ^ Т при всех и £ 11$, V £ У$, х£Ехр и элементы мно-
жества Я$=и$Мхр являются правыми нулями в полугруппе Ь и Мхр и 17$. 

2) Если Мрхт^0, то существует разбиение Ехр=и$иУ$ такое, что 
хи=х, XVМрхи^Мрх, при всех и £ х £ Е х р и элементы 
множества Л^ = Мрх 1/$ являются левыми нулями в полугруппе Ь и Мрх и 11$. 

3) Если и (аналогично. и то N$=N$I 

(соответственно, N$=N^1) состоит из одного элемента, который является 
нулем в ЬиМхР (соответственно, в Ы)Мрх). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Як — ем-класс, и а, Р^В-к- Предположим, что 
Мхр ^ 0. Доказательство в случае аналогично. Из теоремы 2.8 в [3] 
следует, что иу£ТиМ х р для всех иб-Р^, у£М х р. Так как при всех х£ЕхР 

{ х _ если иу£Мхр 

гг, гг, еТесли иу£Т, 
то для элемента и£ЕхР или иМх(,Я.МхР и тогда их—х при всех х б / ^ (обозначим 
множество таких элементов и через и $ ) или м М ^ ^ Г и тогда их £ Т при всех 
х б / ^ , (такие элементы и образуют множества У$). Если иу£Мар т. е. и 6 , 
у£Мхр, то иу=(ыи)у=м(иу) при любых » ( ¿ и м ^ и 11$. Отсюда следует, что 
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элементы множества Мхр являютря правыми нулями в ¿ и М ^ и С ^ . 
Легко проверяется, ятр Щ М ^ и является полугруппой. 

Диалогично доказывается, что элементы = М ^ являются левыми 
нулями в полугруппе Ь и Мхр и Е/^'. Отсюда следует, что в случае и ^ 0 

0 множества и совпадают и состоят только из одного элемента, 
который является нулем в ь и М а Р . 

Замечание . В случае М ^ # 0 из леммы 2 следует, что либо ЕхР = 
= (т- е. либо Р х 1 1 - и $ = и $ = ( а ) , т. е. ^ состоит 
из одного элемента а. Этот последний случай возможен только тогда, когда 
Кхр является особой р. е. и. подполугруппой в Аа (это доказано в 2.1 в статье 
[4]). (Определение особой р. е. и. подполугруппы см. в §2.) Таким образом, 
этот случай не может иметь места, если Ах содержит только один Г-элемент. 
Из леммы 2 вытекает следующая 

Т е о р е м а 1. Пусть А — слабо ассоциативная амальгама двух полугрупп 
Ах, Ар/ независимо вложимая в некоторую полугруппу. Если А содержит М-
элементы и не более чем один Т-элемент то возможны следующие случаи: 

1) В А нет Т-элемента. Мрх=& и Ы1Мхр полугруппа с нулем Ом, Ехр 
полугруппа правых нулей, Ерх полугруппа левых нулей и имеют место соотно-
шения: хг=Ом, гу=Ом при всех г£Мхр, х£]?хр, у£Ерх. 

2) А содержит один Т-элемент. Этот элемент: 0 является нулем и в 
Ах и в Ар. Возможны следующие случаи: 

а) (ЕхриМрх)(ЕхрИМхр)=0, (ЕрхиМхр)(ЕрхиМрх)=0. 
б) МхрМрх=0, (ЕрхиМхр)Ерх=0, ЕаР=и$иУ§ где 

их=х, их=0, иМхрЯМхр, ьМхр=0 при всех и £17$, V в х£Ехр и элементы 
множества =и$Мхр являются, правыми нулями в ЬУ}Мхр\Л](

х^. 
в) Мх0*<д, Мр=<д. Имеют месторазбиещя ЕхР=и<$иЕрх= £/$и 

такие, что их=х, рх=0, юМхр=0 при всех х£Ехр, v(iV¿lf; и уи=у, ую=0, 
МхрЬ=0 при всех у£Ерх, и£11$, Далее, Ь1)Мхр обладает нулем Ом 

и и$мхр=ом, маРи$=ом. 
Дальнейшие свойства Ь-, Мгэлементов во всех случаях следуют из их 

определений, или из свойств * гсвязки. Остальные возможности получаются 
из приведенных выше из соображений двойственности. 

Л е м м а 3. Если д м-класс Кк состоит не только из двух индексов, то каждая 
Кхр (а, может содержать не более чем одну М-компоненту и существуют 
подмножества Д®, класса Як ия<г); такие, что для 
всех Мар (а, РаЯк) имеет место а£Кк\ Р(:Ик\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а , Р ^ Я к . Если в Кхр две М-компоненты Мхр, 
Мрх непусты, то Як состоит толькр из индексов а, р. Действительно, если Мау ^ 0 

8 
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(y€Rk), то существование элементов у € МРа и z£Mxy, для которых по определению 
y=(fi, a) f = ( а , у), противоречит свойству у. Предположим, что Ах содержит 
М-компоненту в ^ и в Kx(i, Kxf%, ... (а, Р, ...€.Rt). Если в ^ подполу-
группа МхР 0, то другими М-компонентами в будут Mafi, M a { j , ... (согласно 
у) и в этом случае aZRjp; если же МдаИ0 в КхР, то остальные М-компоненты 
В Л ~ M h a , . . . т. е. а<ЕД<'>. 

Л е м м а 4. Пусть Rk — дм-класс, для которого | i ? t | s 3 и пусть Ax(adRk) 
такая полугруппа, которая содержит более одной М-компоненты. 

1) Множество Da обладает 
а) или разбиением таким Da=UfpUF® (если aZRfjp), что MaQU®, 

их=х, vx£T, lx=x,yl=y для всех мб С/®, l£Lx, x£Da,y£V®U ( C / ® \ M J ; 
б) или таким разбиением Dx — UV^ (если a^R^J, что МХЯ: 

xu=x, xvxl=x, ly—l для всех u£ U(
a
r\v£Vc

x
r\ l£Lx, x£Dx,y£V? U (U^r)\Mx). 

2) Множество MxP (или MPa) только в том случае состоит не более чем 
из одного элемента если Ар содержит только одну М-компоненту (именно 
МхР или Мрх) и одновременно FPaFPaQT, (т. е. U$=U%>=0). 

3) L-компонента для всех пересечений Квв=АвПАа (g, одна и та же 
Lk (=LX). L-компонента пересечений Kei (js(LRk, £€Rk) является под-
множеством Ьь- Далее, MxPLkQMxP (и аналогично LkMPxQMpJ (J}£Rk) для 
всех непустых М-компонент МаР (Мрх) в Ах. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть a, fi€Rk; |.R*|s3. Пусть Ах полугруппа, которая 
содержит более одной М-компоненты. Можно предположить, что a^Rjp 
и в силу леммы 3 можно считать что в Ах существуют М-компоненты МхР, 
Мау (/?, y£Rk). Применим лемму 2. Так как za—a при z£MxPUMxy и а£Ах\ 
\ (K a PUK x y ) , то Мхуа Map(z Следовательно МхР, Мау является полу-
группой правых нулей, и N$=MaP, N<$=Mxy. Пусть U^=MxP U U$=Mxy U 
и тогда согласно лемме 2 и определению £-компоненты выполняются 
все требования утверждения 1. (Равенства Ix=x, yl=y (x^Da, у£ F® U ( t ^ ' N M J ) 
получаются только при x£L, но из утверждения 3 будет следовать L = L a . ) 

Рассмотрим теперь те условия, при которых МхР состоит более чем из 
одного элемента. В этом случае £ / ^ = 0 так как согласно утверждению 3 леммы 
2 из ^ 0 следует, что M x P = N $ состоит только из одного элемента. Как 
мы доказали выше, если в Ар есть не только одна М-компонента то ^ 0. 
Отсюда вытекает второе утверждение леммы. 

Для 3) мы покажем, что L-компонента пересечения KQX является под-
множеством L-компоненты Кеа, если Ме < г^0 (Q,o£R k , x£<f, т^о). Пусть JC — 
L-элемент, х£Кех. Если x£KQa, то для всякого z£MQa имеем zx=x (так как 
z — М-элемент) и zx=z (так как х — ¿-элемент и z£Kex). Отсюда следует, что 
L-компонента К„р и Кху если МхР^Ъ, May^Q (a, P£Rk), одна и та же полу-
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группа: Lk, и L-компонента Кру является подмножеством Lk. С другой стороны, 
LkQKxpC)Kxy, т. е. Lk — подмножество Z-компоненты КРу. Значит Lk сов-
падает с L-компонентой Кру (независимо от того, что имеет Кру М-компоненту 
или нет). Из этих рассуждений вытекает утверждение 3. (M a fL kQM a p следует 
из свойств * -связки.) 

§ 2. Особые р. е. и. подполугруппы 

Определение . Р. е. и. подполугруппа полугруппы S называется особой 
р. е. и. подполугруппой в S, если Г-компонента полугруппы К не является 
двусторонним идеалом в S. 

Доказанная в статье [4] теорема 1.4. дает необходимое и достаточное 
условие для того, чтобы р. е. и. подполугруппа К являлась в S особой. В част-
ности, доказывается, что если К — особая р. е. и. подполугруппа в S, то М1-
и Мг-компонента подполугруппы К непусты, и 5\ЛГ состоит только из одного 
элемента. Если S\K=a, то возможны два случая: или а2=а или а2 содержится 
в Г-компоненте К (см. § 5. в [4]). 

Далее, из того, что р. е. и. подполугруппа Кхр=АаС\Ар в Ах является особой, 
не следует что Кхр особая и в Ар (пример 5 в [5]). 

Если Кхр особая и в Ах, и в Ар, то возможен каждый из следующих случаев: 
(Ax\Kxp=Fxp=a, Ар\Кхр=Fpx=b) 

1) а2=а, Ь*=Ь, 

2) а2 = а, Ь*£Т, 

3) а2ег, Ь2 = Ь, 

4) а2£Т, Ъ2£Т (примеры 2, 3, 4 в [5]). 

Определение . Пусть Кхр=АхПАр особая р. е. и. подполугруппа в Ах 

и пусть a=Fxp. Назовем Т*-компонентой (и обозначим через Т*) множество 
всех элементов t из Г-компоненты подполугруппы Кхр, для которых wx tw2 € Т 
для всех слов wx, w2 из элементов a\JFpx (одно из слов wt или w2 может быть 
пустым). Множество Т\Т* будем называть (Т\Т*) -компонентой полугруппы 
Кхр в Ах. 

Т е о р е м а 2. Пусть А слабо ассоциативная амальгама двух полугрупп 
Ах, Ар, независимо вложимая в некоторую полугруппу и пусть Кхр=АхГ\Ар 
особая р. е. и. подполугруппа. в Ах. Если Т*-компонента подполугруппы Кхр 
непуста, то она является двусторонним идеалом и в Аа, и в Ар. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что если t£T*, x£AaUAp TÓ 
xt£T*. Очевидно, что xt£T*, если x=a=Fxp или x£Fpa. Пусть х£Кар, и рас-

8 * 
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смотрим и^хги^где и»!, ы2 слова элементов а и . Еслии^ пустое, то утверж-
дение следует из свойств * -связки. Пусть с — последний элемент в слове 
и>г. Так как Кхр р. е. и. подполугруппа, то или сх=с, или сх£Кае. Продолжая 
этот процесс, получаем: или н^х является первой частью и>0 слова и^ и в этом 
случае очевидно, что и^х/н^и'о/н'г^Г, или ЫуХ^К^, и так как tw2£T, то из 
свойств »-связки следует, что уу^хгу/^Т. 

Л е м м а 5. Если Ка$ особая р. е. и. подполугруппа в Ах, то Т-элементы 
пересечения КарГ\Ка( ( а , У ) необходимо принадлежат Т*-компоненте 
полугруппы Кхр. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — Г-элемент, для которого и 
а=Ех?, Ь£ЕРх. Из определения амальгамы следует, что а€.Кх$ и поэтому а/СКх$. 
Очевидно, что а(£Кхр, тогда аК^К^ПК^. Если КхР и в Ае особая р. е. и. под-
полугруппа, то аналогично получается Ы£КХ^Г\КХ^. Предположим, что КаР 

не является особой в Ар. Если Ь^К^, то по определению Г-компоненты ЬК^К^. 
Если Ь£Кх ( , то из свойств »-связки следует, что Ы£К а ( . Отсюда Ы£КхрПКх ( . 
Лемма 3 показывает, что в Кх{ могут существовать только Ь- и Г-элементы, 
и очевидно, что а/, Ы — Г-элементы. Аналогично доказывается, что 1а, Л — 
Г-элементы в КхРГ\Кх?. Повторение этого процесса дает нам следующее: для 
любых слов и^ и ю2 из элементов а и имеем: ю11У1>2 — Г-элемент вКхр(~]Кх^. 
Следовательно, *£Г*. 

Замечание . В статье [5] приводятся примеры 2 и 3, в которых Г* пусто, 
и примеры 4 и 5, в которых Г* непусто. 

§ 3. Построение полугруппы всех ¿-элементов полугрупп А^^Р^ 

Следуя работе [1], введем следующее: 

Определение . Будем говорить что полугруппа 5 разлагается в после-
довательно аннулирующее объединение подполугрупп Б е с л и эта совокуп-
ность (£€, / ) линейно упорядочена при помощи индексов, причем выполнены 
следующие условия: 

1) 

2) для любых х€5 в , у£Ба (£> <<т; £>, а ^ / ) имеет место ху=ух=х, 
3) если в и то д, а соседние элементы упорядоченного мно-

жества далее пересечение 5СП5„ может состоить только из одного элемента, 
который является в 5е единицей, а в нулем. 

Введем еще следующее: 
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Опрёделение . Пусть S полугруппа с единицей е. Будем говорить, что 
единица е нёприсоединена (к полугруппё S), если существуют отличные от е 
элементы á, b£S, для которых ab=e. 

Замечание . Если ху=е и х^е, у^е, где х, y£S и е — единица в S, то 
элементы х, у порождают бициклическую полугруппу в S или нетривиальный 
гомоморфный образ бициклической полугруппы, которая, как известно, может 
быть только циклической группой (см. леммы 1.31, 1.32 в [2]). 

Т е о р е м а 3. Пусть А слабо ассоциативная амальгама полугрупп А{ 

(£€•/), независимо вложимая в некоторую полугруппу. Пусть P¡ — Q¡-класс 
индексов, и L* — множество всех L-элементов (J Ап. Тогда L* является 

последовательно аннулирующим объединением полугрупп St где $ не-
которое линейно упорядоченное множество), и имеют место следующие утверж-
дения: 

1) Для всякого существует по крайней мере одна такая полугруппа 
Ax(a£P¡), что Lx = U Se

 и обратно, в каждой полугруппе Ai множество 
BSC 

представимо в виде IJ Se для некоторого 
est 

2) Если Se, Sa содержит общий элемент: Оа (Q^O; и Q,O соседние), 
то Оа является неприсоединенной к Se единицей. 

3) Если в Аа (ос £P¡) полугруппа {2?а}, порожденная множеством Вх = 
=АХ\ | J Кх( содержит и L-элежент (в этом сучае Мх—0), то может 

«е •*-<«> 
содержать только один L-элемент, а именно — нуль множества Lx= U 

Сёг/Х 
(который содержитя в S и является неприсоединенной к {Ва} единицей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть P¡ — -класс, L* — множество всех L-эле-
ментов IJ А(. Из свойства /? следует, что для х1г x2£L* либо x1Qx2, либо 

ttP, 
X2QX1. Поэтому можно разбить множество L* на такие подмножества 
S* (£?€</), что каждое S* может иметь только такие L-элементы, которые 
содержится в точно тех же полугруппах из и совокупность S*(Q 
линейно упорядочена при помощи индексов, таким образом, что в случае 
(?<t xczy (но x?íy) при всех x£S*, y£S*. Из fi следует, что ху=ух=х 
если Y£S* Q, I ^ F ) . Это же свойство /? показывает, что для всех 
х и X2£S* произведение x xx 2^S a где Предположим, что существует 
Т], для которого т. Так как g т о zx1=x1, x2z=x2 при всех z£S*, 
значит zx1x2=x1x2z=x1x2 далее, из rj следует zx1x2=x1x2z=z. Это про-
тиворечие показывает, что либо о=д, либо о й q соседние элёмёнты из 
Если хг, X2£S* И x1x2=OADS* (Q И Q, а соседние в / ) , то Оа является нулём 
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в S*, так как для всякого y£S* имеет место ух1=х1, х2у=х2, т. е. ухгх2= 
=х1хгу—х1х2 и одновременно Оах=хОа—х при всех x£S* (в силу е < а ) . 

Теперь определим полугруппу Se {Q£#) следующим образом: 
а) Se=S* если S* полугруппа, 
б) Se—S*UOa (где д, а соседние в д<<т) и Оа является нулем в S* и 

неприсоединенной единицей в полугруппе S e = S * U 0 „ . 
Легко проверяется, что L* разлагается в последовательно аннулирующее 

объединение подполугрупп Se (g€/) и все требования утверждения 1 и 2 вы-
полняются. 

Пусть теперь Ax(a£Pi) — полугруппа и Ва=Аа\ (J Ка*. Из (1) следует, 

что в случае Ма?£0 полугруппа {Д,}, порожденная множеством Ва, не содер-
жит L-элементов. Предположим, что Ма—д и существуют элементы а, Ъ из 
Ва, для которых произведение ab£La. Очевидно, что ab является нулем в La 

(так как 1а=а, Ы=Ь, следовательно, 1аЪ=аЫ—аЪ при всех l£La). Если Lx= | J Se 
с шц 

(для некоторого то ab = Oli£Sll. Так как О^ L-элемент, поэтому ab=Oll 

является единвдей в {Д,}. Очевидно, что Ом — неприсоединена к {5а}. 

§ 4. Построение амальгамы полугрупп, содержащих 
не более одного Т-элемента 

Определение . Пусть А — амальгама полугрупп (££./). Амальгаму 
А* будем называть сокращенной амальгамой данной амальгамы А, если А* 
содержит: 

1) все L- и М-элементы амальгамы А, 
2) все элементы, входящие только в одну из полугрупп А( (£ С У), 
3) все Г-элементы, которые в особой р. е. и. подполугруппе в Аа при-

надлежат (Т\Т*) -компоненте (а, /?£./), 
(при этом действия для этих элементов сохраняются), 

4) по одному новому элементу, который является общим нулем для всех 
А? ( í € QJ) для каждого ДТ -класса QJ. 

Очевидно, что сокращенная амальгама действительно является амаль-
гамой. Из теоремы 2, леммы 5 и из теоремы 1.4 в [2] следует: 

Т е о р е м а 4. Сокращенная амальгама является гомоморфным образом 
исходной амальгамы. Если слабо ассоциативная амальгама удовлетворяет 
условиям теоремы 3 в [6], то и ее сокращенная амальгама также удовлет-
воряет этим условиям. 

Рассмотрим теперь амальгамы, в которых каждая полугруппа может 
содержать не более одного Г-элемента. Легко показать, что эти амальгамы 
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совпадают с такими сокращенными амальгамами, в которых ни одно пересе-
чение Кар не является особой р. е. и. подполугруппой ни в Ах, ни в Ар. 

Приведем две теоремы, которые вытекают из вышеуказанной части 
работы. 

Т е о р е м а 5. Пусть А — слабо ассоциативная амальгама полугрупп 
независимо вложимая в некоторую полугруппу, и которая в пересе-

чениях полугрупп содержит только М- и Ь-элементы. Тогда для 
произвольной полугруппы Ах (<*£./) имеет место одно из следующих ут-
верждений: 

1) Ах не содержит М-элементов (т. е. Ма = 0). (Описание построения 
полугруппы Ах следует из теоремы 3) 

2) Ах содержит М-элементы, которые все входят в Кхр=АхГ\Ар (т. е. 
а, =2) (Описание построения полугрупп Ах, Ар см. в пункте 1 теоремы 
1. Непустые пересечения Кх(, Ке( (££./, /?) содержат только Ь-элементы 
(см. теорему 3)). 

3) для которого ^3. АХ\ЬХ (допускается и ЬХ = Ъ) является 
полугруппой правых (или левых) нулей, и имеет место 1а=а1=а при всех 
а£Ах\Ьх, 1£ЬХ. Каждое пересечение Кх((££./) имеет вид: или Кх^=а( 1Л,а (где 
а$£Лх\Ьх) и в этом случае А(\ЬХ является полугруппой левых (соответст-
венно правых) нулей, или КХ(=Ь(, где Ь^ЬХ. 

Т е о р е м а 6. Пусть А — слабо ассоциативная амальгама полугрупп 
А^ (££./), независимо вложимая в некоторую полугруппу, каждая полугруппа 
А( которой содержит не более одного Т-элемента. Тогда для произвольной 
полугруппы Ах (а£./) имеет место одно из следующих утверждений: 

1) Подмножество и Кх% полугруппы Ах может содержать 

а) только Ь-элементы, 
б) один Т-элемент и Ь-элементы, 
в) М- и Ь-элементы. 

(Описание см. в теоремах 3,5.) 

2) где Щк\=2, Кк—(х,Р); Ах, Ар содержит один Т-элемент: 0. 
Описание построений полугрупп Ах, Ар см. в теореме 1 в пункте 2. (Непустые 
переселения Кх%, (¿¡б У, £ И а, /?) содержат 0 и Ь-элементы (см. теорему 3).) 

3) сс£Кк, где |Лк|ёЗ. В Ах находится Т-элемент 0, который является 
нулем. Ах содержит одну М-компоненту Мар, (Мрх) (/?€/?*), которая является 
полугруппой левых (правых) нулей. Имеет место хх 1=0, 1х=х1=х, ху=0, 
ух=х, у!-у, ЬхМхр^Мхр при всех х, у^Мх0, 1^Ьху(или соот-
ветственно хх1=0,1х=х1=х, ух—0, ху=х, 1у=у, МрхЬхЯМрхпри всех х, хг£Рхр, 
уаМрх, КЬХ). (Допускается и Ьх=9.) 
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K<xß—LiUAfaßUO (или соответственноKxß=LJJ Mßa U0J иЛ^rhákük полу-
группа, Построение которой описано в пункте 4. 

Другие пересечения: Кх^=Ьх^0, если и Ка?Я=Ьх00 есЛи ££Rk-
4) a£Rk, где |2?*|ёЗ, В Ах находится Т-элемент 0, который является 

нулем. Существует разбиение множества £> a =t /®UF® где DX=AX\(LX U0) 
такое, что MXQU® и их=х, lx=x, vx=0, yl=y при всех и€l/®, v £ x ( i D x , 
KLX, y£Vjfyö(ÜjP\MJ (или разбиение DX=U^UF<r) такое, что MaQUf\ 
xu=x, xl=x, xv=0, ly=y при всех «££/«, x£Dx, l£La, j>€F<r)U(£/<r)\Ma)j. 

Если ß£Rk, то либо 
а) Kxß=LxUMxß\J0 (или соответственно Kaß=La\JMaß\J0) имеет место 

включение MxßLxQMaß (LxMßxQMßx) и если Mxß (Mßx) состоит не только из 
одного элемента, то Aß — такая полугруппа, построение которой описано 
в пункте 3, либо 

б) Kxß=LxÜ0. 
Если Z£Rk, то KxiQLxÖO. 

З а м е ч а н и е 1. Во всех случаях для L-элементов некоторого пересечения 
Kxß нужно иметь в виду теорему 3, дающую соответствующие построения. 

З а м е ч а н и е 2. Теоремы 1, 3, 5, 6 дают метод, позволяющий строить 
амальгамы удовлетворяющие условиям теоремы 3 в [6] в многочисленных 
случаях. 
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