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Uber die Struktur der Hauptidealhalbgruppen. II

L. MEGYESI und G. POLLAK

Dem Andenken von Prof. A. Kertész gewidmet

In diesem Teil mochten wir einen kleinen Umweg machen und die kommutativen
Hauptidealhalbgruppen beschreiben. Diese Beschreibung wird — bis auf Abelsche
Gruppen und ihr¢é Homomorphismen — vollstindig sein. Die Bezeichnungen
werden mit denjenigen von [1] iibereinstimmen.

In [1] haben wir gezeigt, dass in einer Hauptidealhalbgruppe H die Greensche
Relation ¢ eine Kongruenz ist, und nach Satz 4 derselben Arbeit ist H/# einer
Halbgruppe H; isomorph, d.h. einer Kette von zyklischen Halbgruppen Z,
(6<%, 9 eine Ordnungszahl =1) von endlicher oder unendlicher Ordnung n,,
wobei & die Folge (ng, ..., #,, ...),<s bedeutet, und im Falle n, << die maximale
Untergruppe von Z, trivial ist. Ist z, das Erzeugende von Z,, so bezeichne
I, (I1=I=n,) das Urbild von z, bei dem Isomorphismus v:H/#—~Hg. I, ist
eine #-Klasse. Bezeichnet < die lexikographische Ordnung der Paare (o, /), so
gilt I, oI, < (0, k)< (a,]).

Wir wollen jetzt ein Reprédsentantensystem c,; der Klassen I, auswihlen,
um dann die Elemente von H in der Form c¢,g anzugeben, wo g ein Element
der Schiitzenbergergruppe I',; von I ; ist; in dieser Form wird die Multiplikation
ziemlich einfach. Zu diesem Zweck wihle man c¢,,=c¢, ganz beliebig, falls n,>1;
fir n,=1 soll ¢,; etwa das einzige Idempotent in I, sein. Aus I, (1<l=n,)
wihle man c,,=c..

Ist (g, k)<(o,1), so sei go‘;‘,":l"gk—»l",,, der kanonische Homomorphismus
zwischen den Schiitzenbergergruppen, der also dadurch definiert ist, dass die (parti-
ellen) Translationen g€rl', und g(pg,iel" s durch dasselbe Element von H induziert
werden konnen. Dann bilden die Gruppen I',, und die Homomorphismen (pg,i ein
direktes System A4 ={Iy; qo;',i (wie iibrigens immer fiir kommutative Halbgruppen),
dh. of oii=0i% und {(¢, k); <} ist nach oben gerichtet (in unserem Fall sogar
linear geordnet).

Eingegangen am 15. Dezember 1975.
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Ist gel,,,g'€l,.,, (0,)=(c¢’,1"), so gibt es ein Element c(g)€H derart,
dass fiir acl,; stets ag=a-c(g) gilt, also hat man fiir a’€1,.,

Cag-a'g’ =a-c(g)-(a’g) =a-[(a’g")(gps")] = a-[a’(ges" - g)].

Ist ferner ¢’€ H so beschaffen, dass x’(gq)f;;"-g’).:x’ - ¢’ fiir jedes x’€1,.,. besteht,
so gilt
ag-a’g’ = aa’c’ = (aa’)l(gps" - 8") 95 ] = (aa’) (895" - 8’05 1),

wo [” durch die Relation 1,,1,.;. < 1,.,» definiert ist, d.h.

. I/, falls ¢ <o/,
" min(I+0,n,), falls ¢=0".

Deshalb geniigt es die Produkte cﬁ .c, n,> 1 fiir g =0 anzugeben, um die volistindige
Multiplikationstafel zu erhalten. Anders gesagt, muss man einerseits fiir jedes Tripel
0,0,] mit p<o<9, I=n, die durch ¢, induzierte partielle Translation g,,,€I,,,
andererseits fiir jede ¢ mit n,<eo die ebenfalls durch ¢, induzierte g,cl',, an-
geben. Man kann sich dabei auf den Fall n,>1 beschrinken, da fiir n,~1 das
Element ¢, idempotent und somit g,, g,,; identisch sind.

Man beachte, dass durch die Angabe dieser Translationen auch die Multiplikati-

n
on in Lj I, bekannt wird. In der Tat, es gilt:
k=1

Satz 1. Die Elemente der kommutativen Hauptidealhalbgruppe H sind ein-
deutig in der Form c’;g 0=0<9,1=k=n,, k<o, gcl',) darstellbar. Die Multipli-
kation ist durch
et (goGt k- g'oGk Y)Y fir k4 k' =n,, ,
che(gQhe - g'Que - getH ) = e (gplie- g'ohe - 8 Y) fir k+k >n,

chg chg” = ch (05 - 8Pm,-8") fir e<oa

ety =

~ gegeben, wobei g’EI’ak,,g”EF,,,,gGEFG/,,,o ist (¢'=¢, m,=n, falls‘ ny<eo und
¢o’=¢0+1, m,=1 sonst), e, das Idempotent von Im bezeichnet und g, durch
ag,=a-c, fir aEIe,,,,‘7 definiert ist.

Nach den obigen Erlduterungen ist der Beweis eine einfache Rechenaufgabe.
Die Rolle von g,,; wird natiirlich von go(p;’lm, gespielt.

Bemerkung. Statt ¢, konnte man natiirlich ein anderes Element ¢, aus
I, als Reprisentant wéhlen, und dazu wiirde eine andere Translation g, gehoren.
Ist c;=c,h, h€I'y, so hat man fir a€l,,

ag, = a-c, = (a-c)(hpfi™) = a(g,- hog{™),
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also g €(T, ¢4 )g,. Dies bedeutet, dass g, mod der Untergruppe I, %™
von I,., eindeutig bestimmt ist, unabhéngig von Wahl des c,. v

Satz 1 zeigt, dass die Folge §=(@,, ...,n,, ...)s<g, das direkte System A=
={Ty; ®o%}e,c<s und die Restklassen g,=(Iy ¢%™e)- gQEFo,me/Fel(pg'l’”e ein voll-
stindiges System von Invarianten fiir die kommutativen Hauptidealhalbgruppen
bilden. Dieses System ist aber noch nicht unabhingig. Die Homomorphismen
(pg,i sind ndmlich nicht ganz beliebig, und zwar gilt

Satz 2. a) I'y, ist die Einsgruppe, wenn ny>1. b) Fiir 1<Il<n, ist @3',_, siir-
Jjektiv. Ist ferner n,=1 und ¢) a=¢+1, n,<eoo, so ist (p;:p strjektiv; d) o=p+1,
ny=-co, 50 ist I/l 0% eine endliche zyklische Gruppe fir jede natiirliche Zahl
k; e) o eine Limeszahl, so ist I',, ein homomorphes Bild des direkten Limits
A, =1m AT s 04F Yo, o' <o» WObel @g:A,~T ;4 von den Homomorphismen @& indu-
ziert wird, d.h., fiir den kanonischen Homomorphismen Y, I'y—~ A, gilt

0)) Yot @5 = OG-

Beweis. a) ist trivial.

Es sei I, eine nichtidempotente #-Klasse. Dann ist 1,,c,S 1,1, S 1, 141,
also 1,,1,,S1, 41, und jede Translation g€I',; muss durch ein Element a(g)€
€HN\},,, d.h. a(g)€l,., mit ¢’<c induziert werden. Dann aber induziert a(g)
auch eine Translation g’€¢I',; und somit gilt g=g’ ¢, also ist ¢ eine Siirjektion.
Ist hier />1, so hat man @Ji=%" .92, _,, und ¢Z,_, ist auch siirjektiv,
womit b) bewiesen ist.

Fir I=1,0=¢0+1, n,< < haben wir Ia,,o-a(g)gle,,e, d.h. x—x-a(g) (xEI‘,,,e):
ist eine Translation g’EI’(,,,Q, fiir welche g’go:,fo:g gilt, also ist qog,}‘2 siirjektiv.
Damit ist auch c) bewiesen.

Jetzt sei o=¢0+1,/=1,n,=< und g¢rl,,. Dann ist wieder a(g)cl,,, mit
6'<o. Ist 6’<p, so gilt I, -a(g) 5 1,,, und man zeigt wie oben, dass g=g’<pz: fiir

eine g’€l,,. Ist andererseits a(g)€l,, so haben wir
a(g) = cg” (g€l

Bezeichne g,€I',; die Transformation xw>-xc, (x€I,). Da esin [, ein g~
mit g”=g’ @7 gibt, und g=g’ 7} - g, gilt, erhielt man g€ T, 02 - g.. Nun gilt aber
dies Enthaltensein, eventuell mit /=0, auch fiir g=g;?, also muss I“,l/l",?l(pgl1 end-
lich sein.

Endlich sei ¢ eine Limeszahl, g€rI,, und, wie vorher, a(g)€l,.,. Wegen
6'<c gibt es eine n mit ¢’<n<o und a(g) induziert eine Translation g€l
(k=n, beliebig), wobei also g’ =g gilt. Da aber A ein direktes System ist,.
gibt es einen Homomorphismus ¢,:4,—+I;;, so dass (1) gilt, und ¢, siirjektiv
ist (weil ja @2, es ist). Dies ergibt e), und vollendet den Beweis des Satzes.



106 L. Megyesi und G. Polldk

-

Das so erhaltene Invariantensystem ist schon vollstindig und unabhéingig.
Es gilt ndmlich:

Sazt 3. Es seien eine Halbgruppe Hy mit §=(ng, ..., Ny, .. )a<s, €iN direktes
System von Abelschen Gruppen D={Gy;f3| 0,0<9,1=k=n,, 1=l=n,, (¢, k)<
<(a, D)}, und je ein Element a,€G, ,, ((g m)=(o,n,) falls ny<e und (¢’, m))=
=(o+1, 1) sonst) gegeben, wobei folgende Bedingungen erfiillt smd

a) Gy, ist die Einsgruppe falls ny>1;

b) f&** fiir k+1<n, und f"“fll Sir ny<eo,n,, #1 sind sirjektiv;

C) ist ny=oco,n,yy5%1, s0 ist G9+1 G S "“ 1 eine endliche zyklische Gruppe,
und zwar von (G f&T0Na, erzeugt;

d) ist o eine Limeszahl, n,#1, so ist der von den Abbildungen v (<o) indu-
zierte Homomorphismus f, von L,=Um{Gu;fi}s.n<s in G,y siirjektiv.

Man definiere in Up= U Gy eine Verkniipfung o durch

ksn
(2) (af& "+")(bf PR fiir a€Gy, bEGy,, k+k <n,
2,) aoh = (afg"e)(bf;,g'e) fiir a€Gy, beGy, k+K =n,
(25) (afg)b(agf'n) fir a€Gy, bEGy, ¢ <o.

Dann ist H=H(, D, a))={Up, o} eine kommutative Hauptidealhalbgruppe und
es gelten: H|# =Hyg, I, gleich der Trigermenge von G, und A=D im Sinne
dass es Isomorphismen yy:—~Ty gibt, fir welche yy@Hh=/% Vo gilt. Ferner be-
steht H=H'=H(§ , D', a,) dann und nur dann, wenn &=, D= D’ im Sinne, dass es
Isomorphismen 1,,:Go, ~ Gy derart geben, dass f5l1,=1, 17", endlich a,1€(G, f&m)a,
fiir den Isomorphismus 1: H—~H’ gilt, falls {GQ my> o} eine Gruppe ist.

Beweis. Die Kommutativitit der Verkniipfung o folgt aus (2) unmittelbar,
die Assoziativitit kann man priifen. Ebenfalls ersicht man aus (2), dass aus a€Gy,
aob€G, immer (g, k)=<(s,!) folgt. Wir zeigen, dass auch umgekehrt, aus acG,,
c€Gyy, (0, k) =2(0, 1) stets c€(a) folgt.

Ist ndmlich o>p, so braucht man nur die Gleichung c=(af;; )(a" f
in G, zu losen. Ist o=¢,/=n, so hat man ein xEGg,, mit (@, f; e)a" x=c
zu finden, was auch immer m('jglich ist, Fiir o=y, ng>1>k gibt es wegen b) ein
X€Gy - mit aox=(af%) (xf&,_)=c. Es bleibt also der Fall o=¢,/=k<n,.
Wir unterscheiden mehrere Moglichkeiten.

1. ¢=0. Nach a), b) gilt G,;=G,=E und somit besteht die Behauptung
trivialerweise. .

2. ¢ ist von erster Art und #n,_;<eo. Dann ist f% Lng_y siirjektiv nach b),

also lasst sich ein x€G,—y,, | mit
o,

)] aox = (xfgk, , _Da(agey f&1.,_)=c¢
finden.
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3. ¢ ist von erster Art und n,_,=-c°, also a,_1€G,. In G, gibt es ein y,
mit ay;=c und y, hatkraft b) ein Urbild y in G, : y,=)f&. Lautc)ist y=x,a]_,
fiir ein x,€G,_; , f2, ; und eine natiirliche Zahl s. Es sei x,=2zf8,, (Z€G,_4,)).

Fiir x=z2" gilt dann

(3) aox = (xfg 1 s)a(aZ-lf.ﬂ‘) =a -(foim °02—1)f5{‘ =a '(xlaz—l)fqe],.‘ =ay, = c.

4. ¢ ist von zweiter Art. y; und y seien wie im Falle 3. Kraft d) gilt y=zf,
fiir ein z€L,, also x, f&'=x,p,f,=2f,=y mit einem x, aus einem geeigneten
G,,,, wobei p,,:G,,—~L, die kanonische Abbildung ist. Da x; durch ein beliebiges
x, [ (s=>1t) ersetzt werden kann, darf man annehmen, dass t=n, falls n,<oo
und [G,,H,I.Gn1 frtLY |t falls n,=co. Im ersten Falle setzen wir x,=xa"™ (in G, )
und erhalten

(3" aox = (xffs)a(@yfh) = a(xff) =ay, =c.

Im zweiten Fall sei [Gpy1,1:Gp 5tV =r, t=rn. In G,.y, gibt es ein w fiir
welches x, fF*bl=wqa'. Da h1er a,=(a)'€Gy f511 laut ¢), liegt auch w in
G fET l—G n+L1 und hat deshalb ein Urbild x in G, (siehe Fall 3). Dann
haben wir

(37 aox = (xf,‘,’f)a(an n+1 = a[(wa,,)f +1,1] _a(xlfrglg-l,l) =ay,=¢c.

Somit ist c€(a@)« (o, k)=X(0o,!} in allen Féillen bewiesen. Hieraus folgt, dass H=
=H(&, D, a,) eine Hauptidealhalbgruppe ist (weil ja ihre Hauptideale beziiglich
der Inklusion dual wohlgeordnet sind), dass die #-Klassen von H mit den Triger-
mengen der Gruppen G, zusammenfallen, und dass H/# = H; auch erfiillt ist.
Um G, =T, zu beweisen, man bemerke zuerst, dass fiir k=n,<eo die durch
AYon, =Tx (x=aa;") definierte Abbildung yg,,e:Ge,,e—»Fg,,p(g {Gé"e’ o}) ein Iso-
morphismus ist, weil aus (2,) sich :

aa;"eoba;" = aba;" fir a,beG,,

ergibt. Ist nun k<n,, so nechmen wir wieder die obigen Félle 1)—4) vor. Fiir
0=0 ist die Behauptung trivial. In den iibrigen Fillen haben wir immer ein x¢H
gefunden, so dass aox=c, wobei x nicht von a und c¢ selber, sondern nur von
y,=ca~! abhing. Deshalb haben wir

a’ox =a’y; fir jedes a’€G,.

Bezeichnet also 1,.€I',, die durch x auf I, hervorgerufene partielle Translation,
SO ist Y4 :¥1+—7, €in Isomorphismus zwischen G, und I,
Ist ausserdem (g, k)< (0, /), z€G,;, so gilt im Falle k=ng

gnﬂ (af enﬂ

zoaay " = (aa‘”efq,,a)z(a
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d.h. a'h,,,g‘P:,’.g:a ‘-":',e Vot~ Fiir k<ng ist N Va=T7x mit XEG,", n<p, d.h.
ay, = aox = (xf%)a(at f&) fir acGy,
also y,=(xf%) (a, f%) und dann '

zox = (xfeDz(a f3 ) = z(nL f3h),

WOmit Y, 0% =fo Vor gllt. Hiermit ist die erste Hélfte des Satzes bewiesen.

Jetzt sei H'=H(g’,D’,a))=H. Aus den oben bewiesenen geht hervor, dass
Hg, D’ mit Strukturinvarianten isomorph sind, also muss F =4, D’'=D erfiilit
sein. Ist dabei 1:H—~H’ ein Isomorphismus, so induziert er natiirlicherweise Iso-
morphismen v, :Fp~T,, (Vg :T,—1,,) zwischen den Schiitzenbergergruppen, und
Tok = Vok Vok Yok ! sind die erwiinschten Isomorphismen, wo Vo die zu den y,, analogen
Isomorphismen zwischen G, und I, sind. Was die letzte Behauptung betrifft,
haben wir @, '1=a,™" im Falle, wo {G,,, , o} eine Gruppe ist, weil dann q; - und
a,"' die Emselemente der Gruppen {GQ,,, ,o} bzw. {G,. , o} sind. Das Eins-

e I'd my?
element von G, bezeichnen wir durch e, .‘Dann folgt wegen e,1€G,,

omgt = (6n0a; )1 = ey10a; 1 = (et fif ™) a; 1 a, = ey 1f f ™
und
a1 = (€10€y m)) 1 = €110€,,, 1 = (e 1ff ™), (G fifme) - ay.

Die Umkehrung ist leicht zu kontrollieren.

Literatur

[1] L. Mecyest und G. PoLLAK, Uber die Struktur der Hauptidealhalbgruppen. 1, Acta Sci. Math.
29 (1968), 261—270.

BOLYAI INSTITUT
ARADI VERTANUK TERE 1.
6720 SZEGED, UNGARN



