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Sur la connexion naturelle a torsion nulle

J. SZENTHE

L’étude systématique des espaces homog’cries réductifs et de leurs connexions
invariantes a été lancée par K. NoMizu dans son travail fondamental [7). Parmi les
possibles connexions affines invariantes d’un espace homogeéne réductif, la connexion
naturelle 4 torsion nulle est d’importance particuliére pour ses propriétés favorables.
Soit en effet M=G/H un espace homogéne, n: G—~M la projection canonique et
g=m} une structure réductive de M. Une connexion affine invariante 2 torsion
nulle de M est dite naturelle, si toutes les trajectoires d’origine o=n(H) des sous-,
groupes a 1 paramétre qui sont définis par éléments de m sont des géodésiques de la
connexion ([5], II. p. 197--200). En général, cette définition n’est pas simplifiable.
En effet, il y a des espaces homogenes qui n’admettent pas des structures réductives,
mais qui ont des connexions affines invariantes a torsion nulle dont toutes les géo-
désiques sont des trajectoires ([8] et [4], p. 102—115). Le but de ce travail est de
montrer qu’une simplification de la définition est pourtant possible dans un cas
important. En effet, le théoréme suivant sera prouvé en supposant quelque condition
de differentiabilité: Soit G un groupe de Lie connexe, HC G un sous-groupe compact
connexe et M=G/|H I’espace homogéne correspondant. Soit donnée une comnexion
affine invariante 4 torsion nulle de M telle que toutes ses géodésiques sont des
trajectoires. Il y a alors une structure réductive de M telle que la connexion donnée
est sa connexion naturelle. Pour démontrer ce théoréme quelques préparations
semblent €tre convenables. Donc une classification des trajectoires d’un espace
homogene sera donnée d’abord et quelques observations générales seront faites
ensuite sur les connexions affines invariantes dont toutes les géodésiques sont des
trajectoires. Le théoréme ci-dessus sera une conséquence directe des résultats ainsi
obtenus.
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1. Classification des trajectoires

Soient G un groupe de Lie connexe, H. HC G un sous-groupe fermé connexe et
M =G/H I'espace quotient correspondant formé par les classes 4 gauche de H dans G.
Soit n: G—~ M la projection canonique et a: G X M — M 'action naturelle de G sur M.
On considére M muni de la structure unique de variété analytique pour que = et o
sont des applications analytiques. L’algebre de Lie g de G sera identifiée avec I'espace
tangent 7,G de G en I’élément neutre e€G et par conséquent l'algébre de Lie  de H
sera identifiée avec le sous-espace correspondant de 7,G.

Si ¢: R—~G est un sous-groupe & 1 parametre et si m€ M, on appelle I'application
t—a(@(2), m), T€R la trajectoire d'origine m de ¢. En particulier, si o=mn(e), on a
évidemment a(¢(7), 0)=no¢(1), T€R. Une trajectoire est banale, si m=a(¢ (1), m)
pour tout T€R.

Etant donnée une trajectoire non-banale = o d’origine o, il existe évidemment
un >0 tel que mo¢ est injective sur [—2e, 2¢] et par suite nop([—¢, g]=CC
cC’'=no@([—2e,2¢]) sont des arcs de M. Soit L(¢@;¢) I'ensemble des éléments
g€G tels que si Y: R—~G est un sous-groupe 4 1 parametre avec g=y(7,) les élé-
ments Y (t)€G pour |t]=|t,| transforment C en un arc qui est contenu dans 'in-
térieur de C’. Soit ensuite B le filtre des voisinages de ¢ dans G et B’ le systeme
des ensembles VN L(p; €) ou VB,

Proposition 1. L'ensemble P des éléments de G, qui sont engendrés par élé-
ments de L(p; &) est un sous-groupe de G. Il existe exactement une topologie sur P qul
rend P un groupe topologique et B’ une base de filtre des voisinages de e dans P.

Démonstration. Il résulte de la définition de L(¢; ¢) que L(¢; &)~ =L(gp; ¢).
Alors, ’ensemble P des éléments de G qui sont engendrés par éléments de L(gp; €)
est un sous-groupe de G.

La deuxiéme assertion de la proposition sera prouvée en montrant que les
conditions pour une base de filtre ([3], p. 4—5) sont satisfaites par B’.

1. Quel que soit U’e€®W’, il existe V'¢B’ tel que V' -V'cU’. En effet U'=
=UNL(p; €) ot UcB et par conséquent il y a un Ve B tel que V- V< U. En vertu de
sa définition L(¢p; &) est 'union de sours-arcs de sous-groupes 3 1 paramétre et par
suite il a y un voisinage W de e dans G formé également par sous-arcs de sous-groupes
3 1 paramétre et tel que L(p;e)=W L(p;e). On voit facilement que W peut
étre tellement choisi que L(¢; €)= WN P soit aussi valable. Soit W un voisinage de e
dans G tel que W.-WcW. Alors on a (WNL(p;e)-(WNL(p;e)cWNP=
=L(gp; ¢). I en résulte que pour V=FVNW et pour V'=VNL(p;e)ona V' -V'c
cUNL(p; e)=U". ~

11*
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2. Quel que soit U’e®’, il existe V'€V’ tel que V' ~'cU’. En effet, U'=
=UNL(p; &) ou UEDB et par suite il y a un voisinage symétrique V de e dans G tel
que VcU. Alors, pour ¥’'=VNL(p;e)ona V' 1=p’'cU’.

3. L’élément neutre e appartient évidemment & tout ensemble de B’.

4. Quelsquesoient a€ P et U’ €W, il existe ¥’ € B’ tel que V' cala’~". Parce que
U'=UNL(p;€) ot UcB, il y a un VEB tel que Vcala ™. Si y:R—~G est un
sous-groupe a 1 parameétre qui a un sous-arc appartenant 3 L(p; ¢), il existe évidem-
ment un- 7,>0 tel que a~ 'Y (V)acL(p;¢e) et W(r)€L(p; ) pour |t|=|te|. Soit L’
Punion des tels éléments y/(7) pour tous les sous-groupes . Ona alors L' c aL(¢;e)a™".
D’autre part, on,voit facilement que il y a un voisinage W de e dans G tel qué
WNL(p;e)=L". Soit V=VNW et V'=V L(p;¢). Par conséquent, on a V’'=
=VNWNL(p; )cVNL' calUa*NaL(p; &)a~ =al’a™™

Proposition 2. P est un sous-groupe de Lie connexe de G.

. Démonstration. Ftant évidemment un; groupe localement compact connexe
qui n’a pas de sous-groupes petits, P est un groupe de Lie. Comme les sous-groupes
a 1 parametre de P sont aussi eaux de G, on voit que P est un sous-groupe de Lie
de G. ’

Les deux propositions précédentes nous conduisent & une notion fondamentale,
En effet, étant donnée une trajectoire non-banale on appelle P le sous-groupe corres-
pondant a la trajectoire no@ dans G. Si le sohs—groupe a 1 paramétre ¢: R—~G est
défini par X€g—h, I’algébre de Lie de P qui est une sous-algébre de g sera notée par
Px- On peut étendre la définition ci-dessus au cas général. En effet, soit H,CG le
sous-groupe d’isotropie en n(g)=mecM et soit n,,: G—~G/H,, la projection canonique
correspondante. En identifiant G/H,, avec M on a a(¢(z), m)=a(e(1), n(g))=
=n(p®)g)=n(p()gH)=n,(p()gHg *)=n,00(1), 7€R. Le sous-groupe corres-
pondant & &, 0@ sera appelé le sous-groupe correspondant & la trajectoire

v—~a(@(z), m), €R dans G.

|
Lemme 1. Si PCG est le sous-groupe correspondant a la trajectoire n o, on
an(P)={nop(7)|lt€R}. B "

Démonstration. Ilest évident que ¢ est un sous-groupe 2 1 paramétre de P et
en conséquence on a {r o (t)[t€R}cn(P). Par contre, si g€P, il existe un sous-
groupe a 1 paramétre de P et en conséquence on a {n o ¢(1)|t€R} cz(P). Par contre,
si g€P, il existe un sous-groupe a 1 paramétre y: R—~P tel que g=y(&;) pour un
£.€R. En vertu d’assertions ci-dessus il y a un 6=>0 tel que Y (£)€L(g; €) pour
|¢|=06. Par suite, n-yY(E)=a(f(&),0€C c{nop()|tcR} pour [{|=d. Alors,
n(g)e{n oy (O)|EER} = {n o (7)[t€R} en vertu de Panalycité de nog et de moy.
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" Soit T,m: g—+ToM P'application linéaire tangente & = en e et LC Ty M un sous-
espace de dimension 1, alors {,={Y|T.nY€L, Y€g} est un sous-espace de g. Si
Xeg—bhet T,nXcL, on a pycf, en vertu du lemme précédent. '

Lemme 2. Soit X€{,—b et soit a une sous-algébre de g telle que X€acCH,.
OnaacCpy.

Démonstration. Soit ACG le sous-groupe connexe défini par a et soit fixé
un systtme de coordonnées canoniques de la deuxiéme espéce ([9], p. 302—307) sur
un voisinage V de e dans 4 de facon que g=¢(1o),(7y)...{ () pour g€V, ou
(ty, Ty -.-- 7,) sont les coordonnées de g et {;, ..., ,:R—~ANH sont des sous-
groupes & 1 paramétre qui définissent le systtme de coordonnées. Si ¢ (7), g€ V sont
tels que {,(1).. L (n)@(@DEV, on a {i(r)..L(m) e (D)= (1)1 (z).. Li(ry) et par
conséquent a(g, 70 (1) =m(p (@)1 (). L (T @ (D) =71(0 () 9 () (7). L (7)) =
=no@(ty+1’). Cela montre qu’il y a un voisinage ¥’ ¥ de e dans A4 tel que V'c
cL(p; ¢). Alors, AC P et par conséquent aCpy.

Corollaire. Soient o', a”C{, sous-algébres de g qui sont maximales dans §,
mais ne sont pas des sous-algébres de ). Alors on a ou bien o’ =a” ou bien a’ N a”Ch.

Démonstration. 1l suffit évidemment de considérer le cas oit a’>a”. Pour un
raisonnement indirect supposons qu’il y a un Y€a’Na” tel que Y¢h. Alors, en vertu
du lemme précédent on a o', a”Cpyf,. Mais a’, a” éntant des sous-algébres maxi-
males dans {;, cela entraine a’=a”=py ce qui contredit la supposition. Par suite
aNa’ch. -

Soit Ie sous-groupe a4 1 parameétre ¢: R—~G défini par X€g—h et soit PCG le
sous-groupe correspondant a la trajectoire m - ¢. Soient gy 'algébre de Lie du sous-
groupe Q=HN P et [X] le sous-espace de dimension 1 engendré par X. Alors, en
conséquence du Lemme 1 on a la décomposition en somme directe de sous-espaces
vectoriels py=[X]1®qx qui sera appelée la décomposition d’isotropie de py en o.
Il en résulte que pour Z€qy on a [Z, X]=xX+Z’ ol #€R et Z’€qy. L’inverse de
cette assertion, exprimé par le lemme suivant, se montrera utile dans la suite.

Lemme 3. Soit Xcg—b et qC§ une sous-algébre qui est maximale par rapport
a la propriété que pour Zeéqon al[Z, X1=xX+2Z ott x€R et Z'€q. On a alors q=qy.

Démonstration. Soit p=[X]®q qui est évidemment une sous-algébre de
g et soit L=T,n([X]). Donc X¢pcf, et par conséquent on a

[X]®q = pCpx = [X]Day,

en vertu 'du Lemme 2. On en conclut qcqy et la maximalité de q entraine q=qy.
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Pour g€G, on définit par t—a(g, mo@ (1)), T€R la transformée de la trajectoire
noQ par g. '

Lemme 4. La transformée de la trajectoire mo@ par g€G est la trajectoire
d'origine n(g) du sous-groupe a | paramétre y=ad(g)p: R—~G. Le sous-groupe qui
correspond a cette trajectoire dans G est ad (g) P. '

Démonstration. Puisque ¢ (t)=gp(x)g™", on a go(t)=y¥(r)g et par con-
séquent a(g, mo@(7))=n(ge())=n(¥ (7)g)=a(¥ (), =(g)), T€R, ce qui prouve la
premiére assertion. Le sous-groupe qui correspond & cette derniére trajectoire est par
définition celui qui correspond a x,,0f ou m=n(g). Si ¢ est défini par X€g—Bh,
on a la décomposition px=[X]Dgy. Soit T,ad(g): g—~g la restriction 4 g=T,G de
Papplication tangente linéaire & I'automorphisme ad(g):G—-G. Alors, on a
T.ad (g)px=T,ad ([X]1DT,ad (g)qx. Mais ¢ est défini par T,ad (g)X et
T,ad (g)qx<h,, ol b, dest l'algébre de Lie de H,. On en conclut en vertu du
Lemme 3 que T,ad (g)py est l'algebre de Lie du sous-groupe P, correspondant a
7, Y. Puisque le sous-groupe correspondant 4 une trajectoire est connexe selon
la Proposition 2, cela entraine P,=ad (g) P.

Corollaire. Si g=¢ (&) et m=n(g), Ile sous-groupe correspondant 4 T, 0@
est P méme, mais la décomposition d'isotropie de p en m est p=[X]|®T,ad (g)q.

Démonstration. Parce que 7:,,,0(p(t)=7r((p(r)g)=7r(g(p(r))=a(g, no@(7)),
7€R et g€ P, le sous-groupe correspondant 3 7, 0¢ est P en vertu du Lemme. En
conséquence de X=T,ad (g)X, la décompdsition d’isotropie de x en m est y=
=[X1®(pNb,), mais pNh, =T, ad () (pNh) =T, ad (ga.

Proposition 3. Si g€P, on a a(g,noqo(t))-—noq)(x(r)) 7€R o x: R—R
est une bijection analytique.

Démonstration. Si géP, on a a(g moe(®))=n(ge())en(P)c
c{rnop(&)|EcR} pour T€R selon le Lemme 1. La trajectoire n o ¢ étant non-triviale,
soit £, le moins grand nombre positif tel que rop(€)=nop(0), s’il y a des tels
nombres; autrement soit &y=oo. Si £y=oo, il y a exactement un £€R a4 un 7€R tel
que no@(&)=a(g, toe(r)); dans ce cas soit x(r)=¢, t€R. L’application »: R—R
ainsi définie est évidemment un homoémorphisme. Si &,< =, soit d’abord g dans le
voisinage L(¢; ¢€) de e dans P. Alors il y a une suite strictement croissante {t;|i¢Z}
telle que «(g, 7 o @ (z;))=0 pour tout 7,, i€ Z et que I'application o—u(g, m,¢ (1;+0)),
1,=7,+0<T7;,, est injective pour i€Z. Par conséquent, pour tout o tel que

=1;40<T;4y, il existe exactement un 0=£<¢, tel que o (€)=a(g, nop(r;+0));
dans ce cas soit %(1; +0)=if,+ & pour 1,=1,+ 0 <1, et i€Z. L’application »x: R—-R
ainsi définie est évidement un homéomorphisme. Si £;<eo et g€ P est arbitraire,
il existe, en vertu de la Proposition 2, un go€ L(¢; €) et un entier non-négatif / tels que
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g=gb. On peut évidement montrer dans ce cas I’existence d’'un homéomorphisme
#:R~R en utilisant le résultat précédent. On voit facilement que x est analitique
dans tous les cas considérés en vertu du théoréme des fonctions implicites.

A compte de la proposition précédente, les éléments de P seront appelés auto-
morphismes de la trajectoire m o ¢. Si pour un g€ P on a en particulier a(g, 7o ¢ (1))=
=nop(At+u), T€R ou A, u€R, Iélément g sera appelé un automorphisme linéaire
de la trajectoire mo@. Dans le cas particulier ou A=1 I’élément g sera appelé un
automorphisme affin de la trajectoire m o, et dans le cas oit =1 et u=0 I’élément
g sera appelé un automorphisme identique de la trajectoire wo¢. Si tous les éléments
de P sont des automorphismes linéaires de o ¢, on dit que 7 o @ est une trajectoire
linéaire de I’espace homogéne M. Si tous les éléments de P sont des automorphismes
affines de mo¢@, on dit que mo¢ est une trajectoire affine de M. Si HNP=Q= {e}
la trajectoire 7 o ¢ est dite simple.

Lemme 5. La trajectoire o est linéaire, si le sous-groupe F={p(z)[t€R}
de G est laissé invariant par tout automorphisme ad (q): G—+G, q€Q.

Démonstration. En effet ad (g)¢: R—~G est un sous-groupe 2 1 parameétre
de G. En vertu de ’hypothése du Lemme on a donc ad (g)¢ (1)=¢ (A1), 7€R, ol A ne
dépend que de g€Q. Si g€P, on a évidemment g=op(u)g ot ucR et gcQ. Alors,
go(W=9(Wqe@=0 W (ad(g)e(1))g=@(u)p(ir)g et par conséquent on a
a(g, mop())=nop(it+u), 1€R. Donc, nop est une trajectoire linéaire de M.

Corollaire. Si l'espace homogéne M=G/H admet une structure réductive
g=m@b et le sous-groupe da 1 paramétre ¢:R—~G est défini par Xcm—{0}, la
trajectoire 7 o @ est linéaire.

Démonstration. Si g€Q, on a T, ad (g) X€m parce que Qc H. D’autre part,
on a T,ad (g)X¢cpy parce que QCP. 11 en résulte que T,ad () XeEmNpy=[X].
Par conséquent, T, ad (g) X=2X ou A€R. On en conclut que la hypotheése du lemme
précédent est satisfaite. '

Proposition 4. Etant donné Xcg—, soit a% =H et soit o, défini successivement
pour tout i naturel par

ok = {Z|Zeqli* et [Z,X] = AX+2Z* o A€R et Z*€qi ).

Alors, h=0q% Dy D... D94 D ... est une suite de sous-algébres de g. Si j est le plus
petit nombre tel que a%=q5t%, on a qy=qx o qx=bhNpy.

Démonstration. En supposant que g% ' est une sous-algébre de g, soient

zZ’, Z”qu et [Z/, X}=XX+Z*, [Z2/, X]=2"X+Z** o X, \"€R et Z*, Z**¢qii .
Par conséquent pour &, n€R on a [EZ'+nZ”, X]=(@N +nA" ) X+EZ X +nZ ¥,
ce qui montre que £Z'+nZ"€qy. De plus [[2°Z"), X |=[2Z’,1Z2"X]]-[Z",(Z’, X]] =
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=N"Z*—NZ**+[Z', Z2**]-[Z",Z*] entraine que [Z’, Z”]€qk. Alors, g% est
également une sous-algébre de g. Soit L=T,n([X]), alors 'hypothése ¢}=qi*?
entraine que [X]®qj est une sous-algébre de q telle que X¢[X]dgicf,. Donc,
[X]®aq} < px en vertu du Lemme 2 et par conséquent g5 hMNp x =0y . D’autre part, la
définition de g} entralne que qyC g} pour tout entier non-négatif i. Alors, en parti-
culier qyCq%.

A compte de la proposition précédente = o ¢ sera appelée une trajectoire princi-
pale de I’espace homogéne M, si qx=q). Onvoit facilement que wo ¢ est une tra-
Jjectoire principale si et seulement si tous les éléments g€ G qui laissent fixés le point
o et le sous-espace de dimension 1 [T,z X]c T, M, sont des automorphismes de 7 o ¢.

Lemme 6. Si l'espace homogéne M=G|H admet une structure réductive g=
=mab et le sous-groupe a 1 paramétre ¢ est défini par Xem—{0}, la trajectoire
T o est principale.

Démonstration. Si Z€gk, on a [Z, X]=AX+Z* ol A€R et Z*ch. Mais
[Z, X]em, parce que q}h. Il en résulte que Z*=0 et par conséquent on a qx=q}.

Lemme 7. Soient ¢,y: R—~G sous-groupes & 1 paramétre qui sont définis
respectivement par X, Yég—h ot Z=Y—XCh et soit mo@ une trajectoire affine
principale. Alors, 7 oy est une trajectoire principale si et seulement si Z est un élément
du normalisateur de qy dans 1.

Démonstration. Parce que Y—X=2Z¢h, on a évidemment qx=qy. Mais
T o ¢ étant principale, on a g} =qy. Par conséquent gy > qy. Donc, il suffit de montrer
que qyCqy, si et seulement si Z est un élément du normalisateur de qy dans §.
Soit U€qy, alors [U, Y]=[U, X+Z]=Z*+[U, Z] ol Z*€qx. Donc, moy est une
trajectoire principale si et seulement si [U, Z]€qy pour tout U€qy.

2. Géodésiques de connexions affines inveriantes

Soit L(M) la variété analytique formée par les repéres linéaires de I’espace
homogeéne M=G/H et ¢: L(M)—~M la projection canonique. Soit

B: GXL(M)-~—L(M)

laction de G sur L(M), qui est induite par Paction naturelle o«: GXM—~M. Si
X¢g, le champ de vecteurs de Killing dans le sens plus general correspondant par
Paction o sur M & X sera noté par X’ et le champ de vecteurs de Killing corres-
pondant par I’action § sur L(M) & X sera noté par X”. Si réL(M) et m=¢(r),
soit »,: T,, M—R" I'application qui rend a un vecteur v€ 7,, M ses coordonnées par
rapport 4 r ou n=dim M. Soit §: TL(M)—R" la 1-formenon caique du fibré
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@: L(M)—~M. Alors on a 3(w)=wx,0T,0(w) pour weT,L(M) ol T,p est Papplica-
tion linéaire tangente a ¢ en r. Si g€G, soit a,: M—~M transforimation définie par
m—a (g, m), meM et soit Ta;: TM~TM Vapplication linéaire tangente i a,.
Soit ro€L(M) fixé de fagon que g(rg)=o0 et soit 1:H—~GL(n; R) 'homomorp-
hisme de groupes de Lie défini par h—x,0T,a, 0%, pour h¢H, ou *o=2%, et
Toa, est la restriction de To, a TyM. Soit T.: h-gl (n; R) 'homomorphisme
d’algébres de Lie qui est Dlapplication linéaire tangente 4 : en e. Comme
ayom=mnoad(k), on en conclut que 1(h)oxyoT,n=x,0T,noT, ad (h) pour heH.
Mais il en résulte que T.1(U)3(V,)=2x,(U, V];) pour Uch et Vcg ol ¥, estla
valeur du champ V" en r, et [U, V], est la valeur du champ [U, V'] en o.

Soit w la 1-forme canonique d’une connexion affine invariante de M et soit
A:g~gl (n, R) I'application linéaire correspondante qui est définie par X—w(X, )=
=A(X) pour X€g ou X, est la valeur du champ X” en r,. On sait que A satisfait

aux conditions suivantes:

1° A(Z)=T,.1Z pour Zch,

2° A(Z, X)) =[A(Z), A(X)] pour Z€D et pour X€g.

De plus, on sait que a toute application linéaire A:g—gl (n; R) qui satisfait aux
-deux conditions précédentes il y a exectement une connexion affine invariante de M
qui la définit comme ci-dessus ([5], II, p. 186—190).

S’il y a une connexion affine invariante sur Pespace homogéne M=G/H la
transformation «,: M —~M est affine pour tout g€ G et par conséquent la transformée
d’une géodésique est également une géodésique. Il en résulte édviemment le

Lemme 8. Pour qu'une trajectoire de l'espace homogéne M=G/H soit une
géodésique d’une connexion affine invariante de M, il est nécessaire que cette trajectoire
soit linéaire et principale.

Le lemme suivant reproduit une observation utile de R. VosyLius et A. DREI-
MANAS [9]. La démonstration que nous en allons donner est plus détailliée, mais
-essenticllement la méme que 1’originelle.

Lemme 9. Soit M=G/H un espace homogéne qui admet une structure réductive
g=ma®Y et soit donnée une connexion affine invariante a torsion nulle de M telle que
toutes ses géodésiques sont des trajectoires. De plus, soit &: m—Y une application
homogéne telle que la trajectoire d’origine o définie par X +&(X) est une géodésique
pour tout Xewm—{0}. Alors, on a

AGIE) = 5 10 Ton{(X, FIHXAY, EX+ T -1X, EX)] - [¥, £)

pour X, Yemou A: g—gl (n; R) est l'application linéaire correspondante a la connexion
donnée.
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Démonstration. Soient @, ¥, x: R—G les sous-groupes a 1 parameétre qui sont
définis respectivement par X+E(X), Y+E(Y), X+ Y+E(X+Y) ol X, Yem—{0}.
Alors, les trajectoires m o, oy sont des géodésiques et 7 oy est ou une géodésique
ou une application banale. Ensuite, les trajectoires d’origine r,€ L(M) de o, ¥, ¥
sont des «lifts » de mog, moy, moy. Donc, en vertu d’'un théoréme fondamental
(1], p, 104—105) on a

(X" +EX) +o(X” +E(X)))9(X") =0,
(Y7 +E(X) +o(Y"+E(X)))9 (") =0,
(X"+Y"+EX+YY +o(X"+Y" +EX+Y))NI X" +Y") =0

le long des trajectoires correspondantes dans L(M) pour la 1-forme o de la connexion
donnée. 1l en résulte qu’au point r€ L(M) on a

(X// +O)(X”))|9(Y”) +(Y//‘+w(Y’/))9(X’,) _—
—((X) +0(EX)NHX) = (E¥) +o (X)) +

+(é(X+Y)”+w(é(X+Y)‘”))3(X” +Y”) =0.
Puisque la connexion envisagée est a torsion nulle on a (X"+w(X”))3(Y")—
—(Y"+o(Y"))$(X")— (3[X”, Y"])=0 partout sur la variété L(M), en vertu de la
premiére équation de structure. Par conséquent, au point ro€ L(M) on a

2X"+0 (X))~ (EX) +o(EX) )X —(EX) +oEX)NIX ) +
+(EX+Y) +o(E(X+Y)NIX"+Y)—-3(X", Y"]) = 0.
Mais en vertvertu de faits fondamentaux ([5],I,p:. 225—-236yona U"HU")=Lyp3(U")=
=Ly U Y+I Ly U”)=0 partout sur L(M) pour tout Ucg. On en conclut que
2a)(X/I)9(Y//) — Y//S(X”) — X//S(Y//) —_ w(é (X+ Y)I/)S(X”_‘_ Y”) + 9([X//’ Y//]) +
+w(E(X))3(X")+w(E(Y)")9(Y”) subsiste au point ry€ L(M). Mais Y"8(X")=
—Lp3(X") =Ly HX)+3Lp Xy=93(Y”, X”]), et de méme, X"3(¥Y")=
=8([X”, Y"]). De plus, on utilise le fait déja cité ci-dessus que o (Uy)3(Vy)=
=T 1 (U)3(Vy )=x,([U, V3]) pour Uch et pour Vcg. Par conséquent, on a
20(X) (7)) = %o ([X, Y +[X+Y, E(X+Y))— X, S (XD —[Y, E(X)k),
en vertu du fait que [U”, V”]=[V, U]” pour U, Veg ([5], II. p. 189); mais I’égalité
ainsi obtenue équivaut évidemment a ’assertion du lemme.
Corollaire 1. Si l'espace homogéne M=G/H admet une structure réductive

g=maY et le sous-groupe a 1 paramétre ¢ est défini par Xém—{0}, la trajectoire
n o est affine.

Démonstration. En effet, soit v la 1-forme de la connexion naturelle a torsion
nulle correspondant a la structure réductive g=me}. Si Z€qy est fixé, il y a une
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application homogene &: m—} qui satisfait 4 ’hypothése du lemme précédent pour

o=v et qui est telle que &(X)=2Z. On a alors v(X,)3(X,)=xy0T.n([X, é(X)])
selon le lemme. D’autre part, on a v(X, )9(X, )=0 d’aprés la définition de la con-
nexion naturelle a torsion nulle. Il en résulte que [Z, X]=[¢(X), X]=0; mais
Z¢€qy étant arbitrairement fixé, cela montre que la trajectoire % o ¢ est affine.

Corollaire 2. Soit M=G/H un espace homogéne qui admet une structure
réductive g=mao¥ et soit donnée une connexion affine invariante a torsion nulle de M
telle que toutes ses géodésiques sont des trajectoires. La connexion donnée est la con-
nexion naturelle a torsion nulle d’une structure réductive de M si les conditions sui-
vantes sont satisfaites:

1. Il y a une application linéaire &: m~Y telle que la trajectoire d’origine o-du
sous-groupe & 1 parameétre défini par X +&(X) est une géodésique pour tout X ¢ m—{0}.

2, 0n aT,ad (h)EX)=E(T, ad (h) X) pour h€ H et Xem.

Demonstratlon m' ={X+£(X)|Xcm} est alors un sous-espace complé-
mentaire & dans g et la décomposition

g =m'®bh
est évidemment une structure réductive de M. On démontrera que la connexion
donnée est la connexion naturelle 4 torsion nulle correspondant & la structure ré-

ductive g=m’@}. Soient U, Ve, alors, il y a X, Yém tels que U=X+E(X) et
V=Y+4£(Y). D’aprés le lemme précédent et par la linéarité de €, on a

AU=LXNS(V-L(M)) = A)SFH A X)) (7y) =
= l%oOTeﬂ([U—é(X), V=(@N+U—E(X), SNV —E(X), (X)) =

= —;—xooTe (U, V] - 2[¢(X), V).

11 en résulte évidemment que A(U)S(V,)=1/2x,0T.n([U, ¥]) pour U, Vem'.
Alors, la connexion donnée est la connexion naturelle & torsion nulle de la structure
réductive g=m"@b par un résultat fondamental ([4], II. p. 190—200).

Lemme 10. Soient G un groupe de Lie connexe, HC G un sous-groupe compact
connexe et g=mb une structure réductive de l'espace homogéne M=G/H. De plus,
soit donnée une connexion affine invariante de M telle que toutes ses géodésiques sont
des trajectoires de sous-groupes a 1 paramétre de G. Alors, il y a une application
&: m—Y telle que les conditions suivantes sont satisfaites:

1. la trajectoire d'origine o du sous-groupe @ 1 paramétre défini par X+ E(X) est

une géodésique de la connexion donnée pour tout Xc¢m—{0};

2. onaT,ad (B)EX)=E(T, ad (B) X) pour tout h€ H et X€m.

De plus, I'application £ est linéaire si elle est differentiable en 0€m.
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Démonstration. Soit K:hXh~b la forme de Killing de 'algétbre de Lie
compacte b et soit h munie du produit intérieur défini par — K. Il y a alors un complé-
ment orthogonal ny dans f de la sous-algébre qx correspondant & un Xcm—{0}.
En plus, soit ¢} le centralisateur de qx dans [ et soit 3y le complément orthogonal de
cx=¢; 1y dans ny. Donc, on a les décompositions suivantes de § en sommes di-
rectes de sous-espaces vectoriels:

h=ny®qx = Cylt@‘gx@‘k-

Le fait que le normalisateur de q; dans § est ¢x®Paqy ([5], p. 66—70) se montrera
trés substantiel dans ce qui suit. La trajectoire d’origine ¢ du sous-groupe & 1 para-
métre défini par X€¢ M — {0} est principale et affine selon le Lemme 6 et le Corollaire
1 du Lemme 9. Dong, pour que la trajectoire d’origine ¢ du sous-group & 1 paramétre
défini par X+Z soit principale il faut et il suffit qu’on ait Z€¢;@qy, en vertu du
Lemme. 7. D’autre part on sait par la Proposition 4 que Z’, Z”€ ¢y P qy definissent la
méme trajectoire principale si et seulement si Z’ et Z” sont élements de la méme
classe C+qy pour un Cécy. De plus, les géodésiques de la connexion donnée sont
trajectoires principales en conséquence du Lemme 8. On en conclut qu’il y a exacte-
ment un Cy€cy tel que la trajectoire d’origine o du sous-groupe & 1 paramétre est la
géodésique de la connexion donnée qui a o pour son origine et T,nX pour vecteur
tangent en ce point. Soit &(X)=Cy si X€m—{0} et soit £(0)=0. On montrera dans
ce qui suit que Papplication &: m - ainsi définie satisfait & chacun des deux conditions
posées ci-dessus. :

D’abord, on obtiendra des représentations de trajectoires dans des systémes
de coordonnées convenablement choisis. Alors, il existe un voisinage W’ de 0 dans
it tel que la restriction ¢ de o exp 3 W’ est un diffeomorphisme. Donc, I'application
¢ définit un systtme de coordonnées de I’espace M. De plus, soient Xc¢m— {0} et
Zch fixés; dans ce cas, il y a des fonctions analytiques U(r)€m, V() ch définies dans
un voisinage de 0 dans R telles qu'on a

exp (1(X+2Z)) = exp (U (v)) exp (V' (7))

si 7 est dans ce voisinage. Donc, la trajectoire moexp (t(X+Z)), t€R est représentée
par la fonction U(7) dans le systéme de coordonnées défini par ¢. On va étudier la
dépendance de la fonction U(z) du choix de Z dans b pour un Xém—{0} fixé. On a
évidemment, par la formule de Taylor,

U(x) = D'U(0)z JF%D2 U@©)w2+0(), ou U(x) = o(1?),

V(x) = D'V (0)z +%D2 V(0)r2+7(x), ot P(x) =o(x?)
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pour un voisinage de 0 dans R. D’autre part, soit application
‘ H:GXG—~G
définie par la multiplication dans le groupe G. Par suite, on définit une applicaﬁon
analytique @ d’un voisinage de (0, 0) dans g X g par
(A, B) - 9(4, B) = exp~* I (exp A, exp B)..
En utilisant la formule de Taylor, on obtient ([9], p. 380—387) que dans un voisi-
nage de (0, 0) dans gXg on a
(4, B) = A+B+Q(4, B)+ $(4, B)
ou Q: gXg—g est une application bilinéaire et I'application & est petite de troisiéme

ordre. Il en résulte en vertu des observations précédentes que pour un voisinage de
OdansRona

1(X+2Z) = U@ +V (@) +Q(UG), V() + S(U), V(1)) =
= (D'U(0)+D*V(0) 7+ [% DﬁU(0)+—;— D2V(0)'+ Q(D*U(0), D' V(O))) 124+ R(7)

ou R(1)=0(1?). En introduisant la décomposition Q=0Q’+Q” de Q par rapport 3
la décomposition g=ma@}, on en conclut en vertu de lanalyticité des fonctions

considérées que
X =D'U(©), Z= D),

0= -—12-D2 U@)+Q'(D'U©0), D'V(0)), 0= -;—DzV(0)+Q”(D1 U(), DlV(O)),
0 = R(®).
Par conséquent, on obtient que I’équation suivante est valable:

S DUO+Q'(X,2) = 0.

Mais cette équation exprime une dépendence de la fonction U(z) du choix de Z dans
b pour un Xem—{0} fixé.

En utilisant les observations précedentes, on peut indiquer Pensemble des Z¢h
tels que la trajectoire = oexp (t(X+Z)), T€R soit représentée par la fonction

URR)= X1

dans un voisinage de 0 dans R. En effet, la trajectoire considerée est principale en
vertu du Lemme 6 et par conséquent, 'ensemble envisagé est q,. D’autre part, on a
DEU(0)=0 et par conséquent les éléments Z de Pensemble envisagé satifont a
I’équation

Q(X,Z2)=0
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en vertu des observations précédentes. Par contre, tous les Z€lh qui satisfont & cette
équation sont éléments de I’ensemble envisagé. En effet, D2U(0)=0 entraine que la
dérivée covariante Vp:y4, D' U(0) est zéro quand on la calcule par la connexion
naturelle a torsion nulle de la structure réductive g=mal parce que le systéme de
coordonnées défini par ¢ est normal pour cette connexion. Par conséquent,
Vpiy D U(t)=0 pour tout t considéré parce que U(r) représente une trajectoire.
Donc, U(t) représente une géodésique de la connexion naturelle & torsion nulle
de la structure réductive g=mab. Alors, U(t)=X7 dans un voisinage de 0 dans R.
Par suite, ’
ax = {Z|Q'(X,Z) = 0, Z¢ b}

est valable.

Soit maintenant U(r) une fonction qui.représente une trajectoire principale
quelconque pour un X¢m—{0} fixé. En ce cas, I’ensemble des Z¢h qui conduisent
4 la méme fonction U(z) est identique a I’ensemble des solutions de I’équation

—;—_DZU(O)+Q'(X, Z)=0.

En effet, I'ensemble des Z¢€bh qui conduisent 4 la fonction donnée U(z) est C +qy
ou Ce€cy est uniquement défini en conséquence du Lemme 7. De plus, ’ensemble des
solutions de 1’équation envisagée est C+qy puisque 1’application Q" est bilinéaire.
En particulier, soit U(z) la fonction qui représente la trajectoire qui est une géodésique
de la connexion donnée. En ce cas, I’ensemble des solutions de I’équation

LDVOZ X, Z) =0

est Pensemble £ (X)+qx en vertu de la définition de Papplication &.

Pour obtenir d’autres conséquences des observations précédentes, on considére
Pappliation &¢: TyM—~M qui est la restriction du Papplication exponentielle de la
connexion donnée & ’espace tangent ToM. 1 y a évidemment un voisinage W de 0
dans Ty M tel que la restriction de g~ og” 3 W est un difféomorphisme

W -w
ol W’ estle voisinage de 0 dans m considéré déja en ce qui précéde. En vertu du fait

que la fonction U(r) correspondant & Z=£(X) représente une géodésique de la
connexion donnée il existe un vecteur tangent v€ Ty M tel qu’on a

U(t) = e(tv)

pour tout 7 dans un voisinage de 0 dans R. Donc, par la régle de dérivation des’
fonctions composées on a

X = DU(0) = D*e(0)v, D2U(0) = D*e(0)(v, v).
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Par conséquent, il y a une application bilinéaire symétrique
A:mXm-—-m

telle qu'on a DEU(0)=2A4(X, X) pour la fonction U(r) qui représente la géodésique
de la connexion donnée qui a o pour origine et T,nX pour vecteur tangent en o.
Alors, 'ensemble des solutions Z de ’équation

AX, X)+0'(X, 2) =0

pour Xem—{0} fixé, est £(X)+qy. Donc, on a obtenu la suivante conséquence
importante des observations précédentes: La fonction

Z——K(Z,2), Z¢}

restreinte 3 I’ensemble des solutions de 1'équation A(X, X)+Q’(X, Z)=0 a exacte-
ment une valeur minimale qui est atteinte pour Z=£(X).

On choisit une base de I’algeébre de Lie g compatible avec la décomposition
g=meh et telle que sa partie dans | soit orthonormée pour le produit intérieur
défini par — K. Soient m=dim G et n=dim M. Pour les coordonnées correspondantes
4 la base choisie on a alors

X=Xy X0,0,...,0), Z=(0,...,0,Zyr1,.... Z,),

é(X) = (07 ""0’ én+1(Xls (] Xn)’ ARE ] fm(Xls sty Xn))9
~KZ2= 3 7,
k=n+1

Q’(X,Z)=[2" S dXZe..3 3 qrmzk]-,

i=1 k=n+1 i=1 k=n+1

n - n
A(A’, X) = ( 2 ainXj, vevs Z a?inXjJ.
L7=1 i j=1

En remaniant la proposition précédente on obtient donc la suivante: La fonction

m
>, Z} assujettie aux conditions
K=1

n n
F(Zyi1s s Zy) =12 a; X, X;+ 3 3 quXZ, =0, I=1,..,n
,i=1

i=1 k=n+1

ou (Xi, ..., X;)#(0, ..., 0) est fixé, admet exactement une valeur minimale qui
est atteinte pour Z, =&, (X7, ..., X,), k=n+1, ..., m. On considére la fonction

Q(Zn-l"l’ ...,Zm) =k 2 ZE+ ZILE(Z".{.I, ooy Zm)

=n+1
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ou 4y, ..., 4, sont les multiplicateurs de Lagrange uniquement définis. On sait par la
théorie des valeurs extrémes relatives que le systéme d’équations

0P

—=22k+2)-124£kX;=0 (k=n+1,...,m),
0Z, =1  i=1
FZpsrs s Z) =0 (I=1,...,n)

admet exactement une solution, donnée par Z,=¢&.(X,, ..., X,), k=n+l,...,m
Par une substitution évidente on obtient le systéme d’équations

1 & n m
2 ainX 2 2[ 2 Z q:kq.l]kA,;Xj]}'l=0 (r=1,..., n).
i, j=1 =1 \i,j=1 k=n+1

Ce systtme définit uniquement les 4, et on voit facilement que si 'onles considére
comme fonctions de (X, ..., X,), ces fonctions 1,(X, ..., X,), [=1,...,n, sont
analytiques dans m — {0}. Par conséquent, les fonictions &, (X, ..., X,). k=n+1, ....m
sont aussi analytiques dans le domaine m—{0}. Mais, substitution dans le systéme
d’équations ' '

22+ 30 2 quX; =0 (k =n+1,..,m
1=1 k=1 ,
montre que les fonctions &, (X, ..., X,), k=n;|+1, ..., m sont linéaires. Par suite,
I’application &: m—} est linéaire.

Il reste encore a montrer que l’apphcatlon ¢ satisfait 4 la seconde conditon
posée. En effet, ’application

T,ad(h):g ~g
est un automorphisme d’algébre de Lie g pou;r tout A€ H. Par conséquent, on a
Craax = Tead (h) (cx)
pour Xcém—{0} et A€ H. Il en résulte en particuiier que
T.ad (B E(X)€er,0amx-

D’autre part, la transformation «,: M M applique les géodésiques en des géodésiques
et par suite la trajectoire

aomoexp (t(X+E(X))) = moad (h)oexp (t(X +£(X))) =
- = moexp (1(T. ad (H)(X+£(X)))),
est une géodésique. Cela entraine en vertu des observations précédentes, que

T, ad () ¢(X)€¢(T. ad (M) X) +0r,0a iy x-
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Par conséquent, on a
T.ad (h)&(X) = ¢(T, ad (h)X)

pour tout Xcm— {0} et h€ H. Donc, la seconde condition est aussi vérifiée.
Les raisonnements ci-dessus ont €té faits en vue d’obtenir le suivant

Theoreme. Soient G un groupe de Lie connexe, H un sous-groupe compact
connexe de G et soit donnée une connexion affine invariante a torsion nulle de l'espace
homogeéne M=G/[H telle que toutes ses géodésiques sont des trajectoires et que & est
differentiable en 0cm. Alors, il y a une structure réductive de M telle que sa conne-
xion naturelle a torsion nulle est la connexion donnée.

Démonstration. Puisque le sous-groupe H est compact, 'espace homogéne
M admet une structure réductive g=m@@}. Donc, en conséquence du Lemme 10 il y
a une application ¢: m—1 qui satisfait & chacune des deux conditions posées dans le
Corollaire 2 du Lemme 9. Selon ce corollaire il y a donc une structure réductive
ga=m’&h de M dont la connexion naturelle & torsion nulle est la connexion donnée.

Bibliographie

[1] R. L. Bisnop—R. J. CRITTENDEN, Geometry of manifolds (New York, 1964).

12] N. Boursakl, Topologie générale, Chapitre II1. Groupes topologiques (Paris;, 1951).

31 F. W. KaAMBER—P. TONDEUR, Invariant differential operators and the cohomology of Lie algebra
sheaves, Memoirs of the American Mathematical Society, No. 113 (Providence, 1971).

[4] S. KoBayasui—K: Nomizu, Foundations of differential geometry (New York, 1963—69).

[5] A. LICHNEROWICZ, Géométrie des groupes de transformations (Paris, 1958).

{6] K. Nomizu, Invariant affine connection on homogencous spaces, Amer. J. Math., 76 (1954),
33—65.

[71 K. Nomizu, On infinitesimal holonomy and isotropy groups, Nagoya Math. J., 11 (1957), 111—
114.

[8] P. Bocunwc—A. Ipeamanac, O reoMerpu ORHOPOAHBIX IPOCTPAHCTB, JTumosckuit mam.
¢6., 11 (1971), 773—781.

[91 71. C. Tloutparuu, Henpepoignvie 2pynnsr (Mocksa, 1973).

UNIVERSITE DE TECHNOLOGIE
1521 BUDAPEST, HONGRIE



