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Sur la connexion naturelle à torsion nulle 

J. SZENTHE 

L'étude systématique des espaces homogènes réductifs et de leurs connexions 
invariantes a été lancée par K. NOMIZU dans son travail fondamental [7]. Parmi les 
possibles connexions affines invariantes d'un espace homogène réductif, la connexion 
naturelle à torsion nulle est d'importance particulière pour ses propriétés favorables. 
Soit en effet M=G¡H un espace homogène, 7t:G—M la projection canonique et 
g = m © f ) une structure réductive de M. Une connexion affine invariante à torsion 
nulle de M est dite naturelle, si toutes les trajectoires d'origine o—n(H) des sous-, 
groupes à 1 paramètre qui sont définis par éléments de m sont des géodésiques de la 
connexion ([5], II. p. 197—200). En général, cette définition n'est pas simplifiable. 
En effet, il y a des espaces homogènes qui n'admettent pas des structures réductives, 
mais qui ont des connexions affines invariantes à torsion nulle dont toutes les géo-
désiques sont des trajectoires ([8] et [4], p. 102—115). Le but de ce travail est de 
montrer qu'une simplification de la définition est pourtant possible dans un cas 
important. En effet, le théorème suivant sera prouvé en supposant quelque condition 
de differentiabi l i té : Soit G un groupe de Lie connexe, Ha G un sous-groupe compact 
connexe et M=G\H Vespace homogène correspondant. Soit donnée une connexion 
affine invariante à torsion nulle de M telle que toutes ses géodésiques sont des 
trajectoires. Il y a alors une structure réductive de M telle que la connexion donnée 
est sa connexion naturelle. Pour démontrer ce théorème quelques préparations 
semblent être convenables. Donc une classification des trajectoires d'un espace 
homogène sera donnée d'abord et quelques observations générales seront faites 
ensuite sur les connexions affines invariantes dont toutes les géodésiques sont des 
trajectoires. Le théorème ci-dessus sera une conséquence directe des résultats ainsi 
obtenus. 
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1. Classification des trajectoires 

Soient G un groupe de Lie connexe, £ H c G un sous-groupe fermé connexe et 
M= G/H l'espace quotient correspondant formé par les classes à gauche de H dans G. 
Soit n: G—Mla. projection canonique et oc: G X M->- M l'action naturelle de G sur M. 
On considère M muni de la structure unique de variété analytique pour que n et a 
sont des applications analytiques. L'algèbre de Lie g de G sera identifiée avec l'espace 
tangent TeG de G en l'élément neutre eÇG et par conséquent l'algèbre de Lie I) de H 
sera identifiée avec le sous-espace correspondant de TeG. 

Si <p: R—G est un sous-groupe à 1 paramètre et si mÇM, on appelle l'application 
n-—a((p(i:), m), TÇR la trajectoire d'origine m de <p. En particulier, si o—n(é), on a 
évidemment ct(ç(r), o)=7t o<p(r), t£R . Une trajectoire est banale, si m—a{cp(t), m) 
pour tout r£R. 

Étant donnée une trajectoire non-banale nocp d'origine o, il existe évidemment 
un £ > 0 tel que noq> est injective sur [—2e, 2e] et par suite n oç>([—e, s ] = C c 
cC'=7ro<p([-2e , 2e]) sont des arcs de M. Soit L(<p;è) l'ensemble des éléments 
gÇ G tels que si i// : R—G est un sous-groupe à 1 paramètre avec g=<Kt0) les élé-
ments I// (T) 6G pour |T 1 ^ |T0| transforment C en un arc qui est contenu dans l'in-
térieur de C'. Soit ensuite S le filtre des voisinages de e dans G et 23' le système 
des ensembles VC\L((p; s) où F £ S . 

P r o p o s i t i o n 1. L'ensemble P des éléments de G, qui sont engendrés par élé-
ments de L(cp; e) est un sous-groupe de G. Il existe exactement une topologie sur P qui 
rend P un groupe topologique et 23' une base de filtre des voisinages de e dans P. 

D é m o n s t r a t i o n . Il résulte de la définition de L(<p; e) que L(<p; s)~1=L(cp; e). 
Alors, l'ensemble P des éléments de G qui sont engendrés par éléments de L(<p; s) 
est un sous-groupe de G. 

La deuxième assertion de la proposition sera prouvée en montrant que les 
conditions pour une base de filtre ([3], p. 4—5) sont satisfaites par ©'. 

1. Quel que soit C/'ÇS', il existe F'€93' tel que F ' - F ' e t / ' . En effet U'= . 
= UC]L(cp; e) où C/Ç23 et par conséquent il y a un FÇ93 tel que V- F c U. Én vertu de 
sa définition L(q>\ e) est l'union de sours-arcs de sous-groupes à 1 paramètre et par 
suite il a y un voisinage W de e dans G formé également par sous-arcs de sous-groupes 
à 1 paramètre et tel que L(<p; E) = WC] L(<p; s). On voit facilement que W peut 
être tellement choisi que L(q>; e) = WC\P soit aussi valable. Soit W un voisinage de e 
dans G tel que ff-ffczW. Alors on a (f^fl L (cp ; e)) • ( ^ f l L(cp\ e ) )c PFf lP= 
=L(<p; s). Il en résulte que pour F = F f l ffî et pour V' = FflL(<p; e) on a F' • F ' c 
AUC\L(sp\ E)=U'. 

n» 
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2. Quel que soit £ / '€»' , il existe F'ÇS' tel que F" - 1 e t / ' . En effet, U' = 
= UC\L((pi e) où £/£© et par suite il y a un voisinage symétrique V de e dans G tel 
q u e VczU. A lors , p o u r V'=VC\L((p-, e) o n a V,~1=V'ciU'. 

3. L'élément neutre e appartient évidemment à tout ensemble de ©'. 
4. Quels que soient a£P et C/'Ç©', il existe F'6 S ' tel que V'czaUa'"1. Parce que 

V'=UC[L((p;é) o ù £/£93, il y a u n ? € © tel que Vc-dUa'1. Si - G est u n 

sous-groupe à 1 paramètre qui a un sous-arc appartenant à L(cp; a), il existe évidem-
m e n t irn T 0 > 0 tel q u e a~1\l/(x)aÇ.L((p; s) e t i\j/(x)Ç.L((p; e) p o u r |T |S |T„ | . So i t L' 

l'union des tels éléments i p o u r tous les sous-groupes i j / . On a alors L'c aL((p ; e)a~1. 
D'autre part, on.voit facilement que il y a un voisinage ÏV de e dans G tel que 
ffn L((p;e)=L'. So i t V=VC\ ffî et V'=VC\L((p; s). Par c o n s é q u e n t , o n a V' = 

= vn№nL((p; e)aV f ) L'czaUa'1 D aL(tp ; e)a~1=aU'a~\ 

P r o p o s i t i o n 2. P est un sous-groupe de Lie connexe de G. 

D é m o n s t r a t i o n . Étant évidemment un: groupe localement compact connexe 
qui n'a pas de sous-groupes petits, P est un groupe de Lie. Comme les sous-groupes 
à 1 paramètre de P sont aussi eaux de G, on voit que P est un sous-groupe de Lie 
de G. 

Les deux propositions précédentes nous conduisent à une notion fondamentale. 
En effet, étant donnée une trajectoire non-banàle on appelle P le sous-groupe corres-
pondant à la trajectoire no (p dans G. Si le s o u s - g r o u p e à 1 paramètre <p:R->-G est 
défini par Z€g—I), l'algèbre de Lie de P qui est une sous-algèbre de g sera notée par 

On peut étendre la définition ci-dessus au cas général. En effet, soit HmaG le 
sous-groupe d'isotropie en n{g)=m^M et soit jrm: G—G\Hm la projection canonique 
correspondante. En identifiant G/Hm avec M on a tx.((p(x),m)=oi(<p(x),n(g)) = 
= n(<p(x)g)=n((p(x)gff)=nm(<p(x)gHg~1)=nmoç(x),x€R. Le sous-groupe corres-
p o n d a n t à nmo(p sera appe lé le sous-groupe correspondant à la trajectoire 

x>->-ct((p(x), m), T £ R d a n s G. 

i 
L e m m e 1. Si PczG est le sous-groupe correspondant à la trajectoire noep, on 

a 7I(/>) = {7I OÇ)(T)|T€R}. 

D é m o n s t r a t i o n . Il est évident que (p est un sous-groupe à 1 paramètre de P et 
en conséquence on a (TCOÇ)(T)|TÇR}CTI(P). Par contre, si g€/*, il existe un sous-
groupe à 1 paramètre de P et en conséquence on a {n OÇ>(T)|TÇR}C:^:(P) . Par contre, 
si g£P, il existe un sous-groupe à 1 paramètre R-+P tel que g—ifr(Ç0) pour un 
£ 0 € R . En vertu d'assertions ci-dessus il y a u n ¿ > 0 tel que ¡J/(Ç)£L(q>; e) pour 
|£|=S<5. Par suite, j f^r(Q=a(^({) ,0)€C'c{jfoç»(T) |T6R} pour |£|=§<5. Alors, 
7 t ( g ) £ { 7 r o i / î ( ç ) | £ Ç R } c { 7 t o ( p ( t ) | t £ R } en vertu d e l 'analycité d e noq> et d e notjj. 
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Soit Teit\ g—T0M l'application linéaire tangente à jr en e et L<zT0M un sous-
espace de dimension 1, alors f i ={y|T e 7ryÇL, FÇg} est un sous-espace de g. Si 
XÇ.Q—1) et TenXÇ.L, on a p x c f L en vertu du lemme précédent. 

L e m m e 2. Soit XÇ.^L—Ï) et soit a une sous-algèbre de g telle que A f Ç a c f t . 

On a a c p x . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit A<z.G le sous-groupe connexe défini par a et soit fixé 
un système de coordonnées canoniques de la deuxième espèce ([9], p. 302—307) sur 
un voisinage V de e dans A de façon que g=<KTo)Ci(Ti)--4(T*) P o u r g€V, où 
(T0,TJ. rk) sont les coordonnées de g et Ç l 5 . . . , (k: R—/1D H sont des sous-
groupes à 1 paramètre qui définissent le système de coordonnées. Si <p(t), g£ V sont 
tels que CI(TI). - -ÇFC(RFT)(T) Ç F , on a CIOI)• • 4 (T*)<P (T) == (V )CI ( < ) • • 4 « ) et par 
conséquent ct(g, TC O < p ( T ) ) = n ( c p ( T 0 ) C I ( T J . . 4 ( r k ) c p ( T ) ) = n((p(R0)cp(T')CI«)•• 4 « ) ) = 

=7TO<P(T0+I:'). Cela montre qu'il y a un voisinage Va V de e dans A tel que Va 
czL(q>; s). Alors, AcP e t par conséquent a c p x . 

C o r o l l a i r e . Soient a' , a " c f L sous-algèbres de g qui sont maximales dans f t 

mais ne sont pas des sous-algèbres de ï). Alors on a ou bien a ' = a " ou bien a 'Pl a " c t ) . 

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit évidemment de considérer le cas où aVa". Pour un 
raisonnement indirect supposons qu'il y a un Y£a'fl a" tel que y^f). Alors, en vertu 
du lemme précédent on a a', a " c p r c f L . Mais o', a" éntant des sous-algèbres maxi-
males dans fL , cela entraîne a ' = a " = p y ce qui contredit la supposition. Par suite 
a'n<x"ct). • 

Soit le sous-groupe à 1 paramètre cp: R—G défini par À^g—f) et soit PczG le 
sous-groupe correspondant à la trajectoire n • (p. Soient g x l'algèbre de Lie du sous-
groupe Q=Hf)P et [X] le sous-espace de dimension 1 engendré par X. Alors, en 
conséquence du Lemme 1 on a la décomposition en somme directe de sous-espaces 
vectoriels p x = [ X ] © qui sera appelée la décomposition d'isotropie de en o. 
Il en résulte que pour Z€qx on a [Z, X]=xX+Z' où et Z'Çqx. L'inverse de 
cette assertion, exprimé par le lemme suivant, se montrera utile dans la suite. 

L e m m e 3. Soit X£g—i) et q c f une sous-algèbre qui est maximale par rapport 

à la propriété que pour Z £ q on a [Z, X]=xX+Z' où et Z ' € q . On a alors q = q y . 

D é m o n s t r a t i o n . Soit p = [ Z ] © q qui est évidemment une sous-algèbre de 
g et soit L—Ten([X]). Donc XÇpaft et par conséquent on a 

m © q = p c p x = [A']©qA:, 

en vertu du Lemme 2. On en conclut qc:qx et la maximalité de q entraîne q = q x . 
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P o u r gdG, o n déf init par x^cc(g, n0q>(x)), T l a transformée de la trajectoire 

îcocpparg. 

L e m m e 4 . La transformée de la trajectoire notp par gÇ_G est la trajectoire 

d'origine n(g) du sous-groupe à 1 paramètre \j/=ad(g)(p: R—G. Le sous-groupe qui 

correspond à cette trajectoire dans G est ad (g) P. 

D é m o n s t r a t i o n . Puisque ^(x)=g<p(x)g~1, on a g<p(x)=il/(x)g et par con-
s é q u e n t a ( g , no<p(x))=n(gq>(x)) = n(il/(x)g)=a.(il/(x), n(g)), xÇ.R, ce qui p r o u v e la 
première assertion. Le sous-groupe qui correspond à cette dernière trajectoire est par 
définition celui qui correspond à nmoij/ où m=n(g). Si (p est défini par ZÇg—i), 
on a la décomposition Px=[^]©9x- Soit T ead(g): g ^ g la restriction à g = T e G de 
l'application tangente linéaire à l'automorphisme ad (g): G^G. Alors, on a 
Tead(g)px=Tead(g)[X]@Tead(g)qx. Mais ip est défini par T ead (g)X et 
T ead (^)qxcii)m où I)m dest l'algèbre de Lie de Hm. On en conclut en vertu du 
Lemme 3 que T ead est l'algèbre de Lie du sous-groupe Pm correspondant à 
nmo\j/. Puisque le sous-groupe correspondant à une trajectoire est connexe selon 
la Proposition 2, cela entraîne Pm=ad (g)P . ; 

C o r o l l a i r e . Si g=<p(Ç) et m=Tc(g), le sous-groupe correspondant à nmoq> 

est P même, mais la décomposition d'isotropie de p en m est p = [ Z ] © T e a d (g )q . 

D é m o n s t r a t i o n . Parce que Kmo<p(x)=n(<p(z)g)=n(g<p(x))=a(g, no<p(x)), 
rêR et g£P, le sous-groupe correspondant a nmo<p est P en vertu du Lemme. En 
conséquence de X=Te ad (g)X, la décomposition d'isotropie de x en m est x = 
=m©(Pn u , mais Pni)m=T£ad (g)(pil f>)=Te ad 

P r o p o s i t i o n 3. Si g£P, on a A ( G , 7TP<P(T)) = JR OÇ>(ÎÎ (T) ) , T £ R OÙ X . R — R 

est une bijection analytique. 

D é m o n s t r a t i o n . Si g£P, on a a(g, no<p(x)) = n(g<p(x))Çn(P)cz 
Œ{7t pour tÇR selon le Lemme 1. La trajectoire no<p étant non-triviale, 
soit le moins grand nombre positif tel que ncxp(Ç0)=no<p(0), s'il y a des tels 
nombres: autrement soit = Si il y a exactement un £ £ R à un T Ç R tel 
que n o<p(Ç)=a(g, jtoç>(x)); dans ce cas soit x(x) = Ç, RÇR. L'application x:R—R 
ainsi définie est évidemment un homoémorphisme. Si ¿îo^ °°> soit d'abord g dans le 
voisinage L{<p\ e) de e dans P. Alors il y a une suite strictement croissante { T £ | / £ Z } 

telle que a(g, n o(p(xi))=o pour tout r„ /'£Z et que l'application tn-^ix(g, n0(p(xi+a)), 
T i S i i + f f < T J + 1 est injective pour fçZ. Par conséquent, pour tout a tel que 
TjSTj+tr-cTj+x, il existe exactement un tel que n oq>(Ç)=oi(g, n o(p(Xi+a))\ 
dans ce cas soit x(rf 4-<r)=i(0+Ç pour vi^xi+o<xi+l et iç,Z. L'application x: R—R 
ainsi définie est évidement un homéomorphisme. Si et g£P est arbitraire, 
il existe, en vertu de la Proposition 2, un g0ZL(cp; e) et un entier non-négatif / tels que 
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S—go- P e u t évidement montrer dans ce cas l'existence d'un homéomorphisme 
R en utilisant le résultat précédent. On voit facilement que a est analitique 

dans tous les cas considérés en vertu du théorème des fonctions implicites. 
A compte de la proposition précédente, les éléments de P seront appelés auto-

morphismes de la trajectoire n ocp. Si p o u r u n g£P o n a e n part icul ier a(g, nocp(T))= 

=no(p(h+n), T£R OÙ A, /¿£R, l'élément g sera appelé un automorphisme linéaire 
de la trajectoire no (p. Dans le cas particulier où A = 1 l'élément g sera appelé un 
automorphisme affin de la trajectoire nocp, et d a n s le c a s o ù X— 1 et p=0 l ' é l ément 

g sera appe lé u n automorphisme identique de la trajectoire nocp. Si t o u s les é l é m e n t s 

de P sont des automorphismes linéaires de rcocp, on dit que nocp est une trajectoire 
linéaire de l'espace homogène M. Si tous les éléments de P sont des automorphismes 
aff ines d e nocp, o n dit q u e nocp est u n e trajectoire affine d e M . Si HC\P~Q—{t), 

la trajectoire n o cp est dite simple. 

Lemme 5. La trajectoire nocp est linéaire, si le sous-groupe F= { < P ( T ) | T € R } 

de G est laissé invariant par tout automorphisme ad (q): G — G , qÇ.Q. 

Démonstrat ion . En effet ad (q)cp: R—G est un sous-groupe à 1 paramètre 
de G. En vertu de l'hypothèse du Lemme on a donc ad (q)q> ( t )=(p (Xi), T£R, où A ne 
dépend que de qÇ.Q. Si gÇ.P, on a évidemment g=cp(jx)q où /xÇR et q£Q. Alors, 
gç (T) = (p(n) qç (T) = <p (JU) ( a d (g) <p (T)) q=q>(p)(p (Ai) q et par c o n s é q u e n t o n a 
a(g, nocp(r))=nocp(Xr+fi), T Ç R . Donc, NOcp est une trajectoire linéaire de M. 

C o r o l l a i r e . Si l'espace homogène M=G/H admet une structure réductive 
g = m © f ) et le sous-groupe à 1 paramètre < p : R — G est défini par X£m—{0}, la 
trajectoire nocp est linéaire. 

Démonstrat ion. Si q€Q, on a Te ad (q)X£m parce que QczH. D'autre part, 
on a Te ad (q)X£yx parce que QczP. Il en résulte que Tc ad (g) m H =[X]. 
Par conséquent, Te ad (q)X=XX où A6R. On en conclut que la hypothèse du lemme 
précédent est satisfaite. 

P r o p o s i t i o n 4 . Étant donné X£Q—i), soit (\°x=\) et soit q^ défini successivement 
pour tout i naturel par 

qjf = {ZjZeq'x1 et [Z,X] = AX+Z* où AÇR et Z*Çqjf1}. 

Alors, i) = q x 3 q x z > . . . D q ^ D ... est une suite de sous-algèbres de g. Si j est le plus 

petit nombre tel que q£ = qi+1, on a qi = qx où qx=i>npx-

Démonstrat ion. En supposant que est une sous-algèbre de g, soient 
Z', Z"Çqx et [Z', X]=X'X+Z*, [Z",X] = X"X+Z** où A', A"£R et Z*, Z**<=qjf1. 
Par conséquent pour £,»;€R on a [ÇZ'+riZ", X] = (ÇA'+riA")X+ÇZ*+>]Z**, 
ce qui montre que £Z'+ t]Z"€ q^. De plus [[Z'Z"), X] = [Z', [Z"X]~] - [Z", [Z', Z]] = 
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=rz*-k'Z**+[Z',Z**]-[Z",Z*] entra îne q u e [Z',Z"]Çq'x. A l o r s , q^ est 
également une sous-algèbre de g. Soit L=Ten([Xj), alors l'hypothèse q £ = q i + 1 

entraîne que [A'JSq^ est une sous-algèbre de q telle que XÇ[X](BqJ
xci^L. Donc, 

[ ^ © q ^ c p j en vertu du Lemme 2 et par conséquent qJ
xct) f l p x = q x . D'autre part, la 

définition de q^ entraîne que q^cq^ pour tout entier non-négatif i. Alors, en parti-
culier q x c q £ . 

A compte de la proposition précédente nocp sera appelée une trajectoire princi-
pale de l'espace homogène M, si q^=q^. On voit facilement que nocp est une tra-
jectoire principale si et seulement si tous les éléments g 6 G qui laissent fixés le point 
o et le sous-espace de dimension 1 \TenX]<zTBM, sont des automorphismes de nocp. 

L e m m e 6. Si l'espace homogène M—G\H admet une structure réductive g = 
= m©ï) et le sous-groupe à 1 paramètre cp est défini par X£m — (0), la trajectoire 
nocp est principale. 

D é m o n s t r a t i o n . Si Z€g*, on a [Z, X]=AX+Z* où A€R et Z*£i). Mais 
fZ, parce que q^-cf). Il en résulte que Z * = 0 et par conséquent on a 

L e m m e 7. Soient cp, \\t : R - » G sous-groupes à 1 paramètre qui sont définis 
respectivement par X, g—ï) où Z=Y—X£f) et soit nocp une trajectoire affine 
principale. Alors, no\p est une trajectoire principale si et seulement si Z est un élément 
du normalisateur de q x dans I). 

D é m o n s t r a t i o n . Parce que Y—X=Z£ï), on a évidemment qx=qy. Mais 
nocp étant principale, on a q^=q x . Par conséquent qxr>qy . Donc, il suffit de montrer 
que q x c q y , si et seulement si Z est un élément du normalisateur de q x dans I). 
Soit U€qx, alors [U, Y] = [U, X+Z] = Z* + [U, Z] où Z * € q x . Donc, no\¡1 est une 
trajectoire principale si et seulement si [U, Z]£qx pour tout U£qx. 

2. Géodésiques de connexions affines inveriantes 

Soit L(M) la variété analytique formée par les repères linéaires de l'espace 
homogène M=G/H et Q: L(M)-*M la projection canonique. Soit 

p: GXL(M)— —L(M) 

l'action de G sur L(M), qui est induite par l'action naturelle a: G X M — M . Si 
X£ g, le champ de vecteurs de Killing dans le sens plus général correspondant par 
l'action a sur M h X sera noté par X' et le champ de vecteurs de Killing corres-
pondant par l'action p sur L(M) à X sera noté par X". Si r£L(M) et m=e(r), 
soit xr: rmM—R" l'application qui rend à un vecteur v£TmM ses coordonnées par 
rapport à r où n = dim M. Soit 3: TL(M)^-R" la 1-formenon caique du fibré 
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L(Af) —M. Alors on a Q(w)=xroTRQ(W) pour w£TrL(M) où Trg est l'applica-
tion linéaire tangente à g en r. Si g£G, soit ccg: M-~M transformation définie par 
m>->-a (g, m), mÇM et soit Tag: TM—TAÍ l'application linéaire tangente à ag . 
Soit r0£L(M) fixé de façon que g(r0)=o et soit ¡ :H-~GL(n; R) l'homomorp-
hisme de groupes de Lie défini par h>-»xooTo^oxf1 pour h£H, où x0=x r ¡ ¡ et 
T0ah est la restriction de Toch à T 0 M . Soit Tei: f)—gl («; R) l'homomorphisme 
4'algèbres de Lie qui est l'application linéaire tangente à i e n e . Comme 
•akon=no ad (A), on en conclut que i(h)ox0oTen=x0oTeitoTe ad (h) pour /¡Ç//. 
Mais il en résulte que T e i ( t / )3(F¿')=x 0 ( [ t / , V]'0) pour C/Çi) et KÇg où V¡ est la 
valeur du champ V" en r„ et [U, V]'0 est la valeur du champ [U, V]' en o. 

Soit m la 1-forme canonique d'une connexion affine invariante de M et soit 
A : g-*-gl (», R) l'application linéaire correspondante qui est définie par X^(Ü(X'¿) = 
= A(X) pour ZÇg où X¡¡ est la valeur du champ X" en r0. On sait que A satisfait 

aux conditions suivantes: 
Io ¿(Z)=T e iZpourZ(EÍ) , 
2° A(IZ, X])=[A{Z), A(X)} pour ZÇi) et pour À^g. 

De plus, on sait que à toute application linéaire A: g—gl (n; R) qui satisfait aux 
deux conditions précédentes il y a exectement une connexion affine invariante de M 
qui la définit comme ci-dessus ([5], II, p. 186—190). 

S'il y a une connexion affine invariante sur l'espace homogène M—G/H la 
transformation <xg: M—M est affine pour tout g£G et par conséquent la transformée 
d'une géodésique est également une géodésique. Il en résulte édviemment le 

L e m m e 8. Pour qu'une trajectoire de l'espace homogène M=G/H soit une 
géodésique d'une connexion affine invariante de M, il est nécessaire que cette trajectoire 
soit linéaire et principale. 

Le lemme suivant reproduit une observation utile de R . VOSYLIUS et A . DREI-

MANAS [9]. La démonstration que nous en allons donner est plus détaillée, mais 
essentiellement la même que l'originelle. 

L e m m e 9. Soit M—G\H un espace homogène qui admet une structure réductive 
<g=m®i) et soit donnée une connexion affine invariante à torsion nulle de M telle que 
toutes ses géodésiques sont des trajectoires. De plus, soit t; : m — i) une application 
homogène telle que la trajectoire d'origine o déjinie par X+Ç(X) est une géodésique 
pour tout X£m — { 0 } . Alors, on a 

A(X)HY¿') = jx0oTe7t([X, Y]+[X+Y, Ï ( X + Y ) ] - [ X , £(X)]-[Y, £(F)]) 

pour X, yçrn où A : g — gl (n; R ) est l'application linéaire correspondante à la connexion 
donnée. 
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Démonstrat ion . Soient <p,\l/,x- R—G les sous-groupes à 1 paramètre qui sont 
définis respectivement par X+Ç(X), Y+Ç(Y), X+ Y+Ç(X+Y) où X, r<=m-{0} . 
Alors, les trajectoires no(p,no\]/ sont des géodésiques et n o% est ou une géodésique 
ou une application banale. Ensuite, les trajectoires d'origine r0ÇL(M) de q>, iJ/,% 
sont des « lifts » de rc o <P, TT o I/R, TT o Donc, en vertu d'un théorème fondamental 
([1], p, 104—105) on a 

(X"+Ç(X)"+co(X" + l;(X)"))HX") = 0, 

( r + i ( r ) ' + f l » ( r + i ( y ) * ) ) 9 ( n = 0, 

(.X" + Y" + Ç(X+Y)" + co(X" + Y" + Ç(X+Y)"))9(X" + Y") = 0 

le long des trajectoires correspondantes dans L(M) pour la 1-forme CO de la connexion 
donnée. Il en résulte qu'au point r0ÇL(M) on a 

(X"+Œ(X"J) 9 (Y")+(7"+(O(Y")) 9 (X") -

Puisque la connexion envisagée est à torsion nulle on a (X"+co(X"j)â(Y") — 
~(Y"+(o(Y"))9(X")-(9[X", Y"])=0 partout sur la variété L(M), en vertu de la 
première équation de structure. Par conséquent, au point r0ÇL(M) on a 

2(X" + œ(X"j)9(Y") - (£ (X)" + œ(Ç (X)")) 9(X")-(ç(Yy + co(Ç(Yy))9(Y") + 

+(Ç(X+Yy+co(Ç(X+Yyj)HX" + Y")-H[X", Y"]) = 0. 

Mais en vertvertude faits fondamentaux ([5],I,p. 225—236) on a U"9(U")=LU.9(U") = 
=(LU,9-)(U")+3(LU,U")=0 partout sur L(M) pour tout UÇg. On en conclut que 
2Œ(X")9(Y") = Y"9(X") - X"9(Y") - A>(L;(X + Y)")9(X" + Y") + 9([X", Y"]) + 
+CO(Ç(X)")9(X")+CO(Ç(Y)")HY") subsiste au point r0£L(M). Mais Y"9(X") = 
-LY.9{X") = (LY.9)(X")+9(LY.X") = 9([Y", X"}), et de m ê m e , X"9(Y") = 

Y"]). De plus, on utilise le fait déjà cité ci-dessus que co (i/0" ) 9 ( K0" ) = 
=Tei(t/)3(K0")=x0([t/, Vg]) pour C/Çf) et pour FÇg. Par conséquent, on a 

2 <o(XZ)HYZ) = x0([X, YÛ + [X+Y, â(X+Y)}'o-lX m l - [ Y , ç ( r ) ] ; ) , 

en vertu du fait que [U", V"]=[V, U]" pour U, KÇg ([5], II. p. 189); mais l'égalité 
ainsi obtenue équivaut évidemment à l'assertion du lemme. 

C o r o l l a i r e 1. Si l'espace homogène M=G/H admet une structure réductive 
g = m © i ) et le sous-groupe à 1 paramètre (p est défini par À'Çm — {0} , la trajectoire 
noq> est affine. 

Démonstrat ion . En effet, soit v la 1-forme de la connexion naturelle à torsion 
nulle correspondant à la structure réductive g=m©l). Si Z£qx est fixé, il y a une 
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application homogène ç: m—fy qui satisfait à l'hypothèse du lemme précédent pour 
CÙ = V et qui est telle que Ç(X)=Z. On a alors v ( X ' ¿ ) S ( X ¡ ¡ ) = x0oTERC([X, ÇW])> 
selon le lemme. D'autre part, on a V(Xq)9(Xq)=0 d'après la définition de la con-
nexion naturelle à torsion nulle. Il en résulte que [Z, X]=[I;(X), X]=0; mais 
Z£ qY étant arbitrairement fixé, cela montre que la trajectoire n oq> est affine. 

C o r o l l a i r e 2. Soit M=G/H un espace homogène qui admet une structure 
réductive g = m © í ) et soit donnée une connexion affine invariante à torsion nulle de M 
telle que toutes ses géodésiques sont des trajectoires. La connexion donnée est la con-
nexion naturelle à torsion nulle d'une structure réductive de M si les conditions sui-
vantes sont satisfaites: 

1. Il y a une application linéaire £, : m—i) telle que la trajectoire d'origine o du 
sous-groupe à 1 paramètre défini par X+Ç (X) est une géodésique pour tout XÇ_ m — {0}. 

2. On a T e ad (h)Z{X)=£,{Te ad (h)X) pour h£H et ZÇnt . 

Démonstrat ion . m'={X+Ç(X)\X(im} est alors un sous-espace complé-
mentaire à dans g et la décomposition 

g = m'©ï) 

est évidemment une structure réductive de M. On démontrera que la connexion 
donnée est la connexion naturelle à torsion nulle correspondant à la structure ré-
ductive g=m'©í). Soient U, KÇnt', alors, il y a X, FÇrrt tels que U=X+Ç(X) et 
V= Y+Ç(Y). D'après le lemme précédent et par la linéarité de on a 

A(U-Ç(X))9((V-Ç(Y))Z) = A(U)9(W-A(t(X))3(V;) = 

= jx0oTe7i([U-è(X), V-ç(Y)] + [U-ç(X), ç(F)] + [ F - £ ( n £(*)]) = 

= jX0°Ten([U,V]-2lt;(X), F]). 

11 en résulte évidemment que A(U)&(Vg)=l/2x0oTeTc([U, V]) pour U, V£m'. 
Alors, la connexion donnée est la connexion naturelle à torsion nulle de la structure 
réductive g=m'ffif) par un résultat fondamental ([4], II. p. 190—200). 

L e m m e 10. Soient G un groupe de Lie connexe, H<zG un sous-groupe compact 
connexe et g = m @ l j une structure réductive de l'espace homogène M— G/H. De plus, 
soit donnée une connexion affine invariante de M telle que toutes ses géodésiques sont 
des trajectoires de sous-groupes à 1 paramètre de G. Alors, il y a une application 
ç: m—i) telle que les conditions suivantes sont satisfaites: 

1. la trajectoire d'origine o du sous-groupe à 1 paramètre défini par X+ £ (X) est 
une géodésique de la connexion donnée pour tout XÇm—{0} ; 

2. on a T e a d (h)Ç(X) = Ç(Te ad (h)X) pour tout h£H et Xim. 
De plus, l'application ç est linéaire si elle est differentiable en 0£m. 
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D é m o n s t r a t i o n . Soit K: f)Xf) —£) la forme de Killing de l'algèbre de Lie 
compacte i) et soit f) munie du produit intérieur défini par —A". Il y a alors un complé-
ment orthogonal n x dans i) de la sous-algèbre qx correspondant à un Z£m—{0}. 
En plus, soit cx le centralisateur de qx dans i) et soit 9X le complément orthogonal de 
c x = c x f ï n x dans n x . Donc, on a les décompositions suivantes de f) en sommes di-
rectes de sous-espaces vectoriels : 

i) = % © q x = c x © 3 x © q x . 

Le fait que le normalisateur de qx dans f) est cxffiqx ([5], p. 66—70) se montrera 
très substantiel dans ce qui suit. La trajectoire d'origine o du sous-groupe à 1 para-
mètre défini par X£$Jl—{0} est principale et affine selon le Lemme 6 et le Corollaire 
1 du Lemme 9. Donc, pour que la trajectoire d'origine o du sous-group à 1 paramètre 
défini par X+Z soit principale il faut et il suffit qu'on ait Z£cx@qx, en vertu du 
Lemme 7. D'autre part on sait par la Proposition 4 queZ', Z"£c x ©q x définissent la 
même trajectoire principale si et seulement si Z ' et Z" sont éléments de la même 
classe C + q x pour un C(Lcx. De plus, les géodésiques de la connexion donnée sont 
trajectoires principales en conséquence du Lemme 8. On en conclut qu'il y a exacte-
ment un Cx€cx tel que la trajectoire d'origine o du sous-groupe à 1 paramètre est la 
géodésique de la connexion donnée qui a o pour son origine et T e nX pour vecteur 
tangent en ce point. Soit Ç (X)=Cx si ZÇtn—{0} et soit £(0)=0. On montrera dans 
ce qui suit que l'application £ : m —f) ainsi définie satisfait à chacun des deux conditions 
posées ci-dessus. 

D'abord, on obtiendra des représentations de trajectoires dans des systèmes 
de coordonnées convenablement choisis. Alors, il existe un voisinage W' de 0 dans 
m tel que la restriction q de n o exp à W' est un diffeomorphisme. Donc, l'application 
Q définit un système de coordonnées de l'espace M. De plus, soient X£ m — {0} et 
ZÇï) fixés; dans ce cas, il y a des fonctions analytiques U(r)Çm, F ( T ) Ç Î ) définies dans 
un voisinage de 0 dans R telles qu'on a 

exp (t (X+Z)) = exp (U(t)) exp (F(x)) 

si T est dans ce voisinage. Donc, la trajectoire rcoexp (z(X+Z)), tÇR est représentée 
par la fonction U(x) dans le système de coordonnées défini par g. On va étudier la 
dépendance de la fonction U(T) du choix de Z dans I) pour un ZÇm—{0} fixé. On a 
évidemment, par la formule de Taylor, 

U( t ) = D 1 U(0) t + yZ>2 U(0) T2 + 0(T), OÙ 0(X) = o (T2), 

V(t) = D1 V(0) T+^-Z)2 F(0) T 2 + % ) , où V(x) = o (T2) 
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pour un voisinage de 0 dans R. D'autre part, soit l'application 

II : GXG — G 

définie par la multiplication dans le groupe G. Par suite, on définit une application 
analytique $ d'un voisinage de (0,0) dans g x g par 

(A, B) -* 4>(A, B) = exp-1 77 (exp exp B). 

En utilisant la formule de Taylor, on obtient ([9], p. 380—387) que dans un voisi-
nage de (0,0) dans g x g on a 

HA, B) = A +B+Q(A, B)+$(A, B) 

où Q: g X g - g est une application bilinéaire et l'application $ est petite de troisième 
ordre. Il en résulte en vertu des observations précédentes que pour un voisinage de 
0 dans R on a 

T (X+Z) = U(T)+V(z)+Q(U(T), V(T)) + $(U(X), V(T)) = 

= (T)1 £7(0) +D1 V(0)) T + £>2 î / ( 0 ) + i - D2 V(0) + Q U(0), £>^(0))) I 2 +i?( I ) 

où R(T)=O(R2). En introduisant la décomposition Q=Q'+Q" de Q par rapport à 
la décomposition g=nt©i), on en conclut en vertu de l'analyticité des fonctions 
considérées que 

X = D1U(0), Z = D1V(0), 

0 = JD2U(Q)+Q'{D1U(Q), DW(Q)), 0 = ^D2V(0)+Q',(D1U(0),DLV(0)), 
0 = X ( t ) . 

Par conséquent, on obtient que l'équation suivante est valable: 

±D*U(0)+Q'(X,Z) = 0. 

Mais cette équation exprime une dépendence de la fonction U (T) du choix de Z dans 
I) pour un XÇ.m—{0} fixé. 

En utilisant les observations précédentes, on peut indiquer l'ensemble des ZÇ.Î) 
tels que la trajectoire noexp(x(X+Z)), T€R soit représentée par la fonction 

U(t) = X-t 

dans un voisinage de 0 dans R. En effet, la trajectoire considérée est principale en 
vertu du Lemme 6 et par conséquent, l'ensemble envisagé est q x . D'autre part, on a 
D 2{/(0)=0 et par conséquent les éléments Z de l'ensemble envisagé satifont à 
l'équation 

Ô'(X,Z) = 0 
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en vertu des observations précédentes. Par contre, tous les Z 0 ) qui satisfont à cette 
équation sont éléments de l'ensemble envisagé. En effet, Z)2 i /(0)=0 entraîne que la 
dérivée covariante ^ D i u m D 1 U(G) est zéro quand on la calcule par la connexion 
naturelle à torsion nulle de la structure réductive g = m © i ) parce que le système de 
coordonnées défini par Q est normal pour cette connexion. Par conséquent, 
VD1U(X)D1U(T)=0 pour tout T considéré parce que U(X) représente une trajectoire. 
Donc, C/(T) représente une géodésique de la connexion naturelle à torsion nulle 
de la structure réductive g=m©i) . Alors, U( t )=Xr dans un voisinage de 0 dans R. 
Par suite, 1 

QX = {Z\Q'(X,Z) = 0 , Z ^ } 
est valable. 

Soit maintenant U (T) une fonction qui représente une trajectoire principale 
quelconque pour un XÇm—{0} fixé. En ce cas, l'ensemble des ZÇi) qui conduisent 
à la même fonction U(T) est identique à l'ensemble des solutions de l'équation 

- j D2 U(0)+Q' (X, Z ) = 0 . 

En effet, l'ensemble des Z€f) qui conduisent à la fonction donnée U(x) est C + q x 

où CÇcx est uniquement défini en conséquence du Lemme 7. De plus, l'ensemble des 
solutions de l'équation envisagée est C + q x puisque l'application Q' est bilinéaire. 
En particulier, soit U(x) la fonction qui représente la trajectoire qui est une géodésique 
de la connexion donnée. En ce cas, l'ensemble des solutions de l'équation 

JD2U(0)+Q'(X)Z) = 0 

est l'ensemble Ç(X)+qx en vertu de la définition de l'application ç. 
Pour obtenir d'autres conséquences des observations précédentes, on considère 

l'appliation e':T0M—M qui est la restriction du l'application exponentielle de la 
connexion donnée à l'espace tangent T 0 M . Il y a évidemment un voisinage W de 0 
dans TQM tel que la restriction de Q~1OE' à W est un difféomorphisme 

e : W - W' 

où W' est le voisinage de 0 dans m considéré déjà en ce qui précède. En vertu du fait 
que la fonction U(x) correspondant à Z=i;(X) représente une géodésique de la 
connexion donnée il existe un vecteur tangent v(LT0M tel qu'on a 

U( T) = E(TU) 

pour tout T dans un voisinage de 0 dans R. Donc, par la règle de dérivation des 
fonctions composées on a 

X = X»117(0) = DH(0)v, D2C/(0) = 2>2e(0)(t>, u). 
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Par conséquent, il y a une application bilinéaire symétrique 

A : m X m — m 

telle qu'on a D2U(0)=2A(X, X) pour la fonction U{x) qui représente la géodésique 
de la connexion donnée qui a o pour origine et T e nX pour vecteur tangent en o. 
Alors, l'ensemble des solutions Z de l'équation 

A(X,X)+Q'(X,Z) = 0 

pour ZÇm—{0} fixé, est Ç(X)+qx. Donc, on a obtenu la suivante conséquence 
importante des observations précédentes : La fonction 

Z i-»- — K(Z, Z) , Z € i ) 

restreinte à l'ensemble des solutions de l'équation A(X, X) + Q'(X, Z ) = 0 a exacte-
ment une valeur minimale qui est atteinte pour Z=Ç(X). 

On choisit une base de l'algèbre de Lie g compatible avec la décomposition 
g=m©I) et telle que sa partie dans Î) soit orthonormée pour le produit intérieur 
défini par — JRT. Soient m=dim G et n=dim M. Pour les coordonnées correspondantes 
à la base choisie on a alors 

Z = ( X 1 , . . . , Z n , 0 , . . . , 0 ) , Z = ( 0 , . . . , 0, Z n + 1 , . . . , Zm), 

Ç(X) = (0, . . . , 0 , ..., X„), ...,ÇmiXu ...,Xn)), 

m 

- k ( Z , Z ) = 2 ZI, 
k=n +1 

( n m n m | 
q\x,z) = \ z 2 qUiZk, •••> 2 2 qî^zA, 

A(X, X) = f 2 aljXiXj,..., Z aïjXiXA . 

En remaniant la proposition précédente on obtient donc la suivante: La fonction 
m 

2 Zl assujettie aux conditions 

n n m 
F,(Zk+1, . . . , Z m ) = 2 ¿ijXiXj+2 2 = 0, 1 = 1,..., n, 

i,j=1 i=1 *t=n+l 

où (X1 X„) ¿¿(0, . . . , 0) est fixé, admet exactement une valeur minimale qui 
est atteinte pour Zk=Çk(X1, ..., X„), k=n+l, ..., m. On considère la fonction 

m n 

<Kzn+1,...,zm)= 2 zi + 2 W z n + 1 , . . . , z j 
k=n+1 i=l 
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où k l t . . . , A„ sont les multiplicateurs de Lagrange uniquement définis. On sait par la 
théorie des valeurs extrêmes relatives que le système d'équations 

= = 0 (k = n + l,...,m), 
o^k 1=1 i = 1 

Fl(Zm+1,...,ZJ = 0 ( / = 1 , . . . , « ) 

admet exactement une solution, donnée par Zk=^k(X1, ..., Xn), k=n + l, ..., m. 
Par une substitution évidente on obtient le système d'équations 

n 1 n ( n m | 
2 a'ij^Xj--2\ 2 2 q'ktfjkXiXÀA, = o 0 = î,...,«). 

i,j=i 1=1 u;=i k=n+1 ) 

Ce système définit uniquement les A, et on voit facilement que si l'on les considère 
comme fonctions de (X1, ..., Xn), ces fonctions Xl(X1,..., X„), / = 1 , . . . , « , sont 
analytiqu es dans m — {0}. Par conséquent, les fonction s (X1,..., Xn), k=n+1, ..., m 
sont aussi analytiques dans le domaine m —{0}. Mais, substitution dans le système 
d'équations 

2Zk+2 2 = 0 (k = n+l,...,m) 
1=1 k=1 

montre que les fonctions ik(X1, . . . , Xn), k=n-fl, . . . ,m sont linéaires. Par suite, 
l'application Ç: m—i) est linéaire. 

Il reste encore à montrer que l'application £ satisfait à la seconde conditon 
posée. En effet, l'application : 

Te ad (h) : g — g 

est un automorphisme d'algèbre de Lie g pour tout h£H. Par conséquent, on a 

CT.adOOx = T c ad (h)(cx) 

pour X£m — {0} et h£H. Il en résulte en particulier que 

a a d (h)X ' 

D'autre part, la transformation AH: M—M applique les géodésiques en des géodésiques 
et par suite la trajectoire 

aft o 7i o exp (T(X+Ç (Z))) = 7road (h)o exp (R(X+Ç (X))) = 

= o e x p ( t ( T c a d (h)(X+^X)))), 

est une géodésique. Cela entraîne en vertu des observations précédentes, que 

Te ad (AK(Z)£c(T e ad (h)X)+qT.ad (h)x. 

12 A 
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Par conséquent, on a 

T . ad ( * ) £ ( * ) = { ( T . ad ( A ) * ) 

pour tout A'Çm — {0} et h£H. Donc, la seconde condition est aussi vérifiée. 
Les raisonnements ci-dessus ont été faits en vue d'obtenir le suivant 

T h e o r è m e . Soient G un groupe de Lie connexe, H un sous-groupe compact 

connexe de G et soit donnée une connexion affine invariante à torsion nulle de l'espace 

homogène M=G/H telle que toutes ses géodésiques sont des trajectoires et que £ est 

differentiable en 0 Çm. Alors, il y a une structure réductive de M telle que sa conne-

xion naturelle à torsion nulle est la connexion donnée. 

D é m o n s t r a t i o n . Puisque le sous-groupe Я est compact, l'espace homogène 
M admet une structure réductive g=m®I). Donc, en conséquence du Lemme 10 il y 
a une application Ç: m->ï) qui satisfait à chacune des deux conditions posées dans le 
Corollaire 2 du Lemme 9. Selon ce corollaire il y a donc une structure réductive 
g = m'®ï) de M dont la connexion naturelle à torsion nulle est la connexion donnée. 
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