Uber die O-Funktion eines n-hermiteschen -
. Operators im Raume 17,

Von M. G. KREIN in Odessa, und H. LANGER in Dresden

Herrn Professor Dr. Dr. h. c. Székefalvi-Nagy zum 60. Geburtstag am 29. VlI 1973
in Verehrung gewidmet

Der Begriff der Q-Funktion eines hermitischen Operators im Hilbertraum mit
gleichen endlichen Defektzahlen n wurde von einem-der Verfasser in den Arbeiten
[11 (n=1) und [2] (n<o€>) eingefiihrt. Spiter verallgemeinerte S. N. SAAKJAN [3]
diese Definition auf den Fall beliebiger (endlicher oder unendlicher) .gleicher De-
fektzahlen. . ‘

Fiir einen n-hermiteschen Operator im Pontrjaginschen Raume IT, haben wir
die Q-Funktion bei beliebigen gleichen Defektzahlen in [4] eingefiihrt. Dabei erwies
sie sich analog wie in den vorangegangenen Arbeiten als ein wichtiges Hilfsmittel
zur Beschreibung aller verallgemeinerten Resolventen des gegebenen n-hermite-
schen Operators.

In der vorliegenden Arbeit setzen wir die Untersuchung der Q- Funktlon im
Anschlufl an [4] fort und zeigen insbesondere, daB sie sich durch verhiltnismiBig
einfache Eigenschaften vollstindig charakterisieren 18t (Hauptsatz aus § 2. 4). Mog-
licherweise ist dieses Ergebnis auch im Falle des Hilbertraumes (x=0) neu.

Beim Beweis dieses Hauptsatzes spielen die Funktionen der Klassen NP (G)
und N, (®) eine besondere Rolle. Einige Ergebnisse iiber solche Funktionen in den
Paragraphen 3 und 4 kann man als Verallgemeinerungen bekannter Resultate zum
sog. Nevanlinna—Pick-Problem (5], [6] und seinem operatortheoretischen Analogon
[7] ansehen. Eventuell sind auch dabei gewisse Aussagen selbst fiir den positiv defini-
ten Fall (x=0)4n'eu, z. B. das Kriterium fiir die Selbstadjungiertheit des Operators
‘Ag in §4.3.

"In § 6 wird zwischen der Q-Funktion eines 7- hermlteschen Operators und der
charakteristischen Funktion seiner n-isometrischen Cayleytransformierten, die wir
in [8] einfiihrten, ein Zusammenhang hergestellt'). Daraus ergibt sich fiir den Hilbert-

1) Dieser war im Falle des Hilbertraumes den Verfassern von [1] und [9] klar, sobald diese
Arbeiten erschienen; er wurde jedoch bis jetzt nirgends dargestellt.
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raum sofort, daB ein einfacher hermitescher Operator durch seine Q-Funktion bis_
auf unitire Aquivalenz eindeutig bestimmt ist. Das analoge Resultat fiir einfache
n-hermitesche Operatoren beweisen wir in § 5 unmittelbar, ohne Benutzung der
charakteristischen Funktion. Hierzu sei noch vermerkt (siehe § 1), da die Ab-
spaltung des einfachen Teiles eines m-hermiteschen Operators komplizierter ist als
im definiten Fall; insbesondere 148t sich ein n-hermitescher Operator i.a. nicht als
direkte Summe eines einfachen n-hermiteschen und eines n-selbstadjungierten Opera-
tors darstellen. ' S

Beim Studium z-hermitescher Operatoren im Pontrjaginschen Raume treten
spezifische Fragestellungen auf. Wir nennen hier insbesondere den wichtigen Be-
griff des rein hyperbolischen Operators®). Die Untersuchung der Q-Funktion ge-
stattet es, Kriterien dafiir aufzustellen, wann ein n-hermitescher Operator rein hyper-
bolisch ist (§ 7). - , '

Die vorliegenden Untersuchungen stiitzen sich auf die Ergebnisse unserer Ar-
beiten [4], [8]). Im Unterschied zu diesen benutzen wir hier jedoch wesentlich die in
T12] eingefiihrte Spektralzerlegung eines n-selbstadjungierten Operators im Rontrja-
ginschen Raum?). .

§ 1. Der einfache Teil eines n-hermiteschen Operators

1. Allgemeine Grundl&gen. Es sei A im folgenden stets ein h-hermitescher
Operator?) im m,-Raume IT,, 0=x-<<, mit gleichen, endlichen oder unendlichen
Defektzahlen: n (4)y=n_(4)=n. Wir setzen fir einen beliebigen komplexen Punkt z:

M, =(A—z)D(4) und N, = ML

Dann ([4], § 2. 2) hat der Defektraum 9, fiir alle Punkte z der offenen oberen Halb-
ebene C, mit Ausnahme von hochstens » Punkten die Dimension n; die erwidhnten
Ausnahmepunkte sind genau die in C, gelegenen Eigenwerte von A. Bezeichnen
wir fiir einen solchen Eigenwert z€ C,. N 6,(A) mit r, seine algebraische Vielfachheit,
so gilt dim M.=n+r; und r,=x, wobei die Summation ber alle z€0,(4)NC,

?) Die Existenz einer speziellen Klasse rein hyperbolischer n-hermitescher (m-isometrischer
Operatoren wurde zuerst in [10] bemerkt. Bei ihr erweist sich das reelle Spektrum aller minimalen
n-selbstadjungierten Erweiterungen als absolutstetig. In der vorliegenden Arbeit konstruieren wir
jedoch rein hyperbolische m-hermitesche Operatoren, deren sdmtliche kanonischen n-selbstadjun-
gierten Erweiterungen diskretes Spektrum haben. Wir bemerken, daB rein hyperbolische Operatoren
auch in der Streutheorie auftreten (vgl. [11]), worauf die Autoren von [10] an anderer Stelle eingehen
werden. '

3) Eine ausfiihrliche Darsteltung findet man z.B. in [13].

%) Wir benutzen die Bezeichnungen aus [4).
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zu erstrecken ist. Entsprechende Aussagen gelten- fiir die Punkte z der offenen un-
teren Halbebene C_.
Wir bezelchnen im folgenden mit 4, die Menge derjenigen nichtreellen Punkte
z, fiir die das n-Skalarprodukt auf 0, entartet. Dann enthalt 4, keine inneren Punkte -
([4], Satz 3. 3), und das nichtreelle Spektrum jeder kanonischen®) n-selbstadjungier- .
ten Erweiterung von A liegt in 4,. Die Menge aller nichtreellen Punkte z, d1e nicht
zu 4, gehoren, bezeichnen wir mlt 4’ :

A= (C,UC N4,

Es sei weiter ® ein Hilbertraum der Dimension n. Wir wihlen wie in [4] eine ka-
nonische n- selbstadjungierte Erweiterung 4 von 4 und konstruieren eine Operator-
funktlon 1"z, z€o(A), mit Werten in [®, I1,] und den folgenden Elgenschaften
1) F bildet ® eineindeutig und stetng auf N, ab;
2) fiir beliebige z,{ € o(4) gilt mit R, = (A z)~t:
.1 Ez—_% =R, (=R7I).

Fixieren wir einen Punkt zOEQ(,A_I), sO 'folgt aus (1. 1) leicht
Fo=(A—-z,D)(d=zD)"'T,,  (zce(d)).

Dabei wihlen wir der Einfachheit halber den Punkt z, so, daB der Defektraum
9, positiv definit ist (vgl. [4] §3.1).

.- Die Operatorfunktlon F ist also durch (1. 1) eindeutig bestimmt bis auf eine
Abbildung F —»F L, wobei L ein linearer Operator ist, der ® eineindeutig auf sich - .
abblldet Wir halten den Operator F im folgenden stets fest. Aus (1. 1) folgt, dal
F eine holomorphe Operatorfunktlon in (C, UC_)\@a(4) ist. Der zu r adjunglerte
Operator F T €[, ®) wird durch die Gleichung

[F.6f1= (T2 (¢€6, feiI)

definiert. Falls 9t nicht entartet (d.h. z€ 4°), so bildet r + den Teilraum N, einein-
deutig auf ® ab. Fiir solche Punkte z ist also der selbstadjungierte Operator I' + I"z
in & beschriankt invertierbar, und die Anzahl seiner negativen Eigenwerte stimmt
— bei Beriicksichtigung ihrer Vielfachheit — mit der Anzahl der negativen Quadrate
von 9, {iberein. Fiir die Punkte z€ 4, hat r +F den isolierten, normal abspaltbaren
Eigenwert A=0, und die Summe der Vlelfachhelten aller seiner nichtpositiven Eigen-
werte ist ebenfalls h6chstens gleich .

5) Eine Erweiterung von A heiBt kanonisch, wenn sie im Ausgangsraum T, wirkt.
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2. Der einfache Teil von A. Wir nennen einen n-hermiteschen Operator A4 in
I1, einfach, wenn die lineare Hiille seiner Defektrdume 9., z€ 4, in IT, dicht liegt:
(1.2) =V . '
z€d,
Es sei dem Leser iiberlassen, sich- zu lberlegen, daB fiir einen einfachen n-hermite-

schen Operator A sogar [T, =\ 9, gilt, wenn U eine bellebxge offene Menge
ze N4,
aus C, UC_ bezeichnet, deren Durchschnitt mit jeder Halbebene C; nicht leer

ist. Die obige Definition der Einfachheit eines n-hermiteschen Operators unter-
scheidet sich von der in [4], § 2. 2 gegebenen. Wir zeigen jedoch am Ende dieses
Abschnittes die Aquivalenz beider Definitionen.

Bekanntlich ist ein hermitescher Operator im Hilbertraum die direkte orthogonale
Summe eines einfachen hermiteschen Operators und eines selbstadjungierten Opera-
tors [14]. Demgegeniiber gilt in unserem Falle nur der -

Satz 1. 1. Es sei A ein n-hermitescher Oper. ato; in I, mit glelclzeﬂ Defektzahlen.
Dann gestattet der Raum I1,, eine Darstellung der Form

(1.3) O, = N [+]ROFR)[+]1NM;9

dabei sind N° und N neinra/e, schiefverbundene Teilrdume von D(A), M, und M’
sind Pontrjaginrdume mit », bzw. %" negativen Quadraten (x = dim N+, +2").
Der Operator A besitzt beziiglich (1.3) die Matrixdarstellung

A, 0 Af O
\ Ay Az Ay Asa

0 0 A4f, A
dabei ist A, ein einfacher m-hermitescher, A’ ein m-selbstadjungierter Operaror; die
Operatoren A,;, j=1,2, 3,4, sind endlichdimensional, Ay3=AF,, und es gilt

N° = % (A22 = 2lq0)~ " A2 N, (A).T)
€47 \ol422) ) .

Die Teilridume R, [+]1N® und N[+ 1M sind durch die.angegebenen Eigensclzaﬁen

eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir setzen )
M= NMW|,, N= V %,

€4’ z€4’,

6) Dabei konnen gewisse Komponenten nur aus dem Nullelement bestehen.
D R:(Ae) = ((Ae —2In,) D (A ) LIN Te.
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A bezeichne wieder eine kanonische n-selbstadjungierte Erweiterung von 4 und I":
die in Abschnitt 1 eingefiihrte Operatorfunktion mit Werten in [6, 9,].

Ist f€M, d.h. fILIN,, z€4, so folgt aus I',— F; (z—OR. T, aucthf[J_]m; B
fiir alle { €47, d.h. R L SEM. Zu solchemfglbt es fiir beliebiges z€ 4’, ein gEZD(A)
mit (A zI)g = (d—zl)g = f. Daraus folgt R, f=g, also

(1.5) - _331:=RZS)JICZD(A)OEDI. '
Ist andeferseits'gED(A)ﬂi)Jl, f = (A—zD)g fiir ein z€ 4, so gilt fir CEA;.‘
(A=D1 f = g+(C—2)13;gE D(4) M,

also f= (A—{D) (A=) f€M,. Deshalb gehort auch Ag zu M, , und wir erhalten
ADA)NM) < M. AuBerdem ist g = (A—zl)"'f =R, f€D,, also

D, = DANM und (4—z0)D, = M.

Mit der Menge M 148t A auch Jt=ML! invariant, genauer, es gilt ADA)NR) c N
Aus R INCM, z€4, folgt weiter R N R, also bildet R insbesondere den

endllchdlmensmnalen Teilraum N® = M NN eineindeutig auf sich ab. Dieser ge-

hért auf Grund von (1. 5) zu :D(A) und wird auch von A4—zI, zEAA, auf sich ab-

gebildet. .

Wir wihlen jetzt einen mit 9t° schiefverbundenen neutralen Teilraum N’ <D (A)

und stellen M und N in der Form

M=NOLMW, N =NEN,

mit [ LI, N[ LI dar. Dann ergibt sich fir 7, die Zerlegung (1. 3).

Aus der Invarianz der Teilrdume 9 und 9t folgt fiir den n-hermiteschen Operator
A leicht die Matrixdarstellung (1. 4) mit n-hermiteschen’ Operatoren 4, in N, und
A’ in M. Offensichtlich ist D} = D, NM’ ein dichter Teil von M’. AuBerdem gilt
fir ze 4’ :
A —zD)D; =W,

also ist A" n-selbstadjungiert in M.

Der Operator A, ist offensichtlich auf einem dichten Teil von %, definiert,
‘und man sieht leicht; daB S genau dann zum Defektraum R,, z¢o(4,,)Uc(4'),
gehort, wenn es die Gestalt ' '

(1. 6) f=fim(Aas—zlae)~ Ay fy mit - f, €A
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hat. Deshalb: stlmmen die Defektzahlen von A und A, iiberein, und es gilt 4/, CA
sowie

= V 9‘tz(-Ae): V 9'tz(Ae)a

z€4’, zeaj,

D M=V Ry RO= V(A —zle) Ay R, (A,

€ a(Aan U o(a) z€d, N7 (422)
Also ist der Operator A4, einfach. -
Um die letzte Aussage des Satzes zu beweisen, gehen wir von einer Zerlegung
(1. 3) des Raumes II, und einer Matrixdarstellung (1. 4) des Operators 4 mit den
angegebenen Eigenschaften aus. Die Elemente f von R, (z€4’,) haben wieder die
Gestalt (1. 6), also ist N = V, N, < N [+]1N°. Wire dabei N # N, [+]1N°, so gibe _
z€4a

es Elemente y, €R,, y; €M’ — nicht beide gleich dem Nullelement —, so daB

(1 8) | . [mz(Ae)s Y1 +A;1 (Agz —Elgo)_lys]'z {0}

“fiir alle.zEAf4 gelten wiirde. Betrachten wir diese Beziehung fiir hinreichend groBes
|z|, so folgt aus der Einfachheit des Operators A4, leicht y,=0, also erhilt (1. 8)
die Form - ‘

[(4y—2150)" "4, R, (4)), y3]={0} fiir‘alle zeA,.

Auf Grund der Voraussetzung N = vV (A2—2l50) "' 4, 1mz(,Ae) folgt
ZGAA \U(An)
_daraus y;=0. Somit gilt # = R [+, also ist N, [+]N° emdeutlg bestimmt als
~ abgeschlossene lineare Hiille aller Defektriume ‘Jt von A, z€ 4. Danniist R, [+]9’
emdeutlg bestimmt als n-orthogonales Komplement von 9. Damit ist der Satz
bewiesen. .
Wir bemerken, daB8 Satz 1.1 auch fiir einen n-hermiteschen Operator 4 mit
" ungleichen Defektzahlen richtig bleibt. Dabei stimmen stets die Defektzahlen von 4
mit denen von 4, iiberein.

" Der Operator A, aus Satz 1. 1 heiBt der einfache Teil des Operators A. Er ist
durch die angegebenen Eigenschaften bis auf m-unitire Aquivalenz eindeutig be-
stimmt: Man kann ihn auffassen als.den durch die Einschrinkung 4l, im Faktor-
raum 91/920 in natiirlicher Weise erzeugten Operator. -

Aus Satz 1.1 folgt, daB der n-hermitesche Operator A genau dann
einfach ist, wenn er mit seinem einfachen Teil zusammenfillt. Die 7- -selbstadjungier-

-ten Erweiterungen 4 von A ergeben sich, wenn man in der Darstellung (1. 4) den
Operator A4, durch eine n-selbstadjungierte Erweiterung 4, — evtl. mit Austritt
in einen Oberraum 9~t von M, — ersetzt. Deshalb gehéren die Punkte von o(4,,)U
Uos(45,)Ue(4") zum Spektrum jeder n- selbstad_)unglerten Erweiterung von A4.



O-Funktion eines n-hermiteschen Operators 197

SchlieBlich enthidlt die folgende Aussage die Aqui\}alenz der hier und in [4],
§ 2. 2 gegebenen Definitionen der Einfachheit eines n-hermiteschen Operators.

Ein einfacher m-hermitescher Operator hat keinen Eigenwert; jeder m-her-
mitesche Operator A, der keinen nichtreellen Eigenwert hat und fiir den \| R,=11,,
gilt, ist einfach. z#2

Fir einen n-hermiteschen Operator 4 folgt ndmlich aus Afy—z,f, = 0 leicht
[fo,8]=0, g€MN,, zc 4, also unter der Voraussetzung (1. 2) f,=0. Sind die Vor-
aussetzungen des zweiten Teiles der Aussage erfiillt, so fiihren wir die zu 4 gehorige
Zerlegung (1. 3) des Raumes I7,, durch. Dann enthilt ¢(4,,)Uo(4") keinen nicht-
recllen Punkt, also gilt auf Grund der Voraussetzung und der ersten Beziehuhg
von (1.7) =11, d.h., der Operator 4 stimmt mit seinem einfachen Teil liberein.

3. Zerlegung eines m-selbstadjungierten Operators Wir benutzen spiter mehr-

mals die folgende Aussage

Ist A ein n-selbstadjunglerter Operator in H,‘, so gibt es eine Zerlegung von
I, als direkte m-orthogonale Summe z_wezer fiir A invarianter Teilrdume IT, C
CD(A) und Iy, I, = I.[+]I,, mit den folgenden Eigenschaften: Die Ein-
schrinkung A| m, ist ein beschrdnkter m-selbstadjungierter Operator, I, ist ein
Hilbertraum beziiglich des Skalarproduktes {-, -] und die’ Einschrinkung Ao=
=Alp, ist ein selbstadjungzerter Operator in diesem Hilbertraum.

Zum Beweis dleser Aussage betrachten wir d1e Spektralfunktion E des Operators
A ([12), [13]) und wihlen ein offenes Intervall 4, das alle kritischen Punkte von A
enthilt. Bezeichnet € die lineare Hiille aller algebraischen Eigenriume von A4 zu
-nichtreellen Eigenwerten, so hat man nur IT, = E(A)I,[+]€ und Mo=(II AL zu
setzen. _
4. Spektralpunkte nichtpositiven Typs. Fiir einen n-selbstadjungiertén Operator
A in IT, bezeichne o4(A4) die Menge derjenigen Eigenwerte von 4, zu denen ein
nichtpositives Eigenelement gehért. Die abgeschlossene lineare Hiille der algebrai-
- schen Eigenrdume zu den in einem Gebiet A der komplexen Ebene gelegenen Eigen-
werten von o, (A) bezeichnen wir mit €, (4); ist sign €, (4)=(,, [y, _), so nennen
wir /. +1, den Index von A (beziiglich 4); den Index der Menge U= {1}, 1€ 64(A),
nennen wir auch den Index des Punktes A. Fiir nichtreelles A€ g (4) ist sein Index
also gleich der algebraischen Vielfachheit, fiir reelles A stimmt er mit dem in [13]
eingefiihrten Begriff des Index iiberein. :
Entsprechend definieren wir fiir einen n-unitéren Operator U die Menge 4 (U)
sowie den Index einer Menge U oder einer Punktes A€o, (U) beziiglich U.

Satz 1.2. Essei (U,) eine Folge m-unitdirer Operatoren in IT1, mit ||U,— Uyl - 0
(n—>o0), Ag€0o(Uy) und ry, der Index von Ay. Dann gibt es zu jeder hinreichend kleinen
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Umgebung ¥ von 1, eine natiirliche Za/zl ny, so daf fiir n=nq der Index von A be-
ziiglich U, gleich r;_ ist.

Beweis. Fiir Punkte Z,, die nicht auf der Einheitskreislinie liegen, folgt die
Behauptung aus einem bekannten Ergebnis der Stérungstheorie ([15], Satz 4. 3).

Wir betrachten einen Punkt Ay €0y(Uy) mit |ig]=1 und eine Umgebung A
von 1, die von o,(Uy)\{4o} einen positiven Abstand hat. Angenommen, es gibe
eine Teilfolge (n;) der Folge der natiirlichen Zahlen, so dal3 der Index von U be-
ziiglich U, kleiner als r; wire. Den Raum [I, stellen wir in der Form

M, =0_[+11,

mit einen x-dimensionalen negativen Teilraum I7_ dar; die zugehdrige Zerlegung
" der Operatoren U, sei

[m"z vey
=

U(") U(")]’ n:0,1,2,....

Ist K,e[lI_, .], |K,|=1, ein Winkeloperator fiir einen Pontrjagmschen »-dimen-
sionalen nichtpositiven invarianten Teilraum von U,, so gilt

(1.9) UM +URK, = K,[UR +URK). n=1,2,..

Die Folge (K, ) enthalt eine schwach konvergente Teilfolge, von der wir annehmen
konnen, daB sie mit (K ) zusammenfillt: K, ,~ Ko (schwach) flir j—~<o. Aus (1.9)

folgt damit
U(o) + U(o) Ko — Ko (U(O) (O)Ko)

. Die charaktenstlsche Gleichung der Einschrinkung von U auf den zu K gehs-
rigen invarianten Teilraum lautet :

P.(2) = det (UM + UMK, —zI) = 0,

deshalb konvergieren d1e charakteristischen Polynome pnj(z) gegen p,(z), Da anderer-
seits jeder Punkt 2y €6,(Uy) vom Index r, auch Nullstelle von py(z) der Ordnung
r;, Ist, miissen fiir hinreichend groBes Jjin "[ genau r, Nullstellen von Pa, (z) liegen. -
Das widerspricht der obigen Annahme.

Mit Hilfe der Cayleytransformation ergibt sich aus Satz 1.2 ohne Schw1er1g-

keit die

Folgerung 1. 1. Es sei (A,) eine Folge n-selbstadjungierter Operatoren in I,
die in dem Sinne gegen den m-selbstadjungierten Operator A, konvergiert, daf fiir ein
nichtreelles z€ 0(Ay) auch z€ p(A,) und ||(A,—zI)~'—(do=zI)~"'| - 0 (n—~<o) gilt,
Ao€0o(Ay) und r 4, der Index von 2q. Dann gibt es zu jeder hinreichend kleinen Um-
gebung W von Ly eine natiirliche Zahl ny, so dap fiir n=n, der Index von A beziiglich
A, gleich r; ist.
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§ 2. Die Q-Funktion cines n-hermiteschen Operators

1. Definition der Q-Funkiion. Unter einer Q- Funktion Q (z)= Q 4(z) des n-hermite-
schen Operators A mit gleichen Defektzahlen verstehen wir eine Operatorfunktion
mit Werten in [®, ®], die der folgenden Gleichung geniigt:

zZ)— * ° Ve : °
O8O _rrr, (ieold)
Die Funktioh Q(2) héngt offensichtlich ab von def..speziellen gewihlten Erwei_terurig
A, wir sprechen deshalb mitunter auch von einer zur kanonischen Erweiterung

A gehérigen Q-Funktion.
Ist z, € 0 (A) und setzen wir in (2. 1) z={=z,, so ergibtsich Q(zo) Iyol' r ,TC

Q.1

mit yo=Im z, C=C*¢[6, G]. Aus (2. 1) folgt dann fiir {=z, ’
(2.2) 0@) = C—iyoFEL, +(@—2) Ll =
=C— zyor,0 ,0+(z—z0)r (A—zo)(A—z)"'T,,  (z€0(4)).

‘Ohne Schwierigkeit (iberzeugt man sich davon, daB diese Funktion wirklich der
‘Gleichung (2. 1) geniigt. Die Funktion Q(z) ist durch (2. 1) also bis auf einen von z
unabhingigen selbstadjungierten Operator C<[®, ®] bestimmt,

Aus (2.2) ergibt sich fiir z¢ o(A) leicht

- 0" (2) = Q@)
und
{2.3) ImQ(z)—-Imz F+F

Aus der letzten Glelchung folgt auf Grund der Bemerkungen am Ende von § 1 1,
daB A=0 ein isolierter normal abspaltbarer Elgenwert endlicher Vielfachheit oder
ein Punkt der Resolventenmenge von Q(z) ist; letzteres trifft sicher dann zu, wenn
der Teilraum N, positiv definit ist. N :

2. Verallgemeinerte Resolventen. Die Q-Funktion spielt eine wichtige Rolle bei
der Beschreibung aller verallgemeinerten Resolventen des Operators A. Wir erinnern
daran ([4]), daB eine verallgemeinerte Resolvente von A eine Operatorfunktion R,
mit Werten in [[T,, IT,] der Gestalt - °

Q4 R, = P(A—zD)~",
ist; dabei bezeichnet A eine beliebige regulire®) n-selbstadjungierte Erweiterung von

A in einem Obsrraum fI, 51T, und P den n-orthogonalen Projektor von i1 auf IT,,.

8) Eine rn-selbstadjungierte Erweiterung 4 von A heiBt regulir, wenn sie in einem Oberraum -
IT.2 mit derselben Anzahl negativer Quadrate wie der Ausgangsraum wirkt,
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Die verallgemeinerte Resolventé~Rz aus (2.4) heiBt eine kanonische Resolvente von
A, wenn die Erweiterung 4 kanonisch, d.h. in IT, gewihlt werden kann.
Mit T(®) bezeichnen wir die Menge aller ,,Operatorfunktionen® 7" der Gestalt

(2.5) ' bT(z):T(‘z)P-I—oo(l—}s), zeC,UC_;

dabei bezeichnet P einen orthogonalen Projektor in & und 7' eine Operatorfunktion
mit T(z)= T*(z), eren Werte T(z) fiir z€ C, dicht definierte maximal dissipa-
tive Operatoren in ®=PG sind und deren Cayleytransformierte A (@) = (T (z)—

—~iI)(Ti (2)+iI)~" in C, holomorph von z abhingt. Gleichungen mit uneigentlichen

Operatoren (2. 5) verstehen sich in dem Sinne, daB man in ihnen zunéchst « durch

eine natiirliche Zahl n ersetzt und anschlieBend n — o streben laBt Fiir die Operator-_
funktlon (2. 5) gilt also z. B.

(T@+0@)™" = PI@+0@) B (0G:)=PQ@)P).

Ist T(z) aus (2. 5) ein von z unabhingiger selbstadjungierter Operator Tin 6, so -
nennen wir : )
(2.6) - T=TP+e(I—P)

einen uneigentlichen selbstadjun'gierten Operator; die- Menge aller uneigentlichen
selbstadjungierten Operatoren bezeichnen wir mit T,(®).

Es sei jetzt A eine kanonische - -selbstadjungierte Erwelterung von A. In [4]
~ Satz 5.1 wurde die folgende Aussage bewiesen:

. Zwischen der Menge aller verallgemeinerten Resolventen (2.4) des Operators
A und der Menge T(®) besteht eine ememdeutzge Bezzehung, vermittelt durch die
Glelchung

@7 - R =@z '—I(T@+0@) T+ (€D Ua(D);
R, ist genau dann kanonisch, wenn das zugehdrige T zu To(G) géhdrt.-

Eine n-selbstadjungierte Erweiterung 4 von A nennen wir eine reine Austrittserweite-
rung, wenn aus g €(D(A) NI )\D(4) stets Ag¢ T, folgt. Wie man leicht sieht, ist
das gleichbedeutend damit, ‘daB fiir f¢ IT, die Beziechungen (A—zol)~'f€ I, und
fem, aqulvalent sind (z, € 0(A4)). ' _

Hat der Operator A einen endlichen Defekt, d.h., ist der Raum 6 endllchdlmen-
sional, so braucht man zu den Uberlegungen in [4], § 5. 2 wenig hmzuzufugen um
die folgende Aussage zu erhalten:

‘ Lemma 2. 1. Genau dann ist die mn-selbstadjungierte Erweiterung A von A eine
reine Austrittserweiterung, wenn fiir die Funktion T€Z(®) aus der Darstellung (2. 7)
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der zugehérigen verallgemeinerten Resolvente R, von A gilt: ITJ(Z) = 0 fiir ein
: z

(und damit fir alle) z€ C, ) C_.

GéméB dem Beweis von Satz 5.1 aus [4] besteht ndmlich fiir f = R, f—
—(A—z,I)~'f die Beziehung
L ]

[Sf1=

L {166~ TCoE):

wobei wir = P(zo)F+'f gesetzt haben*’) Daraus folgt leicht die Behauptung.
3. Beschreibung der Gesamtheit aller Q- Funktlonen von A: Bei der Definition
der Q-Funktion vermerkten wir, daf3 diese (be1 festem F ,) von der Wahl der kano-
" nischen Erweiterung 4 abhangt Der folgende Satz beschrelbt die Gesamtheit aller
Q-Funktionen von A, die sich ergibt, wenn 4 die Gesamtheit aller kanonischen
n-selbstadjungierten Erweiterungen von A4 durchiduft; dabei setzen ‘Wir voraus, daB
" eine spezielle O-Funktion Q,(z) des Operators 4 bekannt ist.

Satz 2. 1. Ist Qo (2) eine Q-Funktion des m-hermiteschen Operators A, so er-
gibt sich die Gesamtheit aller Q- Funktionen von A aus der Beziehung

2.8) Q) = Qo(2) = (Qo(2) — Q52 (T+ Qo (2)) " (o (2) - Qo) +C,
wenn T die Menge Xo(®) aller uneigentlichen selbstadjungierten und C die Menge
aller beschriinkten selbstadjungierten Operatoren in ® durchliuft.

 Beweis. Die Q-Funktion Q,(z) gehére zur kanonischen n-selbétadjungierten
Erweiterung 4, von A. Die Resolvente einer beliebigen kanonischen Erweiterung A
erglbt sich dann gemiB (2. 7) aus der Bezichung :
A—z)"' = (Ay—zD)" ' =T (T+Q(2)~ 1r+

mit einem uneigentlichen selbstadjunglerten Operator T. Setzen wir diesen Ausdruck’
in (2.2) ein und beachten (2. 1), so folgt die Behauptung.

Wir bemerken, daB die Beziehung (2. 8) fiir alle Punkte z¢€ ¢(d)Ne(A) be-
steht. Ist 7 insbesondere ein beschrinkter selbstadjungierter Operator in & (d h.
" P=Iund T=T*¢[6, G] in (2. 6)) und setzen wir C——T— 0o (z0)— 0%(20), s
erhilt (2. 8) die Form

Q@) =- (T+ Qs (Zo)) (T+ Qo(z)) J(T"l‘ Qo (Zo))

Insbesondere ist also mit Q4(z) auch

0@ =— Qo(zo) 05'(2) Qo (z0)
und, falls spezxell F*F —I@ gilt, auch — yOQo (z) eine Q- Funktlon des Operators A.

» P(2)=(T(2)+Q(2))"
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4.'Charakteristische Eigenschaften der Q-Funktion. Auf Grund des folgendem
Satzes kénnen wir uns hiufig auf die Betrachtung der Q-Funktionen einfacher
n-hermitescher Operatoren beschrinken.

Satz 2. 2. Jede Q-Funktion des Operators A ist eine Q-Funktion seines einfachen
Teiles A, und umgekehrt.

Beweis. Jede kanonische rn-selbstadjungierte Erweiterung A von A gestatﬁ:t'
beziiglich einer Zerlegung (1. 3) von IT, eine Matrixdarstellung (1. 4), wobei man
A, durch eine n-selbstadjungierte Erweiterung 4, in M, zu ersetzen hat, und um-
gekehrt definiert Jede solche Matrix eine m-selbstadjungierte Erweiterung von A.
Die Operatoren F und F F lassen sich beziiglich der Zerlegung (1. 3) folgendermafen
darstellen: A

fo

;|5

r,= Oz ;. _.+ ((I““z))+ 0 (F°)+ 0)
0

Offensichtlich hat dabei F(")—P F die Elgenschaften 1) und 2) aus § 1. 1 fiir 4,
an Stelle von 4 (mit 4, an Stelle von A), und es gilt F+F —(I“(‘*))*Ll"(e) SOWIC

PH(A—zD) 'y = (TQ) (A, —2In) ' TD.
Damit folgt die Behauptung leicht aus der Beziehung (2. 2).
Wir erinnern ([8], § 1), daBl ein in einer Teilmenge % der komplexen Ebene

definierter Kern K(z,{) mit Werten in {6, ®] (G-Hilbertraum) deﬁmtlonsgemaB X
negative Quadrate (in Z) hat, wenn folgendes gllt

D K@ 0=K*( 2 (2,L€2); _ :
2) fiir eine beliebige natiirliche Zahl n, beliebige z,, ...; z,€ Zund ¢, ..., £, €6
hat die Matrix
((K(Zi,zj)éi:fj))i,j=1,2,...,n )
hochstens » negative Eigenwerte und fiir mindestens eine solche Wahl von:
R Zy, s Zy; €4y ..., &, genau x negative Eigenwerte. -

Wir sagen, eine Funktion Q mit Werten in [®, ®] habe die Eigenschaft (N°) (bzw
(N,)), x-nichtnegative ganze Zahl, wenn sie in C, meromorph ist (bzw. in C., U C_
stiickweise meromorph ist und Q(z)= Q*(2) gilt) und der Kern

. . 7} — O*
. z—( _

in g (bzw. Zp) » negative Quadrate hat; dabei bezeichnet Zg (bzw. Z;) die Menge

derjenigen Punkte aus C,. (bzw. C,UC_), in denen Q regulér ist. Im Falle z={

hat man die rechte Seite in (2. 9) durch Q’(z) zu ersetzen.
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Offensichtlich hat die Funktion Q genau dann z. B. die Eigenéchaft (N9), wenn
fiir beliebiges n, beliebige z,, ..., z,,E_.ZZo und &,, ..., £,€6® die quadratische Form

.10 } Z (Q(Z’)—Q(zﬁé,,ék)a %, 04G€C, °

k=1 Zj—2Zy

nicht mehr als » negative Quadrate und fiir mindestens eine Wahl der Zahlen n,
z; und der Vektoren ¢; genau x negative Quadrate hat. ' :

Eigentliches Anliegen dieser Arbeit ist der Beweis der folgenden Charakterlsle-
rung der Q-Funktionen.

Hauptsatz. Eine Funktion Q(z) mit Werten in [, ®] ist genau dann Q- Funk-
tion eines einfachen n- hermtteschen 0perators A in H,,, wenn sie den folgenden Be-
dingungen geniigt:

(D) Q(2) hat die Eiéensc/zaft (N,,); |

@) wlim 29 _ 019 dh. lim @y;—fi) =0 fiir alle E€6;

yioeo . . ytee

() lim y(Im Q(iy)&, &) = o fiir alle (€6, & #0; -
yteo . '
(IV) fiir mindestens ein nichtreelles z ist Im Q(z) gleichmdpig positiv.

Wir bemerken, dafl im Falle eines endlichdimensionalen Raumes ® mit Be-
dingung (II1) stets auch Bedingung (IV) erfiillt ist. :

Die einzelnen Aussagen dieses Satzes werden — zumeist in schirferer Form —
in den folgenden Paragraphen bewiesen. Die Notwendigkeit der Bedingungen (Iy
und (II) ergibt sich aus § 3. 3 und die Notwendigkeit der Bedingung (1II) aus Satz 3. 2.

Die Notwendigkeit von (IV) folgt aus (2. 3) und den Bemerkungen am Ende
von § 1. 1., SchlieBlich folgt die Hinldnglichkeit der angegebenen Bedingungen aus.
Satz 5. I.

- § 3. Die Funktionenklasse Nf((ﬁ)

1. Der Raum H?(Q). Es sei jetzt ® ein beliebiger Hilbertraum, Q eine in der
offenen oberen Halbebene C, meromorphe Funktion mit Werten in [®, ®]. Hat
diese Funktion Q iiberdies die Eigenschaft (N?), so erzeugt sie-in natiirlicher Weise
" einen. w,-Raum 12(Q). Um das zu sehen, ordnen wir jedem Punkte z des Holo-
morphiegebietes ZZ von Q ein Symbol e, zu und bilden die lineare Menge £°(Q)
aller formalen Summen o : .

@G. D ‘ o f=2Zek,, (€0, zeZy,

10) y-lim bezeichnet den Grenzwert im schwachen Sinne.
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wobei nur endlich viele ,,Koeffizienten** £, vom Nullelement verschieden sein sollen. .
Fiir zwei solche Elemente f und o '

g = Ze.n.€2°(Q)
definieren wir ein (moglicherweise entartendes) Skalarprodukt [f, g] durch die
Gleichung
(Q(Z) o )

z ;ezz -

(3.2 - el= &amg).

Auf Grund der Bedingung (N?) hat dieses Skalarprodukt genau x negative Quadrate.
Durch Faktorraumbildung £°(Q)/3 nach der Menge 3= {f: f€ £°(Q), /[ L12°(Q)}
aller isotropen Elemente von £°(Q) und Vervollstindigung erhalten wir einen =,-
Raum I7%(Q), in den 2°(Q) kanonisch eingebettet ist ([4], § 1. 2). Wir erinnern
daran, daB bei dieser kanonischen Einbettung das Skalarprodukt [ f, g] zweier Ele-
mente f, g€ 2%(Q) sowie die Konvergenz einer Folge von Elementen aus £°(Q)")
erhalten bleiben; dabei liegt das Bild von £°(Q) dicht in I12(Q). :

2. Der Operator Ag. Fiir das Element f= Je &, €2°(Q) setzen wir
' W= 2 <.

Z€3

Dann ist y ein linearer Operator von 2°(Q) auf 6. Wir fiihren die Menge
={/:/€2%0), x (/) =0}

ein und definieren auf ‘@beinen Operator 4 durch die Gleichung :

Af = 3 ze,t, fur f= 2 e{EZD

zéﬂ'g z€2’

Man zeigt leicht, daB 4 n-herfnitesch ist:

_ [Af, g =[f,4g]  (figeD). _
Wesentlich mehr 148t sich iiber den Operator 4 aussagen, falls die Funktion 0
auBer (N2) noch die folgende Eigenschaft (D) hat:
(D) Es gibt eine Punkifolge (z,)C Z§ mit .
G. 3) limImz, = und _ w-hm 0G) _

oo nee IMZ,

Da fiif £ n¢® und 1323
Im(Q(z)¢,¢)

Imz,

( Y (Zn) Q* (Z)

) le:, & e:.81 = . le, & em) = -&.11)

1) pie Konvergenz f,,—g einer Folge (f,) € £2(Q) gegen g€ £%Q) wird dabei folgendermaBen
erklirt (siehe (4], § 1.1): [f,, fi]-Lg, ] und [f,,, Kl—=[g, 4] fiir alle h€RY(Q).
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gilt, folgt aus (3. 3) fiir beliebiges £€6®
e, 5—»0 fiir n—co.

Daraus ergibt sich, daB D in €°(Q) dicht liegt: Fiir behebxgcs fe QO(Q) gilt nimlich -
= f—e. 1(f)€ D und g,,—»f Ist hesND, so gilt fiir alle f€ %

also gehort auch 4k zu 3. Deshalb geht bei der kanonischen Einbettung von £° (9)]
in 112(Q) der Operator 4 in einen dicht definierten hermiteschen Operator in I1°(Q)
iiber, dessen AbschlieBung wir mit AOQ bezeichnen.

Wir {iberlegen uns, dafl n+(A )=0 gilt. Zu diesem Zweck betrachten wir einen
Punkt z4 € .Q"O Aus der Stetigkeit der Funktlon Q im Punkte z, folgt durch Betrach-
tung der Ausdrucke

le.¢—e &, ezé ezof] und e, 5—'e~0€, e (z,{€20;8,n€6)

unmittelbar, daB z -z, fiir belleblges E €6 auch e.{ —e, , & nach snch zieht. Anderer- .
seits gilt fir e, £, €2°(Q) mit £, =

I= 2—~——;—e® A=z01)f = Je.C..

Die Menge (ff—zo])fﬁ liegt somit dicht in £°(Q), also ist auch (43 —z,1)D(43)
dicht in IT®(Q) und fillt deshalb sogar mit [7°(Q) zusammen. -

Wir wihlen jetzt einen Punkt z,€ % g\ap (Ag) und definieren einen linearen
Operator I', :6 —~2°(Q) durch die’ Gleichung

| Fyé=e,l  (€6). '
Da fiir beliebige ¢, 7€6 und z€Zy

C m(Q(0)E,8)

CRRNURSREEL o (M £

, [Méen=

gilt, ist der Operator I’ -, Stetig. Offensichtlich kénnen wir ihn auch auffassen als
Operator von & in I12(Q), d.h. als Element von [®, [1°(Q)]. Dann hat er einen
(stetigen) n-adjungierten Operator I’;; E[Hi’ (Q), ®], definiert durch die Gleichung

, (T80 =T5L0  (fel(Q),(€6). -
Aus den Beziehungen (3. 4) folgt insbesondere ‘mit y0=im Z,
@9 nmu=mmm,m@@-g%%ﬁif
. : 0 -
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Da fir z€ 2%, z#z, und (€6

(3.6) (Ad—z0)(e.&—e,8) = (2—2zg) e, &
gilt, gehort e, ¢ zu R(A—zI), also ist R(T,) < SR(AZ ~2zI) und

B.7) el =el+(z—20)(Ag—21)" (e, &) = (45— 2o I)(AG—2)" " (e ).
Wenden wir auf diese Beziehung den Operator I";; an und beachten die zweite
Gleichung von (3. 5), .so folgt

(3.8) 0(2) = Q" (20) + (2 —Zo) T} (A§ — 2o 1) (4G —2I)~ ‘on,
und zwar zunichst nur fiir z4z,; fiir z=z, ist diese Beziehung aber nichts anderes
als die erste Gleichung von (3. 5).

" 3. Die Klasse N2(®). Mit NO(GS) bezeichnen wir die Gesamtheit aller in C,
meromorphen Funktionen @, deren Werte in [®, ®] liegen und welche d1e Elgen-
schaften (N°) und (D) besitzen.

_ Wir nennen im folgenden einen n-selbstadjungierten (bzw.‘maximalen n-hermite-
schen, 11, (4)=0) Operator 4 in I, eng verbunden (bzw. eng o-verbunden'?)) mit einem
Operator I'¢[®, I1,], wenn '

m,= V (4-z)"'I'G (bzw ,= V (4-z)-'T6)
. zée(A) ’ ZEQ(A)HC+

gilt . A
Einen wichtigen Zusammenhang zwischen maximalen 7-hermiteschen Opera-
toren und Funktionen der Klasse N?(6) stellt der folgende Satz her.

Satz 3. 1. Es sei A ein maximaler m-hermitescher Operator mit n,(4)=0 in
einem nx-RaumH,,,Ojem Hilbertraum, S= S*€[6, ], I' € [(5 I ]und ZOEC+\0' (4).
- Dann definiert die Glezchung

(3.9) Q@) = S—iygI* T+ (z—Zg)I* (A —zeD)(A—2)~'T

eine Funktion der Klasse N2(®) fﬁr ein gewisses %’ mit 0=3’=x. Sind die Operatoren
A und T eng o-verbunden, so ist *’'=x. Umgekehrt gestattet jede Funktion Q €N, °(®) .
die Darstellung (3.9) mit I1,= I12(Q), dem maximalen 7- -hermiteschen Operator A= A4, o
mit n,.(A)=0, S=Re Q(zo) und T'= r, ; dabei sind die Operatoren A° und I', eng
o-verbunden.

Beweis. Zum Beweis der zweiten Aussage bleibt nach den Betrachtungen in
den Abschnitten 1 und 2 nur noch zu zeigen, daB die Operatoren‘Ag und I eng
o-verbunden sind, d.h., daB die abgeschlossene lineare Hiille € aller Vektoren
(43—zD7"(e, &) (ze C.\0,(4g), £€6) mit HO(Q) zusammenfalit.

12) d.h. eng verbunden beziiglich der oberen Halbebene.
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Erweitert man Ag_ gegebenenfalls zu e_inem'ﬂ-selbstadjungierten Operator 4
in einem Oberraum I, D 11° (Q) und zerlegt diesen gemil § 1. 3, so iiberzeugt man
sich lelcht von_ der Be21ehung :

lim iy iyl — AQ) ‘f f (fell).
Deshalb gilt 6205 cE, 5663, und damit auch .
e, & = (I+(z—2)(A3=2)" ") (e,, O €C (2623, E€),

d.h., esmt@? ncQ. :
. Zum Beweis der ersten Aussage des Satzes setzen wir ohne Beschriankung der -

Allgemeinheit voraus, daB der Operator A in (3.9) sogar w- selbstad]unglert ist;
anderenfalls kénnen wir ihn ndmlich zu einem - selbstadjungierten Operator A»
in einem Oberraum T, D11, erweitern, und die Gleichung (3. 9) besteht dann noch
fiir 4 an Stelle von 4, wenn man nun auch I auffaBt als Abbildung von ® in [T,
und I'* als Abbildung von I, in 6&: I'* f=0 fiir fel,[—]I1,. ,

Wir extrapolieren die Funktion Q auf die Menge C_\g,(4) durch die Fest- -
setzung

_ Q(f) Q*(Z) ZEC+\0p(A)
Dann besteht die Glelchung G. 9) wie man leicht verifiziert, fur alle nichtreellen
Punkte z§o,(A). Fur solche Punkte z schreiben- wir 51e in der Form

Q@) = S+(Z X+ T+g@IY R (20 = Xo + i)
‘mit g(z) = (ZFZO) (2—50); R, = (A=zI)~!', woraus-
0@) -9 Q*(C) —r* I-i—r Q_(Z)Rz—?(z)Rz r
Z—C : ;Z—C

folgt. Mit Hilfe der Beziehung R.— R, = (z— C)R;RZ konnen wir den in den runden
Klammern stehenden AuSdruck folgendermaBen umformen:

q(Z) q®
g

© wobei U = I+ (z—' Zo)R, = (A—zol) (A'—zl)_1 gesetzt wurde. Damit ergibt sich

(5. 06(C,UC N0, (4), 2 D)

R, +q(C)R Ry = Uz, U,

0z?

(3.16) Q(Z) _Q*(C) F+U UeoeT (z,'ce(c+uc_)\dp(A),2¢E).

Man 51eht leicht, daB diese Beziehung auch fiir z=_ rlchtlg blelbt wenn man nur dle; ’

linke Seite als Q’(z) interpretiert. _
Aus der Bezichung (3. 10) folgt das Vorliegen der Eigenschaft (N, °) fiir ein:
gewisses x’, 0=x’ =x. Inder Tat, fiir z; € C1\0,(4), £;€6 (j=1,2,...,n;n=1,2, )

14+
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féllt die Form (2. 10) der komplexen Variablen o; auf Grund von (3. 10) zusammen
mit der Form :

(.11 ;1 % fis Zn' alffk] = .kZ:l % & [ fj, fil, Ji = Uz, TE, |

die offensichtlich hochstens ¢ negative Quadrate hat.

Wir bemerken, daB8 sich in der gleichen Weise fiir die auf (C. U C_)\o,(4)
extrapolierte Funktion Q sogar die Elgenschaft (V) fiir ein gewisses x”, 0=3"=z,
ergibt.

Sind die Operatoren 4 und I' eng o-verbunden, d.h., liegt die lineare Hiille der
Vektoren U, .I'¢ (ée(ﬁ z€C\0,(4)) dicht in IT,, so gibt es offensichtlich stets
solche z; EC+\¢7 (4) und’ £;€0 (j=1,2,...,n), dal die Form (3.11) genau x
negative Quadrate hat. ' - ' :

Wir haben noch zu zeigen, daB die Funktion Q auch die Eigenschaft (D) be- -
sitzt. Statt dessen beweisen wir die folgende schiirfere- Aussage; dabei bezeichne W,

. flir belicbiges @, 0<O< %, denjenigen Winkelraum V6n C’+, dessen Punkte z

durch die Ungleichung |argz— 12:— =0 (z€C+) charakterisiert sind.

Fiir beliebiges O, 0<9< genugt die durch (3 9) definierte Operatorfunktion

2°
Q(z) der Bedingung

=0.
Imzteo Imz

z2E€EWo

(G.12) w—

GemiB (3.9) ist die Bezichung (3. 12) dquivalent der. folgenden:
“w— _lim T*(A—zol)(A zZI)"'T'.ew, = 0.

Imz t e

Wir setzen wieder voraus, dal3 dér Operator A sogar n-selbstadjungiert ist, und
zerlegen IT, gemdB § 1. 3 in die direkte n-orthogonale Summe zweier fiir 4 invarianter

Teilrdume 17 und I1,. Dann folgt _
C(B3)  THULT = I (4 — 2o 1) (4’ —zI)~* P'T+ T+ (g =2, I)(Ag—zI)~* P, T,

Zoz

wobei P’ und P, = I— P’ die n-orthogona-len Projektofen von IT, auf I, bzw. IT,
und 4’ bzw. A, die Einschrinkungen von A4 auf II, bzw. IT, bezeichnen. Da der.
Operator 4" beschrinkt ist, verhilt sich der erste Summand der rechten Seite von

(3. 13) fir |z[ =< wie O [5] Deshalb bleibt das Verhalten der Funktion

F(Z’ 65 r’) = [(A'O—ZOI)(AO_ZI)—IPO€9 F”]’ éa ’166,

im Winkelraum W, zu betrachten.
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Die Spektralz'erlegung fiir die Resolvente von A4:

dE,l

(3.14) | (Ag—zD)' = f

gestattet es, die Funktion F(z;¢,n) in der Form

. s A=z
F@z&m =" [ 5= dog ()

—co

darzustellen, wobei o, ,(A)=[E, Py I'¢, Pol 1] eine Funktion von beschrankter Varia-
tion auf der reellen Achse ist.

Man sieht leicht, dafl immer eine Konstante yo =0 existiert, so daf fiir y=Im z=
Zvg, ZEWy gilt: [(A—zy)(A=2)" 1] < 1. Andererseits ist fiir beliebiges y>0 offen-
SlChtllCh

lim K’” _20)()"_2)_'IH':EWG,—Y_ﬁJ.éy = 0.
Imzf{eo

Daraus folgt _ ‘ :
) , lim F(z;¢m)zew, =0,
mzteo
wom'it. die obige Aussage bewiesen ist.
Folgerung 3. 1. Jede Operatorfunktion QcN? ((6) hat die Elgenschaft (3.12) m,

einem beliebigen kaelraum W9 [0<9< ok

Aus der Darateilung (3. 9) der Funktion QEN"(()) erglbt sich unmittelbar,
. daB diese hochstens » Pole in der oberen Halbebene C, hat. Eine Untersuchung der
zugehorigen Hauptteile erfolgt in § 4. 3.

Satz 3.2. In der Daistellung (3.9) der Operatorfunktion QEN0 (®) besteht die
Beziehung
- DAHNTG = {0}

genau dann, wenn fiir beliebiges ¢ €®, £#0, gilt:
(3.15 'lifm yIm(Q(iy) &, &) = .
. ' e - _
Beweis. Wir setzen wieder A als n-selbstadjungiert voraas und benutzen die

Zerlegung aus §1.3: 11, = 11, [+ )1y, A'=A|p’, A0=Al},0.'Dann gilt fiir beliebiges

£€6, £20und z€ C1\0,(4) , :
(3.16) [U,,.T¢ U,,,TE] = [UQP,IE, UéSiPoFé]HUzozP reu; . p Fc],

wobei U, = (dg—2zo1)(do— 21", U, .= (A'—zoI)(A'—zI)"" gesetzt wurde. Da
der Operator A’ beschréinkt ist, verhilt sich der zweite Summand auf der rechten

Seite von (3. 16) fiir |z| > wie O [%]
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Bei Beachtung der Beziehung (3. 10) fiir z={=iy und der Spektralzerlegung
(3. 14) ergibt sich leicht )
2=z 1
Im (Q(i¥)¢, &) =y f )2+°2 ;(/1)+0 (1 =)
mit der nichtabnehmenden beschrinkten Funktion o:(D)=[E,PyI'¢, PyT'E]. Des-
halb ist die Gleichung (3. 15) fiir festes £€® é&dquivalent der Gleichung

G.17) f 22doy(7) = oo.

Letztere besagt aber PO ré¢®(4,), undda D(A’):H;, also P’TEcD(A’) gilt, i§t die
Bedingung (3. [7) dquivalent mit I'{¢D(4). -

Bemerkung. Man sieht leiéht, daB ‘Satz 3. 2 richtig bleibt, wenn man dérin
die Bedingung (3. 15) durch die Bedingung

lim Imz- Im(Q(Z)C 'f)l €We =

Imz t e
L. . T .
mit einem gewissen festen &, 0 <@ < 5 ersetzt.

4. Eindeutigkeit-der Darstellung (3.9). Zwei Operatoren A und A4’, die in =,-
Raumen [T, bzw. IT,, wirken, heiBen m-unitir dquivalent, wenn eine Abbildung T
existiert, die I, m-unitdr (d.h. unter Erhaltung des n-Skalarproduktes) auf I1. ab-
bildet'?), so daB TD(A)=D(4") und A'Tf=TAf (f€D(4)) gilt.

Wir haben nur wenige Bemerkungen hinzuzufiigen, um die folgende wesentliche
Erginzung zu Satz 3.1 zu crhalten. . »

Satz 3.3. In der Darstellung (3. 9) der Operato;funk.tion QEN 0((5)r ‘mit eng
o-verbundenen Operatoren A und I ist der maximale 7- /1e1m1tescl1e Operator A bis
auf n-unitire Aquivalenz eindeutig bestimmd. :

- Beweis. Ist Q in der Form (3. 9) mit eng o-verbundenen Operatoren 4 und
I’ dargestellt, dann ist Q(z) in z=2z, reguldr und es besteht auch die Darstellung
(3.8). Fiir beliebiges z€ C,\0g,(4), £€0, setzen wir ‘

To(A—zoI)(A—2I)~'T¢ = (A%~ 201)(/13‘— ZD)IT, E(=e,8). :

13) Fin solcher Operator T bildet T, sogar linear, stetig und eineindeutig auf I, ab. Man

_sieht auch leicht, daB jeder Operator Ty, der eine Menge € (< 11,) m-isometrisch (d.h. unter Erhaltung

des 7-Skalarproduktes) auf eine Menge G’ (c17 ) abbildet, sich zu einem linearen stetigen Operator

T, der 11, =- umtar auf 17 abbildet, fortsétzen 1iBt, wenn nur die linearen Hiillen von € und €” dicht
in IT,, bzw 17 liegen. :
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Auf Grund der_Bezieh'ungenA (3. 2) und (3. 10) bildet T,, die Elemente U.,.¢ n-iso-
metrisch auf e.¢ ab, z€ C,\0,(4), {€6. Da die linearen Hiillen dieser Elemente in
I, bzw. II°(Q) dicht liegen, 148t sich T, zu einem Operator T fortsetzen, der IT, .
n-unitir auf 77°(Q) abbildet. Dabei gilt

T(A—z,) (=21t = (A — 2, D) (AG—2zD)'T  (2€C,\0,(A)),

woraus leicht TD (4)=D(49) und TAf= 4] Tf ( f€ D(A4)) folgt.

5. Die Extrapolationsaufgabe. Es sei jetzt auf einer. unendlichen Punktmenge
Cy,c C, eine Funktion Q mit Werten in [®, G] definiert mit den folgenden Eigen-
schaften: :

1) Der Kern K(z,{) = —Q—(Z)?}%*ﬁ hat x negative Quédrate in Cp.

2) .Es gibt eine Punktfolge (z,) < Cp mit der Eigenschaft (3. 3).

" Dann kann man in der gleichen Weise wie in den Abschnitten 1 und 2 dieses
Paragraphen den Raum IT7(Q). und den Operator 4 einfiihren. Obwohl letzterer
i.a. nicht maximal n-hermitesch ist, erhdlt man fiir eine beliebige maximale =-
hermitesche Erweiterung 4 von Ao mit n(A)=0 eine Darstellung (3. 8) der Funktlon
QO mit A4 an Stelle von A0 Daraus erglbt sich ohne Schwierigkeit der folgende

A Satz 3. 4. Zu jeder auf einer unendlichen Punktmenge CocCy deﬁmer_ten Funk-
 tion Q mit Werten in [0, ®] und den Eigenschaften 1) und 2) gibt es eine Funktion
Q€ NP(6), die — mit Ausnahme von hichstens x Punkten aus Co — mit Q iiberein--
stimmt.

Die erwihnten Ausnahmepunkte gehdren zum Punktspektrum des Operators 4.

Ist speziell Cy eine offene Menge und die Funktion @ mit den Eigenschaften
1) und 2) auf C, stetig, so 1dBt sich Q zu einer Funktion 0 € N°(®) extrapolieren.
Insbesondere ist dann also J meromorph in C, und damit auch Q holomorph
in Cy. : :

§ 4. Die Funktionenklasse N, (®)

1. Der Raum I1,(Q) und der Operator Ay Es sei Q wieder eine Funktion der
Klasse N?(®). Wir erweitern den maximalen m-hermiteschen Operator AJ in der
Darstellung (3. 8) — falls er nicht bereits n-selbstadjungiert ist — zu einem n-selbst-
adjungierten Operator A in einem Oberraum [T, > I1°(Q). Dann besteht fiir Q die
Darstellung (3. 8) mit 4 an Stelle von AJ:

@n Q(z)=Q*(zo)+(z—fo)r:;(A—zoi)(Z—zi>-1rzo,

wobei wir I, wieder als Operator von 6 in 1, auffassen. Extrapolieren wir Q auf
das Spiegelbild Z') von Zg beziiglich der reellen Achse durch die Festsetzung Q (2)=
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=Q* (), z€ ZY, dann gilt die Beziehung (4. 1) sogar fiir alle ze(Z§ U Z3)\o,(A).
Aus der Bemerkung im AnschluBl an Formel (3. 11) ergibt sich, daB die auf diese
Weise extrapolierte Funktion Q sogar die Eigenschaft (¥,) hat.

Wir iiberlegen uns jetzt, daB es andererseits die Eigenschaft (V,) — zusammen
mit der Eigenschaft (D) — gestattet, eine natiirliche n-selbstadjungierte Erweiterung
Ag des Qperators A zu erhalten.

Zu diesem Zweck betrachten wir eine Funktion Q mit den Eigenschaften (¥,)
und (D), ordnen jedem z€ Z, ein Symbol é. zu, bilden wieder die lineare Menge
£(Q) aller formalen Summen (3. 1) mit ;9,"0 ersetzt durch 2, und definieren fur
1, g€ 2(Q) das n-Skalarprodukt [ f, g] durch (3. 2). Auf der Menge

D= {f:fEQ(Q),x(f) =0} x(f) = 2 ¢ fir f= 2 el

ZE."ZQ

definieren wir einen Operator 4 durch die Glelchung Af=Dze,¢,. Offensichtlich
gilt dann £°(Q) c £(Q) und 4 < 4. Die kanonische Einbettung von £°(Q) in 11°(Q)
kann man erweitern zu einer kanonischen Einbettung von £(Q) in einen m,-Raum -
I1,(Q). Dabei erzeugt 4 einen Operator Ag in I1,(Q), der sogar n-selbstadjungiert
ist. Letzteres liberlegt man sich ebenso, wie in § 3. 2 die Maximalitdt des n-hermite-
schen Operators A° gezelgt wurde. SchlieBlich bleiben auch die Beziehungen (3. 6)
und (3.7) von § 3. 2 fir 4 und Ay an Stelle von A und A° fiir beliebige z€Z, er-
halten, und man iiberzeugt sich leicht davon, da3 A, und 1" , eng verbunden sind
. (vgl. den Anfang des Beweises von Satz 3.1). '
Mit N,(®) bezeichnen wir die Klasse aller Funktionen Q mit Werten in '() ®]
und den Eigenschaften (N,) und (D). Die obigen Uberlegungen lassen sich dann
zusammenfassen in der folgenden Erginzung von Satz 3. 1.

Satz 4.1. Es sei A ein m-selbstadjungierter Operator in einem -Raum II,
® ein Hilbertraum, S=S*€[6, 6], I'¢[6, I1,] und z,€ C,\0,(A4). Dann deﬁmert
die Gleichung

(4.2 Q@) =S zyol“+l"+(z—zo)r+(A—z01)(A—z1) ir

eine Funktton der Klasse N, (®) fiir ein gewisses %" mit 0=3x"=x. Sind die Operatoren
A und-I' eng verbunden, so ist x=3x". Umgekehrt gestattet jede Funktion Q€ N _(®)
die Darstellung (4. 2) mit I1,=1I1,(Q), dem n-selbstadjungierten Operator A= A,,
S=Re Q(z) und I'=T 20> dabei sind die Operatoren Ay und I', eng verbunden.

Analog ' zu Satz 3. 3. gilt die folgende Aussage.

Satz 4. 2. Gestattet die Funktion Q€ N, (®) die thrstellung (4. 2). mit einem
n-selbstadjungierten Operator A in IT,, S= S*€¢[®, ®], I'€[®, I1,] und sind A und I’
" eng verburiden, so ist A bis auf T-unitire A'quiualenz eindeutig bestimmt, genauer, A
ist dem Operator Ay m-unitér dquivalent.
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2. Spektralzerlegung der Funktion QEN (®).- Wir gehen jetzt aus von einer

Darstellung (4. 2) der Funktion Q:
4.3 0 = ReQ(zO) o T +(z—Z)T*(A—zoI)(A—2zI)~ 1l"—
= C+ZF+F+(z—zo)(z zo)F+(A—zl) ir

(C=C*= Re Q(zo) xol'* F) mit einem 7- selbstadjunglerten Operator 4 in IT,,
der mit I" eng verbunden ist. Fiir einen nichtreellen Eigenwert a€g,(4) bezeichne
E, den Rieszschen Projektor auf den zugehorigen algebraischen Eigenraum; dann
gilt bekanntlich E,= E} ([16]). Es sei im folgenden a+(A) = (AN C+ Wir setzen
fir a € 0., (A): _ _

" F,=E,+E}, E,=1- 2 F,, II™= FaH;,, oo = E(,H,,,

a€a (A)
Ag = Alpo, A, = Al .

Dann ist das Spektrum von AO reell, das von A besteht genau aus den ‘Punkten «
und &. : B
'Die Riume 1@ smd n, -Rdume der Dimension 2%, mit x,=dim R(E), 1"
ist ein 7, -Raum, %o = x— > ,, und es gilt

a€a (4).

H H(O)[-I-] Z[+] e,

a€o  (A)

Die Resolvente (A—zl)“ gestattet bekanntlich die Darstellung

“. 49 (A—zD)™" = (do—2l) Eo+ = 3 Hi(2)Fy;

ca€a (4)
dabei ist H,(z) die Summe der zu.« und & gehorlgen Haﬁptteilé von (A_——z[)“.
Setzen wir (4. 4) in (4. 3) ein, so folgt : '

4.5) 0(z) = C+ Qo)+ v Z;A) 0.(2),

mit !

4.6) Qo(z) = 2 T+ (2~ %) (-“Zo)f+(AOTZIo)—iIi,
@n 0.(2) = 2 '+ (=3 =2 [ (4, — L)1 T

- (=E,rel®, 19, ['=F,I'€[6, 1) Man sieht leicht, daB der Operator A,

(bzw. Ag) mit r (bzw. r ) wieder eng verbunden .ist. Deshalb gxlt gemdl dem ersten
_Teil von Satz 4.1 Q,€N, (6), Qo€N, (6).

Die Funktion Q,, o Ea+(A), hat als einzige Singularititen in der aboeschlossenen
komplexen Ebene je einen Pol bei z=« und z=4a, die Funktion Q, ist in C, UC..
stiickweise holomorph. Deshalb stimmt Q, bis auf einen konstanten selbstadjungier-
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ten Summanden mit der Summe der Hauptteile der Funktlon Q zu den Polen z=«
und z=a& Uberein. Ist H,(z) = Z’ Ly z)“
v=1
aus (4.7)
“.8) 0.(2) = 2040+ (2 — Z0) (7 — 7o) Z Q“-” %” Q.
. z z,0 0. 0. Z)V 1 (&_ Z)v

+ Z’ v so ergibt sich fir Q,

v’

mit @, =I*E, T,v=1,2,..,m,0o0= Qs +0%, =fr+f-,

Die Resolvente (4q—zly) ! gestattet gemaB den Ergebnissen von [12], [13] die
Darstellung

@.9) (Ao—2I)~" = — {f"F(S’+P<Ao,z>}

?(2)
@
(z—z0)"(z—Zo)"™’
kung von A auf einen x-dimensionalen invarianten nichtpositiven Teilraum bezeichnet
(m=Grad von p; bekanntlich (vgl. [17]) ist das Polynom p bis auf einen konstanten
Faktor eindeutig bestimmt), P({; z) ist die in der abgeschlossenen komplexen Ebene
mit Ausnahme der Punkte z, und Z; in z und { holomorphe Funktion
| 000
P(C! ‘) - C_ z
und F(s) eine auf der reellen Achse definierte Funktion mit Werten in [, H(O’]
und den Eigenschaften:

dabei ist @ (z) = wenn p(z) das Minimalpolynom dér Einschrin-

F(S+0)+F(S_0).14) '
2 >

2) [(F(s)—F(s)) g g] = 0 fiir alle g1, 5" =5;

) FO0)=0, F(s)=

3) [d[F(s)g. gl < = fiir alle g€

Setzen wir (4.9) in (4. 6j ein, so ergibt sich

(z—.zo)(z—zo){ / dd(s)
0@ s—

#10)  Qp() = 2000+ 2 FR( )}

mit Qoo(=050) = I T€[B, 6], ¢(s) = F+F(S)F€[0 ©], Q(s") = o(s) fiir 5=
=s und R(Z) = 1"+P(A0,z)1“€[(5 ®]. ist eine "auf der abgeschosse - komplexen
Ebene mit Ausnahme der Punkte z, und z, holomorphe Operatorfunktion.

) Die Grenzwerte verstehen sich in der schwachen Operatorentopologie.
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Bezeichnen ;, j=1,2, ..., 1 die (notwendig reellen)> Nulistellen des Polynoms
y3 B;# Py fiir j=k, und setzen wir @; = ¢(B;+0)— P(f;— 0) so kann man (4. 10)
in der dquivalenten Form

oo

0o = 20w+ [ {7+ PEAC 2R 20t B O

@ (@)t~ zo|? |t —zo|?

—co

@11

| (Z“‘Z.o)(z_zo)[ ]
e AR()+Zﬁ1_Z

t— ZOI 2 ' o . .
d®(t) gesetzt. Das Integral in (4.11)

o (1)
existiert als uneigentliches Integral 'bezﬁglich der eventuellen Singularitiiten des
MaBes d¥ (¢) in den Punkten §,, ..., f; und < in der starken Operatorentopologie.

Unter dem Spektrum ¢(Q) der Funktion Q€ N, (®) verstehen wir die Menge
aller Pole von Q sowie die Menge derjenigen reellen Punkte x, in die sich Q nicht
SO analytlsch fortsetzen 1a83t, daB Q(x) selbstadjungiert ist; auBerdem sei 0.(Q) =

=o(@NC,.
Satz 4. 3. Jede Funktion QEN, ((f)) gestattet eine Zerlegung

(4.12) Q@)= C+Qo()+ Z Qa(z)

an+

schreiben; dabei haben wir d¥ (1) = |

mit einem konstanten selbstadjungierten Operator C, Q,€N, (©) (oc €0.(Q)), Qo€

EN, (()) dabei gilt % = o+ > x,. Die Operatorfunktion Q, hat die Gestalt
aEﬂ(QJ

4. 8) und ist bis auf einen konstanten selbstadjungierten Summanden die Summe
der zu o und & gehérigen Hauptteile von Q, die Operatorfunktion Q ist in C,. und C_
stiickweise holomorph und gestattet die Darstellungen (4. 10) und (4. 11).

Die Giiltigkeit dieses Satzes ergibt sich aus den vorangegangenen Uberlegungen,
wenn man nur beachtet, daBl ¢ _(Q)=0¢ +(A ) lst Letzteres ist eine unmittelbare
Konsequenz des folgenden Satzes.

Satz 4. 4. Es gilt a(Q)=0a(A4yp), und diese Menge besteht genau aus den nicht-
reellen Polen von Q, den Nullstellen der Funktion ¢ sowie den Wachstumspunkten der
Funktionen ® oder ¥ aus den Darstellungen (4. 10) oder (4. 11). Jeder isolierte Punkt
Ao von o(Q) ist ein Pol; seine Ordnung stimmt mit der Ordnung von Ay als Pol der
Resolvente von A, iiberein. ' '

Beweis. GemiB dem zweiten Teil von Satz 4.1 gilt »

(4.13) 0(2) = Q" (20) + (e =) [ (Ag = 20 1) (Ag—21)~ ' Ty,
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alsoist Q in allen Punkten ée{ 6 (Ap) reguldr und nimmt in reellen Punkten z= x to(dp)y
selbstadjungierte Werte an, d.h., es gilt a(Q) Ca(4,).

Um die inverse Inklusion zu beweisen, beachten wir zundchst die fiir beliebige
{,{"¢0(Ay) aus (4. 13) folgende Beziehung

4.14)

F(Ag— )~ (Ag— )~ (Ag—U'D)~'T,, = 0(2)

C—DGE-De-20G-20) "

wobei die nicht aufgeschriebenen Summanden in allen Punkten z#{,{’, zo, Zo »
holomorph von z abhangen. Ist 1, em isolierter Punkt von a(A4,) und gilt in einer
Umgebung von /, .

A_” A—_. S
(AQ—ZI)_I =(_)—7)"++TIZ+AQ(Z)(I—EZO’ A_,,7$0, ~Z¢;"0’
. 0T < 0 . ) .

$0 hat'auch Q im Punkte lo‘eine_n Pol der Ordnung n, da anderenfalls aus (4. 14)

[A_p(dg— ') T, &, (Ag—LD)™ T, yn] = 0

“

fiir alle ¢, ne®, L H;O'(AQ) und wegen der engen Verbundenheit von 4, und I,
daraus 4_,=0 folgen wiirde. Entsprechend ergibt sich aus (4. 14) mit. Hilfe der
Umkehrformel, daB die Spektralfunktion von 4, 1n einem reellen Punkt x¢ o (Q)
konstant ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir bemerken schlielich, daB die oben emgefuhrten Operatoren Ay und A4,
zusammenfallen kénnen. Man sieht leicht, dafl dies genau dann der Fall ist, wenn
Ag bereits n-selbstadjungiert ist oder wenn die Elemente e, ¢ fir €6, 'Im4>0
den ganzen Raum IT, (Q) aufspannen. Ist ® insbesondere ein eindimensionaler Raum,.
so 1aBt sich aus einem Ergebnis [18] (siehe auch [19]) eines der Verfasser folgern, daB-
dies genau dann der Fall ist, wenn - '

flmp(t)t
1422 =7

—on

gilt; dabei bezelchnet @’(t) die Ableitung des absolutstetigen Anteiles der Funl\uon '
@ aus der Darstellung (4. 10) von Q. -

3. Die Funktionen Q,. Es sei jetzt o eine komplexe Zahl, QI eine Umgebung
des Punktes « in der komplexen Ebenen und S(z) eine in allen Punkten zEQ_I, EN
erkldarte und holomorphe Funktion mit Werten in [, ®], die bei z=o einen Pol
hat. GemiB [20] definiert man die Polvielfachheit von « folgendermaBen.

Eine im Punkte o holomorphe Funktlon x(z) mit Werten aus & und y(x)>=0
heiBt Polfunktion von S(z) im Punkte «, wenn y(z) die Darstellung y(z)= S(z(z))
mit einer in o holomorphen Funktion s (z) gestattet, deren Werte ebenfalls in G
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liegen-und fiir die ¥ («x)=0 ist. Die Ordnung der Nullstelle « von i (z) heifit die
Ordnung der Polfunktion y(z) und x(«) ein Polvektor.von S(z) zum Pol «. Die
Polvektoren von S(z) zum Pol « bilden zusammen mit dem Nullelement eine lineare
Menge; deren AbschlieBung hClBt der. Polkern von S(z) im Punkte o und wird mlt _
Pol S(z) bezeichnet.

. Unter dem Rang eines Polvektors y,€ Pol S(a) versteht man das Maximum
der Ordnungen aller Polfunktionen y(z) mit x(a) 7o Zum Polea er werde mit
Tang y, bezeichnet. '

Es sei jetzt fi= dim Pol S () <eo. Unter einem kanonischen System von Pol-

‘vektoren von S(z) im Punkte « versteht man eine Basis x,, y,, ..., y3 des Raumes
Pol S(«) mit der Eigenschaft ' :

rang y; = 'meaLx rang y, j=1,2,..,8,
; _

wobex L; die lineare Hiille von y,, Xjsis s Xp beze_ichnét. Setzt man fiir ein kano-
‘nisches System von Polvektoren X1s X25 -5 Xg DOCh p;=rang y;, j=1,2,..., B, so .
sind die Zahlen py, p,, ..., pp durch die Funktion S(z) eindeutig bestimmt; ihre
‘Summe heiBt die Polvielfachheit des Poles o der Funktion S(z).

Ist S(z) insbesondere die Resolvente eines abgeschlossenen linearen Operators
B in @, fiir den z=a ein normaler’®) Eigenwert ist, so stimmt dessen algebraische
Vlelfachhelt mit der Polvielfachheit des Poles « von S() = (B—zI)~?! iiberein.

Lemma 4. 1. Gestattet die Funktion S(z) bei z=o die Darstellung

m—1

g -
S@) = 2 STt Se@, 2%, 51#0,
. v=0

mit 0<m=<-oo und einer bei z=a holomorphen Funktion Sy(z), so stimmt die Polviel-
JSachheit des Poles o von S(z) iiberein mit der Dimension des Werteberezches des
Operators

S, 0 0 .0
S, S, 0 .0

Q
]
%]
)
.
(]
g
(=]

im Raume 6™ = 6,06, d - ©6,, mit 6,=6,=--=6,=6.

18) D.h., « ist ein isolierter Punkt des Spektrums von B, dessen zugehdriger Rieszscher Projektor 4
endlichdimensional ist (vgl. [21]). v
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Beweis. Aus der Definition des Polvektors folgt leicht, daBl y, genau dann
ein Polvektor von S(z) zum Pol« ist, wenn Elemente ¥, ¥,, ..., ¥, existieren,

so daf .
o 2
0 A
| : (4
(4.16) - ep=|:|, §=]|: I
0
i . lpm—l
lO lp ’ .
gilt; hat dabei y, den Rang py=>0, so kann ¢, =y, =---=y, =0 gewihlt werden.
Mit I bezeichnen wir den folgenden Verschiebungsoperator im Raum ®™:
¥y ) Y2 l :
V2 Vs
B =1 | .
l//m—ll !pml
Ym 0

Es'sei 11, X25 ---» Xp €inl kanonisches System von Polvckt_orén von S(z) im Punkte o.
Wir ordnen y; einen Vektor '
[ ¥,

¥,

v =1

!ﬁm -1 ’ .
, Y ,
zu, so daB (4. 16) mit Y=, yo= %; besteht 1ind dabei die ersten p;~ 1 Komponenten
von /; verschwinden, wenn p; wieder den Rang von y; bezeichnet (j=1,2, ..., ff)-
Man sieht leicht, daBl p,=m gilt und die Vektoren

€y, ST, ..., GBI 1y,

Giry, STy, ..., ST,

@.17) L ‘
: Sy, STy, ..., ST~ 1,

linear unabhingig sind. Also ist die Polvielfachheit des Poles « von S(z) mindestens

gleich der Dimension des Wertebereiches von T.
P,
P2

Wir miissen noch zeigen, daBl umgekehrt auch jeédes Element. ¢ = des

Pm
Wertebéreiches vons& als Linearkombination von Elementen aus (4. 17) darstell-
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. " . . . 1= @ : " .
bar ist. Zunichst gibt es ein {7, mit ST 'y, = | "' |, also kénnen wir annehmen,

daB die erste Komponente ¢, von ¢ gleich Null ist. Dann gibt es Elemente ¥/, /,, ...

S UL €G mit , A
b)Y (0 (2 (0
e‘p: = 0l=0|

- HEF

b Aol ) o,)
d.h., @, ist eine Linearkombination von Polvektoren vom Rang gréBer oder gleich
m—1.-Wir finden somit eine Linearkombination von Elementen.aus (4. 17), deren
erste Komponente verschwindet -und deren zweite Komponente gleich ¢, ist. Also
konnen wir annehmen, daB die ersten beiden Komponenten von ¢ verschwinden.
Wiederholung dieser Uberlegungen liefert schlieBlich die- Behauptung. -

Der Raum G sei jetzt endlichdimensional, die (Matrix-) Funktion S(z) in einem
Gebiet B der komplexen Ebene meromorph, in mindestens einem .Punkte von B
invertierbar und habe dort. nur endlich viele charakteristische Zahlen (siehe z. B.
[20]) und Pole. Die Summe der Nullvielfachheiten ([20], [22]) bzw. Polvielfachheiten
aller in B gelegenen charakteristischen Zahlen bzw. Pole von S(z) nennen wir die
Nullvielfachheit bzw. Polvielfachheit von B beziiglich S(z) und bezelchnen sie mit »n
bzw p. Dann giit ([20], [22])

, also gilt auch €.

@.18)  n—p= 21 fs @S 1(z)dz[ 23::‘ fdlogdetS(z)];
¢ € )

dabei ist € eine ganz in B gelegene Kontur, die jeden Pol und jede charakteri-
stische Zahl von S(z) in B genau einmal in positivem Sinne umschlieBt.

Die Funktion Q,EN _(®) aus der Zerlegung (4. 5) oder (4 12) laBt sich folgen-i
dermaBen schreiben:

m cx -

4.19)° (Qa(z)z) S(z) = S0+2 Sm-y+1 43 S,

z)” S @—2)y’

dabei ist a=d, m= m,, So=S5€[6, ®], S,70 und die Operatoren S, €[6, (5],
v=1, 2, ..., m, sind endlichdimensional.

W1r zeigen jetzt, daB umgekehrt fiir beliebige Operatoren S,, v=0,1, ..., m, mit
diesen Eigenschaften dle Funktlon (4. 19) zu einer Klasse X, ((ﬁ) gehort Genauer
es gilt der

Satz 4. 5. Ist a%d, So= S;&[(ﬁ, ®] und sind die Operatoren S;, S,, ..., Sy €
€[6, 6] eendlichdimensional, S,#0, dann gehort die Funktion S(z) aus (4.19) zur
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Klasse N,,(®), wenn x die Polvielfachheit des Poles =0 ( oder z=&) von S(z) bezeichnet.
Der Raum I1(S) hat die Dimension 2.

Beweis. Die Bedingung (D) ist fiir S(z) oﬁ'ensichtlich erfillt. Zum Nachweis
der Bedingung (R,) gehen wir aus von der Bezichung

S@-S*OQ _ s !
e O =

S0 1
+Sv Z (&_z)afl (&_C)V—U’J'

Fiir beliebige n; «;€C, z;€¢(C,UC_ )\{a a} z; ;éz,\ und &,€0, j,k=1,2,.

“folgt daraus mit ¢, _ Z"' @ Jé’)ﬂ , Oy = Z — (c=1,2,...,m):
m ) (= -
R s [[é'%][;’%]’ [;—%]ls
.dabei hat (5 wiedef die Gestalt (4. 15) und ‘wir haben |
P, Q"Zl )
g=|" ="
on) P

gesetzt. Die Anzahl der negativen (positiven) Quadrate der Form in (4. 20) stimmt
folglich iiberein mit der Anzahl der negativen (positiven) Eigenwerte von [ G 60 ],
die ibrerseits gleiéh der Dimension des Wertebereiches von & ist. Mit Lemma
4.1 folgt daraus die Behauptung.

Eine Erginzung zu Satz 4.4 bildet die

Folgerung 4. 1. Fur einen nichtreellen. Pol « von Q-stimmt seine Polvielfachheit
mit dem Index », des Punktes o beziiglich Ay tiberein, m.a.W., o ist ein Pol von Qa der
Polvzelfachhezt Hy '

§ 5. Der Operator 4,

Wir zeigen in diesem Paragraphen, daB jede Operatorfunktion Q@ mit Werten
in [®, ®] und den Eigenschaften (I)—(IV) des Hauptsatzes die Q- Funktlon eines
einfachen n-hermiteschen Operators ist.

Es sei zundchst Q€ N,(®). Dann hat fiir beliebiges z=#z der Operator

Im0@)

iy héchstens x negative Eigenwerte. Gentigt Q der Bedmgung (IIT) des Haupt-
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satzes, so entartet der Imaginirteil von Q nicht in dem Sinne, daBl kein Element
€6 mit (Im Q(2))6=0 fir alle z€ %, existiert. Hat Q iiberdies die Eigenschaft
(IV) des Hauptsatzes und ist z. B. fiir zo7#Zo: Im Q(zo) = y1, >0, so ist der in §3.2
eingefiihrte Operator I', beschrdnkt invertierbar, denn dann gilt fiir beliebiges (€6 :

IF., &2 = [T-.,é .=y el

Der Teilraum I', ® ist also. insbesondere abgeschlossen in II,(Q).
Fiir beliebiges z € %, betrachten wir den Operator I'.: '

ré=eé (€6).

Dann gilt gehléiB B.Nrlr,= (AQ—ZOI)(AQ—ZI)—IF ,-also ist auch jeder Teilraum
. I'.6 (z€ Z,) abgeschlossen.
Fiir die Funktion Q€ N, (®) mit den Elgenschaften (III) und (IV) bezeichne D
die Menge aller f € D(AQ), fur die

[(AQ~zol)f ezon] =0 fur alle 116(5

gllt Die Menge D ist unabhiingig von der Wahl des Punktes 2o (20#Z,, zoeﬂfg)
- Firr einen beliebigen Punkt z5Z, z¢o, (4p) und feD gilt namllch auch

Zog—2Z

(=D el = [(Ao—zonf+ (20=2)f, (Ao —Zo1) w] -

[(AQ_ZOI)f (Adg—Zo1) ;oﬂ_z ~[(Ag—z,1) f, esn] = 0.

Die Menge D liegt dicht in I7,,(Q). Um das zu sehen, betrachten wir ein fo €11,(Q)
mit fo[ L1D. Fir go = (dg—2z,1)™ ' f; gilt dann go[ L 1(4o—Z,1)D, d.h. g er.6® N
ND(Ap), was der Aussage von Satz 3.2 widerspricht. _

Wir schrinken jetzt den Operator A4, ¢in auf die Menge D:/sz Agly. Es sei
vermerkt, daB genau diejenigen Elemente f= Se, ¢, € £(Q)*) zum Definitionsbereich
von A, gehoren, fiir die x(f) = 3 ¢, =0 und 3 Q(2)¢,= 0 ist. In der Tat,

_ z€Zg 2€F o
unter der Voraussetzung y(f)=0 sind die Beziehungen

[(Adg—zD) f, e;,n} = 0 fiir alle n€®

16) Genauer, die Bilder dieser Elemente bei der kanonischen Einbettung von £(Q) in I7,(Q).

15 A
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und D Q(2)¢,=0 gleichbedeutend, dean es gilt

z2€Z g

[(do—2zoD) Z el e = J(z=zp)[e.&,, en] =
=Z(Z¥ZO)(—Q—(53—:ZQO(L°)62,W)=(ZQ(Z)éz,rz).

Im Falle eines endlichdimensionalen Raumes ® ist der Operator /fQ die Abschlie-
Bung der Einschrinkung von 4 (siche § 4. 1) auf die Menge

Lo ={/=2el.€2(0):2¢{ =0, 20()¢, =0}

Das folgt leicht aus einem Vergleich der D1mensnonen des Faktorraumes L2(0yL,
und des Defektraumes I', ®.

Satz 5. 1.-Die Funktion Q¢ N _(®) geniige den Voraussetzungen (1I1) uind (IV)
des Hauptsatzes. Dann ist /fQ ein einfacher m-hermitescher Operator, seine Defekt-
zahlen sind gleich, sie stimmen mit der Dimension von G iiberein, und es ist Q eine
- Q-Funktion von /fQ.

Beweis. Die Einfachheit des offensichtlich n-hermiteschen Operators Ay er-
gibt sich aus der Tatsache, daB der Defektraum 9%, von /fQ genau aus den Elementen
e. ¢, €O, besteht (z€2p); die Glelchung n+(AQ) n_(4 g)=dim (I'_ ®) folgt un-

_mittelbar aus der Definition von AQ Der Operator 4, ist eine kanomsche n- selbst-’
adjungierte Erweiterung von AQ Deshalb ist Q auf Grund des zweiten Teiles von
Satz 4. 1 eine‘Q-Funktion des Operators fo', wenn man nur I', gemal § 3. 2 festlegt.

Bemerkung. Ist der Raum G insbesondere endlichdimensional und die Funk-
tion Q meromorph, dann gehért die komplexe Ebene zur Menge g(/fQ) der Punkte
reguldren Typs von AQ (d.h., fur jede komplexe Zahl z ist (AQ -21)D (AQ) abgeschlos-

“sen und ze{ap(AQ)) '

Um das zu sehen, beachten wir, dal der Operator A, gemiB Satz 5.1 keine
Eigenwerte hat. Fiir seine n-selbstadjungierte Erweiterung 4, ist der Wertebereich
(Ap—zI)D(Ay) bei beliebigem komplexem z abgeschlossen, da die Resolvente von
Ay nach Satz 4. 4 keine anderen Singularititen als Pole hat. Die Wertebereiche
(4p—zI)D(Ay) und (AQ z[)iD(AQ) unterschelden sich aber nur durch einen endlich-
dimensionalen Teilraum.

Satz 5. 2. Ein einfacher n-hermitescher Operator A in I, ist durch seine Q- Funk-
tion bis auf m-unitire Aquivalenz eindeutig bestimmt, genauer, A ist dem Operator A}z
n-unitdr dquivalent.

Beweis. Es sei A die kanonische n-selbstadjungierte Erweiterung aus (2. 2).
Dann sind die Operatoren A4, und A gemiB Satz 4. 2 z-unitir dquivalent. Wie im
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Beweis von Satz 3. 3 bezeichnen wir mit T die zugehorlge n-isometrische Abbildung
von I1,, auf I1,(Q): :
TI.E= et (ze(CLUCIN\G,(A), E€6).

Aﬁs der fiir beliebige ¢ € ® und f¢ D(A4) bestehenden Beziehung
[(A—201) 1, Iy €] = (Ao — 20D TS, €5,
‘fol'gt damit leicht TD(A):’D_(EQ) und TAf= foTf (fE’D(A)).

Folgerung 5. 1. Die Q-Funktion eines m-hermiteschen Operators A bestimmt
dessen einfachen Teil A, bis auf n-unitire Aquivalenz eindeutig.

§ 6. Zusammenhang zwischen Q-Funktion und charakteristischer Funktion

Die Q-Funktion eines n-hermiteschen Operators A4 hingt eng mit der charakte-
ristischen Funktion seiner n-isometrischen Cayleytransformierten ¥ zusammen.
Um diesen Zusammenhang deirzustellen, beginnen wir mit den notwendigen- Defi-
nitionen. : :

Es sei V ein m-isometrischer Operator, dessen Definitionsbereich D(¥) und
Wertebereich R (V) nichtentartete Teilrdume von IT, sind. Die Defektzahlen von V
sollen “iibereinstimmen, d:h., es gelte dim D(V)t!'=dim R(V)'=n. Wir wihlen
- einen Hilbertraum ® der Dimension n und eine eineindeutige stetige Abbildung I
von ® auf R(V)LL Weiter definieren wir einen Operator T€[II,, I1,] durch die
Festsetzung
: sz{Vf fedF), .

0 feDI)LL

Es sei U eine n-unitire Erweiterung von ¥ in I7,,. Unter der (zu {U, I', ®} gehérigen)
charakteristischen Funktion des Operators vV verstehen wir die fiir JA[<1, A7 '¢o(T™)
definierte Funktion

6.1) » X = )J""(I—),T*)f‘ U+T.

Wihlen wir speziell 6= und I'= l7|n(,,)m, so geht die hier gegebene Defini-
tion der charakteristischen Funktion in die von [8], § 3 iiber. Wir iiberlassen es dem
Leser, aus den dort erhaltenen Ergebnissen die wesentlichen Eigenschaften der charak-
teristischen Funktion (6. 1) abzuleiten, und vermerken nur, daB sie im Inneren des
Einbeitskreises meromorph ist. :

Es sei jetzt Vinsbesondere die Cayleytransformierte des n- hermlteschen Operators
A mit gleichen Defektzahlen:

= (4—Z,1)(4 —zo) Y, 24 €Ay, 2o # Z,-
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Wahlen wir U = (A—zo)(A—z, I)_1 r= F mit dem in § 1. 1 eingefiihrten Opera-
tor F und setzen noch

z—2Z,

z—2zq '
so besteht zwischen der Q-Funktion Q von 4:
0() = G—x) F4 o+ (= 20) =2 F(A— D)1 oy
und der charakteristischen Funktion X von ¥ der Zusammenhang
6.2) Q@) = —iyo(F* T+ X)) ([*T—X(A)~"'T*T.
Bildet I élso den Raum ® insbesondere m-isometrisch auf (V)1 ab, d.h., gilt
(g, Il = (& ), |
| () = —iyo(I+ X)) (I— X (D)~
Zum Beweis der Beziehung (6.2) gehen wir aus von der Gleichung

(I—ATH) " —(I—A0%)"' = —(I—-AU*)~ 120+ P(I— AT *)~1;

so folgt

dabei bezeichnet P den m-orthogonalen Projektor auf R(V)+). Multiplizieren wir
diese Gleichung von links mit I'* und von rechts mit . AU*T, so folgt

X(A) = AT+ (I—AU+)~'0+T = —ar+ U=20 0T+ X,
also s '
X() = I+ (I—A0*)" ‘)U*I‘(I— F r +X()))
6.3). (I"*F-I—X(,l))(l’*F—X())) 'T*T =T+ (U+ ) (U—=2)~'T.
Andererselts bestitigt man durch eine emfache Rechnung die Beznehung
6:4) —Iyo(U-{—H)(U-—iI)‘ =(z— xo)I-l-(z—zo)(z—zo)(/f zI)~ 1,

Aus (6. 3) und (6. 4) ergibt sich die Behauptung.

Wir bemerken, daB es dieser Zusammenhang zwischen der @-Funktion und
der charakteristischen Funktion gestattet, aus der Formel zur Beschr_elbung aller
verallgemeinerten Resolventen eines n-isometrischen Operators in [8] die Formel
(2. 7) zur Beschreibung aller verallgemeinerten Resolventen eines n-hermiteschen
. Operators herzuleiten.
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§ 7. Rein hyperbolische Operatoren

1. Die Menge 3,. Wir betrachten in diesem Paragraphen einen n-hermiteschen
Operator ‘A mit gleichen und endlichen Defektzahlen, d.h. der Raum @ sei endlich-
dimensional. Mit 3, bezeichnen wir die Menge derjenigen Punkte z aus C, UC_,
- die Eigenwerte einer reguldren n-selbstadjungierten Erweiterimg von A sein kénnen.
GemiB [4], Folgerung 3. 1, sind das genau diejenigen Punkte z>Z, fiir die /_(z)+
+1y(z) > 0 gilt, wenn sign .= (/,.(2), /o(2), I_(2)) die Signatur des Defektraumes
9N, bezeichnet. Die Beziehung (2. 3) besagt, daB fir einen einfachen n-hermiteschen
Operator A der Punkt z genau dann zu 3, gehdrt, wenn fiir eine Q-Funktion @ .

Im Q(Z)

von A (und damit fir alle Q-Funktionen von A) ~————= nicht positiv ist.

Die Menge 3, liegt im Streifen |Im z|=#h,, fir eine geelgnete positive Konstante
“hy ([4], Satz 3. 2), sie enthilt alle ihre mchtreellen Randpunkte und diese gehéren
Czud,

Wir iiberlegen uns, daB3 die Menge 3, beschridnkt ist. Wére dies nicht der Fall
so gibe es eine Folge (4,) nichtreeller Randpunkte von S5, mit |4,| - oo, Zu jedem
2, existiert gemaB [4],- Satz 3..1 eine kanonische n-selbstadjungierte Erweiterung A4,
von A mit 1,€04(4,). Zu der n-selbstadjungierteh Erweiterung A4, gehére in der
Resolventenformel (2. 7) der Operator T,€3,(®). Definieren wir zwischen zwei '
Operatoren T, T’ € T(®) einen Abstand d(T, T’) durch die Beziechung

(7.1) AT = VD=V,

wenn V(T) die Cayleytransformierte (T—il)(T+il)~* von T bezeichnet, so sieht
man leicht, daB T, (6) eine kompakte Menge ist.- Die Folge.(7,) enthilt somit eine
konvergente Teilfolge (7, ) d(T, , To)—~0 fiir j—~<o und ein T,€ZT,(®). Dann gilt
aber fiir z€ ¢(4,) auch [I(A —zI)‘ —(Ag=2z)7 Y - 0 (j—~<=),") wenn 4, die zu
T, gehorige kanonische n- se’lbstadjunglerte Erweiterung von 4 bezeichnet. Aus
Folgerung 1. I’ und der Tatsache, daB der Index der Menge o, (4,) gleich x 1st, er-
gibt sich jetzt leicht ein Wlderspruch

Wir fithren weiter die Menge 3, aller (reellen oder komplexen) Punkte z ein,
die fiir eine regulire r- selbstadjunglerte ‘Erweiterung 4 von A zu a,(A) gehoren.
Offensichtlich gilt 3, = 3, ne.uc ) Ist der Durchschnitt einer. Komponente
von 5 4 mit C, nicht leer, so nennen wir diesen eine Komponente von 3, in C .
Durch Betrachtung der nlchtreellen Randpunkte von 3, ergibt s1ch aus Folgerung 1. 1
leicht der

17) Davon iiberzeugt man sich leicht z.B. mit Hilfe der in [8), § 4, gegebenen Darstellung der
verallgemeinerten Résolvghten.
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Satz 7. 1. Die Menge 3, hat in C hochstens x Komponenten.

Die Menge 3, laBt sich genauer beschreiben, wenn mann den Begriff des

definisierenden Polynoms (vgl. [12], (13]) heranzieht. Wir fithren das im Falle
%=1 aus.

Ein reelles Polynom p(2) = (z— o)(z— &) zweiten Grades nennen wir definisierend
fiir den n-hermiteschen Operator A4 in IT,, wenn
(1.2) [(A—al)f,(A—al)f] = 0 fir alle feD(A4)
gilt. Die Menge aller definisierenden Polynome von A4 werde mit B (A4) bezeichnet.
Offensichtlich ist B(4) konvex, d.h., ausp,, p, € ‘B(A) folgt auch yp,+ (1 — y)p, € R(A4)
fir0=y=1

Wir lberlegen uns, daB die Zahl a genau dann zu 3 4 gehort, wenn sie Null-
stelle eines Polynoms p ¢ B(A) ist. In der Tat, aus a€J 4 folgt, daB das Polynom
p(2) = (z—a)(z—&) definisierend fiir die Erweiterung 4 von A mit a€oy(A) ist.
Dann ist es aber auch definisierend fiir 4. Besteht umgekehrt die Beziehung (7. 2),
so enthélt M, ein nichtpositives Element f, 0. Im Falle a <& folgt damit aus [4],
Folgerung 3.1, daB eine regulire n-selbstadjungierte Erweiterung 4 von 4 mit
€00 (A) existiert. Ist x=4&, so ergibt sich durch die Festsetzung Af= Af fiir f€ D (A4)
~und Afy,=af, — sofern f; nicht bereits zu D(4) gehoért — sowie anschlieBende
Fortsetzung des erhaltenen Operators zu einem 7- selbstadjungierten Operator eben- A
falls eine n-selbstadjungierte Erweiterung 4 von A, fir die a€oy(4) gilt.

Wir setzen jetzt 6+ = C,UR und fiihren in C_ die Abbildung z -~ ¢(2) =
= 2 Re z+i|z|* ein. Aus der Konvexitit der Menge B(4) und der obigen Uber-
legung ergibt sich dann der "

Satz 7.2. Fir einen n-hermiteschen Operator A mit gleichen Defektgahlen im
Raume IT | ist das Bild p(3,NC +) konvex.

2. Rein hyperbolische Operatoren. Wir nennen einen n-selbstadjungierten Opera-
tor A in IT, rein hyperbolisch, wenn sein Spektrum in C, aus genau x Eigenwerten
— jeder entsprechend seiner Vielfachheit oft gezdhlt — besteht. In diesem Falle
enthilt o,(A4) keine reellen Punkte, und der Pontrjaginsche x-dimensionale nicht- -
positive Teilraum £ ist z. B. durch die Bedingung Im ¢(A4|2)>0 eindeutig be-
stimmt: Er wird von denjenigen algebraischen Eigenrdumen von A4 aufgespannt,
die zu den Eigenwerten von A in der oberen Halbebene gehdren.

Ein n-hermitescher Operator 4 in [T, heiBe rein hyperbolisch, wenn alle seine
reguldren =- selbstadjunglerten Erweiterungen rein hyperbolisch sind.

Hauptergebnis dieses Paragraphen ist der folgende

Satz 7. 3. Der n-hermitesche Operator A in II,, mit 'g'leiclzén endlichen Defekt-
zahlen ist genau dann rein hyperbolisch, wenn mindestens eine kanonische mn-selbst-
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adjungierte Erweiterung rein hyperbolisch ist und die Menge 3, einen positiven Abstand
von der reellen Achse hat.

Zum Beweis der Notwendigkeit hat man nur zu zeigen, da die Menge der
Randpunkte von I, von der reellen Achse einen positiven Abstand hat. Das ergibt
" sich leicht aus der Folgerung 1. 1.

Die Hinldnglichkeit zeigen wir in mehreren Schritten; dabei seien fur A stets
‘die im Satz genannten Voraussetzungen erfiillt, und 4 bezeichne eine rein hyper-

bolische kanonische n-selbstadjungierte Erweiterung von A.
‘ 1) Jede kanonische n-selbstadjungierte Erweiterung von A ist rein hyperbolisch.
Um das zu sehen, wihlen wir eine Kontur %, die ganz in C_ liegt und 3,NC,
genau einmal im positiven Sinne umlduft. Ist R, eine kanonische Resolvente von
A und T der gemaB (2. 7) zugehorige Operator aus T, (®), so wird durch die Formel

| %(T) = dim [—%/R dz]

eine stetige Funktion auf dem zusammenhingenden kompakten Raum T,(0), ver-
sehen mit der Metrik (7. 1), definiert. Deshalb ist x(7) konstant. Da andererseits
nach Voraussetzung x(7T,)=x fiir Ty = oo- T gilt, folgt »(T)=x fiir alle T€ZI,(6),
woraus sich leicht die Behauptung ergibt. o

2) Jede reine Austrittserweiterung von A ist rein hyperbolisch. Um das zu zeigen,
stellen wir A zunichst in der Form (1. 4) mit seinem einfachen Tell A, dar. Dann
gilt sA <3, und man sieht leicht, daB8 genau dann alle reinen Austrittserweiterun-
gen von A rein hyperbohsch sind, wenn alle reinen Austrittserweiterungen von A,
rein hyperbolisch sind. Deshalb brauchen wir die Aussage 2) nur fiir einen einfachen
-Operafor, A zu beweisen. Wir betrachten eine kanonische =n-selbstadjungierte Er-
weiterung A von 4 und die zugehérige Q-Funktion (2: 2); dabei sei ® der Defektraum
N, , Im zo>h,, versehen mit dem n-Skalarprodukt von I1,, und I', die identische
Abblldung von G auf 9, . Da 4 und damit auch Ay rein hyperbollsch sind, ist
.die Polvielfachheit von JAﬂC beziiglich Q(z) gemidB Folgerung 4.1 gleich »

Nach der Bemerkung am Ende von §2. 3 ist mit Q(z) auch —y507!(2) eine
Q-Funktion des Operators A. Fiir diese hat 3, C, ebenfalls die Polvielfachheit
x, also ist auch die Nullvielfachheit von 3,NC 4 beziiglich Q(z) gleich .

Es sei jetzt A eine reine Austrittserweiterung von 4. Dann ist das zugehorige
T€ZI(®) aus der Resolventenformel (2. 7) eine eigentliche Funktion (siehe § 2. 2),
d.h., in der Darstellung (2. 6) gilt P=1. Wir betrachten den Ausdruck

—2—1r7sp /Q'(z)+sT’(z))(Q(Z)+£T(z))-1dz’ 0ze=1,
¢ ‘ .
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wenn € dieselbe Bedeutung wie im ersten Teil des Beweises hat. Er hingt in dem
‘angegebenen Bereich stetig von ¢ ab, und sein Wert ist eine ganze Zahl. Da er fiir
£=0 auf Grund von (4. 18) und dem oben Gesagten den Wert Null hat, gilt dasselbe -
fiur e=1, d.h., fir Q(2)4+7T(z) stimmt die Nullvielfachheit von 3,NC,_ mit der
Polvielfachheit von 3, N C_ liberein. Letztere ist aber gleich x, da dies fiir Q(z) gilt -
und 7(2) in 3,NC, holomorph ist. Also ist auch die Nullvxelfachhelt von 3,NC,
beziiglich Q(z)+ T(z) gleich x.
Schreiben wir die Formel (2.7) jetzt in der Form

R.= (A—z2oD)(A~2D)" ' [(d~z2,])"" T, (2@ + T @) 'T¢],

so sieht man (vgl. [20]), daB die Polvielfachheit von 3, C . beziiglich R, mindestens
gleich 2 ist. Da sie andererseits mit der Summe der algebraischen Vielfachheiten
aller in 3, N C, gelegenen Eigenwerte von A iibereinstimmt, ist A rein hyperbolisch.

3) Es sei jetzt 4 eine beliebige regulire n-selbstadjungierte Erweiterung von A.
Dann gibt es eine echte oder unechte n-hermitesche Erweiterung 4 von A in I,
so daB A eine reine Austrittserweiterung von A ist. Offensichtlich gilt 3;C3,,
also hat 3; einen positiven Abstand von der reellen Achse. Da jede kanonische
‘Erweiterung von ‘A €ine kanonische Erweiterung von A ist, hat 4 eine rein hyper-
bolische kanonische z- selbstadjungierte ‘Erwe'iterung Auf Grund des zweiten Teiles
des Bewelses ist somit 4 rein hyperbollsch Damit ist. der Satz bew1esen

Fol gerung 7.2. Ein 7- hermztescher Operator A mit gleichen endlichen Defek!-
zahlen ist genau dann rein hyperbolzsch wenn alle seine kanonischen Erweiterungen
rein hyperbolisch sind.

Wir bemerken, daB sich der Beweis von Satz 7. 3 im Falle n, (4)=1 wesentlich
vereinfacht. Gehort unter dieser Voraussetzung die komplexe Ebene sogar zur
Menge ¢(4) der Punkte reguldren Typs von A, so ist 4 genau dann rein hyper-.
bolisch, wenn die Menge 3, einen positiven Abstand von der reellen Achse hat.

Um das zu zeigen nehmen wir an, es gidbe unter dieser Voraussetzung an 3,
eine kanonische Erweiterung A4, von A4 mit einem reellen Eigenwert A€oy (4o).
Das zugehorige Eigenelement sei z. B. negativ, d.h., A sei von negativem Typ ([4],
§ 6. 2). Entspricht der Erweiterung A4, in der Resolventenformel (2. 7) die Konstante
10: T(2) =19, Ag= A, so hat gemiB [4], § 6. 2 fiir hinreichend nahe bei 7, gelegene
7>1, der Operator 4® einen Eigenwert 1(t) negativen Typs, der sich mit wachsen-
dem 7 nach rechts bewegt. Da- sich andererseits die Eigenwerte positiven Typs mit
wachsendem T nach links bewegen, gibt es einen Wert 1,, so daB A(ry)= lim A(7)

Tty

" ein Kritischer Eigenwert von A® ist. Fiir hinreichend nahe bei 7, gelegene t>1,
hat dann der Operator 4A® gemiB [4], § 6. 2 nichireelle Eigenwerte mit beliebig
kleinem Imaginirteil, was der Voraussetzung iiber die Menge 3, widerspricht.



Q;Funktion eines 7-hermiteschen Operators 229

Dies_e Bemerkung gibt die Moglichkeit, rein hyperbolische n-hermitesche Opera-
toren zu konstruieren. Man braucht nur eine komplexe Funktion Q(z) mit den
Eigenschaften (I)—(III) des Hauptsatzes aus § 2. 4 (fiir den eindimensionalen-Raum
® der komplexen Zahlen) zu wihlen, deren Singularititen nur isolierte Pole sind
und deren Menge 3, aller Punkte z¢ C, UC_ mit 7Irrllr§§z) = 0 einen positiven
Abstaﬁd von der reellen Achse hat, Dann ist der"Operator EQ rein hyperbolisch,
denn auf Grund der Bemerkung im AnschluB an Satz 5.3 gilt §(Ap)=C.

Im Falle ¥=1 hat z. B. die Funktion

0() = Ze,{ 1_ %}4‘ .

j A=z A=z

mit o; >0, _zg,_oo ;;,12<°° N=1, & #0, 1_12 s d, fir hin-

reichend klemes e=>0 alle verlangten Eigenschaften.

Wie jeder n-hermitesche Operator 4 mit endlichen Defektzahlen und Q(A) C
hat der Operator AQ Erweiterungen. mit Austritt aus I7,, deren reelles Spektrum .
absolutstetig ist. Solche ergeben snch z. B., wenn man in der Formel 2.7 T(z)_z
(z€Cy) setzt. :
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