Uber den Logarithmus abgeschlossener Operatoren
in Banachschen Riumen

Von VOLKER NOLLAU in Dresden (DDR)

Es sei A ein abgeschlossener linearer Operator im Banachraum X, dessen
Definitionsbereich D(4) in X dicht liegt. Wir sagen, A sei vom Typ (M), wenn
die negative reelle Achse (ausschliefilich des Nullpunktes) zur Resolventenmenge
o(4) gehort, und eine positive Konstante M existiert, so daB die Resolvente
R(—4; A) = (A+AD)~1! fiir alle A>0 der Bedingung |R(—A; 4)| =M~ geniigt.

Wie man leicht sieht, gilt fiir den Logarithmus log (4) eines beschrinkten
und beschriankt invertierbaren Operators 4 vom Typ (M)

lim~1—(A“—I) =log(4) b
ato O

(Lemma 1). Das Anliegen dieser Mitteilung besteht darin, eine Verallgemeinerung
dieser Beziehung fiir einen Operator A vom Typ (M), dessen Wertebereich K(A4)

dicht in X liegl, anzugeben. Wir zeigen, dal 11}1(1) %(A“x—x) auf einer dichten
o

Teilmenge existiert und leiten daraus eine Definition des Logarithmus log (4)
eines Operators vom Typ (M) her. (Abschnitt 2.)

Ausgehend von einer Integraldarstellung des Logarithmus geben wir anschlie-
Bend einige Zusammenhinge zwischen den Operatoren 4*(0=a <) und log (4)
an, wie sie aus der Theorie der starkstetigen Halbgruppen beschrdankter Operatoren
bekannt sind (vgl. z. B. [5]) (Satz 4). AuBerdem beweisen wir im Abschnitt 3 einige
Analogien zu den als Logarithmengesetze bezeichneten Eigenschaften der Funktion
J()=logz. Im vierten Abschnitt wird eine Integraldarstellung der Resolvente
(log (4) —zI)~* fiir [Im z| >7 angegeben. SchlieBlich beschdftigen wir uns im Ab-
schnitt 5 mit dem Logarithmus abgeschlossener maximal accretiver Operatoren im
Hilbertraum (diese Operatoren sind vom Typ (M) (M =1)) und zeigen, daB die

) A% und log (A4) seien dabei durch den Riesz-Dunfordschen Funktionalkalkiil [5] definiert
(vgl. z. B. auch [6]).
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162 V. Nollau

von uns angegebene Definition sich als Spezialfall des Funktionalkalkiils von
Sz.-NAGy und Foiag [14] fiir Kontraktionen crweist.

1. Als Potenz A* (0 <o <1) eines Operators 4 vom Typ (M) definieren wir wic
BALAKRISHNAN in seiner grundlegenden Arbeit [2] die Abschliefung des durch das

Integral §1nn_1wc=_ f 0"~ R(—n; A)Axdn (xeD(4)) gegebenen linearen Operators;
0
A° sci die identische Abbildung I, A'=A und A%=A"I4*-14] fiir o =1.2) Rinige
Eigenschaficn der Operatoren A* (0= <o), dic in [10] bewiesen werden und im
Weileren bendtigt werden, geben wir im Folgenden ohne Beweis an,
Es sei 4 ein Operator vom Typ (M), dann gilt:

a.n A* AP = A% (o, f=0);
(1.2) fiir 0sa=1 ist 4* wiederum vom Typ (M) und (4%)*=A4** (B=0);
(1.3) D(A)DD(A?) und KA)DOKAH (@=p);
(1.4 A*x= Sln%/11"“1AR(—11;A)xa’11 (x€DA¥); O<a<a'=1);
0
L5 [4*R(=n; )| = K@)n*~*
[K(oc): %M(I-FM); n=0; 0<oc<1];
(1.6) A*R(=n; AADR(—n; H)A4*  (>0; a=0);
1.7 fir x¢ U D% ist lim 4%x = x;
=0 a}0
(1.8) 04o,(4)  (O=as1).

2. Lemma 1. Ist A ein beschrinkter und beschrinkt invertierbarer Operator
vom Typ (M), so gilt

(V) li‘rr(l)%(A“—I) = log (4) = —%igélog zR(z; A)dz 3)
und ¢
2.2 log(4) = [ (1+m)~"(A—I) (A+nI)~* dn.

0

2) Unter [«] verstehen wir die groBte ganze Zahl, die kleiner als « ist.

3) Dabei denkt man die komplexe Ebene lings der negativen reellen Halbachse aufgeschnit-
ten und es wird log z = log |z|+i arg z (—z = arg z<n) definiert. C ist eine geschlossene Kontur
(vel. [5]), die das Spektrum ¢(4) genau einmal umschlieBt und in g(4) verlduft,
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Beweis. Die Gleichung (2. 1) ergibt sich auf Grund der Vertauschbarkeit
von Differentiation und Integration (vgl. [3])

d o . J— d o . —_— o : .
Eggz R(z; A)dz = 562&—2 R(z; A)dz = 952 logz R(z; A) dz,
c c c

d. h., es gilt
liml(A”'~I) =log(4) = —ZLm,gglogz R(z; A) dz.
C

a}0 &

Wir wihlen aun in (2. 1) als Integrationsweg die Kontur C, die aus den Kurven
Re® (—n<@<mn), —n (R=n=¢), g (n>¢p=>—n) und —n(e=n=R) besteht.
Dabei seien ¢ >0 und R=0 so gewdhlt, daB} a(4) innerhalb C liegt und C in o(4)
verlduft, Wir bemerken ferner, daB auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes

1 -1 = -
_27166(2“1) logzdz =1logl =0
C
ist, Es gilt folglich
log (4) = —sz,gglog Z(R(z; A)+(z—1)~11) dz.
(5

Die Darstellung (2. 2) von log (4) ergibt sich aus diesem Integral, wenn man den
Integrationsweg in der Weise deformiert, dal ¢ -0 und R - geht.

Definition 1. Es seien A4 ein Operator vom Typ (M), D(x) = U D(4*)

o=

K@) = U 8KUP), M@, ) =D@NKEPB), B die Menge aller x€X, fiir die
p=B

lim % (A*x — x) existiert und [log (4)]x = lim % (A*x—x) (x€B).
a} 0

a} 0

Satz 1. Es sei A ein Operator vom Typ (M), dann gilt

2.3) NMO;00 =B
und

@. 4) [log(A)]x=j'o(l+11)“1(A—I)(A+111)"1xd;1 (x€M(©;0)).

Beweis. Es wird zundchst gezeigt, daB3 das Integral (2. 2) fiir alle x € 9(0; 0)
konvergiert, um anschlieBend zu beweisen, daf3 liln(} 7.1—{ (A% — x) auf IM(0; 0) existiert
und mit (2. 4) {ibereinstimmt.

1
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Es sci x €DUAX)YNK(AP) (0<ao’, B/=1). Fiir das Integral (2. 2) erhilt man
die folgende Abschitzung

I f (L)~ (A —T) (A+nD)~ Y dy| = (1+2M)1n 2- x| -+
0

(ln

f I+t / 4+ D L

Da xcR(A%) ist, cxistiert ein y € D(A*) mit x=A4%y. Daraus folgt auf Grund
von (1. 5) dic Ungleichung

I(A+nD)=tx|| = 1(A+n)~ L APyl = KB )n" 2|yl

1
/(1 )=t (4
0

Die Konvergenz des Integrales f (A +n)~ A +nD)~tx||dy erhdlt man mittels
1

und somit

(1. 5) aus der Ungleichung
AA+ D)~ Lx]| = (A% (A+nD)~1 4% x| = K1 — )~ | 4« x].
Fiir x €D (A¥)NK{(4*) ergibt sich auf Grund von (1.4) und

oo

/11“*1(1+11)‘1d11=1 O=a<1)

o

sin 7ot

die Bezichung

1 -
;(A“x—x)—/ (’14+;) A+n)~txdy =
0

- ‘,,sinnoc“1
=/-—17j‘f7—(A—I)(A+nI)‘1xdi1 O<a<a).
0

Wegen x=A"y (y € D(4")) und x€D(4*) erhilt man mittels (1. 5) fir 0<d=1
die Abschétzung

5 ,Sinma

—1
”/T—(A i) 1A”yd11” <2K(/3)I|y||/11"“1di1
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und fiir ] «=R<oo
o  Sin 7ol
n

STy
_ﬂ_._« -1 =
HR/ L AU+ xdnH =

1A

47 5 K=oty { [ ne S dy+ [ 0= an}.
R R

Zu einem beliebigen & =0 existieren folglich ein §4:~0 und ein Ry <o, so daB

g o Sin 7ot | :
@ H[/ f]T(A I)(A+nql)~ xar,,Hé7
gilt. Auf Grund von
Ro _,, Sin 70l
n pro —1
T 1+ dnll =
|/ e =
do
Ro
sin 7o P \
d0=n=Ro J +

fiir 0<a=ay(e) <a’ und (2. 5) ergibt sich die Aussage des Satzes.

Lemma 2. Die Operatoren Z, = A'"n(nl+A)~' (n=2,3,...) sind gleich-
mépig durch 3M (M +1) beschrinkt, und es gilt '}ilzlo Z,x=x. Die Operatoren Z,
und [log (4)] sind auf B vertauschbar.

Beweis. Fiir ein Element x¢X gilt n(4 +al)~'x€D(4), so daB sich nach
Definition

sin — 1
Z,x = A""n(Ad+nl)~1x = nn /11" 1R(——11;A)AR(—n;A)xa’n
F 0
und somit

=

sm— 2o E
A n (A +nD)~ x| = M(1+M){f—~dn+/ " dﬂ}IIXI|<
1

=3M(1+M)|x|
ergibt.
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Is sci nun x€D(4), dann gilt aul Grund der Vertauschbarkeit von A!/* und
n(A --nl)=1 (vgl. (1. 6)) die Ungleichung

N Z,x—x| = ln(A-+nl) ' A" x —n(A4+-nD)~tx|+ |ln(A+nD)~"tx—x| =
= M|AY"x — x|+ ln(4 +nD)~1x—x|.
Wegen der Beziehungen l'im Aty =x (x€D(0)) (vel (1.7)) und lim m(A +nl)~tx=
N> 00, 1n->co

x{(x€X) crhillt man lim AYn(A4 -nl)='x =x {iir x€D(4). Die Behauptung folgt

n-roo

nun aus D(4) =X und der gleichmiBigen Beschrinktheit der Folge (Z,).
Es sei x €. Entsprechend (1. 6) gilt fiir hinreichend kleines /1 =0
1

|[10g (A)]me _Z Ah _I)me“ +
[

"[IOg {A)] me - Zm[log (A)]X" =

HZul | 1 (4D ¥~ Tlog ()]

und folglich wegen Z,xe€B (m=1,2,...) die Behauptung,
Satz 2. Der Operator [log (A)] ist abschliefbar.

Beweis. Die AbschlieBbarkeit von [log (A4)] ist bewiesen, wenn wir zeigen,
daB aus {x,}c®B, limx,=0 und lim [log (4)lx,=y die Aussegz y=0 folgt
(vgl. [1]). Fiir eine Folge {x,} mit den genannten Eigenschaften gilt dann einerseits
wegen [|A¥A+I)~'=KE&) (vel. (1.5))

lim A* (A + 1)~ '[log (A)]x, = A*(A+I)" ).
Andererseits erhilt man wegen

A+ (A+ 1)~ [log (A)]x, = [log ()] 4*(A+ 1)~ ' x,
die Beziehung
4% (4+1)~[log (A)]x,| =

o 1 oo

vl e [ [etdian -
:(I'I‘M)K(z){/ (l+11)V:7+0 irq ) ndzm %l >0 (n>o0).

0 1

Folglich ist A*(4+1I)~'y = 0. Wegen (1. 8) ergibt sich y=0, was zu zeigen war.

Definition 2. Die AbschlieBung von [log (4)] heiBt der Logarithmus des
Operators 4 und wird mit log (4) bezeichnet.

Satz 3. Der Logarithmus log (A) ist auf einer in X dichten Teilmenge D (log (4))
definiert. Die Menge WY(0; 0) ist ein Kern von log (A), d.h., zu jedem x €D (log (4))
existiert eine Folge {x,}CM(0 ;0) mit lim x,=x und limlog (4)x,=log (4)x.
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Beweis. Die Bezichung D(log (4))=X folgt unmittelbar aus 9M(0;0)S
EBESD(log (4)) und Lemma 2.

Um zu beweisen, dafl (0 ; 0) ein Kern von log (4) ist, zeigen wir zunéichst
Z,log (4)x =log (4)Z,x fiir x € D(log (4)) und n=1, 2,..., wobei Z,= A "n(nl + A4)~1.

Auf B sind entsprechend Lemma 2 die Operatoren log (4) und Z, vertauschbar,
Es sei y € D(log (4)); nach Definition existiert eine Folge {y,}c® mit lim p, =y
und lim log (4)y,, =log (4)y. Daraus folgt

lim log (4)Z,y,, =lim Z,log (4)y,,=Z,log (4)y.

Aus der Abgeschlossenheit von log(4) ergibt sich dann Z,y €D (log (4)) und
Z,log (4)y =log (4)Z,y.

Es seien nun x €D (log (4)) und x,=Z,x (Z,x€M(O;0) fiir alle n=1,2, ...).
Dann gilt lim x, =x (vgl. Lemma 2) und lim log (4)x, =lim Z,log (4)x =log (4)x.

3. Lemma 3. Es sei A;=(A4 +sI)(sA+1)~* (s>0). Dann gilt:

a) die Operatoren A sind beschrinkte und beschrinkt invertierbare Operatoren
vom Typ (M') mit M’ = 1+42M,

b) li{r(; (A)*x =A% (x €D(0); 2« =0),

©) lim log (4,)x =log (4)x (x €IM(O0; 0)).
Beweis. a) Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition von

Ag und der Beziehung
1
.._1 -
IAtnD)™ 1 = s

[IA

s4+n )"
(SA+I)[A+1+11S] H

s M 2M +1
=M+1 =
( +)1-|—11S+S+11 n

b) Bs sei x€D() (0=a<1). Dann gilt fiir x€D@) (¢’ >a)

(n=0).

(A~ dex] = || L272 / (As(As+111)‘1—A(A+111)“1)f1“'1xd11H =
0
= M2s%|x]| -+ (1 + M)? In (14 5) ] + (1 +M)s°‘"°‘§£—§r-1~(&% 49 5] =0 (s+0)

(vel. (1. 5)).
Fiir ¢ =1 ergibt sich die Behauptung aus der Ungleichung

=

G.1) 14,5 — x| = H(I~A2) [A +%I]—1x

= Ms|x|+K(1—e)s*| A x| (xeD(A'®), &=0).
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Auf Grund der Bezichung
lim (4,)"*ex = lim (4)"(4)*x = A" *x  (x€D(n+a))
510 540
O=a=l;n=1,2,..), dic sich unmittelbar aus (3. 1) ergibt, fogt dann die Aussage
fiir a=>1,
¢) Es sei x€D(A)NKMAP) (O<a, p=1). Nach Voraussetzung existiert also
¢in ¥ € D(4%) mit x =A%y, Mit Hilfe von (1. 5) und (2. 4) ergibt sich

L--] 2_ " -l
/A I[A-l Sln] A+~ txdy

"10g (/li.s)x—log (A)‘x" = S l ‘l‘ ’]S _1 'l" 7]S §
0
MA+DrK(~0) o, MRKPB) s
= S l4%x| s 'FW 47 y| s# -0 (s-~0).

Satlz 4, Es sei A ein Operator vom Typ (M). Dann gilt
a) lim

) pra B—0a
b) log(4)A*x = A*log(d)x  (x€M(x; 0); a=0),

¢) lime oty = A4*x  (x€D(x); «=0).
st0

(4% — A% x = log (4) A*x (x€D(ay; az=0),

Beweis. a) Es sei x€D(4*) (@ >a). Auf Grund des Potenzgeselzes (1. 1) ist

lim ! (AP x— A*x) = lim L
Bya P& Bia

b) Es sei x €M(a; 0) fiir 0=a=1. Dann gilt

(AP~*—1) A*x = log (4) A*x.

— o

A“%(A”—I)x — %-(A"—I)Aax»log W Ax  (h=0).

Aus der Abgeschlossenheit von A% ergibt sich dann log (4)x € D(4%) und A*log (4)x=
=log (4)A4%x.

Fiir o >1 erhdlt man die Aussage unmittelbar auf Grund der Definition von
A® und der vorangegangenen Uberlegung.

c) Die Behauptung ergibt sich aus der Multiplikativitit des Riesz—Dunford-
schen Funktionalkalkiils (vgl. [5] und Lemma 3b).

Satz 5. Es sei log (A) der Logarithmus eines Operators A vom Typ (M). Dann
gilt:

a) log (cA) =log (4) +(og c)I (c=0),*) und b) log(4°) =clog(4d) (0=c=1).
%) Eine vollstindige Analogie zu der Beziehung log ab = log a+log b ist fiir zwei Operatoren

A und B vom Typ (M) nicht zu erwarten, da der Operator AB i.a. — selbst unter der Voraussetzung
der Vertauschbarkeit von 4 und B — nicht vom Typ (M) ist.
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Beweis a) Der Operator ¢4 ist fiir ¢ >0 vom Typ (M) und es gilt ¢*4* =(cA)"
Fiir x€M(0; 0) ist

lOg (CA)x = lill’l(—cﬂ-ix = lim =1 A"‘x—l—limA —[x _
a0 o @40 o 510
= (log ¢)x +log (4) x.

Folglich gilt auf Grund der Abgeschlossenheit von log(c4)und M(0; 0) =X die Be-
ziehung log (cA)x = (log ¢)x +log (A)x (x € D(log (4))).
Ebenso ergibt sich log (c4)x =(log ¢)x +log (4)x fiir x €D (log (c4)).
b) Fiir x€M(0;0) ist wegen (4% =4 0=a=1; f=0) (vgl. (1.2))
log(dfz = ol CeZ—2 _ 5 lou(d)m
oot 0 oo
Wegen der Abgeschlossenheit von log (4°) und 9(0; 0) =X — denn A° ist eben-
falls vom Typ (M) — ergibt sich dann log (4%)x =0 log (A)x fiir x€D(log (4)).
Aus einer entsprechenden Uberlegung fiir x €D (log (4%) folgt dann insgesamt
die Behauptung.

Satz 6. Fiir £€=0und x€D(0) ist di;log (A+EDx = R(—¢&; A)x.
Beweis. Mit Hilfe der Abschitzung

(44D —A"x|| =

;—l_l-oc

sinnnoc {2 1 }Mzﬁa”x“ (x€D(4); O<a<1)

(vgl. [9]) ergibt sich unmittelbar die Bezichung D(4%)=D((4+£I)*) und somit
DO0) = U D((4 +£I)°) fiir alle & >0. Wegen K(4 +¢I)=X ist K(0) =X, und es gill
a>0

oo

1og(A+z51)x:f Ate—DI
0

I
CoDL Gy ety ixay

fiir x€®D(0). Durch Differentiation erhilt man dann die Behauptung.

4. Lemma 4. Es sei A ein beschriinkter und beschriinkt invertierbarer Operator
voin Typ (M). Dann gilt

a) o(log(A))c{z:|Imz| = =},

R(—n; A
b) (log(d)—zl)~t = W;_Zﬂ#dn (|Im 2| > 7).
0
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Beweis. Dic Aussage a) crgibt sich aus dem Spekiralabbildungssatz [5], da
log z (vgl. 3)) holomorph auf a(4) ist.
b) Entsprechend dem Riesz—Dunfordschen Funktionalkalkiil ist

(log (4) —zI) " = —%%(Iogc—zrlk(cm) .
C

Withli man den Integrationsweg wie im Beweis zom Lemma 1, so erhiilt man

1
(log(A)—zI)~! = ~«—2-7-&‘/ (logn+in—2z)~R(—n: A)dn+
0

1 , -1 ) _ R(=n;4)
+§n—i/(10gf1-m 2)7 ' R(—n; A) dy = Togn—27+7= M
0 0

Satz 7. Essei A ein Operator vom Typ (M); dann gilt

@.1) a) o(log(4)c{z:[Imz| = =},

1 R(—n; 4)

— (1tm z| > m).
1 _7)2 2
J (logn—2)*+=

@.2) b) (log(A4)—zI)~' =

Beweis. I. Wir iiberlegen uns zunédchst, da3 der lineare Operator

R(=n; A)

YO | dogn—ar
0

dq (Imz|>n)

beschrinkt ist.
Es sei z=a+iff (|f|=mn); dann gilt

O areman ([ [ My
.3 [J+J][I(logn—2)z+nzl d”] :[O/JFR/]n{(logn—oc)z—/f“rnz}*o

(e >0, R —<0), womit die Aussage bewiesen ist.
IL Es sei A;=(4+sI)(sA+1)~* (s=0). Wir zeigen, daB8 R(z; log (4,)) fiir
s—0 in der gleichmiBigen Operatorentopologic gegen S(z) konvergiert,
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Diese Aussage ergibt sich wie folgt. Es ist
1S(2)— R(z; log (4,))|| =

(T— 4%) (A +qI)-* [A+ nts 1]_ldnH.

s
N Ho/ {(logn—z)*+n*} (s +1) ns+1

Fiir beliebige Werte ¢, R mit 0 <¢ <R =< <o gilt
R

/I(logn 2)? + 12| [ 2+(M+1)] dn—+0  (s—0).

Zusammen mit (4. 3) erhilt man damit die Behauptung,
III. Wir beweisen nun, da8 S(z) die Linksinverse von (log (4) —zI) ist.
Fiir x € MM(0; 0) gilt

I1S(2)(log (4) —zI)x — x| =S| llog (A)x ~log (4)x] +
+[15(2) — R(z; log (4,)) lllog (4,)x —zx] ~0

+1
{(log n—2)* +7*} (ns+1)

s(I—A%) (A+nI)~1 [A+L ]_1
{

fiir s >0 auf Grund von Lemma 3c) und der in II bewiesenen Aussage. Aus der
Stetigkeit von S(z) und der Tatsache, daBl 9(0; 0) ein Kern von log (4) ist, folgt dann

S@)(log (A)—zI)x = x  (x€D(log (4))).

- IV. Es bleibt zu zeigen, daB der Operator S(z) auch die Rechtsinverse von
(log (4)—zI) ist.
Der Operator S(z) stellt sich nach Definition als der gleichméBige Limes von
Operatoren der Form S, = 2{uR(—n; A) (4 — komplexe Zahlen; #,>0;
k=1

k=1,2,...,n) dar., Wegen S, IRO0;0)cM0;0) gilt log (A)S,x=S,log(4)x
fiir x€M(0;0). Die Folge log(4)S,x (x€M(0;0)) konvergiert fiir 7 -0 also
gegen S(z) log (4)x. Auf Grund der Abgeschlossenheit von log (4) folgt dann
S(z)x €D(log (4)) und log (4)S(z)x =S(z) log (4)x, d.h., auf M(O;0) gilt ent-
sprechend IIL:

(log (4) —zI)S(z) = S(z)(log (4) —zI) = I.

Aus der Abgeschlossenheit von log(4) und 9(0;0) =X folgt dann (log (4) —zI)-
+S(z)=1I, esist also S(z) = (log (4) —zI)~*, was zu zeigen war.
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5. Ein linearer abgeschlossener Opcrator 4 in einem Hilbertraum X heiBt
maximal accretiv, wenn Re (4x, x) =0 (x€D(A)) und (4--DD(A) =X gilt (vgl.
[14]). Die abgeschlossenen maximal accretiven Operatoren sind folglich genau die
Operatoren vom Typ (M) mit M =1.

Bekanntlich (vgl. [4], [8]) besitzt die Resolvente R(z; A) (Rez<0) eines abge-
schlossenen maximal accretiven Operators cine verallgemeinerte Spektraldarsicllung
der Form

«f {oo

.1 R(z; A)x = /

—joo

f}(-‘il)éi (Rez<0; x€X),

wobei F(it) (—eo <1 <o) einc verallgemeinerte Spektiralschar ist, d.h, eine links-
sletige, nichtabnehmende Schar von selbstadjungierten Operatoren, mit F(it) -O
fiir T > — e und F(ir) ~1I fiir T -+, Mit Hilfe von (5.1), (2.4) und (4.2)
erhdlt man den

Satz 8. Es sei A ein abgeschlossener maximal accretiver Operator mit 0¢ g ,(A).
Dann gilt
+ioco
log (A)x = f log tF(dt) x (x€M(©;0))

—joo
und
+ioco

(log () —zl)1x = /

—joco

llggl% (x€X; [Imz|>mn). %)
AbschlieBend wollen wir zeigen, daBl fiir einen maximal accretiven Operator
A in einem Hilbertraum X mit 04 0,(4), d.h., m =X [7], der Logarithmus von 4
als ein Spezialfall des von Sz.-NAGY und Foiag [13] entwickelten Funktionalkalkiils
fiir Kontraktionen definiert werden kann und mit dem oben definierten Operator
log (4) iiberstimmt. Wir beziehen uns dabei weitgehend auf die Bezeichnungs-
weise von Sz.-NAGY 'und Foiag [13] sowie auf die dort formulierten Aussagen.
Bekanntlich besteht zwischen einer Kontraktion 7' mit R(7—7) =X und einem
abgeschlossenen maximal accretiven Operator 4 mittels der Cayleytransformation

(5.2) T=U-DA+D"" und 4 =(T+T)T+T)"!

ein eineindeutiger Zusammenhang. Um fiir 4 mit Hilfe eines Funktionalkalkiils fiir
Kontraktionen einen Logarithmus definieren zu kénnen, geht man in der Weise
vor, da3 man versucht, der Kontraktion 7" einen Operator {(7") zuzuordnen, wobei
{(z) =log ¢(2) mit ¢(z) = (1+2)(1 —2)~1 ist.

5) Zur Definition von log ¢ vgl. 3).
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Fiir einen abgeschlossenen maximal accretiven Operator mit der Eigenschaft
0¢o,(4) gilt auf Grund von (5.2) {—1,1}No,(T)=0. Folglich gehdren die
Werte —1 und +1 nicht zum Punktspektrum der minimalen unitiren Dilalation
Urvon T [11], d.h., das SpektralmalBl E; (vgl. [12]) verschwindet auf {—1, 1}.

Wir betrachten nun die Funktion {(z) =log } iz = Z—gg mit u(z) = (1 +2)(1 —2)-
-log i i_z und v(z) =(1+42z)(1 —z). Die Funktion u(z) ist beschrdnkt und holomorph

in D={z; |z|-<1} und wegen E;({—1,1})=0 gehort u(z) zur Klasse Hy im Sinne
von Sz.-NaGy und Foias [13]. Die Funktion v(z) gehdrt zu der an gleicher Stelle
definierten Funktionenklasse E; der in D={z;|z| <1} beschrinkten #&uBeren
Funktionen, fiir die E-(v~1(0))=0 gill. Die Verfasser beweisen in Theorem 6 [13],

i_l_—z ein linearer abgeschlossener
Operator {(T) mit in X dichtem Definitionsbereich D(((T)) zugeordnet werden
kann,

daB dann der Funktion {(z)=u(z)u(z)~!=log

Satz 9. Es sei A ein abgeschlossener maximal accretiver Operator mit 0§ o ,(4).
Dann gilt log (4) =¢(T).

Beweis. Es sei 0<r=<1, Dann sind die Operatoren A, = (I+rT)I—rT)~ !
beschriankt und beschrinkt invertierbar, Entsprechend (2. 1) gilt also

log(4,) = — % 56 logzR(z; A,) dz.
C

Auf Grund von Theorem 6 (VII) [13] (vgl. auch [11]) ergibt sich, daB der Operator
1+rz
l—rz

{(T), der der Funktion {(,(z)={(rz)=log entsprechend dem Funktional-

kalkiil von Sz.-NAGy und Forag zugeordnet ist, in der Form {(T) = —5715 gSlog Zs
(%

-R(z; A,)dz darstellbar ist. Daraus ergibt sich {(7) =log (4,) 0 <r=<1).

In Theorem 8 der genannten Arbeit [13] beweisen die Verfasser, daB alle x € X,
dic der Bedingung sup [[{(T)x||<eo geniigen, zum Definitionsbereich D({(7))

0<r<1

gehdren. Fiir diese x€D((7)) und yeX ist ferner lifI% (log(4,)x, y) =
= lim (((T)x, ») = ({(T)x, y)

Mit Hilfe einer einfachen Rechnung erhdlt man fiir s = %::(0 <r-=1) die
Beziehung A, = (4 +sI)(sA+1)~! und auf Grund von Lemma 3c)

limlog (4,)x = log(4)x  (x€M(0;0)).
ryl
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Folglich gilt fiir x € M(0; 0)

sup 6, (T) x|l = sup [log(4,)x|<oe.
O=pr=zl 0 1

e

Die Operatoren {(7") und log (4) sind also auf 9M(0; 0) identisch. Auf Grund der
Abgeschlossenheit der Operatoren {(17) und log (4) crgibt sich, — da K(0; 0) ein
Kern von log (4) ist — dic Behauptung {(T)Dlog (4). Aus der in Abschnitt 4
angegebenen Integraldarstcllung fiir (log (4) —~z)~! (lIm z|>z) erhill man mil
Theorem 6 [13] dic Bchauptung,.
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