
Über den Logarithmus abgeschlossener Operatoren 
in Banachschen Räumen 

Von VOLKER NOLLAU in Dresden (DDR) 

Es sei A ein abgeschlossener linearer Operator im Banachraum X, dessen 
Definitionsbereich T ) ( A ) in X dicht liegt. Wir sagen, A sei vom Typ (M), wenn 
die negative reelle Achse (ausschließlich des Nullpunktes) zur Resolventenmenge 
q(A) gehört, und eine positive Konstante M existiert, so daß die Resolvente 
J?(-A; A ) = CA. + X I Y 1 für alle A>0 der Bedingung | | i ? ( -A; genügt. 

Wie man leicht sieht, gilt für den Logarithmus log ( A ) eines beschränkten 
und beschränkt invertierbaren Operators A vom Typ (M) 

lim — (A'-I) = log (A) 
«i o « 

(Lemma 1). Das Anliegen dieser Mitteilung besteht darin, eine Verallgemeinerung 
dieser Beziehung für einen Operator A vom Typ (M), dessen Wertebereich R ( A ) 

dicht in X liegt, anzugeben. Wir zeigen, daß lim ' - (A"x — x) auf einer dichten 
« l o a 

Teilmenge existiert und leiten daraus eine Definition des Logarithmus log ( A ) 
eines Operators vom Typ ( M ) her. (Abschnitt 2.) 

Ausgehend von einer Integraldarstellung des Logarithmus geben wir anschlie-
ßend einige Zusammenhänge zwischen den Operatoren A" (0 s a < und log ( A ) 
an, wie sie aus der Theorie der starkstetigen Halbgruppen beschränkter Operatoren 
bekannt sind (vgl. z. B. [5]) (Satz 4). Außerdem beweisen wir im Abschnitt 3 einige 
Analogien zu den als Logarithmengesetze bezeichneten Eigenschaften der Funktion 
/ ( z ) = l o g z . Im vierten Abschnitt wird eine Integraldarstellung der Resolvente 
(log ( A ) — zf)"1 für |lm z\ >% angegeben. Schließlich beschäftigen wir uns im Ab-
schnitt 5 mit dem Logarithmus abgeschlossener maximal accretiver Operatoren im 
Hilbertraum (diese Operatoren sind vom Typ ( M ) (M = l)) und zeigen, daß die 

') A" und log (Ä) seien dabei durch den Riesz-Dunfordschen Funktional kalkiil [5] definiert 
(vgl. z. B. auch [6]). 

l A 
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Integral s u l 7 t a f if~1R( — ri;Ä)Axdri (x^1>(A)) gegebenen linearen Operators; 
75 g 

von uns angegebene Definition sich als Spezialfall des Funktionalkalküls von 
S Z . - N A G Y uncl FOIA§ [14] für Kontraktionen erweist. 

1. Als Potenz^"1 (0 < a < 1) eines Operators A vom Typ (M) definieren wir wie 
BALAKRISHNAN in seiner grundlegenden Arbeit [2] die Abschließung des durch das 

sin na 
n 

A° sei die identische Abbildung / , Al ~A und Aa~AlaJA"~M für a >• 1.2) Einige 
Eigenschaften der Operatoren A" ( 0 sa<<») , die in [10] bewiesen werden und im 
Weiteren benötigt werden, geben wir im Folgenden ohne Deweis an. 

Es sei A ein Operator vom Typ (M ) , dann gilt: 

(1.1) AaAi>^A«*i> ( a , j 5 s0 ) ; 

(1.2) für 0 S a g 1 ist A" wiederum vom Typ (A/) und (A")11 = Aaß (ßs=0); 

(1.3) (Al>) und it (Aa)3il(A") (oc^ß); 
oo 

(1.4) A"x — ~ ~ ~ J tf~1AR(—t];Ä)xdri (x£%(Aa'); 0 < « < a ' g l ) ; 
o 

(1. 5) \\A"R(-t];A)\\ =§ K f ä t f - 1 

i K(a) = S 1 " T O ,M(1+M); ri>0; 0 < a < l | ; 
7ta(l — a) 

(1.6) A«R(-ti;A)-DR(-ii;A)Aa 0; a s O ) ; 

(1.7) für x<= U ^>(Aa) ist UmA«x = x; 
a ) 0 

( 1 . 8 ) 0 f £ ( r p ( ^ ) ( O S a S l ) . 

2. L e m m a 1. Ist A ein beschränkter und beschränkt invertierbarer Operator 
vom Typ (M), so gilt 

(2.1) \im-(A«-I) = log04) = - l o g zR(z;A) dz3) 
et t o <x ¿m J c 

oo 

(2.2) log(Ä) = / (1 +r,)-1(A-I)(A + r,I)-idn. 

2) Unter [a] verstellen wir die größte ganze Zahl, die kleiner als a ist. 
3) Dabei denkt man die komplexe Ebene längs der negativen reellen Halbachse aufgeschnit-

ten und es wird logz = log [z| + i a r g z (-n s arg z<n) definiert. C ist eine geschlossene Kontur 
(vgl. [5]), die das Spektrum n(A) genau einmal umschließt und in g(A) verläuft. 
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Beweis. Die Gleichung (2. 1) ergibt sich auf Grund der Vertauschbarkeit 
von Differentiation und Integration (vgl. [3]) 

ß) z«R(z; A) dz = ß ^ z«R(z; A) dz ^ ß) zx log z R(z;A) dz, 
c c c 

d. h., es gilt 

lim — (A'-I) = log (A) = - - 1 - . CD log z R(z; A) dz. 
« 1 0 « 2ra J 

c 

Wir wählen nun in (2. 1) als Integrationsweg die Kontur C, die aus den Kurven 
Re"'' ( —7i<w<7i), —• tj (ÜSj fSs ) , eei<e (nxp>—n) und — ^ (eö i /S i ? ) besteht. 
Dabei seien £ > 0 und R>0 so gewählt, daß a(A) innerhalb C liegt und C in g(A) 
verläuft. Wir bemerken ferner, daß auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes 

2ni 
(z~ 1) 1 log z dz = log 1 = 0 

ist. Es gilt folglich 

log (A) = - ¿ ß log z(R(z; A) + (z- l ) " 1 / ) dz. 
c 

Die Darstellung (2. 2) von log (A) ergibt sich aus diesem Integral, wenn man den 
Integrationsweg in der Weise deformiert, daß e ->0 und geht. 

D e f i n i t i o n 1. Es seien A ein Operator vom Typ (M), 33(«) = U T>(A"') 

R(ß)= U St(A'% M(a,ß) = £(cc) t l f t f ß ) , 93 die Menge aller xeX^üir die 
P'-ß 

1 1 lim — (A"x — x) existiert und [log(/0]x = lim • (A"x—x) 23). 
«+ o « «i o a 

Satz 1. Es sei A ein Operator vom Typ (M), dann gilt 

(2.3) y.Tf (0; 0) <= 93 
und 

oo 

(2.4) [log(i4)]* = J (\+ri)-1(A-I)(A + riI)-1xdt] (*e3K(ö;0)). 

Beweis. Es wird zunächst gezeigt, daß das Integral (2. 2) für alle xGi).){(0; 0) 

vergiert, um anschließend z 

und mit (2. 4) übereinstimmt. 

konvergiert, um anschließend zu beweisen, daß lim ~(A"x — x) auf $1(0; 0) existiert «io a 

l* 
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Es sei xdX>(Aa')0 ti(AP') ( 0 < a ' , ß's 1). Für das Integral (2.2) erhält man 
die folgende Abschätzung 

oo 

| | / ( l + ^ i Ä - m A + flD-'xdnW S (H-2M)ln2 . |W| -I-

- f\\(A+r,I)-ix\\ A + J \\A(A + niylx\\ 

Da x £ ist, existiert ein y £ D(/i/!') mit x=Ap'y. Daraus folgt auf Grund 
von (1.5) die Ungleichung 

\\(A-]-rii)~1x\\ = =s KW'-'WyW 
und somit 

i i 

J(1 +ri)-i\\(A + tiI)-1x\\ dr, s K(ß')\\y\\ JY^-dr,. 
0 0 

oo 

Die Konvergenz des Integrales J(l+r])~1\\A(A + riI)~1x\\dri erhält man mittels 
I 

(1. 5) aus der Ungleichung 

\\A(A + riI)-ix\\ = \\A1~a'(A + 1]I)~1Aa'x\\ ^ K(l-oi.')ri-a'\\Aa'x\\. 

Für ergibt sich auf Grund von (1.4) und 
oo 

o 
die Beziehung 

oo 

l(A"x-x)~ J (A + rjl)~1 xdt] = 
o 

, sin na . 

/

ir/ 1 

^ — / ) + / ; / ) - 1 x i/i/ (0<<X<CO-
l+ri 

o 
Wegen x ^ ^ j ^ G X ) ^ " ' ) ) und x€T>(Aa') erhält man mittels (1.5) für 0<<5^1 
die Abschätzung 

s ^ sin na | s 

| f — ¡ ^ (A±nI)-1Ap'yd,i ^ 2K(ß')\\y\\Jrf'~ldr\ 
o o 
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und für 1 -= R • 
sin na 

if 1 
na n + tl 

A(A + r¡I) 1xdr¡ 

á \\A"'x\\-K(l-«'){/r¡a"a'~1dri+ f n'"'-1 di]}. 
R R 

Zu einem beliebigen e >-0 existieren folglich ein <50 >-0 und ein i?0<oo, so daß 

sin na F n '? 
(2.5) 

0 Ro 
gilt. Auf Grund von 

u+im 
i 

(A-^iA + tiiyixdri 
8 

2~ 

R Q Sinwg : 

/

'/ 

na T h T 
" ¿ 0 

tA-I)(A + r¡I)-1xdr] 

S sup 
öoSi/SRo 

sin rax 
7I0C 

i f - 1 

Ro 

• ¡ V 4 - I)(A + i,I)~'x I ¿//y 

1 + / ? ~ 2 

für 0 < a S a 0 ( i ) < « ' und (2. 5) ergibt sich die Aussage des Satzes. 

L e m m a 2. D/e Operatoren Z„ = Ail"n(nl+A)~1 (« = 2 ,3 , sind gleich-
mäßig durch 3M(M+1) beschränkt, und es gilt lim Z„x=x. Die Operatoren Z„ |J->oo 
und Pog (A)} sind auf 93 vertauschbar. 

Beweis . Für ein Element x£X gilt n(A +nI)~1x£T>(A), so daß sich nach 
Definition 

. n M 
Sin— r- 1 

Znx = A1,"n(A + nI)~1x = — / rf"'1 R(-ri;A)AR(-n;A)xdti 

Ii 0 

und somit 
• n 11 

Sin — i n —-1 p 1 ^ 
s — ^ - A T ( 1 + M ) | / / » 7 ~ 2 < / > / | ||X|| =a 

— o 1 n 

ergibt. 
=s 3 M ( i + M ) M 
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Es sei nun x€l>(A), dann gilt auf Grund der Vertauschbarkeil von A11" und 
n(A -I-/;/)"1 (vgl. (1. 6)) die Ungleichung 

| | Z ( I A - - X | | Ö \hi(A-\-nlylAll"x-n(A + nl)~1x\\ + \\n(Anl)~lx-x\\ S 

S M\\Au"x-x\\ + ||n(A-Vn^-^-x-xl 

Wegen der Beziehungen lim Au"x-x (x£3)(0)) (vgl. (1.7)) und lim n(A - I -n l )~ l x= II-.CO, v ' v " ll->oo 
=x(x<iX) erhält man lim All"n(A.-VnI)~xx = x für x£Q(A). Die Behauptung folgt 

nun aus "£>(/!) = X und der gleichmäßigen Beschränktheit der Folge (Z„). 
Es sei Entsprechend (1. 6) gilt für hinreichend kleines Ii > 0 

II [log (/!)] Zmx - Zm[ log (A)]x\\ 35 jj[log (A)]Z„,x — j (A" -I)Z„, + 

\^{A"-l)x~[\og(A)]x\ 

und folglich wegen Zmx£SB (m = 1, 2, ...) die Behauptung. 

Sa l z 2. Der Operator [log (A)] ist abschließbar. 

Beweis . Die Abschließbarkeit von [log(A)] ist bewiesen, wenn wir zeigen, 
daß aus {x„}cSB, lim A-„ — 0 und lim [log (A)]xn =y die Aussig; ^ = 0 folgt 
(vgl- [1])- Für eine Folge {x,,} mit den genannten Eigenschaften gilt dann einerseits 
wegen | ( v g l . (1.5)) 

lim A^(A + I)~1 [log (A)] xn = Ai(A+iy\v. 

Andererseits erhält man wegen 

^ ( i i + T T ' D o g ^ ) ] * . = [ log (A)]Äi (A [ ly-'x,, 
die Beziehung 

\\AHA+ir'[\og(A)]xn\\ =s 

s ( . { / ^ + I W I - 0 < „ - » , . 
Folglich ist Ai(A +I)~1y = 0. Wegen (1. 8) ergibt sich y = 0, was zu zeigen war. 

D e f i n i t i o n 2. Die Abschließung von [log (A)] heißt der Logarithmus des 
Operators A und wird mit log (A) bezeichnet. 

Sa t z 3. Der Logarithmus log (A) ist auf einer in X dichten Teilmenge 33 (log (A)) 
definiert. Die Menge $ö?(0; 0) ist ein Kern von log (A), d.h., zu jedem x(:T>(log (/!)) 
existiert eine Folge { A ' „ } C 1 ( 0 ; 0) mit l i m x „ = x und lim log (A)x„ = log (A)x. 
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Beweis . Die Beziehung ®(log (A)) = X folgt unmittelbar aus 9f t (0 ;0)g 
g93g£>(logC4)) und Lemma 2. 

Um zu beweisen, daß 501(0 ; 0) ein Kern von log (A) ist, zeigen wir zunächst 
Z„log(^)x=log (A)Znxfür x £ 35(log (A)) und« = 1, 2,..,, wobei Z,=Ai/"n(nI+Ayi. 

Auf 93 sind entsprechend Lemma 2 die Operatoren log (A) und Z„ vertauschbar, 
Es sei j £ D ( l o g (A)); nach Definition existiert eine Folge {.ym}c93 mit Jim ym =y 
und \im\og(A)ym=log(A)y. Daraus folgt 

lim log (A)Z„y„,=lim Z„log (A)ym =Z„ log (A)y. 

Aus der Abgeschlossenheit von log (A) ergibt sich dann Zny 6 D (log (A)) und 
Z„log (A)y = log (A)Zny. 

Es seien nun xf^X) (log (A)) und xn=Znx(Z„x em(0;0) für alle » = 1,2, 
Dann gilt lim x„ =x (vgl. Lemma 2) und lim log (A)x„ =l im Z„log (A)x = log (A)x. 

3. L e m m a 3. Es sei AS = (A -}-s/)(sA + / ) _ 1 (.?>0). Dann gilt: 
a) die Operatoren As sind beschränkte und beschränkt invertierbare Operatoren 

vom Typ (.M') mit M' = 1+2M, 
b) lim (As)ax = Aax (x €£>(«); aSO), 

c) lim log (As)x = log (A)x (x 6 5öt(0; 0)). 
s 10 x 1 

Beweis, a) Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition von 
As und der Beziehung 

UAs+riiy'W in - 1 

1 + rjS 
(sA+I) A + S + f j - l 

S ( M + 1): 

1 +r]S 

M 2M+1 
1 + qs S + ri ri 

b) Es sei x£X>(oc) ( 0 ä a - < l ) . Dann gilt für x£l)(a') (a'>a) 

0). 

\\(Asfx-A«x\\ = 
sin na 

f ( A , (As + riI)-1-A(A + tiI)-i)tix-1xdri 

M V | | * | | + (1 + M) 2 In (1 + s) ||*|| + (1 + M)sx ' x
 sif aJa) W'x\\ -0 

(vgl. (1. 5)). 
Für a = 1 ergibt sich die Behauptung aus der Ungleichung 

( J - 0 ) 

(3.1) || Asx-Ax\\ = (•t-A2) A+—I 
s 

s§ M i l l e n + z ( i - i O , y E | M 1 + i ! * | | e > o ) . 
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Auf Gruncl der Beziehung 

lim (A^+'x = l i m W ' W * = An+Ctx (x£T)(n -l-«)) 
s I O s ) 0 

( O s a s l ; n~— 1,2, ...), die sich unmittelbar aus (3. 1) ergibt, fogt dann die Aussage 
für a > l . 

c) Es sei x £ T>(A") fl ft(Ap) ( 0 < s , ßsi). Nach Voraussetzung existiert also 
ein y £ T>(Af>) mit x=Aßy. Mit I-Iilfe von (1. 5) und (2.4) ergibt sich 

lllog (Ag)x log (v4)x|| - j 

oo 

J 1+ip 

( W M u«As«+Mnm , J 
sin 7ca sin %ß y 7 

S a t z 4 . Es sei A ein Operator vom Typ (M). Dann gilt 

a) lim -—^— (Ap—A")x = log (A) A"x (x€T)(aj; a g ö ) , 
fit «/>—<* 

b) log(A)A"x = A"log(A)x (xeM(a;0); otisO), 

c) limexiOBU")x = A"x (x<E£(a); a&0). 
s I 0 

Beweis , a) Es sei x6T>(Aa') ( a ' xx) . Auf Grund des Potenzgesetzes (1. 1) ist 

lim — {Ap x — Aax) = lim—^—(Al>~°1 — I)A"x = log (A)A"x. 
/¡l«ß — a /)|« /> — a 

b) Es sei x69K(a; 0) für O S a S l . Dann gilt 

A«]~(Ah-I)x = ^(A"-I)A'x-*log(A)A«x (A-0). 
« n 

Aus der Abgeschlossenheit von A" ergibt sich dann log (A)x £ T>(Aa) und A" log (A)x= 
=log (A)A«x. 

Für a > l erhält man die Aussage unmittelbar auf Grund der Definition von 
A" und der vorangegangenen Überlegung. 

c) Die Behauptung ergibt sich aus der Multiplikativität des Riesz—Dunford-
schen Funktionalkalküls (vgl. [5] und Lemma 3b). 

Sa tz 5. Es sei log (A) der Logarithmus eines Operators A vom Typ (M). Dann 
gilt: 

a) log (cA) = log (A) + (log c)I ( c>0) , 4 ) und b) log (A") =a log (A) (0 Siffig 1). 

4) Eine vollständige Analogie zu der Beziehung log ab = log a+ log b ist für zwei Operatoren 
A und B vom TyP (M) nicht zu erwarten, da der Operator AB i.a. — selbst unter der Voraussetzung 
der Vertauschbarkeit von A und B — nicht vom Typ (M) ist. 
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Beweis a) Der Operator cA ist für c >-0 vom Typ (M) und es gilt cxA" = (cA)". 
F ü r x G W ( 0 ; 0) ist 

log (cA)x = l im-— x = lim A"x + lim x = 

«i o & x\0 & » | 0 « 

= (log c)x + log (A)x. 
Folglich gilt auf Grund der Abgeschlossenheit von l og (cA) und XR(0; 0) — X die Be-
ziehung log (cA)x = (log c)x + log (A)x (xf:Ti (log (/i))). 
Ebenso ergibt sich log (cA)x = (log c)x + log (A)x für x£l)(log (cA)). 

b) Für xG9)1(0;0) ist wegen {A«y=Aaii (O^ocräl; ß^O) (vgl. (1.2)) 

log(^")x = crlim - A -—— = erlog(A)x. 
n I 0 ff« 

Wegen der Abgeschlossenheit von log (A") und 9Jt(0; 0) = X— denn A" ist eben-
falls vom Typ (M) — ergibt sich dann log (A")x = a log (A')x für x£D(log (A)). 
Aus einer entsprechenden Überlegung für x^T>(log (Ax)) folgt dann insgesamt 
die Behauptung. 

Sa tz 6. Für undx£T>(0) ist -J r log(y4 + = R(-£;A)x. CIC, 

Beweis . Mit Hilfe der Abschätzung 

71 [CI 1 — 0C J 

(vgl. [9]) ergibt sich unmittelbar die Beziehung T>(A") = £>((yi -f <!;/)") und somit 
£>(0) = U + UY) für alle <? >0. Wegen l\(A ist «(0) = X, und es gilt 

«> o 

log (A + £I)x= J A+f+~1)T (A+ ({ + ,,)iyKxdr, 
0 

für x 6 35(0). Durch Differentiation erhält man dann die Behauptung. 

4. L e m m a 4. Es sei A ein beschränkter und beschränkt invertierbarer Operator 
vom Typ (M). Dcnm gilt 

a) <r (log (Ä)) c {z: |Im z| n), 

b) ( l o g W - « ) - 1 - j tof-J)***' ( | I m z | > 7 t ) -
o 
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Beweis . Die Aussage a) ergibt sich aus dem Spektralabbildungssatz [5], da 
log z (vgl. 3)) holomorph auf <r(A) ist. 

b) Entsprechend dem Riesz—Dunfordschen Funktionalkalkül ist 

(log (A) - zi) -1 - - (ß (log C - z ) - l m ; A ) d C . 
c 

Wählt man den Integrationsweg wie im Beweis zum Lemma 1, so erhält man 

oo 

(log (A)-zl)~1 = (log r\ -I- in ~z)-y R (—t]\ Ä) dl] + 
o 

oo oo 

+ ¿ / 0 0 8 n - i n - ^ H - n ^ d « - f (l0^Z%2
Aln2 dr,. 

S a t z 7. Es sei A ein Operator vom Typ (M); dann gilt 

(4.1) a) ff (log (A)) c {z: |Im z\ s 7t}, 

(4.2) b) (log 0 4 ) - z / ) " 1 = / jlo^Z^2
Äln2 dr, (|Im z\ > n). 

o 

B e w e i s . I. Wir überlegen uns zunächst, daß der lineare Operator 

oo 

/ 
0 

beschränkt ist. 

i ( | l m z | > 7 t ) 

Es sei z=a + iß (\ß\>-ri); dami gilt 

e oo 
M dt] 

0 R 0 R 
r,{(logr,-a)2-ß2 + n2} 

(e ->-0, °), womit die Aussage bewiesen ist. 
II. Es sei A^iA+sTHsA+I)-1 ( ¿>0) . Wir zeigen, daß R(z; log (As)) für 

¿•-»O in der gleichmäßigen Operatorentopologie gegen S(z) konvergiert. 
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Diese Aussage ergibt sich wie folgt. Es ist 

| | S ( z ) - ü ( z ; l o g ( i 4 J ) | | = 

f , n J , ^ (I-A^iA + nl)'1 lA + ^ ^ - l ) 1 

J {(\ogri-z)2 + Tt2}(ris+l)K { ns+l j 
o 

Für beliebige Werte e, R mit 0 < s < i ? < ° = gilt 

* s(I-A2)(A+r]iyl 

dt] 

/ A + ^ I 
tjs+l 

K 

/ 
{(logt]-z)2 + Tt2}(t]S+l) 

M2 

dt] 

| ( l og i / —Z)2 + 7T2 a +(M+l)2\dt]^0 (s- 0). 

Zusammen mit (4. 3) erhält man damit die Behauptung. 
III. Wir beweisen nun, daß S(z) die Linksinverse von (log (A) — zl) ist. 
Für 9)1(0; 0) gilt 

|| S(z)(log (A) - zl)x - x|| S || S(z)\\ || log (A)x - log {AM + 

+ II s ( z )—R( z ; i°g C4S))II | | i o g ( ^ j * - z * | | -»-0 

für £->-0 auf Grund von Lemma 3c) und der in II bewiesenen Aussage. Aus der 
Stetigkeit von S(z) und der Tatsache, daß 931(0; 0) ein Kern von log (A) ist, folgt dann 

S(z)(log (A) - zl)x =x (xf_ B(log (A))). 

• IV." Es bleibt zu zeigen, daß der Operator S(z) auch die Rechtsinverse von 
(log (A)-zl) ist. 

Der Operator S(z) stellt sich nach Definition als der gleichmäßige Limes von 
n 

Operatoren der Form S„ = 2iakR( — r]k; A) (ak — komplexe Zahlen; tjk>0; 
k=1 

k = 1, 2, . . . ,«) dar. Wegen £„9)1(0; 0)<= 9)1(0; 0) gilt log (A)Snx = S„ log (A)x 
für x<E9.R(0; 0). Die Folge log (A)S„x (x€äR(0; 0)) konvergiert für n->°° also 
gegen S(z) log (A)x. Auf Grund der Abgeschlossenheit von log (A) folgt dann 
,S'(z)xiD(log (Ä)) und log (A)S(z)x = S(z) log (A)x, d.h., auf 9)1(0; 0) gilt ent-
sprechend III: 

(log (A)-zI)S(z) = S(z)(log (A) -zl) - 7. 

Aus der Abgeschlossenheit von log (A) und 9)1(0 ;0) =X folgt dann (log (A) — zl) • 
• S(z) — I, es ist also S(z) = (log(A) — zi)~l, was zu zeigen war. 
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5. Ein linearer abgeschlossener Operator A in eiiiem 1-Iilbcrtraum X heißt 
maximal accretiv, wenn Rc (Ax, x)öO (x£T>(A)) und (AT)T>(A) = X gilt (vgl. 
[14]). Die abgeschlossenen maximal accretiven Operatoren sind folglich genau die 
Operatoren vom Typ (M) mit M = 1. 

Bekanntlich (vgl. [4], [8]) besitzt die Resolvente R(z;A) (Rez <0) eines abge-
schlossenen maximal accretiven Operators eine verallgemeinerte Spektraldarstcllung 
der Form 

-i /<*> 

(5.1) R(z;A)x = j ( R e z < 0 ; x^X\ 

wobei F(ix) ( — OO«=;T<°°) eine verallgemeinerte Spektralschar ist, d.h. eine links-
stetige, nichtabnehmende Schar von selbstadjungierten Operatoren, mit F(ix) ->0 
für x -*• — 0 0 und F(ix) ->I für x - 0°. Mit Hilfe von (5. 1), (2. 4) und (4. 2) 
erhält man den 

Sa t z 8. Es sei A ein abgeschlossener maximal accretiver Operator mit Off ap(A). 
Dann gilt 

l o g ( A ) x = J l og tF (d t )x (x£m(0;0)) 
- ioo 

( l o g ( A ) - z l ) - i x = J (xeX; \lmz\>n). 5) 
— ioo 

Abschließend wollen wir zeigen, daß für einen maximal accretiven Operator 
A in einem Hilbertraum X mit 0 f|; ap(A), d.h., S\(A) =X [7], der Logarithmus von A 
als ein Spezialfall des von S Z . - N A G Y und FOIA§ [13] entwickelten Funktionalkalküls 
für Kontraktionen definiert werden kann und mit dem oben definierten Operator 
log (A) überstimmt. Wir beziehen uns dabei weitgehend auf die Bezeichnungs-
weise von S Z . - N A G Y und FOIA§ [13] sowie auf die dort formulierten Aussagen. 

Bekanntlich besteht zwischen einer Kontraktion T mit i\(T—I) = X und einem 
abgeschlossenen maximal accretiven Operator A mittels der Cayleytransformation 

(5.2) T = ( ^ - / X ^ - f / ) - 1 und A = ( Z + T H J + r ) - 1 

ein eineindeutiger Zusammenhang. Um für A mit Hilfe eines Funktionalkalküls für 
Kontraktionen einen Logarithmus definieren zu können, geht man in der Weise 
vor, daß man versucht, der Kontraktion T einen Operator £(T) zuzuordnen, wobei 
£(z)=log(p(z) mit q>(z) = (1 +z ) ( l - z ) " 1 ist. 

5) Zur Definition von log t vgl. 3). 



Logarithmus abgeschlossener Operatoren 173 

Für einen abgeschlossenen maximal accretiven Operator mit der Eigenschaft 
0(i;ap(A) gilt auf Grund von (5.2) { - 1 , l}Do-p(T)=0. Folglich gehören die 
Werte — 1 und + 1 nicht zum Punktspektrum der minimalen unitären Dilatation 
UT von T [11], d.h., das Spektralmaß ET (vgl. [12]) verschwindet auf { —1, 1}. 

1 z u(z) 

Wir betrachten nun die Funktion £(z) = l o g - — - = ~ y mit u(z) = (1 + z)(l — z)-

1 + z •log- und v(z) ~(1 +z)(l ~z). Die Funktion ii(z) ist beschränkt und holomorph 
1—z 

in D = {z; |z( •< 1} und wegen ET({- 1, 1}) = 0 gehört it{z) zur Klasse HT im Sinne 
von SZ.-NAGY und FOIA§ [13]. Die Funktion v(z) gehört zu der an gleicher Stelle 
definierten Funktionenklasse Er der in D = { z ; | z | < l } beschränkten äußeren 
Funktionen, für die £ ,

T(ü~1(0))=0 gilt. Die Verfasser beweisen in Theorem 6 [13], 
1 + z daß dann der Funktion £(z) = u(z)v(z)~1 = log - ein linearer abgeschlossener 1 — z 

Operator 'i(T) mit in X dichtem Definitionsbereich T>(c(T)) zugeordnet werden 
kann. 

Sa tz 9. Es sei A ein abgeschlossener maximal accretiver Operator mit 0([ ap(A). 
Dann gilt log (Ä)=((7r). 

Beweis . Es sei 0</• -< 1. Dann sind die Operatoren At = (I + rT)(I—rT)"1 

beschränkt und beschränkt invertierbar. Entsprechend (2. 1) gilt also 

log (Ar) = ~ (j) log zR(z;Ar) dz. 
c 

Auf Grund von Theorem 6 (VII) [13] (vgl. auch [11]) ergibt sich, daß der Operator 
1 + rz 

C.(T), der der Funktion (,.(z) =C(''z) = log entsprechend dem Funktional-1 — rz 

kalkül von SZ.-NAGY und FOIA§ zugeordnet ist, in der Form (X^) = — - ^ r ^ l o g z -

•R(z;Ar)dz darstellbar ist. Daraus ergibt sich Cr(T) = log (A,) (0 < r 1). 
In Theorem 8 der genannten Arbeit [13] beweisen die Verfasser, daß alle x£X, 

die der Bedingung sup HC,.(r)x|| < °° genügen, zum Definitionsbereich ®(£(T)) 
0 <!'< 1 

gehören. Für diese x € ® ( ( ( T j ) und y C_ X ist ferner lim (log (A,.)x, y) — 

= llm(UT)x, y) = ( i ( 7 > , y). 

Mit Hilfe einer einfachen Rechnung erhält man für ,v = | — ' (0 -<r 1) die 
1 + / • 

Beziehung At, = (A +sI)(sA +I)~1 und auf Grund von Lemma 3e) 

lim log (A,)x = log (A) x (x 6 S)t (0; 0)). 
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Folgl ich gilt f ü r x£Wl(0; 0) 

SUP HC C O — SUp | l 0 g ( i i r ) * H o o . 

D i e O p e r a t o r e n Ç(T) und log (A) sind also auf 9.11(0; 0) identisch. A u f G r u n d der 
Abgesch lossenhe i t de r O p e r a t o r e n Ç(T) und l o g ( / l ) ergibt sich, — da .U(0; 0) ein 
K e r n v o n log (A) ist — die B e h a u p t u n g Ç(T) z> log (A). A u s der in Abschn i t t 4 
a n g e g e b e n e n In tegra ldars te l lung fü r ( log (A)~zl)~l (I lm ?.\ >~n) e rhä l t m a n mi t 
T h e o r e m 6 [13] die B e h a u p t u n g . 
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