Uber die Struktur der Hauptidealhalbgruppen. I

Von L. MEGYESI und G. POLLAK in Szeged

§ 1. Einleitung. Vorbereitungen

Unter einer Hauptidealhalbgruppe verstehen wir eine Halbgruppe H, deren sdmt-
liche Rechts- und-Linksideale durch ein Element erzeugt sind. Die Untersuchung
solcher Halbgruppen- wird in drei -Stufen durchgefiihrt: zuerst beschiftigen wir
uns mit der Struktur ,,im Grossen”, d.h., wir zeigen, da} die Green’sche Relation
# (bei GREEN &, s. [3]) in einer Hauptidealhalbgruppe eine Kongruenz ist, und
- beschreiben dann die Faktorhalbgruppe H/.f; im zweiten Schritt wird dassclbe
beziiglich der Relation 2 (bei GREEN #) gemacht; endlich wird die Operation
zwischen Elementen der 2-Klassen untersucht. In diesem ersten Teil werden die
ersten zwei Fragen erledigt.

Die Terminologie stimmt meistens mit der von [2] iiberein. Eine Abweichung
findet nur im Falle der -Green’schen #-Klassen statt, die wir 2-Klassen nennen
wollen, da sie in derselben Beziehung mit den Quasiidealen stehen, wie die #-, %-
und #-Klassen mit den Links-, Rechts-, bzw. zweiseitigen Idealen. Die Green’schen
Klassen werden wir durch L, R, I, O usw. bezeichnen, die ein- und zweiseitigen
Ideale durch L, R, I usw. In einer beliebigen Halbgruppe H wird fiir a€ H die
a enthaltende .#-Klasse durch I (a), das von a erzeugte Ideal durch I(a) bezeichnet.
I(@)>1I(b) bedeutet I(a)DI(b). Fiir die verwandten Begriffe werden analoge Be-
zeichnungen gebraucht.

Die ein- und zweiseitigen Idealverbdnde einer Hauptidealhalbgruppe ist sehr
“einfach zu beschreiben :

- 1. 1. (LyAPIN [4]). Dann und nur dann sind simtliche Ideale ( Linksideale, Rechts-
ideale) einer Halbgruppe durch ein Element erzeugt, wenn die Relatzon I CI’ (LcL,
R cR’) eine duale Wohlordnung ist. :

In [4] ist diese Tatsache nur fiir zweiseitige Ideale formuliert, der Beweis ist
aber natiirlich allgemeingiiltig. :

Aus 1.1 folgt, daB man die Ideale und auch die Rechts- und Linksideale mit
Ordnungszahlen so numerieren kann, daf} 1,01, (L,DL;, R,ORy) dquivalent
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mit a<p ist. Die zugehorigen Green’schen Klassen werden ebenso numeriert,
also I,>Iyea<p usw. Dabei laufen die Indizes der Ideale, der Links- und der
Rechtsideale im allgemeinen verschiedene Mengen durch, nidmlich die Menge
der Ordnungszahlen, die kleiner als y, y, bzw. y, sind. Es ist klar, daB y=1y,, y=7,.

Da aus L(b)2L(a) in jeder Hauptidealhalbgruppe I(b)=2I(a) folgt, so gilt
in Hauptidealhalbgruppen wegen 1.1 auch

1. 2. In einer Hauptidealhalbgruppe folgt aus I(a)D1(b) stets auch L{a) > L(b).

Die duale Aussage besteht natiirlich auch. Von jetzt an werden wir aus dualen
Aussagen immer nur eine_formulieren.

§ 2. Die Faktorhalbgruppe H/.¥

Unser Zweck ist die Existenz der im Titel des Paragraphen genannten Halb-
gruppe zu beweisen. Dazu brauchen wir aber noch weitere Vorbereitungen.

Eine #-Klasse I der Hauptidealhalbgruppe H nennen wir geschichtet, falls
‘I aus mehr als einer #-Klasse besteht. Spiter werden wir sehen, daB dieser Begriff
selbstdual ist. Zundchst mochten wir zeigen:

Satz |. Eine geschichtete S-Klasse der Hauptidealhalbgruppe H ist eine Unter-
halbgruppe der letzteren. :

Dem Beweis schicken wir einige Hilfssdtze voraus.

2.1. In einer beliebigen Halbgruppe H ist die Abbildung L —~La(a€H) des
Linksidealverbandes in sich monoton und aus

) LcLl, LacLcLla
Jfolgt die Existenz eines L” mit
LcL’cLl, L’a=L

(Diese Tatsache ist ein Spezialfall einer viel allgemeineren mengentheoretischen
" Tatsache.) Die erste Behauptung ist trivial und wohlbekannt Gilt ferner (1), so
bezelchnen w1r den Rechtsquotlenten L'a=
=L,NL’". Offenbar gilt L’aSL. Andererselts gibt es wegen LcL’a fir
jedes beL ein beL’ mit ba=b; da somit auch b ELO gilt, ist b€L”, also L € L’q,
was zu beweisen war,
Fiir unseren Fall ergibt 2. 1 den Spezialfall

2.2, Gelten in der Hauptidealhalbgruppe H die Gleichungen L,a=L,, L, ,.a=
=L,.p, s0 ist f=v. Aus L,b=L,, L,2L, folgt im speziellen L,b2L,.

In der Tat, nach 2. 1 wird die Menge {L,Jo=s=. auf die Menge {L,+,Jo=,=p
abgebildet.
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2.3. Gibt es unter den ,S”-Klas;ven, die in der F-Klasse I einer Halbgruppe H
enthalten sind, eine maximale, sei denn Ly, so gibt es fiir jedes LET ein ac H mit
LaS L, (d-h. La=]).

Ist namlich LE T, x€L, y€ Ly, so gibt es Elemente b, a ¢ H* derart, daB y =bxa.
Offensichtlich ist L(xa)=L(bxa)=L,, aber wegen xa€I und der. Maximalitit
von L, muB} hier die Gleichheit statthaben. Es gilt also xa€ Ly, dann aber auch
LaSL, '

Im Falle einer Hauptidealhalbgruppe H bedeutet dies, daB fiir eine geschichtete
F-Klasse I, mit I,=L, und fiir L, 1, stets ein a€ H existiert, so daB LacSlL,
(dh. La=1,). Ein solches Element werden wir ein Vergraflerungselement fiir
L, oder fiir L, nennen.

2.4. Sei I, eine $-Klasse der Hauptidealhalbgruppe H. Gilt xy €1, fiir ein
~X€I, und ein y€H, so gilt auch I,y <1, . '

Wire ndmlich L,y>1,, , dann hitten wir I, &1, . -y, folglich I, DY, ;. yD
>lI,,, dh. : : '
(2) Id'=La3 Ia+1"y=La+va Ia'+1 =La+§’ 0<V<€

(hier ist Y. ,:"y={x|xy€l,;,, x€ H}). Dann konnte man aber nach 2.3 ein
beH derart finden, daB I,yb=L,yb=L, gilt. Andererseits wire

Loy S 1,016 Sy = Loy,

was aber wegen 2.2 und (2) unméglich ist. Somit muf} tatsichlich I,yESI, .,
- bestehen. .
Es gilt endlich

2.5. Ist in der Hauptidealhalbgruppe H

] Ia-=La9 Ia'+1=La+§’ é¢]’
so ist & ein Limeszahl. :

Dies folgt aus dem folgenden bekannten Satz:

2.6 (LyarIN [4], S. 233--234.). Sei 1 das durch die f—Klasse‘ I eréeugte Ideal.
Ist LUINI) ein Linksideal fiir eine ¥-Klasse L1, so ist es ein Linksideal fiir alle
Z-Klassen mit LS.

Wire nun E=#5-+ 1, so wire .
La+r; = La+nUIa+i - La+nU(Ia\Ia) :

ein Linksideal, also z.B. auch L=ZL,UI,,, wire ein solches; dann hiitte aber
das Linksideal LUL, ., kein erzeugendes Element.
Jetzt konnen wir zum Beweis des Satzes iibergehen.
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Nehmen wir an, daB die geschichtete #-Klasse I, keine Halbgruppe ist. Dann
gibt es Elemente x, y€I, derart, dal xy€l,,, ist. Nach 2.4 ist dann I,yCI,,,
und jetzt nach dem Dualen desselben Hilfssatzes zI, &I, ., fir jedes z¢I,, d.h.

3 | ~ cE= Y
Betrachten wir das Linksideal
L = {x|I,xcL},

(es ist sogar ein Ideal) und es sei L=L(a). Wir zeigen zunichst, daB LaCSI, .,
ist (also auch LLEL,,,). Im Falle L=X, ist das trivial. Ist dagegen LOI,,
so gibt es fiir jedes y €1, ein x€ H mit xa=y, d.h.

@ I,- aa=1,.
Wegen der Definition von @ besteht auch
(5) ) Icra < Ia s

also fiir L, =I,. a muB wegen (4) und (5) L, =1, geiten. Ist noch L(a) DL,,,
so gilt wieder (L,,. a)Ja=L, und L, =L, . 'a>L,. Setzt man diesen Prozess
fort, so erhdlt man eine Linksidealkette

L,cL,<...,

die in endlich vielen Schritten abbrechen muB. Dies geschieht, sobald L, 2L(a)
ist. Dann haben wir ' ' .
I,=L,a=L,,d*=...=L, a",

also wegen a€L,, auch a"t!¢],. Folglich gilt nach (3) La"** <1, ., und das ergibt,
daB es eine kleinste k (0 =k =n) existiert, so daB La*** C1_,,. Wire dabei k>0,
50 hétten wir o '
- 1,5Ld*>1,,,, Ld"cl,,,.
~Dann wire aber xa€l,,, fir xelLa*\1,,,, und xadIL ., fir xeIL\La* im
Widerspruch mit 2. 4. Somit mul LaSI, ., gelten.

Nehmen wir nun ein beliebiges Element 5¢L und es sei wieder I, =L,.
Wegen I,b=1, und 2. 2 miiBen fiir die Linksideale ‘

L,=L,b, L,=L,b,., L, =L,,b

am a+m ™o o

die Ungleichungen o;=o+i gelten. Da Lex =L, offensichtlich gleichbedeutend

mit L.x& L, ist, folgt aus dem Gesagten, daf3 [ U L,-)bg U L; fir m=0,1,2, ....
. i=0 i=0

Dann. sind aber die Mengen M, = 0 L;UX,,, Rechtsideale, da
i . i=0

Mm=[ULﬁULHbgGLULH=Mm
i=0 i=0
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fir b¢L und M,bE1,., fir b€L besteht. Dabei ist Moc M, c M,C... wegen
2.5 eine unendliche wachsende Recht51dealkette im Wlderspruch mit- 1. 1. Dies
vollendet den Beweis- von Satz 1.

' Nehmen wir zwei Elemente a,b41 ;. Ist abel, ., dh L@R®E]L.,,
so gibtes wegen I, N L(a)=d, I, NR(b) # D auch Elemente a’, b’ €I, mita’d’ €1, .
Dies ergibt '

2.7. Ist I, geschichtet, so ist H\1,, , eine Halbgruppe (d.h.1, ., ein anldeal) ‘
Wir brauchen noch weitere Hilfssitze.

2. 8. Fiir jede &-Klasse L, einer geschzchteten JF-Klasse I, glbt es ein Vergrofle-
rungselement in I, .

Nach Satz 1 ist fiir ein beliebiges x €I, noch L,‘xDIa“. Nach 2.3 existiert
dann ein a€ H' mit L,xa=1,. Somit ist xa ein Vergrdsserungselement und xa¢,.

2.9. Fiir jedes ac H gibt es in I, ein L,, so-daf} L,a#1,.
Im entgegengesetzten Falle wére ndmlich L,a=I, fir L,>I,,,, 1,+'1a 1S3 JY
im Widerspruch mit 2. 2.

2. 10. Ist
Ia = Laz’ La+lDIa+1’

so sind H\ L, und L, Teilhalbgruppen.

Es geniigt das erste zu zeigen, da L, = I, N(H\L,;,;) ist. Sind aber
a,a € H\L,,,, aa’€L,,, so hat man ' :
© o 1,d SL(@)d CLy,,.

Andererseits gibt es nach 2. 8 in I, ein b mit I b=1, . Dadann beL(a ), d.h. b=xa’
ist, so besteht
‘ L=Ib=1xa Sl,d,
im Widerspruch mit (6).
2.11. La=I1, fiir jedes ac H\L, .
Fiir €1, hat man nidmlich ba¢L;, also Ia=L(b)a=L(ba)=1,.

Satz 2. Eine geschichteté J-Klasse I, kann keine Z#-Klasse sein.

. Es sei wieder I, =L, und nehmen wir ein a€ L,. Nach 2.9 gibt es einL,Cl,,
so daBl L,a =1, und nach 2. 8 gibt es ein b€, mit L,b=1I,. Wire nun R(a)=R(b),
so gilte a=bx, also L(x)=L,, dh. x¢ H\L,,,. Hieraus folgt aber wegen 2. 11

L,a=L bx=lt,x:Ia,

im Widerspruch mit dem Wahl von L,.
" Dieser Satz besagt, dal} der Begrlff der geschlchteten J-Klasse selbstdual ist.
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Somit sind die dualen Aussagen von 2.5, 2.8, 2.9, 2. 10 und 2. 11 auch giltig.
Die duale Definition der geschichteten #-Klassen werden wir im folgenden als
gleichberechtigte mit der friiher angegebenen anschauen.

Jetzt ist schon alles bereit fiir den Beweis des ersten Hauptresultats:

Satz 3. In einer Hauptidealhalbgruppe H ist die Green’sche Relation S eine
Kongruenz.

Wir haben 7,7,CS1, fiir beliebige g, ¢ und passendes t zu zeigen. Wir unter-
scheiden zwei Fille. '
. a) Weder I,, noch , sind geschichtet. Dann ist I,=L,, I, =R,, also nach [J],
_Lemma 1 ist II, sogar in einer einzigen Z-Klasse enthalten.
b) I, ist geschichtet. Wir behaupten, daBl dann immer

@) I,1,S min(l,,1,)

besteht. Sei namlich I, daB groBte unter den #-Klassen, fiir welche (7) nicht erfiillt
ist. Es kann nicht 7,=1, sein, da dann /I, S, besteht und (7) aus 2. 7 folgt. Es
ist also I, <T,. Dabei ist 7, nicht geschichtet, sonst konnte man ¢ und ¢ vertauschen
und das vorige Argument trite wieder in Kraft. Wir haben also /,=L,, und wegen
La& 1, firacl,

LacSL, . =L,y
d.h,
®) L,aNl,=@.

Andererseits gibt es wegen L(a) > L, fiir jedes b€ I, ein x € H mit xa=5. Dabei
kann x wegen (8) nicht in J, liegen, aber auch xélg, I, >1I,>1, ist unmoglich, da
fiir diese J; nach der Annahme

LaS 1, &I,
gilt und trivialerweise auch 7.=1, ausgeschloBen ist. Dieser Widerspruch vollendet
den Beweis, da der Fall, wo I, geschichtet ist, durch Dualisieren des betrachteten
Falles entsteht.

Es ist klar, daBl ein homomorphes Bild einer Hauptidealhalbgruppe wieder
eine solche ist. H/# ist also eine Hauptidealhalbgruppe, in welcher jede #-Klasse
aus einem Element besteht. Die so beschaffene Halbgruppen sind leicht zu beschrei-
ben: ' '

Nehmen wir eine transfinite Folge [=(ng, ..., #,, ... )s<r» deren Glieder natiir-
liche Zahlen und Symbole ¢ sind und z =1 ist. Jedem o <7 ordnen wir eine zyklische
Halbgruppe H, der Ordnung n, zu, welche im Falle eines endlichen n, auch den
Index n, hat, und es sei H,NH, =@ fiir ¢#0. Fiir Elemente verschiedener H,
definieren wir die Multiplikation durch

©®) (ahy =) hohy = Rmax (e, ) (h,€H,, h,eH,).
Dann ist H;= U H, offensichtlich eine kommutative Halbgruppe.

o<t
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Satz 4. H; ist eine Hauptidealhalbgruppe, in der jede #-Klasse ein Element
hat, und jede Hauptidealhalbgruppe mit dieser Eigenschaft ist einer H; isomorph.

In der Tat, betrachten wir ein Ideal I von H; und sei ¢ der kleinste Index,
fiir welchen INH, > &, a das erzeugende Element von H,(=(a)), und k der kleinste
Exponent fiir welchen a*€l. Da die hheren Potenzen von a Mehrfachen von
a* sind und nach (9) dasselbe fiir simtliche Elemente der H, mit ¢ >¢ gilt, so ist

I=Id)=( U H,)UH,dUd"
g<p<T
- Umgekehrt, sei H eine Hauptidealhalbgruppe, in welcher jede #-Klasse aus
einem Element besteht. Der Ordnungstypus der Idealkette von H soll y sein und
h,(a<17) soll das einzige Element der .#-Klasse I, bedeuten. Ferner, definiere man
die folgenden Ordnungszahlmengen A sei die Menge der Ordnungszahlen M=<y)
vom zweiten Typus und »

I={cle=¢+1,hi=hy}, A=AUT.
Endlich, fiir beliebiges o<y bezeichne ¢’ das Maximum von 4 unter o:
o'=0, ¢4,
- o<t€d=>0<T1.
Ein solches ¢’ gibt es offensichtlich. Auch ist es klar, daB dann ¢ in der Form
o=0+k—1 ‘
darstellbar ist, wo k eine natlirliche Zahl bedeutet. Wir zeigen, daBl dann-
. ) /10. = h’;l,
gilt und auch (9) fiir ¢ <o’ besteht.

Nehmen wir an, dal3 dies f@r jedes T <o schon bewiesen ist. Ist dabei od 4
(also 6=¢+1 und k=>1), so gibt es einh, € H mithh.=h,, n minimal. Wegen der
Induktionsannahme gilt (9) fiir A; statt s, und fiir ¢ <g¢’, also muBl »=¢" sein.
Wire aber 5 =g¢’, so hitten wir hf. =h,h, =h,=h*1, also auch hf=h;,dh.o=¢+
+ 1€ 4, entgegen unserer Annahme. Somit ist #n=o¢" und h, =h,h,=h:. Ist ferner
0 <o’ so gilt :
heha. = haho" h§ = ho.f h§ = ha’
und ebenso die duale  Gleichung. _

Es sei nun o €4, ¢<o. Wieder gibt es ein h, mit hh,=h,. Wir wollen zeigen,
daB # =0 ist. Dazu geniigt es einzusehen, daB} A1 =k, fir g, t<o. Ist dies falsch

und z.B. ¢ =7, so ist jedenfalls v" = g, da sonst k1, =5, besteht. Dann ist aber hy=h,

und
hehr = hf:' = hr’+l—1

fiir ein /< w. Iét dabei o€ 4, so ist wegen v =1<o¢ auch 7' +/— [ <g. Ist dagegen
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o€, 6=£&+1, dann ist hé =he und hih,=hy-hex=h:x=h, und auch
I(hy) = I(hy,h,) = I(heh,) = 1(h,),

also hh,=h,. Somit ist unsere Behauptung bewiesen..

Sind nun ¢y(=0), o4, ..., 0,, ... die Elemente der Menge 4, der GrdBe nach
geordnet, so besteht die zyklische Halbgruppe H,=(h,, ) nach den Obigen aus den
Elementen 4, mit o,=0d <g,.,. Dabei besteht nach dem Gezeigten auch (9). Ist
also n, —o(Ha) endlich, so ist A"kl mit I<n,, da sonst die verschiedenen
Elemente 4., und h* #-aquivalent wiren, im Widerspruch mit der Voraussetzung
iiber H. Der Index von H, ist hiermit n,. Dies bedeutet aber HzH;, wo

f=(n0, “eey na, "')d.,GA ist.

§ 3. Die Kongruenzrelatlon 2

Wir erinnern den Leser, daB die Relation ,@ durch 2=2N% deﬁmert ist.
Wir zeigen sogleich:
.Satz 5. In einer Hauptzdealhalbgruppe H ist 2 eine Kongruenz
Es sei a2a’, b2b’; wir wollen ab2a’b’ zeigen. Betrachten wir das Element ab’.
Trivialerweise gilt .
(10) : ab,%ab’

Ferner glbt es Elemente x, y mit b’ = bx, b b’y. Wegen L(b)= L(b) ist Lb)x=
=L("). Fir L,=L(b) gilt also L,xS L, mit L, =L(b). Andererseits haben wir
cxy=c fiir ccL(b), also Lyxy=L, und somit L, yNL,#d, also L,ySL,
(eigentlich sogar L,y=L,). Dics bedeutet aber, daB die Abbildung L,~L, eine
ein-eindeutige Abbildung der Menge der #-Klassen von L(b) in sich ist. Da dabei
diese Abbildung nach 2.1 monoton und ,stetig” (im Sinne von (1)) ist, ferner
iiberfiihrt sie L(b) (dle maximale #-Klasse von L(b)) in sich, muB sie die identische
Abbildung sein. U.a. gilt L(ab)x S L(ab), also ab’Lab. Mit (10) zusammen ergibt
dies ab2ab’.

Ein dualer Gedankengang fiihrt zu ab’2a’b’, also
' ablab’ 2a’'b’,
was zu beweisen war. :

Im § 2 haben wir erhalten, daB} jede geschichtete .#-Klasse I, der Hauptideal-
halbgruppe H selber eine Halbgruppe ist. Nach eiriemvSatz von CLIFFORD [1], den rhan
auf die Rees’sche Faktorhalbgruppe H/I, ., anwendet, ist I sogar einfach. Es kann
“aber vorkommen, daB sie schon keine Hauptidealhalbgruppe ist. Nimmt man doch
statt H die Halbgruppe H/2, d.h. eine Hauptidealhalbgruppe, in welcher die 2-
Klassen je ein Element haben, so sind in dieser sie geschichteten .#-Klassen schon
einfache Hauptidealhalbgruppen. Die folgenden Uberlegungen dienen zur Be-
griindung dieser Behauptung. :
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Im folgenden, wie vorher, sei-I, eine geschichtete #-Klasse und I,=R;=L,.
Wir bemerken zuerst, daB3 es nach dem ‘Dualen von 2. 11 fiir a€ Ry ein e€1, (also -
ecl) mit ae=a gibt. Dann gilt natiirlich xe=x fiir alle x¢€L{a). Ein solches e
nennen wir ein duferes Rechtseinselement fir L(a). Bezeichnen wir durch L, das
‘maximale Linksideal, fiir welches ein duBeres Rechtseinselement e in I, gibt; nach
dem gesagten gilt I, 2L, DI . . Wegen He2L, ist e€ H\ L., Klar.

3. 1. Hat die #-Klasse R, einen nichtleeren Durchschnitt mit 1,\ L, so besteht
R, aus einer einzigen 2-Klasse. -

In der Tat, es sei a,b€l,, a®b, aber nicht a#b. Bestimmtheitshalber sei
L(a)>L(b); dann geniigt es a€ L, zu zeigen. Nach aZb gibt es Elemente x, y mit
ax=>b, by=a, d.h. axy =a. Dabei mufl x €I, sein, da sonst nach 2. 11 I, x=L,x=L,
und nach 2.2 L(ax)=L(a) wire, was der Annahme widerspricht. Dann ist aber
xy€l, ein duBeres Rechtseinselement fiir L(a), also L{a) EL,, was zu beweisen
war. '

Aus 3.1 folgt unmittelbar

3.2. Fir a=pu<eist L, die Verezmgungsmenge von %-Klassen.
Jetzt kénnen wir beweisen

3.3. H sei eine Hauptidealhalbgruppe, I, eine geschtchtete J-Klas<e in H.
Fiir acI,, b¢]1, gilt ab2a.

Zuerst zeigen wir ab%a, oder, was dasselbe ist, R,b S R, fir R,c1,. Fiir ¢o=f
(d.h. R,=1,) folgt. dies aus dem Dualen von 2. 10. Nehmen wir an, daf3 R, die
max1male #-Klasse ist, fiir welche R,pE R, ist. Da dann

I b=1a, URa:bC URg’ n+1b Rn+1
&<e
ist, muB R DR, gelten also es gibt ein a€ R, mit abER Wire nun R, 2 EL, so
wire R, nach 3.1 eine 2-Klasse und dann folgt aus a€R,, ab€ R, wegen des be-
kannten Lemma von GREEN (S. [3]), daB R,p =R, ist. Deshalb mufl’ R,S L, sein.
Dann ist aber ae =a fiir ein beliebiges a€ R, und wegen e € R(b) gibt es ein x mit
bx=e, abx=a, also ab#a, und damit RbS R, :

Um ab%a zu zeigen, bemerken wir, daB dies fiir L(a)>L, schon aus dem
gezeigten folgt, da fiir solche a nach 3.2 abRa=abZa. Fiir a€L, haben wir
wie oben a =qe =abx. Es'sei L,bC L, fiir a =¢. Wie beim Beweis von Satz 5, erhalten
wir dann, daB L,—~L, die identische Abbildung fiir die L,=L, ist, also auch
ab € L(a) besteht. Dies vollendet den Beweis. '

Aus dem bewiesenen folgt unmittelbar

Satz 6. Besteht in der geschichteten S- Klasse I, jede 2-Klasse aus einem
Element, so ist I eine Hauptidealhalbgruppe.
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In der Tat, nach 2. 10 und Satz 1 ist H\1,;, eine Halbgruppe. Es ist leicht
zu sehen, daB es sogar eine Hauptidealhalbgruppe ist und ihre einseitigen Ideale
genau die Untermengen der Form L\ L,,; bzw. R\ 1., sind, wo L (R) ein belie-
biges Links- (Rechts-) ideal mit LI ., (R>I,, ;) ist. Nach 3. 3 miilen die durch
a€ 1, erzeugten rechtsseitigen Hauptideale in H\1,,; undin I, zusammenfallen,
da die von a verschiedenen rechtsseitigen Vielfachen von a nur durch Multiplikation
mit einem x€I, entstechen konnen. Da aber jedes Rechtsideal die Vereinigung
rechtsseitiger Hauptideale ist, sind die Rechtsideale in H\1,,, und I, die gleiche,
d.h. nur die Hauptideale. Das Duale folgt aus dem Dualen von 3. 3.

Betrachten wir jetzt eine Hauptidealhalbgruppe H, in der jede 2-Klasse aus

_einem Element besteht und nehmen wir ein b € H, welches in einer nichtgeschichteten
J-Klasse enthalten ist (und somit das einzige Element der letzteren ist). Liegt eine
Potenz b” von b in einer geschichteten #-Klasse I, so gilt nach 3.3 b"a=ab"=ua
fiir jedes a¢ T, also b" ist das Einselement von 1.

Nehmen'wir eine einfache Hauptidealhalbgruppe E mit Einselement, deren
jede 2-Klasse aus einem Element besteht, und eine zyklische Halbgruppe Z, die
eine Periode der Linge 1 hat, d.h., fiir deren erzeugendes Element z die Gleichung
z"1=z" (n=0(Z)) gilt. Eine Idealerweiterung von Z durch E nennen wir eine
Halbgruppe vom Typ Zo E, falls z" gleich dem Einselement von E ist und folglich
zx=xz=x fiir x¢€ FE gilt. Aus den oben gesagten erhielt man leicht:

Satz' 7. Jede Hauptidealhalbgruppe H, in der simtliche 2-Klassen aus je einem
Element bestehen, ldft sich als die Vereinigung |J H, einer wohlgeordneten Menge

a<T

threr Unterhalbgruppen H, darstellen, wo jede H, zu_ einem der folgenden Typen
gehort:

a) unendliche zyklische Halbgruppen,

b) endliche zyklische Halbgruppen mit einer Periode der Lange 1,

c) einfache Haupttdealhalbgruppen, in denen die 9-Klassen aus einem Element
bestehen,

d) Halbgruppen vom Typ ZoE,
und das Produkt von Elementen aus verschiedenen H, durch (9) definiert ist. Um-
gekehrt, ]ede so beschaffene Halbgruppe ist eine Hauptzdealhalbgruppe mit 2-Klassen
aus je einem Element.
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