: ’Ableitungeh von trigonometfischen App'roximationsprozessén-

- Von P. L. BUTZER und S, PAWELKE in Aachen (B. R. Deutschland)

1. Einleitung

Das Problem dieser Arbeit ist der Versuch einer Umkehrung eines Satzes
von ZAMANSKY [15], S. 26. Es werden hier fiir spezielle trigonometrische Polynome
Aussagen von der Art dieses Satzes und ihre Umkehrung bewiesen. Béide Fille
werden fiir Folgen von Operatoren untersucht, die den Raum C,, bzw. L, (1 =p <)
in den Raum der trigonometrischen Polynome hochstens n-ter Ordnung abbilden.

Der Satz von ZAMANSKY [15] lautet: Sei g eine stetige, 2n-periodische Funktion
und t, ein trigonometrisches Polynom von der Ordnung n. Gilt ‘

(1) sup 1,09 —£(91 = =gl = 0 (4] @)

wobei q)(u) eine stetige, positive, nicht wachsende Funktion in u ist, dann gilt fur die
r-te Ableitung O von t, die Abschitzung

(1.2) Pl = A+ Bri(m+C [ A dy,
. N . 1, .

worin A, B und C KonStanten sind.
Ersetzt man die Bedingung (1. 1) durch

(1.3) ~ la-sl ='0[w,(%;g]] (=),
-dann folgt daraus _ _
Q.4 el =0[n*w, (5 }] (=),

wie STECKIN [10], S. 230; und im Falle r =1 auch ZAMANSKY [15],S.29, gezeigt haben.
Der r-te Stetlgkeltsmodul ,(8; g) ist definiert durch

©,(5; g) = max
héc_s

'_5:’ (- 1y-* [;]}€x+kh)l‘..

k=0
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Setzt man speziell

1 N
(.9 | o, (%:5) = 02,
dann folgt fiir «<r aus (1. 3) die Aussage [|£{” | =0 (@ ~*) (n—<). Da sich (nach
dem Satz von S. BERNSTEIN) aus der Voraussetzung (1. 3), d. h. |7, —gll=0(n"%)
schon (1. 5) fiir 0 <a < r ergibt, ist dies keine zusitzliche Bedingung an die Funktion g.

Fiir holomorphe Halbgruppen von Operatoren der Klasse (Cy) wurde ein
Analogon dieses Satzes und auch die Umkehrung von BERENS [3] in seiner Dissertation
bewiesen. Die Ableitung wird dort durch den infinitesimalen Erzeuger der Halb-
‘gruppe ersetzt.

Wir werden im néchsten Abschnitt der vorliegenden Arbeit zeigen, dafl im
allgemeinen die Aussage von ZAMANSKY nicht die bestmdgliche ist, d. h. daB3 der
Satz im allgemeinen nicht umkehrbar ist. Ist {#,(x)} eine Folge trigonometrischer
Polynome, fiir die gilt ||z{”] = O(n"~%) (0 <a=r), dann stellt sich die Frage, unter
welchen Bedingungen an {r,(x)} eine Funktion g aus C,, existiert, fiir die gilt
iz, —gll =O(n~*). Dieses Problem wird hier u. a. fiir spezielle ' trigonometrische
Polynome in den Riumen C,, und L3, (1=p <) und im Raume L3%; auch fiir
die Polynome bester Approximation gelost.  Die zusitzlichen Bedingungen an
die Polynome werden allgemein formuliert (Satz 2, Abschnitt 2) und dann in
speziellen Beispielen verifiziert. Es wird ein allgemeiner Satz bewiesen, der zwar .
von elementarem Charakter ist, jedoch interessante Anwendungen auf die Teil-
summen der Fourierreihe, ihre Fejérschen Mittel und die.typischen Mittel besitzt
und neue Ergebnisse liefert. Von besonderem Interesse erscheint Satz 6.

Zunichst noch -einige Bezeichnungen. Unter C,,, L5, (1=p<-<), L3, bzw.
BV,, verstehen wir die Menge der 2m-periodischen Funktionen, die stetig, bzw.
zur -p-ten Potenz integrierbar, bzw. meBbar und wesentlich beschrinkt, bzw. von.
beschrinkter Variation sind, wobei die Norm || f|| einer Funktion f in diesen Rdumen
in der lblichen Weise definiert ist. Mit £5(f; x) = (¢;f)(x) bezeichnen wir die Poly-
nome bester Approximation der Funktion f in einem -der Riume C,, oder L5,.
Lip* a ist die Klasse der Funktionen f aus C,,, die die Bedingung max [f(x+h)—

=2f(x)+f(x—h|=M|h|* (0<a=2) erfilllen; Lip*(a, p) ist die Menge von
Funktionen aus L%, fir die

I [+ =2 +fe—mlrdx}" = M.
gilt.*) -

1) Cvin {7], S. 794, hat diese Spezialisierurig der Behauptung fur die Approximation in L%,-
Réumen fiir | <p<< und r=1 bewiesen. Der Satz ist auch in der allgemeinen Formulierung (mit
(1.1) und (1.2)) fir die Rdume L%, (1=p< <) giiltig. Der Beweis verlduft im wesentlichen wie im
stetigen Fall. L

*) Diese Arbeit entstand im Rahmen des Forschungsvorhabens Bu 166/4 der DFG.



Trigononﬁetrische Approximationsprozesse - 175

2. Allgemeiner Satz

" Zunichst wollen wir zeigen, daB der Saiz von ZAMANSKY im allgemeinen nicht:
die bestmoégliche Abschitzung fiir die Ableitung liefert. Als Beispiel benutzen
wir das singulire Integral von DE LA VALLEE PoussIN, welches ein tngonometnsches
Polynom von der Ordnung # ist und die Gestalt

. : < (n")? P

V, X) = k)etkx

PN = 2 Gy e ®
besitzt, wobei f(k) die komplexen Follirierkoeﬁ’"lzienten von f sind. Hier gilt- die:
folgende Aussage. :

Satz 1. Ist X einer der Raume C,, bzw. L%, dann sind fiir die trigonometrischen
Polynome von de la Vallée Poussin die folgenden Bedingungen dquivalent:

9 nv,.f—fi|'=0(i) (n=22);
b IVI=00) =)

Der Beweis folgt mit Ergebnissen von Burzir [4], S. 304. und 306, und dem
Saturationssatz fiir V,f; siche [12], S. 81. Mit dem Satz von ZAMANSKY gewinnt
man aus a) nur ||V, f|| = O(n). Wir haben aus Satz 1 auBerdem noch die Umkehrung.

Ist X ein Banachraum und {P,}, {T,} und {U,} sind Folgen von Operatoren,
die den Raum X in den Raum der trlgonometrlschen Polynome hochstens n-ter
Ordnung abbllden dann bewiesen wir die folgende Aussage ‘

Satz 2. a) Sei der Operator v definiert durch
@.1) UVf=lo)  [P.f~ P, ] (r=0;f€X),

wobei {p(n)} eine Folge von Zahlen mit lim n*'|o(n)|=C, >0 ist, dann folgt aus
der Bedingung o
22 WUPfl =06  (O<a=r),

daf ein Element g € X existiert, welches von P, f mit der Ordnung O(n™%) approximiert
wird, d.h. es gilt

@3 | 12,/~l =O(n-“) (=)

2) Der Strich bedeutet die Ableitung nach x. Die Aquivalenz der Aussagen a) und b) von
Satz 1 gilt auch in der allgemeineren Gestalt d4’) und b") fiir O<a=1:

a) Vuf=fll=0@"); b) IIVifll=0@"™)  (n-). '

Der Fall O0<a<1 ist noch zu beweisen. Aus a’) folgt b’) dhnlich wie im Beweis des Satzes von
ZAMANSKY [15], S.26/27, wenn man die dort benutzte Bernsteinsche Ungleichung durch die Abschiit-
zung ||[Vafll=nl|fll fir alle faus X ersetzt. Man vergleiche dazu auch den Beweis von Satz 3.3 in
[3], S.18/19. Aus b’) folgt a") 'mit Satz 2a). Die Identitit V7 = —n*[V,.f— Va-1] (Beweis durch
Koeffizientenvergleich) entspricht der Definition (2.1) mit P.=V., e =—-n"% r=1 und.
U =V1i. Mit dem Zamanskyschen Satz folgt aus a’) nur |{V4f)l=0n*"%) (n—). .
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b) Ist der Operator T,f darstellbar in der Form

2.9 T.f = P S+ @eMIP.f—P,- /1  (feX),

@(n) ist wie in Teil a) definiert und die Zahlenfolge {(n)} geniigt der Bedingung
}'im n[y(n)|=C,=>0, dann folgt aus (2.2) daf das Element g¢ X durch die Folge

T, f ebenfalls mit der Ordnung O(n~%) approximiert wird, d.h.
2.5 IT./—gl = O(n™)  (n—oo).

c). (Umkehrung zu a) und b).) Gelten fiir ein g€ X die Aussagen (2. 3) und
(2. 5), wobei zwischen den Folgen P.f und T,f die Beziehung (2. 4) besteht, dann .

folgt (2.2), also || U<’>f|| o= (O<a=r).
Beweis. Teil a). Es gilt fiir m=n wegen (2. 1)

Puf=Pif = 3 (BS~Pesfl = 3 o)UY,

k=n+1

also ist nach Voradssetzung, wenn n groB genug gewihlt ist,

1 LA |

. - (] reo —. :
”me_Pnf” = k“"Z ‘Q)(k)‘ ”Uk f“ = M Z k,-+1 =Tk - k=%'-1 Jl+e =
[du M
=M=

n

mit einer positiven Konstanten M, wobei der letzte Ausdruck kleiner als ¢ fir alle
‘m=>nz=N,y(e) ist. Daher existiert wegen der Vollstindigkeit der Riume X ein
Element g aus X, so dal} 1im|| S—gll =0 ist. Da in der obigen Ungleichung die

rechte Seite von m unabhanglg ist, folgt fiir m — o= die Behauptung [P.f—gl=0®n"%
().

Teil b). Es gilt 7,f—g=P,f~g+[Ym)/om)P.f—P,-1f] wegen (2.4).
" Infolge der Voraussetzung (2. 2) gilt (2. 3) und damit

ITof =gl = 1P =gl + W IUSS | = Myn=e+ Myn=rmr=e = O(n=%)  (n—oo).
Teil c) folgt direkt aus (2. 4), denn es ist . . '

1 U f = [@M]H [Pof— Poe 1 f1 = [ (W)~ [T,f— P.f],

also

10 11 5 WG|~ {IToS gl + 1P = gll} = Mn{N,n~*+ Ny} = O ~),

womit der Satz bewiesen ist. Hier wurde benutzt, daf3 die Konstante C, im Teil b)
des Satzes positiv ist, also lim (@'Y (n)))~' =1/C, folgt.

Bemerkung zu a). Da P,f ein trigonometrisches Polynom ist, gilt fiir das
Polynom bester Approximation (£¥g)(x) von g die Beziehung |[t¥g —gll =||P,f—gi.
Ist nun |P,f—g| =0(n"", dann folgt daraus nach dem Satz von Bernstein fir
X=C,,, daB g®(x)cLip* § ist mit k+f=a und k ganz, 0<f=1. Fir X=L5,
(1=p <) folgt (siche z. B [14], S. 337), daB g®(x) € Lip* (B, p) ist.
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Bemerkung zu a) und b). Man kann diese Teile des Satzes auch folgender-
maBen formulieren: Ist T,f darstellbar in der Gestalt

@:6) Tf = Pf AP ~Po_f]  (fEX),

wobei {y(n)} eine Zahlenfolge mzt der Bedmgung llm n“])/(n)]—C3 >0 ist, dann
_Jfolgt aus der Voraussetzung

@7 ‘ 1Puf =Py fl=0@m"""%)  (2=0),
daf ein Element g€ X existiert mit
1Pf—8l =00 und |T.f—gl=0@0"") (n—).

Diese Formulierung zeigt, daB die Beziehung (2. 2), die hier durch (2.7)
ersetzt wird, eigentlich eine Aussage iiber die Ordnung der Differenz zweier
sukzessiver Operatoren P,f ist. Offenbar lassen sich auch die Operatoren P,, T,, U,
aus Satz 2, die den Banachraum X in den Raum der trigonometrischen Polynome
von hochstens n-ter Ordnung .abbilden, durch Operatoren ersetzen, die diese Riume

~ X in sich tiberfiihren.

Folgerung 1.  Ist der Operator Uy wie in (2 1) definiert, gtlt 2.4), und
folgt fiir zwei feste Elemente f und g in X aus |T, f—g[l O(n~%) die Relation
P f—gll=0(®n"%), so ist die Bedingung

1T gl =0@™)  (1~=)

dann und nur dann érfiillt, wenn gilt
LU= 0@ ) (ne; O<a=r).

. Beweis. Ist | U,<.r>f||=0(n"°‘) vorausgesetzt, dann folgt aus den Teilen a) -
und b) des Satzes 2, da (2. 4) erfiillt ist, die Aussage [T, f—gll =O(n™%). Setzt man
umgekehrt {|T,f—gll=0(n"*) voraus, und gilt. auch |P,f—gll=0(#n"%), dann
folgt nach Teil c) fiir 0 <a=r U] =00 %) (n—oo). '

- " Die Folgerung '1 ist-also eine Aussage vom Zamanskyschen Typ und ihre Um-
kehrung, wenn man den Operator U,f'>, der eine Differenz von Operatoren dar-
stellt, als Ableitung auffaBt. Fine dhnliche Aussage wie diese Folgerung im Falle
a=r=1, wo die Operatoren P,, T, und U arithmetische Mittel einer Reihe
von Elementen eines Banachraumes sind, haben Avrexits [1] und Favarp (8]
bewiesen und diese dann zur Bestimmung der Saturationsklasse der Fejérmittel
einer Fourierreihe herangezogen. Es wird nun gezeigt, daf3 Satz 1 und Folgerung 1
auf Teilsummen einer Fourierreihe, auf ihre Fejérschen und typischen Mittel und

deren konjuglerte Mittel anwendbar sind. Der Operator U ist in diesen Fillen
eine Ableltung eines dieser Verfahren. :

12 A
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3. Anwendungen

"Hier ist X einer der Riume C,, bzw. L3, (1 =p<-o). Mit (S, /) (x) bezeichnet
man die n-te Teilsumme der Fourierreihe. einer Funktion f aus X, d. h.

(3 1 (S.N)(x) = 2 f(k)e"”‘ ft) = (1/2m) ff(x)e“"" dx.

k=~n

Thre typischen Mittel oder auch Rieszmittel sind definiert durch

1kl Y .
(3.2 ®RHE= 1—(,1‘+']]]f<k)ew
fir alle r=1,2,3,.... Fir r=1 hat man die _Fejérmittel (o, f)(x) (R, 1)),
M1t (R,.».2 f)(x) bezeichnen wir die Mittel

6.3 (2N = |- n'jf'z }f(k)eka—(km,m S,

die fiir r=1 die zweiten arithmetischen Mittel (a,,,z'f)(x) sind.
(3- 4) SN X)) =—i 3 Gignk)f(k)e*  (sign0 = 0)
. k—=n

ist die n-te Teilsumme der konjugierten Fourierreihe von f. Die zu f konjuglerte '
Funktion f ist definiert durch

i

(3.3 fx) = ——2—17?552 f[f(x-l—t)—f(x—-t)] cotg%dt.

Weiter benutzen wir die Bezeichnung

[ (x), wenn r gerade ist,

G.6) IO = { }; 1O = ().

F®(x), wenn r ungerade ist

Bevor wir nun zu Anwendungen des allgemeinen Satzes kommen, wollen wir
ein bekanntes Ergebnis fiir das singulidre Integral von Abel—Poisson zitieren,
welches kein trigonometrisches Polynom ist, jedoch eine holomorphe Halbgruppe
von Operatoren der Klasse (C,) bildet (siehe [3]). Dieses Integral ist fiir .f aus C,
definiert durch

r2

(V(r‘)f)(X)=2Ln‘/f(u)1__2rél— —du (O=r<1).

os (x—u)+r2’

Als Anwendung des Satzes von BERENs ([3], S. 23) erhilt man fur ein f € C,,, ben
O<a<1 folgende gleichwertige Aussagen ([3], S. 40): .
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ca). |V (r)fll Ol(l—ry~11  (rt1);?)
b IV I=01A =yt
) W/ =fl=0ld-ry]  (@tl), , :
wobei der Strich die Ableitung nach der Variablen x bedeutet. Wir gewinnen in
dieser Arbeit entsprechende Aussagen fiir spezielle trigonometrische Polynome ¢,,
wenn man in der O-Bedingung den Ausdruck (l—r) (rtl) durch 1/n (n— <) ersetzt.
. Wir betrachten zunichst die Rieszmittel, wie sie in'(3. 2) und (3. 3) definiert
sind. Fiir sie gilt das folgende Lemma. )

Lemma 1. Fir die Mittel R,,,, ya un'd R, . '2 f gelren folgende Identitdten:

' (3 7) (Rn,rf) (X) (Rn r, Zf)(\) + [(Rn r,Zf) (Y) (Rn 1 r, Zf) ()C)],

(n +2)’
v @+ =
— = (— /2] 2=
(3 8) (Rn,r,Zf) (X) (Rn— l,r,Zf) (x) ( 1) (n+2) n (Rn rf) (X),
wobei [r(2) die grifite ganze Zahl =r|2 ist.
Der'"Beweis folgt durch Koeﬂizientenvergleiéh. Hiermit kommt man zu

Satz 3.. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Approximation
einer- Funktion f aus X durch Rieszmittel mit der Ordnung O(n:% (n—»oe) d. h

ca) | R, Sl = O(n““) (0<0<<r)
ist die Bedingung
b) | IR = O(w==).%)
Beweis. Hierzu benutzen wir die Folgerung 1. Setzt man P,f= R,,,z 1,
dann ist wegen (3 8) UTf=R",f mit - .

+2) —n

) = 1[r/21@__._,

0l = (1

das die Bedmgung hm n’+1|¢(n)|—2r =0 erfillt. Die Bedingung (2. 4) ist wegen

(3.7) giiltig, wenn man noch T.f=R,,f und W (R) = (= DI (n£2)"" setzt. Wir .
miissen hier noch zeigen, daB aus ||R, ,f—f|=0(n" "') die Aussage llR,, raf—1f ll—-
=0(n"%) folgt. Es ist wegen (3. 3) :

Ry, 2f) () —f() = Ror2f) () = Ry 1,1 1) () + Ry, ) - ~f(x) =
= Rus 1, [Ro, [~ fD () + Ry 1, ) () —f(x),
also IR, 2f =S = | Rus 1, I IRy f=f N+ | Ry, = F 1 =
= M@E)Mnt+Myn = O(n=%) (n—~ )

.. %) Das zu V(r)f konjugierte Integral I7(r)f ist definiert durch |
. rsin (x—u) B oo
V() f . di Osr<l). .
VON = — J )5 u o Q=r<).

_ ‘) Slehe auch FuBnote 5) bei Satz 5.
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wegen a) und der gleichmiBigen Beschrinktheit der Normen der Rieszmittel, was
in [I1] und [6], S. 352, gezeigt wurde. Dal3 die Eunktion g aus Folgerung 1 hier
gleich f ist, folgt aus dem Identititssatz fiir Fourierréihen. Alle Voraussetzungen
der Folgerung 1 sind damit erfiillt, und es folgt die Behauptung.

Im Falle r=1 nehmen die Identititen aus Lemma 1 die folgende Gestalt an.

Lemma 2. Fiir die arithmetischen Mittel einer Fourierreihe gelten die Identitditen

(3.9 (00) () = (04,2 )+ 5 [00,20) (= (@51, (3
(.10 @) @) = (11D (14D [0, 2) () = (@ 1,2) ()

Hier gilt entsprechend
Satz 4. Fiir ein f€X und O<a=1 ist die Aussage

lonf=fll =0
dann und nur dann erfilllt, wenn gilt
o lEfl=00".

- Lemma 2 und Satz 4 sind bekannt; im Falle =1 siehe [16] fir X= Cz,,, [1]
und [8] fiir aligemeine Banachriume, sowie fiir 0 <o =1 [19}, Ch. VII, S. 269 und 296.

Kehren wir nun zu den Rieszmitteln zurtick. Im Falle o =r tritt bei ihnen.Satu-
ration auf, und ihre Saturationsklasse W7} ist definiert durch

Wc' ={/; f€Cop; kI"flh) = §(k); gELS} fir X =Cyp
{f fEL2n7 |k| f(k) - g(k) geBVZn} fur X_L;n:

wobei g(k) die Fourier—Stieltjeskoeffizienten der Funktion g sind;
Wy = {fi f€LEs; K f(k) = g(k); g€ L} fir X=Lf  (I<p<w).

Aquivalente Charakterisierungen dieser Klassen findet man z. B. in-einer Arbeit
.von Burzer und GORLICH [5]. Mit Hilfe zweier Sitze, die z. B. in {6}, S. 351, zitiert
* sind, kommt man zu folgendem Ergebnis.

Folgerung 3. Fiir ein f€ X sind die folgenden Aussagen dquivalent:
Q) R, f—fl =00  (n—o);

b) IRD.fI=001) (n—+);

o el fl=0() (n—o):

d) fe Wx

Die Aqulvalenzen a), ¢) und d) finden sich in [6] S. 351. Die Saturationsklasse
der Rieszmittel fiir X=C,, wurde auch von ZAMANSKY [17], S. 170, bestimmt; siehe
dazu auch [2], S. 683.

Ist « <7, dann ge]ten nachstehende Aquivalenzen fiir die Approxnmatlon durch
‘Rieszmittel.
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Folgerung 4. Fiir ein Element f¢ X und a<r smd dle folgenden Aussagen
- gleichwertig:

a) R, =Sl =0(n‘“) (n—0);

b) IRV.fl=0("") (n—-oo);

c) im Falle X=C,, ist f® ¢Lip* B, k+p=a, k ganz, 0<p=1;
im Falle X=1L15, (1=p<e<) ist f® ¢Lip* (B; p).

Die Aquivalenz von a) und b) sagt Satz 3 aus; aus a) folgt ¢) nach dem Satz
von S. BERNSTEIN, und aus ¢) die Bedingung a) nach ZyGMUND [18], ALJANCIC [2],
S. 683, und Sz.-NAGY [13]fiir X= C,, und nach SUNoucHI [12] fiir X=L5, (1 =p < o).

Wir kommen nun zu Anwendungen auf die n-te Teilsumme einer Fourier-
reihe.

Lemma 3. Zwischen den Rieszmitteln R, ,f und den n-ten Teilsummen SJ
einer Fourierreihe bestehen die folgenden Identttaten

G- 1) (S.)(x) = (R, ) (x)+—(—+—r~[(R.. ) ()= (R, lrf)(x)]’

G1D) RN~ Rer N = (- 1)"/21%{%%

- Der Beweis folgt wieder durch Koefhizientenvergleich. Hiermit erhilt rhan

(S92 £) ).

Satz 5. Ist faus X, so sind die folgenden vier Aussagen fiir 0 <a ~=r untereinander
dquivalent: 3)°)

) 1S./~fl=00) (1we); -

D). IS/-fl =00  (1—=);

o ISPfl=0@")  (n—e);

A ISPSI=0(r=s)  (n==). ©)

- Beweis. Zunichst setzen wir 7 als ungerade voraus. Mit R, .f=P,f, SV f=

USf und @(n) = (— D2 %%4 geht die Identitit (3.12) in die Defini-
tlon (2. 1) von- U<'>f iiber. Setzt man noch T, " f=S,/, dann ist die Bedingung (2. 4)
wegen (3. 11) erfiillt; y(n) hat die Gestalt (— 1)[2}(n+1)~". Alle Voraussetzungen .

der Teile a) und b) von Satz 2 sind damit gegeben, und damit folgt aus d) die Be-
dmgung a). Aus a) folgt c) nach dem Satz von ZAMANSKY fiir O<a<r. Nun 1st

5) Ein aquxvalentcr Satz ist auch fii ur dle Rieszschen Mittel R, . f bei 0<a<r giiltig. Der Be-
weis verlduft analog.

%) Die Aquivalenz von a) und ¢) im Falle r=2 und O0<a=1 wurde unter der zusitzlichen
Voraussetzung £ f—fIl = O(n™%) von Zamansky [15], S. 81, im Raume C.. bewiesen. DaB aus
a) Teil b) folgt, haben SALEM und ZYGMUND [9] sowie Z AMANSKY [15]), S. 84, gezeigt.
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zu;zéigen, daB aus c) die Aussage b) folgt. Setzt man in (3. 12) auf beiden Seiten
die Fourierkoeffizienten der konjugierten Reihe ein, dann erhilt man fiir ungerade r,

da dann S0 f=S®f = — §0f ist, die Identitiit

(n+1y—n ” .

Ty (5PN ).

Hieraus und mit der Identitdt (3. 11) fiir S, f und R,, .f folgt wie oben, daB} aus c)
die Aussage b) folgt Aus b) erhilt man schlieSlich mit dem Satz von ZAMANSKY d),
womit der Satz durch RingschluB} fiir ungerade r bewiesen ist.:

.. Nunsei r gerade. Aus d) folgt nach -der Bernsteinschen Ungleichung ||S('“)f | =
—O(n’+1 %) und hieraus nach Satz 2a) und b) wie oben Teil a) dieses Satzes,
da r+1 ungerade ist. Daraus erhilt man wieder ¢) mit dem Satz von ZAMANSKY
und die Bernsteinsche Ungleichung ergibt dann | Sr+Dfl=0m*1-9. Die
Zahl r+1 ist ungerade, und daher folgt wie oben die Aussage b) dieses Satzes.
Wenden wir noch einmal den Zamanskyschen Satz an, so folgt daraus d), und der
Beweis ist vollstindig.

- Dieser Satz erscheint insofern interessant, als die Teilsummen der Fourier-
reihe im Gegensatz zu den Fejérschen und Rieszschen Mitteln keine Saturation
aufweisen und auBerdem im Raume L2, die Polynome bester Approximation bilden.
Es ist also im Raume L3, die Umkehrung des Satzes von ZAMANSKY fiir die Polynome
bester Approximation -bewiesen, womit man zu den beiden fAquivalenten Aussagen,
die durch die Sidtze von S. BERNSTEIN und- D. JACKSON gegeben sind, eine dritte
gefunden hat, d. h. es gilt -

3.13) (ﬁ-,,,,f) (x)—(E”_l,rf) (x) = (= 1)r/a+1

Satz 6. Fiir die trigonometrischen Polynome bester Approximation t¥f einer
Funktion f aus L3, sind fiir a<r,a= k+/3, k ganz und 0<ﬁS 1 folgende Aussagen
gleichwertig:

a) f® ¢ Lip* (f;2);
B) 16/ —fl=0(1"% (n—o9);
Q) O =0 (n—o).

Es ist zu vermuten, daB dieser Satz auch fiir den Raum C,, und alle Riume
L, (1=p <o) gilt, da der entsprechende Satz in diesen Rdumen fiir die Rieszschen
Mittel giiltig ist (Folgerung 4), die fiir nichtsaturierte Approximation das gleiche
Approximationsverhalten wie die Polynome bester Approximation besitzen.
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