Uber Potenzen von linearen Operatoren
in Banachschen Riumen

Von VOLKER NOLLAU in Dresden (DDR)

1.. Es sei A4 ein abgeschlossener linearer Operator im Banachraum X, dessen
Definitionsbereich D(4) in X dicht liegt. Wir sagen, 4 sei vom Typ (M), wenn die
negative reelle Achse (ausschlieBlich des Nullpunktes) zur Resolventenmenge
¢(A) gehort, und eine positive Konstante M existiert, so daB die Resolvente
R(—=2; A) = (A+2D~! fiir alle 1>0 der Beziehung || R(—; 4)||=MA~! genigt.
Durch das Integral

oo

/n““‘R(—n;A)Axdn (0<oc<1; xX€D(A))

o]

sin o

)

ist dann auf D(4) ein linearer abschlieBbarer (siche [1]) Operator definiert, dessen
AbschlieBung wir die a-te Potenz 4* nennen.!)

Das Ziel dieser Mitteilung soll es sein, zu zeigen daB die so definierten Potenzen
den lblichen Potenzgesetzen geniigen, d. h., fiir einen Operator A vom Typ (M)
und 0=¢q, f=1 gelten die Beziehungen

() A"AP= 4*+F (0§cx+ﬁ§1),
(3) _ T (A =4,
Dariiber hinaus werden wir beweisen, daB zu einem Operator 4 vom Typ (M) und

einer beliebigen natlirlichen Zahl »n genau ein abgeschlossener Operator B mit
den Eigenschaften

(@) ' Bn.: A und o(B) = {z:largzl = —Z—}

existiert ; dieser Operator B ist die 1/n-te Potenz- A/ von A und selbst vom Typ (M)
(Satz 4).

Sind X ein Hilbertraum und der betrachtete Operator maxundl accretiv, so
wurden die Eigenschaften (2), (3) der Potenzen mit Hilfe des Funktionalkalkiils

1) Unter A° wollen wir die identische Abbildung und unter 4! den Operator selbst verstehen.
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fir Kontraktionen im Hilbertraum von B. Sz.-NAGy und C. Foias [11] nach-
gewiesen.?) Unter der Voraussetzung, daB der offene Sektor

Z:{Z.—_reiw: O<I‘<oo’ |¢|<@, O<@<_g}

das Spektrum o (A4) enthiit und der Operator A der Bedingung ||zR(z; A)| = const.
fiir alle z¢ > geniigt 3), geben T. KaTo und H. TANABE [6] (2) an, wihrend M. A.
KrasnoseLsky und P. E. SosoLewsku (7] die genannten Potenzgesetze (2) und
(3) fiir stetig invertierbare Operatoren vom Typ (M) zeigen. A. V. BALAKRISHNAN
beweist fiir 0<a+f<1und O<a, f <1 die Beziechung A*APx = A4**Ex (x € D(A?))
fir einen Operator A vom Typ (M). Die Eigenschaft (3) erhdlt J. WATANABE
(vgl. [12]4)) fiir sogenannte Operatoren vom Typ (M, w) (vgl. T. Kato [4]) als
einfache Folgerung einer Integraldarstellung der Resolvente "R{—1; A%) (7=0).

Wir zeigen, daB diese Integraldarstellung auch fiir die.Potenzen von Operatoren
vom Typ (M) richtig bleibt (Satz 2).

Mit der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung der Operatorengleichung
B"=A fiir einen vorgegebenen Operator 4 und eine natiirliche Zahl » hat sich
im Spezialfall eines Hilbertraumes eine Reihe von Autoren beschiftigt. Fiir positive,
selbstadjungierte Operatoren folgt die Existenz einer positiven Quadratwurzel
aus.-dem Spektralsatz; eine direkte, einfache Konstruktion stammt von C. VISSER.
B. Sz.-NaGyY (vgl. [10]) hat gezeigt, daB3 diese Quadratwurzel durch die Bedingung
der Positivitit eindeutig bestimmt ist. W. 1. MAZAJEFF und J. A. PALANT beweisen
in [9], daBl es zu einem beschrinkten dissipativen Operator T in einem Hilbert-
raum 9 und einer beliebigen natiirlichen Zahl » genau einen beschrinkten Operator
S gibt, der eine Losung der Gleichung S"=T ist und dessen quadratische Form

(Sx, x) (x€9H) Werte im Sektor O=arg zé% annimmt. H. LANGER zeigt in [8],

daB diese Behauptung auch fiir einen abgeschlossenen maximal dissipativen
Operator T richtig bleibt, wenn man verlangt, daBl § ein abgeschlossener maximal
dissipativer Operator ist.

Wir bemerken, daB3 die genannten Aussagen sich als Spezialfall des von uns
in Satz 4 angegebenen allgemeinen Sachverhaltes erweisen.

Herrn Prof. Dr. H. LANGER danke ich fiir seine freundliche Unterstiitzung
und zahlreichen Hinweise.

2. Einige ,Eigenschaf'ten der Potenzen A* (0=a=1), die wir spiter bendtigen,
werden in den folgenden Lemmata bewiesen. :

Lemma 1. Es sei A ein Operator vom Typ (M). Fiir xcD(A) ist APx stetig
zgl. B im Intervall 0<fB=1; d. h.

lim A2x = A8 x.

a—f

2) Die Beziehung (4'")" =A wurde in [4] gezeigt.

3) Diese Voraussetzung hat notwendigerweise die Stetigkeit des Operators 4~' zur Folge.
) 4) Die Originalarbeit in Proc. Japan Acad.,37 (1961), 273—275, wurde mir erst nach Abschluf3
dicser Arbeit vom Verfasser freundlicherweise zur Verfligung gestellt.
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Beweis. Sei 0<f<!l. Ist x¢D(A4) und O<B—pf =a=p+f <1 (f=0),
so existieren zu einem beliebigen >0 ein' 0 < =4(g) und ein R= R(g) < <, so dal}

”[/+/]C(v)m“‘R(—n;A)Axdn“ ég’ fir C(y) =
o R

gilt. Weiterhin ergibt sich

sin Ty

(y=o,pf)

_ Hf{C(oc)n““‘—C(ﬁ)n"“}R(.—n; A)Axdn“ =
= (1+M)(R=0) x| sup. IC(d)n““.—C(/f)n”“l = o

fiir lx—p|<o(e) (O<o(e)=f"). ") Folglich existiert zu ]edem e>0 ein a(s)>0
so daBl |(4" — AP)x|| < fir |o—B|<o(e) ist.

Die linksseitige Stetigkeit im Punkte =1 wurde schon von A. V. BALA-
KRISHNAN [1] bewiesen.

Lemma 2. Fiir 0<a<1 und n=0 ist der Operator A*R(—n; A) beschrinkt,
und zwar gilt

&) 4= R(—n; Al = K(@)n*~! {K(OC)

sin 7o,
no(l—a)
Beweis. Wegen R(—n; AXTD(A) ist fir xeX

oo

M@+ M)|.

sin 7o -

fl““ R(=A; AYAR(—n; A)x dA.

0

Mit Hilf¢ der Substitution 1={¢n ergibt sich

A*R(—n; Ax =

sin mo

1
l4=R(=n; Dl = e~ 1| [ &1 AR (—&n; AynR(=n; 4)x de]| +

+”ff““nR(—fn; A)AR(—n; A)x de}.

‘Wendet man die Abschitzungen [|R(—2; A)|=MA1~! und |AR(—4; A)||§ 1+M
fir A>0 auf die rechte Seite der vorangehenden Ungleichung an, so erhélt man

4% R(—n;

1 oo
My {fé dE + f ga=2 de} .

Lemma 3. Der Definitionsbercich des Operators A* ist ein Kern (vgl. [5])
von A*(0=a=1), d h., zu jedem x € D(A%) existiert eine Folge {x,} C D(A?), so daf
Xy X und A®x,—A*x (n— o) gilt.

5) Wir verwenden hier die Abschidtzung (5>0)
HAR(—n; A=H—n(A+uD~"1 = 1+ 5IR(—5; Al = I+M
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Beweis. Wir setzen T,=n(nl+A)~"' (n=1,2,...). Man fiberlegt sich leicht,
dal} die Folge der gleichmaBig beschrinkten Operatoren in der starken Operatoren-
topologie gegen I konvergiert. Fiir y €D(A4) ist T,A*>y=A*T,y (n=1,2,...). Auf
Grund der Definition von A* existiert zu jedem y€D(4%) eine Folge {y,}cD(4)
mit limy,=y und lim A%, =A% (m~—e<). Da der Operator A°T, fir jedes
n=1, 2, ... beschrinkt ist, konvergiert die rechte Seite in der Ungleichung

”Aa],ny_ TnAay” = ”AaTny _AuTnym” +l”TnAaym - TnAay”

fir m—o gegen Null; und somit ist A*T,y=T,A% fir alle n=1,2, ... und alle
yED(A). )

Es sei nun x€D(4% und x,= T2x. Mit Hilfe der vorangegangenen Uberlegung
erhilt man die Aussagen x,€D(42%), limx,=x und lim A*x, = lim A2T2x =

neeo n—oco n-»oo

- limT?A*x = A*x, was zu zeigen war.

n=roo

Fir xED(AZ) und O<a+f<1 gilt Ax€D(4) und A*APx = A2 +Px [l] Ist

=1 —-ﬁ— — (B=>0; ,>0) und x€D(4?), so erhilt man A% dPx =4’ "x

Auf Grund der Stetigkeit von A4%x (x € D(A)) bzgl. « ergibt sich dann 4'~#4fx = Ax
(x € D(4?)).

Lemma 4. Fir O0=a=f=1 besteht die Beziehung D(A%) > D(A%)D D(A);
insbesondere konvergiert fiir jede Folge {y,} C D(A) (n=1, 2, ...) mit den Eigenschaften
lim y, =y und im APy, = Ay auch A%y, gegen A%y.

Beweis. Eine Folge {y,}c®(4) (n=1,2, ...) geniige den genannten Voraus-
setzungen, also ist AR(—#; A)(¥,—ym) = A" PAPR(—n; A)(y,—y,) fir 5=0,
und man erhilt fiir alle 0<a<pf =1 die Abschiitzung

. 1
Ay — ssmmcj1 Iy -1 g _
14 (Va =yl = 7 \(L+ M) | n*=Vdn ||y, —yall +
0

+ [ 1A R(=n; )] dn 148 (o =yl -
1

Fir m, n—e konvergiert die rechte Seite der Ungleichung gegen Null, da auch
das zweite Integral auf Grund von (5) einen endlichen Wert besitzt. Wegen der
Volistindigkeit des Raumes existiert somit ein z€ X derart, daBB fiir die Folge
{y.} = D(4) die Beziehungen '!Ln; y,=y und ,!inl A%y,=z gelten, woraus sich auf’

Grund der Abgeschlossenheit von A* sofort y € D(4*) und z= A%y ergibt.
Wir bemerken, dafl damit auch die Inklusion X = D(AO) D D(A"‘) DD(A4A)D>D(A)
fir 0=a=pf=1 bewiesen ist.

3. Satz 1. Es sei A ein Operator vom Typ (M). Dann gilt die Beziehung
AAP = AP fiar Osa+f=1 und O=a,f.

BeweEis. Es sei x€D(4**#). Wie wir in Lemma 3 bewiesen haben, existiert
eine Folge {x,}cD(4?) mit limx,=x und lim A**fx,=A**#x (n—>). Auf
D(A4?) gllt A*AP = A*+8 folglich besteht fiir x,€D(4?) die Gleichung A*Afx,=
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=A**#x,. Mit Hilfe des vorangehenden Lemmas folgt nun aber, daB x¢D(4")-
und lim APx, = APx (n—oo) ist. Aus der Bezichung lim A“A"x =lim A**fx,=
=A**Px (n—) und der Abgeschlossenheit von A* ergibt sich dann A”inD(A“)‘
und A°APx=A**Fx, d.h. A°AP D> A*+E,

Fiir VEE(A“A”) ist x,=n(A+nl)"'x=T,xD(4) (D(A)cDA**F)), d. h,
es gilt A*APx,=A**Fx,. Wegen der Vertauschbarkeit der Operatoren T, und A+
firen=1,2, ... und 0=a=1 auf D(A%) erhalten wir 4**Px, = A*APT,x = A*T,A’x.
Nach Voraussetzung ist x € D(4*4%), also APx€D(4%), so daB sich fir n—oo die
Gleichungen lim 4**#x, =lim A°T,A?x =lim T,4*A?x = A*A"x ergeben. Da anderer-
‘seits x, gegen x konvergiert, folgt aus der Abgeschlossenheit von A*+#, dall x € D(A4**#)~
und A**fx=A"4Px gilt, d. h. A*A4P c A**F,

Damit ist der Satz bewiesen.

Folgerung 1. Die Wertebereiche der Operatoren A* genugen Jiur 0sa=p=1
der Bezichung R(A%) > R(4P) D R(A). ,

4. Satz 2. Es sei A ein Operator vom Typ (M). Dann gestattet dze Resolvente -
R(--1; A% fiir =0 und 0<a <1 die Darstellung

oo

sin 7o

r2e4 2nr*cos mou +n?’

%)

I

]n.sbesondere ist A® ein Operator vom Typ (M), undes gilt 6(A*) < {z: |arg z| émx}.t

Beweis. I. Zunichst setzen wir voraus, daB} 4 sowie seine Inverse 4~1 beide-
stetig sind Dann ist der Operator A4* bekanntlich durch das Riesz—Dunford- .

Integrdl A* = ———é z°R(z; A)dz ") darstellbar (vgl. [3]), und die Resolvente-

(A* 4+~ besitzt fur n=0 die Form
1 ‘ '
—_ 4 -1 . .
b Rz )
o}

dabei ist C eine geéchlossene Kontur, die aus den Kurven z=Re" (—n=¢=n),.
z=—n(Rzn=e), z=e*(nz=@p=—n) und z = —n (¢=y=R) besteht. R und’
¢ sind so zu wihlen, dal C in g¢(4) verlduft und das Spektrum von 4 enthalt Durch
den Grenzubergang R —~oo und ¢ -0 erhilt man

sinmxf r“(A +r)-1dr

(A = s
(A*+nl) n r2242pr® cos no 4 n?

was zu zeigen war.

5) T. Kato definiert in [4] A* (0<a<1) fiir 4 vom Typ (M, w), indem er zeigt, daB das Integral
(6) die Resolvente eines abgeschlossenen Operators ist, den er als 4% bezeichnet. -

7) Die komplexe Ebene sei lings der negatlven reellen Achse aufgeschnitten, und z* sei so-
definiert, daB z* >0 fiir z>0 ist. '
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Fiir einen beliebigen Operator 4 vom Typ (M) und O <a <1 sei

oo

' sinmoe [ re(A+rl)- " dr

5 : = >0 .
7 Saln; 4) yid / r2e 4 2nrecos mo + n? (7=0)

()]
Der Operator S,(n; 4) ist beschriinkt, insbesondere gilt mit r*=nu* 5

M sin wa j*~ ! du M

| A = — = —,
®) “S“.(”’ = n m(u?* 4+ 2p2cos na+ 1) n

0

“ II. Es sei jetzt 4 ein beschriankter Operator vom Typ (M). Wir zeigen, daf}
S,(n; A) die Resolvente von A* ist. Der Operator A,= A +&f (¢>0) ist beschrinkt
invertierbar, und daher ergibt sich nach I: (4%4+nl)~' =S, (y; A,). Folglich gilt
fir =0

1= S, (n; A) (A= + nD)| = (A +nl)= (AL +nD) — (A7 +nD) = (A= +nD)] +
+1S. (15 A) (A% +nl) = S, (n; A) (A" +nD)| =
3

A7 — A+ IIA“+'7III/
0

€9)
2Mre-dr
124 2nr® cos mo+ n?

M
n

=

. M2re-24r
FelAtalll | S cos ra
4

Die Operatoren A% konvergieren fiir e\ 0 in der gleichmiBigen Operatorentopologie
gegen A% denn es ist

‘ sinmo 21
a __ AJaf =< —_— 202 > =
A% — A2 = - {a + 1_—a}M € (¢>=0,0<a<1) (vgl.[9]).
"Wihlt man in (9) =0 hinreichend klein und 1aBt anschlieBend &\ 0 streben, so
erhilt man S,(n; AY(A*+nl)=1 1In entsprechender Weise ergibt sich (4*+nl)-
-S,(n; A)=1I, d. h. . '

(10) (A +nl)™" = Syn; A).

HI. Nun seien 4 ein beliebiger Operator vom Typ (M) und A, =nA(A +nl)~!
{(n=1,2, ..)). Wir stellen zunichst einige Eigenschaften der Operatoren 4, zusammen:

a) A, ist beschrinkt.
b) - A, ist vom Typ (M") (M"=2M +1). Das zeigt folgende Abschitzung:

(A +nD = = WA+nl) (A +anl)= | =
.y o V7 v+ M M T +2M
- | = —_—= .
n+']"i(A+III)[A+ e I] ’| = in + = " (n=0)
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.¢) Fir x€D(4) gllt A X~ Ax (n—+e0).
d) Die Folge {(4, -{—nI) '} konvergiert in der starken Operatorentopologie

gegen (A +nl)~'. Fir x€D(A) erhilt man nimlich

M(2M+ 1)

I(4u+nD)~ i x—(A+nD)~ x| = I(A—4)x[=0  (n—~e).

' Zu jedem y€ X existiert nach Voraussetzung eine Folge {y,.}c®(4) (m=1,2,...)

derart, daf} y,, -y fiir m = gilt. Es st folglich fiir >0
I(An+0D) =y = (A+nl)~ 'yl = (A +nD)~ 'y — (A, +0D) =yl +

A A4, +nD) "y —(A+nD)~ y,| -+ (4 +'11)“ym—(/1+r11)"y|| =

_2M+1 (M+1)M

falls man ein m so wibhlt, daB (3M+l)r1“l|y—ym||§7 und n=ny(e) ist.
e) Fir yeX gilt "lim Sn: A)y=S,(n; A)y. Es sei §=>0 beliebig. Fiir ein
&¢=0 ergibt sich dann

sinwo [ pe{(A,+p) ' —(A+ul)- l}yd
v 12% 4+ 2np* cos o +n?

/

£

1 . . a1
3]‘/[;- sin mz/ o dy Iyl +
' bt

IIA

w2+ 2nuscos o+ n?

oo

ML G e L
T w2+ 2npe cosnoc+11 y Y

£
oo

2 1 . a-2
+———( M+ )M sin wo - H ay
n 12+ 2nu* cos mo -+ n?

(A= 4.yl

wobei (11) benutzt wurde. Wir wihlen nun ein £>0, so daBl der erste Summand
- der rechten Seite kleiner als §/3 wird, weiter existiert ein m derart, daB der zweite
Summand kleiner als /3 ist. Fiir alle n =ny(d) gilt dann die Bezichung '

I15:015 Aa)y — Sa(n; Ayl <é.

Mit diesen Vorbetrachtungen beweisen wir nun, dal} S,(4;n)=(4*+nl)~* ist.
Wie in II gezeigt wurde, besteht fiir die 4, die Gleichung S,(n; 4,) (42 +nl)=
=(A:+111) S,(n; A))=1. Es sei x€D(A). Dann ergibt sich die Beziehung

x — S, (n; A(A*+nD)x||=
=W (A5 +nD) (A5 +nDx — (A + D)~ (A% +nD) x| +
+ 1 Suln; A)(A*+nl)x — S, (n; A)(A*+nD)x|.

‘8 A
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Beide Summanden der rechten Seite dieser Ungleichung werden aber fiir hinreichend
groBes n beliebig klein. Fiir den zweiten Summanden folgt das unmittelbar aus
der Aussage ), fiir den ersten Summanden aus den Abschitzungen

oo

: 2M +1 sin Tz ue=du 2M+1
a ND- = —
(A +nD)=H = n T f w2+ 2us cos na+ 1 n
(n=12,..), und
(A5 — 49 x| = f na-l{A,.R<—n;An)—'A.R(—n;A»xdnH =
0

Ssmna(M-i—l)/ a1 n*=2dn (A — A)x[]

(\EZD(A) 5=0).

Damit haben wir die Beziehung S,(n; 4)(A*+nl)x=x (x € D(A)) bewiesen. Es sei
y€D(A%. Wir betrachten die Folge {y,}cD(4) mit hm Ny, =y, lim A%, =A%.

m—

Dann ergibt sich lim S,(n; 4)(A*+nl)y, = lim ym_y, d h., es ist

S, (n; (A% +nl)y=y.

Bleibt zu zeigen; daB der Operator S,(17; A) auch Rechtsinverse von (4% +nf) ist.
‘Der Operator S,(n; A) stellt sich nach Definition als der Limes in der gleich-
méBigen Operatorentopologie einer Folge von Operatoren

S, = 2 o R(—ny; A)
K=1

mit reellen o und. positiven 5, dar. Wie man leicht sieht, ist S,D(4) < D(4) und
A*S,x = §,4°x (x€D(A)). Fir n—~eo erhilt man S,x—S,(; A)x und A4°S,x=
S,A*x— S,(n; A)A°x, also ist auf Grund der Abgeschlossenheit von A*

S(n; A)x €D(A), A*S a('l,A)X— Si(n; A)Ax,

d. h, auf D(A) gilt (A*+nI)S,(n; A)x=x. Es sei nun y€X und {ym}CD(A) eine
Folge die gegen y strebt. Dann ergibt sich (4% 411} S,(n; A)p=Yu—y (M- ).
Aus der Abgeschlossenheit von A4* erhalten wir somit die Beziehung
(A*+9DS,(1; A= d. h,, es ist S,(n; A)=(A4*+nl)~?!, was zu zeigen war,

Die Aussage a(A“)C{z larg z| = na} ergxbt snch dann unmxttelbar aus der
Integraldarstellung (6) (vgl. [4]). :

Aus der Integralform (6) der Resolvente von A* folgt nun wie in [12] der

Satz 3. Es sei A ein Ope;ator vom Typ .(M).' Dann ist

(A=A fir 0sq, f=1.
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Fol gerung 2. Es seien A*- (0=a=1) die Porenzen eines Opeiarors A vom
Typ: (M). Dann gilt far alle x€D(A4%)

lim A% x = A*x
Bra

Beweis. Aus Lemma 1 erhilt man fiir einen Operator B vom Typ (M) die
Aussage hm B’x=Bx fiir alle x¢D(B). Auf Grund von Satz 2 (vgl. (8)) ist 4°

vom Typ (M) d. h., es gilt yll/rvrl1 (A%)'x=A%x (x€D(4%). Entsprechend Satz 3 ist
(A% = A*, woraus fiir f=ay die Behauptung folgt.

5. Der Au‘ssage iber die Eindeutigkeit der %-teﬁ Potenzen eine_s Operators
vom Typ (M) stellen wir drei Lemmata voran.

‘Lemma 5. a) Es sei A ein Operator vom Typ (M). Dann gehort der Sektor
{ ]arg z|=n—7y; tan y—%} 8) zur Resoluentenmenge' o(4).

b) Es sei A ein abgeschlossener Operator, dessen Spektrum a(A) zum Sektor
> (%):{ :largz| = } gehort, wobei n eine natiirliche Zahl ist. Ist dann A" ein
. Operator vom Typ (M), so liegt ¢(A) sogar im Sektor

Z[n )’] { largzl ﬁ_;_?_} (tany_:—]:z)"

n

Beweis. a) Nach Voraussetzung gehort die offene negative reelle Halbachse

zur Resolventmenge o(4), und es existiert eine von 5 >0 unabhingige Konstante

5 R

M =0, so daBl die Beziehung |(4+nl)~ ||§ %[ besteht: Fiir ein z" = 11-}—1'7—

(—1<0<1; O0<n=<-oo) erhilt man folgllch die Ungleichung |z’ +;7H|(A +n1) 1“ =

nlo| . % 16] \1 s
M 0. ] :

Bekanntlich [12] gilt fiir alle z mit der Eigenschaft |z+n|<(I(4+aD)~'1)7",

1A

daB z€g(A4) ist. Die Menge aller z’ = -—ﬁ—{-i%}(—l<5<1; 0 <n-<eco) gehort

also zu ¢(A4) und bildet ihrerseits den Sektor {z: |arg z| >m —y; tan y=—M}.

b) Entsprechend dem Spektralabbildungssatz- fiir Polynome abgeschlossener
Operatoren, s. [3] S. 604, gilt einerseits {6(4)})*=0(4"). Andererseits ergibt sich

auf Grund der Aussage a): a(4")C{z: larg z{=n—y} (y=Arctan %) . Es st

also {o(A4)}" < {z: larg z|=n — 7}, woraus wegen der Voraussetzung oA 2 (%]:
unmittelbar die Behauptung folgt

'#) Das Argument arg z einer komplexen Zahl z sei stets so deﬁmert daB —-n<argz=n ist,
und es gelte arg 0=0. .
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Lemma 6. Es seien A, (m=1,2,...) beschrinkte Operatoren vom gleichen
Typ (M). Konvergiert die Folge {A,} fiir m oo in der starken Operatorentopologie
gegen I, so gilt auch lim(4,)x=x (xeX;0=a=1).

Beweis, Es sei O<a<1. Wegen

oo

Smnm‘ / -t (l4n)-tdy =1
: 0
erhilt man dann fir x€X
Sll]nﬂafna_le(__’?;Am)Amxdn_x =
o]
- S‘“ﬂ”“/,7a41{R(—n;A,,,)A,,,—(1+’1)"’}x""7‘
0

. v M
Auf Grund der Voraussetzung [R(—pn; A,,,)l]é—”— (n=0) fir alle m=1,2, ...
ergibt sich dann

sin 7o,

/ 1+’7 R(—’7:Aln)(Anx_I)Xd’1” =

”(’41"‘)“ X— .\'“ =

oo

sin o et
= M / Vo (A= D)X =0 (msoo),

4]
was zu zeigen war.
Im folgenden Lemma stellen wir einige Eigenschaften der Funktionen f,,(z)=

/n
= (——’E—n] (n — eine feste natiirliche Zahl; m=1, 2, ...) mit dem Ziel zusammen,
m-+2z ’

einem abgeschlossenen Operator A, dessen Spektrum im Sektor 2(%) O<w<n)

liegt, entsprechend dem Riesz—Dunford—Taylorschen Funktionalkalkiil be-
schrinkte Operatorén f,(4) (m=1,2,...) zuzuordnen. Die Spektraleigenschaften
von f,,(A4) und die Beziehung 'lim f,(4) x =x (x € X) werden im Beweis zur eingangs
genannten Eindeutigkeitsaussage eine wesentliche Rolle spiefen.

"\ 1/n
: . . "y m
Lemma 7. Es seien n ecine natiirliche Zahl, n=1, und f,(z)= (m+z)

(m=1, 2 ..); dabei denkt man die komplexe Ebene lings der n Verbindungsstrecken
2k+1

von — = l/m (l/m >0) zu den n Punkten l/me ( " ) (k=0,1, ...,n— 1) aufgeschnit-

ten, und es wird derjenige Zweig der Funktionen genommen fiir den gilt: f,(z) =0
fir z=0. Dann gilt:
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. /
a) Die Funktionen f,(z) (m=1,2,...) sind auf jedem Sektor 3 (—69—] =
n
= {z: larg z|§—2i (O<w<mn) analytisch. ' :

b) Die Funktionen f,(z) (m=1,2,...) sind im Unendlichen analytisch und
haben dort eine Nullstelle erster Ordnung ~

c) Die Funktionen f,(z) und g,,,(z)——z fu(z) bilden ]eden Sektor D) (—)
(O <w<m) in sich ab.

Beweis. a) ist klar.
b) folgt aus der Reihenentwicklung um den Punkt z=co:

L1
1 —[—+1] 2
— m nin m
" +—

I 1
z nz" 2! z2n

Su(@) = m —+... (Ygl. [2D).

c) Es sei O<arg zé% (O<w<mn). Dann erhilt man fiir die Funktionen
Ju(2) (m=1,2;...) die Bezichung

m 1 u 1 " 0l
argf,,,(z) —arg[m] :—;arg_(m—i—z)é —-argz 3—7.

AuBerdem ist wegen argz=0

arg f,,(z) = —— arg (m+z") = ——% argm = 0,
woraus sich die Aussage

0= argf,(z) = —% fir O=argz = En)-

ergibt. InAanaloge'r Weise zeigt man ohne Schwierigkeiten die Beziehungen

: w ' w
0= =— fii = =——
| argf,,(z) ., fur 0= argz o
und
@

.. w
fir —— — .
n n

fIA
(A

w
— argz
n g

w .
_”}; = arggm(z) =

6. Satz 4. Es seien A ein Operator vom Typ (M) und n (n22) eine beliebige
natiirliche Zahl. Dann existiert genau ein abgeschlossener Operator B mit den Eigen-

schaften

(1) B'=A

und ' ' ’

¢)) a(B)cZ;[%] = {2: largz| = %},

1

also ist notwendigerweise B=A".
1

Beweis. Die Existenz eines solchen Operators'B, namlich B=A7, erhilt man
unmittelbar aus den Sétzen 1 und 2. Der Satz ist folglich- bewiesen, wenn wir zeigen,
daB fir jeden abgeschlossenen Operator B, mit den Eigenschaften:
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(') der Operator B ist vom Typ (M)
2 oBD (%] = {z: larg z[§1:l—},

ilt: 1
& (B")" = B.
Der Beweis fiir diese Beziehung erfolgt in drei Schritten.
1. Der Operator B erfiille neben den Voraussetzungen (1”) und (2) folgende
zusétzliche Bedingungen:
(3) B sei beschriankt und
(4) 0¢€o(B).
Nach Lemma S5a) erhilt man o(B")C{z:|argz|=n—1y} (y=Arctan —)

Wegen 0€ o(B) gilt 0 € o(B"); die Funktion f(z) =z!/" ist folglich auf o (B") analytlsch.
Mit Hilfe des Riesz—Dunfordschen Funktionalkalkiils. kann man deshalb der
Funktion f(z) =z'/" einen Operator f(B")=(B")'/" °) zuordnen. Da der Operator

B die Voraussetzung von Lemma 5b) erfiillt, gilt ¢(B)c > [n_;y] (y=Arc tan%)'.

Wegen der Voraussetzung (4) 1dBt sich eine Umgebung U des Spektrums o(B)
finden, die den Nullpunkt nicht enthdlt. Auf U ist (z")'/"=z. Unter den zusitz-
lichen Voraussetzungen (3) und (4) gilt also B=(B")'/"

II. Der Operator B erfiille neben den Bedingungen (1°) und (2) die Voraus-
setzung (3). Dann geniigt B,=B+¢l (¢>0) den Bedingungen (1), (2) (3) und (4).

Zuerst ist es klar, daB ¢(B,)=0(B)+¢, also a(B,)C Z(z) +eC Z'(y—) . AuBerdem

st o{(B)"}={0(B,))" und folglich ist (B)" ein Operator vom Typ (M’) mit
M =1+|(B)l sup |R(—n; (B)")|. Entsprechend dem Teil I erhilt man also
O=n<ee

(B =B,.
Nach Voraussetzung (17) ist B" vom Typ (M). Folglich existiert der Operator
(B™!/", und es folgt auf Grund der Ungleichung (vgl. [9])

il il Sin% Sy L
BT =B = ——fl—ﬂ t+ef|(B)"—B"|" =
7

sin n 2 '1' < | n
- 7 E k B n—k

r ] —— k=1
(wobei (M =max (M, M), die Beziehung [B"]!/" = B

1
) Die Identitdt von f(B") und der —-ten Potenz von B" ergibt sich mit Hilfe einer einfachen

: 1
Umformung des Integrals 5 (ﬁz‘/"R(z;B")dz bei geeigneter Wahl des Integrationsweges C
. . i ]
. 2mr

(vgl. [9)).
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III. Der Operator B geniige den Bedingungen (1”) und (2). Naéh'Lemma 5b)
ergibt sich dann G(B)CZ( J (y=Arc tani) Die in Lemma 7 eingefiihrten

Funktionen f,(z) und g,(z2)=zf(z) (m=1, 2, ...) sind folglich auf a(B) und einer
Umgebung. von. z=-e< analytisch. Entsprechend dem Riesz—Dunford—Taylor-
schen Funktionalkalkiil fiir einen abgeschlossenen Operator B mit nicht leerer
Resolventenmenge. o(B) existieren den Funktionen f,(z) und g,(z2) (mn=1,2,...)
zugeordnete Operatoren f,(B) und g,(B)=Bf,(B) mit folgenden Elgenschaften
(vel. 3D

a) [fuB) = [ful"(B) = m(mI+B")~'  (m=1,2,..),

b) o(ful(B) = fulo(BYU fz==2})

1) 8n(B)x = Bf,(B)x = f(B)Bx . (x€D(B); m=1,2;..),

¢2) 6(gn(B)) = gn(c(B)U {z=}),

¢3). [en(B)" =[gnl"(B) = B"m(ml+ B")~".

Wir zeigen nun zunéchst mit Hilfe der Aussagen c,) und c,); dafl die beschrinkten

Operatoren g,,(B) die Bedingungen (1") und (2) erfiillen, um das Ergebnis des Teiles IT

auf diese Operatoren anwenden zu kdnnen. Auf Grund des Spektralabbildungs-
satzes ¢,) und der Voraussetzungen (1") und (2) fiir B ist entsprechend der Lemmata

5b) und 7¢)
7(8n(B)) = gn(6(B)U{z = =})

() U = 7 s|® _ 1)

[ M I E
Wegen der Bedingung (1°), die wir an den Operator B stellen, sind die Operatoren
[g(B) =[gh(B)]=B'm(mI+B")~1 fir alle m=1,2,... vom Typ QM +1) (vgl.
- Beweis zum Satz 2; Abschnitt 3b). Die Aussage des Teiles II ergibt dann angewandt
auf die Operatoren g,,,(B) (m=1,2,..)

1

([gm(B)]”) = gm(B) oder [mB (mI +B")-1]" = Bf,(B).

Da nach Voraussetzung (17) fir B der Operator B* vom Typ (M) ist, gilt (vgl.
Beweis zum Satz 2; Abschnitt 3) ,

1

lim [mB"(ml+ B")~ l]x = (B") x (xE D(B").

m-— oo

Zum Beweis der Aussage (B")'"=B bleibt zu zelgen daB fiir jedes x€D(B") die
Beziehung lim B f,(B)x =Bx (m— =) besteht. Die beschrinkten Operatoren f,,(B)
- {m=1,2, ...) geniigen aber den Bedingungen (1), (2) und (3), denn es ist fiir alle

m=1,2, . » )
/By + 0]~ = Nim (I + B™)~ 4+ nl}=1 =

: -1
M 1 _2M+1
_ %H(mHBf,) {m-f;]mq I+B”] ’ . M+ M+

= 0
_1+77+,'1 . n=0)
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und wegen der Lemmata 5b) und 7c)

o(fn(B)) /(o (B)U{z = =}) [2[”;7’ )]CZ [lﬂ—v]

(0<y = Arctan%).

Man bekommt also entsprechend der Aussage von Teil 11

[(fu(B)1" = £ (B).

Die Operatoren f,,(B) und B sind auf D(B) vertauschbar (vgl. c,), so daB sich nach
Lemma 6 die Beziehung

1
lim Bf,,(B)x = lim £, (B)Bx = lim [m(mI+ B")~1]" x = Bx

ny— oo Hr—= oo mn— o

fiir alle x € D(B) ergibt. Die abgeschlossened Operatoren (B")!/" und B stimmen auf

D(B") liberein, es gilt also entsprechend der Definition der % -ten Potenz von B"

1
(B =B,
was zu zeigen war. :
Als einfache Folgerung des eben bewiesenen Sachverhaltes ergibt sich:

Satz 5. Es seien A ein Operator vom Typ (M) und A, (0<a=1) eine Schar
von abgeschlossenen Operatoren mit den folgenden Eigenschaften:

I fir 0=f=a=1 ist D(4)DD(4,); .

2. die Schar A, ist linksseitig stetig auf D(A,), d. h.

lim Agx = A, x (xeD(4));

B.-Ta
© 3. fiir alle n=1,2, ... gilt a(All,,)c{z: Iargzlég};

4. fiir p=1,2,...,n ist (Ay;)’'=A,, und A, =A.
Dann gilt fiir 0<a=1
A, =A%

Beweis. Auf Grund der Eigenschaften 3 und 4 erhilt man nach Satz 4

1
[

A = A"

1
Wegen der Giiltigkeit des Potenzgesetzes (Satz 1) liefert die Voraussetzung 4 fiir
.p=1L2,..,n

(Ap) = (4 ="y =4",

n n
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d. h., fiir alle rationalen & (0 <a=1) ist A, = A%. Mit Hilfe der linksseitigen Stetigkeit.
von A, (Voraussetzung 2) und A* (vgl. Folgerung 2) bzgl. o ergibt sich also

Aa = Aaa
'was zu beweisen war.
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