Zur Theorie der Algebren und monomialen Ringe

Von HANNS JOACHIM WEINERT in Potsdam (DDR)

Finleitung

Es sei R ein Ring, dessen Modul R+ Linksveklorraum iiber einem Ring %
ist, so daB also fiir beliebige a, b aus £ und o, f aus R

(1) ale+p) = aw+ap, (a+b)o = au+ba, (ab)a=a(ba)

gilt und eine (linear unabhingige) Basis {w;} belicbiger Méchtigkeit existiert; letzte-
res besagt, daB3 sich jedes Element o€ R eindeutig gemilB

o= D aw,, fastalle a, =0
i .

linear kombinieren 14B8t. Ublicherweise nennt man R eine (linksseitige) Algebra
iber £, wenn dariiber hinaus stets

() a(@p) = (a0) p =c(ap)

erfiillt ist. Dies hat den Vorteil, daB dann beziiglich jeder Basis {w;} von R* die
Multiplikation in R bereits durch die Produkte

(3) wiw; = > P,
k

bzw. durch die Strukturkonstanten c{ bestimmt ist. Doch ergibt sich aus (2) im

allgemeinen die Notwendigkeit, mit kommutativen Grundringen % zu arbeiten,
wodurch wichtige Klassen algebraischer Strukturen nichi erfalt werden. Aus diesem
Grunde fiihrte PICKERT in [4] den Begriflf der Algebra im weiteren Sinne (i. w. S.)
«ein, wobei (2) durch eine schwichere Forderung ersetzt wird. Einen anderen Weg
geht REDEI in [5], indem er R als Links- und Rechtsvekiorraum fiber £ betrachtet
und den Begriff der Doppelalgebra einfithrt, ohne jedoch eine entsprechende Verall-
gemeinerung des Begriffes der (linksseitigen) Algebra vorzunehmen. SchlieBlich
lassen sich aber auch auf diese Weise eine Reihe von Strukturen noch nicht erfassen,
fiir die eine einheitliche Behandlung zusammen mit den bisher genannten Algebren-
begriffen wiinschenswert wéie; als Beispiele hierzuo nennen wir die ,,nichtkommutati-
ven” Polynomringe von ORE (vgl [3]) und die von REDEI in [5], § 65 bzw. von
Bopr in [2] eingefiihrien verschrinkten Produkte, auf die wir auch im Text noch
einmal zu sprechen kommen. .
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In der vorlicgenden Arbeit stellen wir daher in § 1 zunéichst einige allgemei-
ne Aussagen iiber Ringe R zusammen, dic Vektorrdume iiber £ sind, welche die
cnisprechenden Aussagen fiir dic oben genannten Algebrenbegrille cnthalten. Wei-
terhin werden wir durch dicse Betrachtungen cigentlich zwangsldufig aul den
Pickertschen Begrifl' der Algebra i. w. S. gefiihrt, der cinen gliicklichen Kompro-
miB zwischen Linfachhcit und Allgemeinheit darstellt (vgl. § 2). Bei der Behandlung
dicser Algebren konnen wir uns (reilich im Hinblick aul [4] kurz fassen. In § 3
zeigen wir, daBB der Riipmische Begrill' der Doppelalgebra mit dem der Algebra
i.w.S. in folgendem Sinne gleichwertig ist: Jede Doppelalgebra ist sicls auch
Algcbra i. w. S., wihrend aus jeder Algebra i. w. S. durch geeignete Decfinition
einer Rechisoperatoranwendung der Elementc von £ eine Doppelalgebra ent-
stcht, [alls £ cin Einselement enthélt.

SchlieBlich entwickeln wir in §4 die Grundlagen einer allgemcinen Thcorie
der monomialen Ringe. Dabci stiitzen wir unserc Begrillsbildungen zunéichst nur
aufl § 1, geben ein Assoziativitdtskriterium und f{thren allgemcine Halbgruppenringe
als spezielle monomiale Ringe ein. Es stelll sich aber heraus, dafl jeder assozia-
tive monomiale Ring eniweder sclbst ein allgemeiner Halbgruppenring ist oder in
cinfacher Weise als Restklassenring eines solchen Halbgruppenringes gewonnen
werden kann. Diese Aussagen gelten (natiirlich mit gewissen Vereinfachungen) erst
recht, wenn die betrachteten monomialen Ringe sogar Algebren i. w. S. sind, womit
wir im wesentlichen zu dem in [5], § 66 durchgefiihrten Fall gelangen.

In einer Fortsetzung dieser Arbeit werden wir auf das von REDEI a. a. O. gestellte
und zum Teil behandelte Problem eingehen, einen Uberblick iiber alle monomialen.
Ringe mit einem bestimmten Faktorensystem zn gewinnen.

§ 1. Vektorraumringe

Der Kiirze halber wollen wir einen Ring R, der zugleich Linksvektorraum iiber
einem Ring £ ist (vgl. Einleitung), einen Vektorraumring iiber £ nennen. Dabei
sei der Grundring £ stets assoziativ, wihrend wir fiir R auch nichtassoziative Ringe
zulassen; weiterhin enthalte # slets wenigstens ein Rechtseinselement e, ). Ist {w;}
eine beliebige Basis von R iiber %, wobei i eine Indexmenge I durchlduft, so gilt
fiir das Produkt zweier ,,Monome” aw; und bw; aus R

@) aw;-bw; = 2 F(a, b, 1, j, k) wy,
kel

wobei die Koeffizienten F(a, b, i, j, k) €2 von allen angegebenen Argumenten ab-
hingen koOnnen und natiirlich fiir feste Wahl von «, b, i und j nur jeweils endlich
viele verschieden von 0 sind. Weiterhin kann dann das Produkt beliebiger Elemente
aus R gemil

® (2 @) (; bjw;) = ,Z.',F(ai’ by, i,j, k) wy

1,k

1) Bekanntlich ist die Existenz eines Rechtscinselementes in % notwendig und hinreichend!
iir die Existenz von (Links-) Vektorriumen iiber £, vgl. etwa [4].
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angegeben werden. Aus dem distributiven Gesetz folgen noch die Regeln

(6) Fla+d,b,i,j, k) = F(a, b, 1,j, k)+ F(, b, 1, ], k)
F(a,b+b,i,7, k) = F(a, b, 1,j,k)+ F(a, V', 1, ], k),

woraus sich insbesondere ergibt:

(7 F(,b,1i,j, k)=F(a,0,1,j,k)=0.

Allgemein wollen wir eine Funktion F(a, b, i, j, k), welche jedem Argumentsysiem
aCR,beR, i€l jel, kel cindeutig ein Element aus # zuordnet, eine Struktur-
Sfunktion (beziiglich £ und I) nennen, wenn sie der im Anschlufl an (4) formulierten
Endlichkeitsbedingung und den Regeln (6) geniigt.

Satz 1. Ist R ein Vektorraumring iiber R mit der Basis {® }ic1, so wird durch
das Produkt der Monome gemdfs (4) eine Strukturfunktion gegeben, welche die Multi-
plikation in R nach (5) festlegt. Der Vektorraumring R ist also durch &, die Mdchtig-
keit von I und seine Strukiurfunktion F(a, b, 1,j, k) bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt. Umgekehrt entstehi zu jedem Ring X, einer Indexmenge I und einer Struktui-
Sunktion beziiglich R und I ein Vektorraumring R mit dieser Strukturfunktion, indem
man in einen R-Vektorraum R* mit einer Basis {w,},c; eine Multiplikation durch
«(5) einfiihrt.

Nach dem Vorangegangenen ist nur noch die letzte Behauptung zu beweisen.
Dabei ist klar, daB durch (5) je zwei Elementen von R* eindeutig ein Element aus
R* als Produkt zugeordnet wird, und aus (5) auch (4) folgt. Die Giiltigkeit des
distributiven Gesetzes ergibt sich unmittelbar auf Grund der fiir die Strukturfunktion
vorausgesetzten Regeln (6).

Satz 2. Ein Vektorraumring R iiber R ist genau dann assoziativ, wenn seine
Strukturfunktion den Assoziativitéitsbedingungen

'(8) ZF(F(CI, b’ i’j) Z)o ¢, tn k: ]) = ZF((Z: F(b: Caj: k: t)) i: ta ])
t 1

fiir alle a,b und ¢ aus R und alle i,j, k und | aus I geniigt.
Beweis. Unter Verwendung von (4) und (5) erhdlt man, daB
(aw;bw;) co, =aw (b cwy)

fiir alle a, b, ¢, i, j und k gerade mit der Bedingung (8) gleichwertig ist, Daraus folgt
aber unter Verwendung des distributiven Geselzes bzw. nach (6) bereits die Assozia-
tivitdt der Multiplikation in R.

Als erstes Beispiel fiir diese allgemeinen Uberlegungen betrachien wir ORrEsche
Polynomringe (vgl. [3]). Dazu sei % ein Ring mit Binselement?), # ein Endomorphis-
mus von £ und 6 eine zu diesem Endomorphismus korrespondierende Ableitung
in #, d. h. eine eindeutige Abbildung von £ in sith, die

(@+0)y =a’+b° und (ab)’ = a'b’+a’b

2) Ore betrachtet als Grundbereiche nur Korpei, doch macht diese Verallgemeinerung
wnsere Uberlegungen nicht schwieriger.
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fiir alle ¢ und b aus £ erfiillt. ORE betrachtel dann den Ring R aller Polynome
X ax! mit a,€ Z, dessecn Multiplikation sich von der iiblichen im wesentlichen durch.
xb == b - 0% unterscheidet. Daraus folgt allgemeiner

ax'bx! = aS; o (D) x**J +aS, | O)xI -1} .- aS, (D) x!

Si,t(b) — Z bl'l—tﬁt,

wobei dicse Summen iiber alle ; Permutationen (mit Wiederholung) der i— ¢ Expo-

mit

nenten # und der ¢ Exponenten 6 zu erstrecken ist. Allerdings wird in [3] dic Frage,
ob es solche Ringe iiberhaupt gibt, d. h. ob zu einem Ring £ mit cinem Paar (y, 5)
derartiger Abbildungen ein (assoziativer) Ring R mit der obigen Multiplikation
existicrt, gar nicht gestelll. Wir beantworten diese Frage positiv, indem wir fiir %
mit der Tndexmenge 7={0, 1,2, ...} cinc Strukturfunktion geméB

F(a, b, i, j, k) =aS,, 14 j—4(b) mil S;(b)=0 fiir, t<0 bzw. t=>i

einfithren, welche die Endlichkeitsbedingung und (6) ersichilich erfiillt. Nach Satz 1
gibl es dann einen entsprechenden Vektorraumring R {iber £ mit der Basis {w, 0,...},
der bis auf die Bezeichnung w; fiir x* gerade der ORrEsche Polynomring ist. Dieser
Ring R ist nach Satz 2 stets assoziativ, denn es gilt fiir alle a, b, ¢ aus £ und alle
i,J, k, I aus I:

;' F(F(aa bs i5j> t), c, t, k, l) = ;v aSi,i+j—t(b)St,t+k-—l(c) =
= Z aSi,i+s—-1(ij,j+k—s(c)) = Z F(a’ F(b’ C,j, k, S)a i, 8, l)

Wir bemerken hierzu lediglich, daB nur fir k=I/=i+j+k von 0 verschiedene
Summanden auftreten, und die Summationen aus dem gleichen Grunde auf

max (j,l—k)=t=i+j
max (k, [ —i)=s=min (/,j+k)

beschrinkt werden konnen. Im iibrigen erfordert der Nachweis dieser Gleichheit
ein ausfiihrliches Ausschreiben beider Seiten, worauf wir hier jedoch nicht eingehen
wollen. :

Erheblich einfacher werden diese Uberlegungen fiir den Spezialfall der ORE-
schen Polynomringe?®), wo fiir # ein nichttrivialer Endomorphismus von £, fiir
0 jedoch der Nullendomorphismus genommen wird. Dann erhalten wir

ab" fir k=i+j

F(a)b,i’jﬁk):{o f_ljr k#i"‘]

und damit

aw;bo; =ab"w ;. ;, also axibxl = ab¥xi+i,
o 3) Solche Ringe werden z B. in [1] und [6] herangezogen. Ubrigens ist auch der Fall, wo #

die identische Abbildung und & eine Ableitung im iiblichen Sinne ist, entsprechend leicht zu be-
handeln.
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und die obige Assoziativititsbedingung reduziert sich auf
Clb"iC”Hj — Cl(b(,‘"]),’i,

Als zweites Beispiel behandeln wir eine Klasse von Vektorraumringen, welche die
verschrinkten Produkte im Sinne von [2] bzw. [5] als Spezialfélle enthdll. Hierzu
sei # ein Ring und H={a, f, ...} eine Halbgruppe. Jedem o€ H wird ein Endo-
morphismus von #% zugeordnet, wofiir wir kurz a¢—oa mit

a(a+b) = aatab, o(ab) = aa ab

schreiben. Weiter sei ein ,,Faktorensystem” ¢, ,€% gegeben, welches zusammen
mit dem ,,Endomorphismensystem” oa den Relationen

Cop Capy =0(Cp,5) Cuypy
Cop (@B)c=a(Bc) ¢, 4

fiir alle c€ 2 und alle o, § und y aus H geniigl. Wir betrachten einen Vektorraum
R+ {iber # mit einer Basis {w,},cx und erhalten ersichtlich eine Strukturfunktion
gemél .

aabc,, fir af =y

F(a, b, 0, B, 7) = {0 fir of # 9,

die der Multiplikation der Monome
awpwp=a ab c,p; W,

entspricht. Nach Satz 1 entsteht so ein Vektorraumring R iiber %, und wir wollen
jeden Ring dieser Art ein verschrinktes Produkt des Ringes & mit der Halbgruppe
H nennen. Diese Ringe sind assoziativ, da die Bedingung (8) von Satz 2 die Form.

a ab c,go0f)c cuy=a alb B cgy) Cupy

annimmt, wofiir die oben geforderten Relationen ersichtlich hinreichend (aber im
allgemeinen nicht notwendig) sind. Auf diese Weise erhélt man verschrinkte Pro-
dukte von # mit H, wie sie BODI in [2] definiert und untersucht, wenn man statt
Endomorphismen nur Automorphismen von £ zuldfB3t und noch fordert, daB £ ein
Einselement hat und die Elemente ¢, ; € % Inverse besitzen. Wahlt man insbesondere
% als Schiefkorper, H als Gruppe und die Funktionensysteme so, dafl sie eine
Schreiersche Gruppenerweiterung %* o H mit der multiplikativen Gruppe Z* von
2 als Normalteiler liefern, so entstehen die von REDEI in [5] eingefithrten ver-
* schriankten Produkte.

Wir bemerken bereits hier, da alle diese Beispiele von Vektorraumringen im
allgemeinen keine Algebren i. w.S. sind; die speziellen OrEschen Polynomringe
und die verschrinkten Produkte stellen auch zugleich Beispiele fiir monomiale
Ringe dar.

§ 2. Algebren im weiteren Sinne

Es sei R ein Vektorraumring iiber £ und {w;} eine Basis von R iiber %. Wir
nehmen zunichst an, daB Z ein Einselement e besitzt; dann legen wegen*) ew;=w;

4) Das Einselement ¢ von & ist stets Einheitsoperator fiir alle Elemente aus R,
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-die Werte F(e, e, 1,7, k) der Strukturfunktion gerade dic Multiplikation der Basis-
elemente fest. Von besonders einfacher Strukiur werden dann diejenigen Vekior-
raumringe R sein, {iir die mit den Produkicn der Elemente ciner (geeigneien) Basis
bercits dic gesamte Multiplikation in R festgelegl ist, und zwar in einer Weise, die
keinerlei weitere Kenninissc itber R und £ bendtigl, Dafiir liegl schon im Hinblick
auf (6) der Ansalz

1)) Fla, b, i,j, k)y=a-b-Fle,e,i,j, k)

nahe. Gehen wir dann geméB F(e, e, i, J, k)=ci(§) zur geldufigen Schreibweise mit
Strukturkonstanten iiber, so erhalten wir an Stelle von (4) und (5)

(10) awibw; = ab %',' Doy = (ab) (wiwy) 3
bzw.
(1) (Z @0)(Z b)) = Z @byl o= X @b)@w).

Auf diese Wcise gelangen wir (abgesehen von der hier nicht geforderten Assoziativitit
der Multiplikation) zu dem von PICKERT in [4] eingefiihrten Begrifl der Algebra
im weiteren Sinne als eihem Vekiorraumring R iiber £, dessen Mulliplikation mit
eincr geeignelen Basis {w;} durch (10) oder (11) festgelegt wird. Verwenden wir
wie PICKERT nur die linken Gleichungen von (10) bzw. (11), so wird die Exislenz
eines Einselementes von £ nicht bendtigt, womit der Begriff der Algebra i. w. S.
auch fiir Grundringe ohne Einselement erklért ist. Wir konnen auch diesen Fall
unseren Betrachtungen in § 1 unterordnen, wenn wir statt (9) mit einem beliebigen
Rechtseinselement e, von %

L(9,) F(a, b, i,j, k) = a’b‘F(er, Cr, i,j, k) = a'b°c§.,lf)
schreiben. Freilich legen dann die Strukturkonstanten F(e,, e,, i, j, k)= cg.‘) nicht

die Multiplikation der Basiselemente w; selbst, sondern die der Elemente e,w; fest,
und wir erhallen analog zu (10) und (11)

(109 awibw; = ab 3 &P wx = (ab)(e-w;erwy)
I
bzw.
(119 (S ai)(Z bjw;) = “Z,'Caibjcg)a)k = 3 (@b (erwie,w)).
. i,J, LJ

Jedoch empfiehlt es sich, auch dann mit den Relationen (10) und (11) weiterzu-
arbeiten, was stets moglich ist, wenn man von vornherein von der Basis {w;} zu
der Basis {e,w;} iibergeht und diese wieder mit {w,;} bezeichnet, womit man erreicht,
daB das (willkiirlich ausgewéhlte) Rechtseinselement e, von £ auf die Basiselemente
als Einheitsoperator wirkt. Wir wollen eine Basis {w;} einer Algebra i. w. S. iiber
A, die diese Eigenschaft hat und fiir die (10) bzw. (11) gilt, eine A/gebrenbasis von
R iber # (i. w.-S.) nennen.

Satz 3. Ist R eine Algebra i.w. S. iiber & mit der Algebrenbasis {®;};cy, so
wird durch die Produkte der Basiselemente

(€]
wiw; = Z'c,-j (073
k
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ein System von Strukturkonstanten cfjf) gegeben, welches die Multiplikation in R
gemdf (11) festlegt. Die Algebra R ist also durch R, die Mdichtigkeit von I, die
oben angegebene Auszeichnung eines Rechiseinselementes e, von % und die Strultur-
konstanten 01(59 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Umgekehrt entsteht zu jedem
Ring AR, einer Indexmenge I, einem willkciirlich ausgezeichneten Rechiseinselement e,
von A und willkiirlich vorgegebenen Strukturkonstanten®) cl(.’J‘.)E% eine Algebra R
i, w. S, mit diesen Strukturkonstanten, indem man in einem Z%-Vektorraum R* mit
einer Basis {w;},er eine Multiplikation durch (11) einfiihrt.

Der Beweis ergibt sich sofort, wenn man geméB (9”) zu einer Strukturfunktion
iibergehi und Satz 1 anwendet. Weiterhin erhalten wir aus Satz 2 unmittelbar:

Satz 4. Eine Algebra R i.w. S. tiber R ist genau dann assoziativ, wenn ihre
Strukturkconstanten den Assoziativitiisbedingungen

1
(12) 2 c,(? cc(,lc) =c Z cgt) c,(,)
t

fiir alle c€R und alle i,j, k und | aus I erfiillen. Dagegen ist fiir die Assoziativitdit
der Mulfiplikation der Basiselemente bereits
) I
(13) S e = 5 el
t

1
fiir alle i, j, k und | notwendig und hinreichend.

Zur Unterstiitzung der damit vorgenommenen Auszeichnung der Algebren
i. w. S. unter allen Vekiorraumringen bemerken wir noch, daB zu jedem Vektor-
raumring R iiber einem Ring £ mit Einselement®) eine Algebra R i. w. S. mit der
* gleichen Multiplikation der Basiselemente korrespondiert. Man braucht ja nur von
der Strukturfunktion F(a, b, i,j, k) von R gemil

F(a,b,i,j,k)=a-b-F(e, e, i, ], k)

zu einer neven Strukturfunktion und damit zu R iiberzugehen. Allerdings iibertréigt
sich dabei die Assoziativitit von R auf R im allgemeinen nur dann, wenn die als
Strukturkonstante von R verwendeten Werte Fe, e, i,j, k) der Strukturfunktion
von R im Zentrum von £ liegen, wie aus Satz 4 hervorgeht.

Aus dieser Uberlegung ergibt sich auch, daB ein ORrescher Polynomring R
nur in dem trivialen Fall eine Algebra i. w, S. (natiirlich beziiglich der gleichen Basis
{x'}) ist, wenn fiir # die identische Abbildung und fiir 6 der Nullendomorphismus
gewdhlt werden, also der iibliche Polynomring Z[x] vorliegt. Wie man sich leicht
iiberlegl korrespondiert ndmlich sonst in dem eben beschriebenen Sinne zu R gerade
R=2[x] als Algebra i. w.S. mit gleicher Multiplikation der Basisclemente, aber
nicht gleicher Multiplikation in R bzw. R, womit aus Satz 3 folgt, daB nur R Algebra
i. w. S. sein kann. Entsprechend stellt man fest, daB ein verschridnktes Produkt

5) Es versteht sich, daB natiirlich bei festem ¢ und j nur endlich viele ¢{P 20 gewihlt werden

diirfen.
6) Auch hier kénnte man sich wie oben leicht von dieser Einschrinkung frei machen.

12 A
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genau dann Algebra i. w. 8, ist, wenn dic zugehorigen Endomorphismensysicme
trivial gewihll werden, also ab=0b fiir allc o und b gilt.

Fiir cine nihere Untersuchung der Algebren i. w. S. verweisen wir aul [4].
Wir bemerken nur noch, daBl auch [iir nicht notwendig assoziative Algebren R
i.w.S. liber £ dic Existenz cines Linkscinsclementics von R bereits dic Exisienz
eines Einsclementes von # und die Moglichkeit der isomorphen Einbettung von £
in R nach sich zicht. SchlieBlich heben wir hinsichtlich des Zusammenhanges der
Algebren 1. w.S. mil den iiblicher Weisc betrachicten Algebren noch folgendes
hervor: )

Schen wir von der Verwendung der Strukiurkonstanten cinmal ab, so haben
wir diejenigen Vckiorraumringe R iiber & als Algebren i. w. S. ausgezeichnet, die
beziiglich ciner geeigneten Basis {w;} stets

(10) (a00;) (beo,) = (ab) (@,0,)
oder, was auf das gleiche hinausliduft,

(11) (2 a w;)( > bjw;) = g (@:0)) (w;w;)

erfiillen. Wie man leicht nachpriift, folgt daraus (unter Verwendung von e,w;=w;)
(14 a(ww;) =(aw)w;=oaw;)

und

(15) a(@pB)=(ax)p fir a€R, fER,

wihrend umgekehrt (14) und (15) wiederum (10) und damit (11) nach sich zieht?).
Man kann aber leicht Beispiele dafiir angeben, da bei einem Wechsel der Basis
die Eigenschaften (10), (11) und (14) nicht erhalten bleiben. So koénnen wir nach
den Sédtzen 3 und 4 etwa eine (assoziative) Algebra R i. w..S. iiber dem Quaternio-
nenkérper £ (mit den Quaternioneneinheiten i, j, k) durch die Strukturtafel der
Basiselemente
|wy @,

W10 @y
und (11) definieren. Gehen wir dann zu der Basis p; =w; und p, =iw, iiber, so
gilt z. B. statt (10), (11) bzw. (14,)

(Jp2) o = (Jiw,)iw, =j-i?wy =—jo, #
# Uy (Jit2) = (iw,) (jiw,) = jjiw( =jw, .

Dies zeigt, daB der Begriff der Algebra i. w. S. in der Tat wesentlich von der jeweils
zu Grunde gelegten Basis abhéngig ist. Dagegen gelten in den iiblicher Weise durch

@) a(@p)=(an) f =a(ap)

definierten Algebren, die wir mit [4] auch Algebren im engeren Sinne (i. e. S.) nennen

7) .Die folgende Uberlegung zeigt auch, daB man nicht etwa allein von (15) auf (10) bzw.
(11) schlieffien kann.
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wollen, die Regeln (10), (11) und (14) fir jede Basis {w;} von R iiber £, Allerdings
ist eben diese Forderung (2) sehr einschneidend. Bekanntlich ergibt sich aus ihr

* (ab—Dba)(@p) = o

fiir alle a, b, oo und . Wire dann £ nicht kommutativ, so diirfte das von allen off
erzeugle ldeal R? von R kcin {iber £ linear unabhiingiges Elemen( enthalten; ins-
besondere miifite fiir jede Veklorraumbasis {¢b;} von R* iber £ stets {w;} N R? = &
gelten. Schon die Existenz eines Rcchts- oder Linkseinselementes in R (vgl. [4])
fiihrt dann wegen R?=R zur Kommutativitil von £. Umgekehrt fallen" natiirlich
iiber einem kommutativen Grundring & die Begriffe der Algebra i. w. S, und i e. S.
Zusammen.

§ 3. Doppelalgebren

Als nédchstes wollen wir den von REDEI geprigten Begriff der Doppelalgebra
(Vgl. [5], § 64) in unsere allgemeinen Zusammenhinge einordnen. Wéhrend REDEL
die Theorie der Algebren auf Algebren i. e. 8. und damit im wesentlichen auf kommu-
tative Grundringe beschrinkt, fithrt er zur Erfassung entsprechender Strukturen
iiber nichtkommutativen Grundringen den Begriff der Doppelalgebra ein. Dazu
sei R ein Z-Doppelmodul, d. h. sowohl ein %-Links- wie #-Rechtsmodul, der noch

(16) (ac)b =a(cb)

fiir alle « € &, b€ # und o € R erfillt. Insbesondere heilt R ein #-Doppelvektorraum,
wenn eine Basis {w;} von R iiber £ als Linksvektorraum existiert, fiir deren Elemente
iiberdies

(17 am; =w,a

fiir alle a € 2 gilt?). SchlieBlich heil3t ein assoziativer Ring R eine %-Doppelalgebra,
wenn R ein Doppelvektorraum iiber R beziiglich der Basis {w,} ist und stets die
Relationen

(18) (0a) B =a(ap)
sowie
(14) a(w;w,) = (aw ) w; = o {aw;)

gelten. Natiirlich ist auch diese Begriffsbildung von der Basis {w;} abhingig. Wir
zeigen sogleich allgemein:

Satz 5. Jede %-Doppelalgebra R ist beziiglich der gleichen Basis {w;} auch
(linksseitige) Algebra i.w. S. iiber K. Umgekehrt kann jede Algebra R i.w. S. iiber
einem Ring # mit Einselement e beziiglich der gleichen Basis {w;} zur 9-Doppel-
algebra gemacht werden, wenn man die Rechtsoperatoranwendung von a€R auf
a=2Xa,w;€R wie folgt definiert:

(19) wa=2aw)a=2aa0,.

8) Doppelvektorrdume konnen also nur iiber Grundringen mit Einselement existieren.
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"Beweis, Unter Verwendung von (18), (16), (17), (1) und (14) erhalten wir
(aw) (bw;) =((aw) b)w; =(a(wb)) w; =(a(dw))w;
=((ab) w;)w; = (ab) (),

womil jede Z-Doppelalgebra auch (10) crfiillt und damit Algebra i. w. S. ist. Fiir
dic Umkehrung stcllen wir zunédchst fest, daBB durch (19) einc cindeutig bestimmie
Operatoranwendung erkldrt wird (dic natiirlich auch von der zugrunde gelegien
Basis abhidngig isl). Wie man leicht nachrechnet, wird damit R auch zu einem %-
Rechismodul, und es gilt (16) und (18), lctzteres z B. gemiB:

(@) B=(2(,0) ;) (Zbyw;) = % (a,a) bj(ww;)
=X aab;)(w,w;) = (Zaw) (2 abw;) =a(af).
SchlieBlich bendtigt man zum Nachweis von (17) das Einsclement e von £:
wa= (e'coi)a =(ea)w; =aw;.

Wir bemerken noch, daB sowohl die Begriffsbildung der #-Doppelalgebra R wie
auch unser Satz nicht von der (in [5] vorausgesetzten) Assoziativitit von R abhingen.
Weiterhin lehrt unser Beweis, daBl zur Festlegung des Begriffes der Doppelalgebra
die Forderung (16) entbehrlich ist, da von ihr nur (aw;)b =a(w;b) verwendet wurde,
was aber bereits aus (17), (1) und den entsprechenden Linksmodulgesetzen folgt,
und daB man sich bei (14) auf die erste Gleichung beschrianken kidnnte. Doch lduft
unseres Erachtens Satz 5 gerade darauf hinaus, die Heranziehung der Rechtsoperator-
anwendung iiberhaupt als unnétig anzusehen und den Begriff der Doppelalgebra
durch den strukturell einfacheren der Algebra i. w. S. zu erselzen.

§ 4. Monomiale Ringe

Der von REDEI in [5], § 66 intendierte allgemeine Begriff des monomialen Ringes
R iiber einem Ring % 1aBt sich mit Hilfe der Uberlegungen aus § 1 wie folgt fassen:
R ist ein Vektorraumring iiber £, der eine solche Basis {w,;} besitzt, daB die zuge-
horige Strukturfunktion F(a, b, i, j, k) bei festen Argumenten a, b, i und j hdchstens
fiir ein & eineén von 0 verschiedenen Wert annimmt. Wir werden dann auch diese
Basis bzw. die zugehorige Strukturfunktion monomial nennen; es liegt auf der
Hand, daB bei einem Basiswechsel eine monomiale Basis nicht wieder in eine solche
iibergehen muB. Beispiele von Vektorraumringen, die in dem eben definierten Sinne
(assoziative) monomiale Ringe sind, haben wir bereits in § 1 gegeben.

In Anlechnung an REDEI bezeichnen wir die Elemente einer monomialen Basis
von R iiber # mit w,, wy, ..., wobei die Indices 4, B, ... eine Indexmenge H durch-
laufen. Um iiber die Sétze von § 1 hinausgehende Aussagen machen zu konnen,
setzen wir noch voraus, daB das Verschwinden der monomialen Strukturfunktion

(20) F(a,b, 4, B, C)

fiir %0 und b0 nur von den Argumenten 4, B und C abhingt. Dies trifft etwa
fiir die eben zitierten Beispiele weitgehend zu. Auch ist diese Voraussetzung stets
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erfiillt, wenn die monomiale Basis zugleich Algebrenbasis i. w. S. ist®), wie aus
F(a, b, A, B, C)=abF(e,, e,, A, B, C) '

folgt; doch wollen wir auf diesen Fall erst spéter zu sprechen kommen.

Im folgenden verstehen wir also unter einem monomialen Ring R iiber 4
einen solchen, der eine monomiale Basis {w,, wg, ...} besitzt, wo die zugehorige
Strukturfunktion auch der bei (20) formulierten Bedingung geniigt. Nur in diesem
Sinne wollen wir von jetzt an auch die Bezeichnungen ,,monomiale Basis” und
,,monomiale Strukturfunktion” verwenden. Das bedeutet also, daBl in einem mono-
mialen Ring R das Produkt zweier Monome aw,#0 und bwy#o bei festen w4
und wy entweder slets verschwindet oder stets ein Monom F(a, b, A, B, C)ws#o0
mit festem . ergibt. Falls es nun zu jedem Indexpaar A4, B einen Index C mit
F(a, b, A, B, C) #0 gibt, so wird durch 4B=C in der Indexmenge H eine Multipli-
kation erklért. Sonst erweitern wir die Indexmenge H durch ein nicht in H vorhan-
denes Element @ zur Menge Hy, = HU{O} und erkldren in H, eine Multiplikation
wie folgt:

(21) AB=C falls F(a,b, 4, B, C) #0 fir a0 und b#0,
AB=0O falls F(a, b, 4, B, X)=0 fiir a0, b#0 und alle X€H,
AO=04=0.
Entsprechend erweitern wir auch den Definitionsbereich der Strukturfunktion
F(a,b,A4,B,C),indem wir F(a,b, A, B, C) =0 selzen, falls fiir 4 oder B oder C das Ele-
ment © eingesetzt wird. Deuten wir noch o in Oco@ als ein beliebiges Basiselement,
so gilt fiir die Multiplikation in R ganz ailgemein

22) awbwy=F(a, b, A, B, AB)®w /5.

Mit diesen Vorbereitungen gelangen wir zu folgendem Satz, wobei wir daran
erinnern, daB3 nach Satz 1 aus jedem Vektorraum Rt iiber % mit einer Basis
{w,, wp, ...} durch eine monomiale Strukturfunktion F(a, b, 4, B, C) ein mono-
mialer Ring R mit dieser Basis entsteht.

Satz 6. Es sei R ein monomiuler Ring iiber & mit einer monomialen Basis
{wy, wg, ...} und der monomialen Strukturfunktion F(a,b, A, B, C). Dann ist R
genau dann assoziativ, wenn die Indexmenge H bzw. die erweiterte Indexmenge H,
mit der eben erkldrten Multiplikation eine Halbgruppe bildet und die (gegebenenfalls
Siir Argumente aus Hy, erweiterte) Strukturfunktion die Bedingungen

23) F(F(a, b, A, B, AB), ¢, AB, C,(4B)C) =
' = F(a, F(b, ¢, B, C, BC), A, BC, A(BC))
fiir alle a, b und ¢ aus R und alle A, B und C aus H erfilllt.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung sogleich fiir den Fall, daBl in R Monome
aw 4 #0 und bwy 7o mit aw,bwy = o0 auftreten und mit der erweiterten Indexmenge
H, gearbeitel werden muB; der andere Fall ergibt sich (unter entsprechenden Verein-
fachungen) auf die gleiche Weise.

%) Nur dieser Fall wird bei RYDEI a. a, O. implizit betrachtet,
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Ist R assozialiv, dann bildet dic Menge § aller Monome xw, mit belicbigen
x#0 aus Z und 4 € H sowie das Element 0 =0wy fiir alle X € 7 mit der Multipli-
kation von R einc Halbgruppe. Durch

xw, —~A fiir alle x#0 aus 4%,
o = 0wy ~O

wird § ersichtlich eindcutig und auch relationstreu auf I, abgebildel. Letzicres
folgl aus
xw,yop=IFx,y, 4, B, C)we fir AB=C,

XW4 YW, =0 lir AB=0,
sowie
Ow 4y =xw 0wp =00 0wy =0y .

Als homomorphes Bild der Halbgruppe $ ist H, eine Halbgruppe. Weiterhin ist
fiir die Assoziativitit von R geméB Salz 2 nolwendig und hinreichend, daB die
Strukturfunktion (8), also

4 > F(F(a,b,A,B,T),cT,C, L) = > Fa,Fbc,B, C,T),AT,L)
T T

fiir alle @, b und ¢ aus £ und alle 4, B, C und L aus H erfiillt, wobei aber eben hier
fiir diesc Argumente wie auch fiir 7 nur Elemente aus H zugelassen sind. Nun ist
in (24) die linke Summe gleich

F(F(a, b, 4, B, AB), ¢, AB, C, (AB)C) falls ABCH und (4B)C€H,

wihrend sonst sogar alle Summanden verschwinden. Entsprechendes gilt fiir die
rechlte Summe von (24) mit

F(a, F(b, ¢, B, C, BC), 4, BC, A(BC)) falls BC€H und A(BC)€H.

Fiithren nun alle Produkte 4B, (4B)C, BC, A(BC) nichl aus H heraus, so reduziert
sich (24) gerade auf (23). Andernfalls gilt aber stets (4B)C=A(BC)=0O, da wir
nach dem bereits bewiesenen nur noch den Fall zu beriicksichtigen brauchen, daf3
H, Halbgruppe ist. Dann verschwinden aber bei (24) wie bei (23) beide Seiten,
das erstere nach der eben getroffenen Feststellung, das letztere gemiB unserer
Vereinbarung iiber das (bei (23) zugelassene) Auftreten des Argumentes © in der
Strukturfunktion.

Bisher haben wir in der Indexmenge H bzw. in H, eine Miltiplikation ein-
gefithrt, die diesen Mengen durch R bzw. eine vorgegebene Strukturfunktion
aufgeprigt wurden. Wir kdnnen aber aych von einer in H={4, B, ...} vorgebe-
nen Multiplikation ausgehen und solche monomialen Ringe R iiber £ mit einer
Basis {w,, wp, ...} betrachten, fiir welche die Multiplikation von R mit der Mul-
tiplikation von H im Einklang steht, d. h.

(25)  fiir AB#C stets F(a, b, A, B, C)=0,
fiir AB=C entweder stets F(a, b, A, B, C)=0
oder F(a, b, A, B, C)#0 fiir alle a0 und 5#0
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gill. Ist inshesondere A eine Halbgruppe und der monomiale Ring R assoziativ, so
nennen wir ihn einen verallgemeinerten Halbgruppenring von H iiber #1),

Satz 7. Ein monomialer Ring R ijber & mit einer monomialen Basis {w,, wg, ...},
deren Indices eine Halbgruppe H durchlavfen, ist genau dann ein verallgemeinerter
Halbgruppenring von H iiber &, wenn die zugehorige Strukturfunktion F(a, b, A, B, C)
gemdf (25) mit der Mulz‘zphkanon von H im Emk/ang steht und der Assozlatzmmfs-
bedingung (23) von Satz 6 geniigt.

Der allein erforderliche Nachweis fiir die Assoziativitit von R ergibt sich mit
dem gleichen Gedankengang wie im Beweis zu Satz 6.

Wir betrachten nun einen assoziativen, monomialen Ring R iiber £, der den
Voraussetzungen von Satz 6 gentigt. Fiir den Fall, da3 das Produkt zweier von o
verschiedener Monome aw, und bwy von R stets aw ,bw, # o erfiillt, wird die Index-
menge H durch die bei (21) erkidrte Multiplikation zur Halbgruppe, und R ist er-
sichtlich ein verallgemeinerter Halbgruppenring von H iiber £ !1). Falls dagegen
Produkte von o verschiedener Monome aus R verschwinden, bildet nur die erweiterte
Indexmenge H, mit der Multiplikation (21) eine Halbgruppe, in der © Nullelement
ist. Dann konnen wir aber einen verallgemeinerten Halbgruppenring R’ von H,
iiber £ bilden, indem wir {co@ w4, Og, ...} als Basis von R’ tiber # nehmen und
eine Multiplikation durch die vorn bereits auf den Definitionsbereich H,, erweiterte
Strukturfunktion F(a, b, A, B, C) von R einfithren 12). In der Tat ist F(«, b, 4, B, C)
dann auch beziiglich der Basis {a)@, w4, Wg, ...} eine moriomiale Strukturfunktion,
wihrend die Assoziativititsbedingung (23) gerade in Satz 6 nachgewiesen wurde.
Ersichtlich bilden dann die Monome xw g flir alle x € Z als Annullatoren ein zuldssiges

Ideal (e,.w@) von R’,und es gilt R= R’/(e,.co@). Dabei besteht die Restklassenbildung
anschaulich gesprochen einfach darin, das Basiselement w© mit dem Nullelement
von' R’ zu identifizieren. Wir fassen zusammen:

Satz 8. Ein assoziativer monomialer Ring R iiber & mit der Basis {®w,} ey
ist beziiglich der bei (21) erkldrten Multiplikation in der Indexmenge H bzw. H,
entweder ein verallgemeinerter Halbgruppenring von H iiber & oder isomorph zum
Restklassenring eines verallgemeinerten Halbgruppenringes R von H, iiber % nach
dem Ideal (e,.w@) von R’.

’

Wir wenden unsere Ergebnisse nun auf den Fall an, daB cine monomiale Basis
{w,, wg, ...} von R iiber # existiert, die zugleich Algebrenbasis i. w. S. ist; wir
nennen dann R eine monomiale Algeb1a i. w. S. liber £. D1e zugehorigen Str uktu1-
funktionen sind durch

(26) F(a,bABC)_abF(e,,e,,ABC)~abc(C)

10y Mit F(a, b, A, B, C)=0 fiit AB>C und F(a, b, A, B, C)=ab {iir AB=C entsteht so det
Halbgruppenring von H iiber g im ublichen Sinne.
'1) Dieser Halbgruppenring hat die spezielle Eigenschaft, daB in (25) der erste Fall bei AB=C

nie eintuitt,
12) Der Unterschied zu vorn besteht dann darin, da wir @ O jelzt als ein weiteres Basiselement

ansehen und nicht als eines der Basiselemente w., ws, ... deuten, Ubrigens liegl auch hier ein
Spezialfall von (25) vo1, da wir fur AB=(9 stets F(a, b, A, B, (9)=0 haben.
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und die Forderung gekennzeichnet, daBl fiir jedes Paar A, B aus II hochsticens ein
c‘fj, #0 ist. Die Einfiihrung eincr Multiplikation in /I bzw, I, crlolgt dann analog
zu (21) gemiB

AB = C falls ¢ 50,

27 AB=0 falls 3% =0 fir alle Xell,
A0 = 94 = O,

und wir setzen auch hier ¢$% =0, wenn fiir 4 oder B oder C das Element O ¢ H,
eingeselzt wird. Denkt man sich die Multiplikation von H bzw. H, bereils ander-
weitig: fixiert, so konnen wir dic Schreibweise durch

(28) cap = oy

. C . .
vereinfachen, da alle anderen Strukturkonstanten ¢ ohnehin verschwinden,

withrend fiir dic ¢,z
29) , ¢4,5=0 genau dann, wenn 4B=0

gilt. An Stclle von (10) und (22) erhalten wir dann
(30) aw sbwp=abw op=abc, pw 45,

wobei natiirlich wieder ) in Ow@ als ein belicbiges Basiselement zu deuten ist.
Mit [5] nennen wir die ¢, p in (28) das Faktorensystem von R iiber # beziiglich
{04} scu, wobei wir nochmals betonen, dafl dieser Begriffsbildung eine Festlegung
der Multiplikation in H bzw. in H, vorauszugehen hat. Dann geht Satz 6 iiber in

Satz 9. Es sei R eine monomiale Algebra i.w. S. iiber dem Ring & mit einer
monomialen Algebrenbasis {w,, wg, ...} und dem Faktorensystem {c, z}. Dann ist R
genau dann assoziativ, wenn die Indexmenge H bzw. die erweiterte Indexmenge H,
mit der dem Faktorensystem {c4p} zu Grunde gelegten Multiplikation eine Halb~
gruppe bildet und die Bedingung

(31) C4,BCCAB,c = CCB,cC4,BC

Siir alle ¢c € & und alls A, B und C aus H gilt. Falls dabei alle Faktoren c4,p im Zentrum
von A& liegen, kann in (31) das Element ¢ auf beiden Seiten gestrichen werden3).
Damit erhédlt man also unter Verwendung von Satz 3 simtliche assoziativen
monomialen Algebren R i w.S. iiber # mit einer Basis {w,},cp, indem man fiir
H eine beliebige Halgbruppe oder die Menge der von © verschiedenen Elemente
einer Halbgruppe H, mit Nullelement @ nimmt und dazu alle Faktorensysteme
{c4,5} bestimmt, welche die Bedingungen (29) und (31) erfiillen. Andererseits kann
man natiirlich auch zu einer beliebigen Halbgruppe H ein Faktorensystem {c, 5}
betrachten, weiches nur der Bedingung (31) geniigt. Die Strukturfunktion

ab.cyy fir AB=C

F(a,b, 4, B, C) = {0 fir AB# C

13) Vgl. auch [5], Satz 154. Die dort zu trefiende Zusatzbedingung entfiillt hier auf Grund
unserer Erweiterung von H zu Hop.
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erfiillt dann ndmlich (25) und wegen (31) eben (23), so daB auf diese Weise nach
Satz 7 ein verallgemeinerter Halbgruppenring R von H iiber % mit der Basis {&w,} scn
entsteht, die zugleich Algebrenbasis i. w. S. ist. Etwas allgemeiner als REDEI nennen
wir dann R einen Halbgruppenring mit Faktorensystem tiber # und fassen zusammen

(vgl. [5], Satz 155):

Satz 10. Ist H eine Halbgruppe, so ist der Halbgruppenring R iiber Z# mil dem
Faktorensystem {c4 g} genau dann definiert, wenn die Bedingung (31) fiir alle c €%
wund alle A, B und C aus H erfiillt ist.

' Analog {ibertragen wir Satz 8 und erhallen:

Satz 11. Es sei R eine assoziative monomiale Algebra i.w. S. iiber & mit der
Basis {w }scy und dem Faktorensystem {c4 g} Dann ist R beziiglich der diesem
Faktorensystem zu Grunde liegenden Multiplikation in H bzw. H, entweder der Halb-
gruppenring von H iiber & mit diesem Faktorensystem {c4 g} oder isomorph zum
Restklassenring des Halbgruppenringes R von H iiber % mit diesem Faktorensystem %),
{ca,p} nach dem Ideal (e,w ) von R

Da dieses Faktorensystem nach den Vorbetrachtungen zu Satz 9 der Bedingung
(29) geniigt, ist es mitunter vorteilhaft, beliebige Halbgruppenringe R iiber # mit
einem Faktorensystem {d, 5} (Wobei die d, 5 ja unabhingig von (29) gewéhlt werden
kénnen) als monomiale Algebren mit Hilfe von Satz 11 auf andere Halbgruppen-
ringe zuriickzufithren, fiir deren Faktorensystem dann (29) erfiillt sein muf.

Wir erldutern das letztere durch ein rechit einfaches Beispiel: Fiir die Halbgruppe
H wihlen wir die zyklische Gruppe H ={X°, X1, X2} der Ordnung 3 und bestimmen
etwa im Ring # der ganzen Zahlen ein Faktorensystem geméil

z | fiir i4j=2
BxeTN0 0 fir i4j=2.

Wie man sieht, ist (31) (nicht aber (29)) erfiillt, und es existiert nach Satz, 10 der
Halbgruppenring R von H {iber # mit diesem Faktorensystem. Wir kdnnen aber
H auch als Untermenge der von @ verschiedenen Elemente einer Halbgruppe H,,.
mit der Strukturtafel
|x° X' x2 O
Xolxo xt x? @
X xt x2 9 ©
X21x2 9 © O
Ol 9@ o ©

auffassen und ein Faktorensystem gemiB

1 falls AB # O
Ca,B =

0 falls AB = (_C)} fiir alle 4, B aus I

14 e ol — — - e 3
) Man beachte, daB wir bereits ¢ A @—c .4 €9,0 0 definiert hqben.l
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im Einklang mit (29) cinfithren. Dann ist R isomorph zum Restklassenring des

Halbgruppenringes R’ von I, iiber # mit {c,,,} als Faklorcnsystem nach dem
Ideal (w@).

SchlieBlich ist fiir das Aufsuchen aller mdglichen Faktorensysteme zu gewissen
Halbgruppen H bzw. H, noch folgendes Korollar niitzlich:

Korollar. Ist {c,, 5} ein Fakiorensysiem einer assoziativen monomialen Algebra
.oder eines Halbgruppenringes R iiber %, so gill das gleiche fiir {ci,p} mit cip =—cap.
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