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Darstellungen von Restklassen (mod #)
als Summen von zwei Quadraten

Von OTT-HEINRICH KELLER in Haile

Es sei n eine natiirliche Zahl. Wir fragen nach den eigentlichen Darstellungen
der zu n primen Restklassen s (mod n) durch Summen zweier Quadrate s = x2+
+y?(mod n). Es sei also (x, y, n)=1; (s, n)=1. Falls 4|n, muB s=1 (mod 4) sein.

Jede solche Darstellung notieren wir mit dem Zahlenpaar (x, y) und beachten.
dabei Reihenfolge und Vorzeichen. (Jeder Darstellung, fir die x# +y; x# —x;
y#Z —y(mod n) seien also 8 Zahlenpaare (& x, +y) und (£y, £x) zugeordnet.)

Es ist zu zeigen:

1. Jede Zahl s mit (s, n)=1, und, falls 4|n, mit s=1 (mod 4) ist darstellbar.

2. Die Anzahl der Darstellungen von s (mod n) ist nur von n, nicht aber von
s abhingig; sie sei g(n).

3. o(n) ist eine distributive zahlentheoretische Funktion von n.

4. Es ist o(1)=1, 0(2)=2, o@2)=2*1(r=2),

w-r )

. —1
(p ungerade Pr1n1zahl,(~7-] Legendresches Symbol].
Zu 2. Wir ordnen jedem in Betracht kommenden Restklassenpaar (x, y) die
idquiforme Matrix (_;j:) zu.!) lhre Determinante ist x?+ y2. Diese Matrizen

bilden eine abelsche Gruppe Mi; sie wird durch die Determinanten homomorph
auf die Gruppe )N der darstellbaren Restklassen abgebildet. Der Kern dieses Homo-
morphismus ist die (mod »n) orthogonale Gruppe © der Darstellungen der Rest-
klasse 1 (mod n). Die Ordnung von O sei ¢(n). Die Darstellungen der Restklassen
s erscheinen als Nebengruppen nach ©; die Anzahl ihrer Elemente ist von s unab-
hingig. Alle Restklassen, die iiberhaupt darstellbar, sind also gleich oft darstellbar.

Zu 3. Ist n=ny-n, mit (n;, n,) =1, so entsprechen sich die Restklassenpaare
(x, ) (mod r) und die Paare von Restklassenpaaren (x,, y,) (mod n;) und (x,, y,)
(mod »,) eindeutig. Es ist also g(n) =¢(n,)-0(n,).

Zu 1. Wir miissen noch zeigen, daB sich jede der erwdhnten Restklassen iiber-
haupt darstellen 148t. Nach 3.) geniigt es, sich auf den Fall n=p" (p = Primzahl)
zu beschrinken.

1) Ist —1 quadratischer Nichtrest mod s, so sind diese Matrizen den komplexen Restklassen
x-+iy eineindeutig zugeordnet.



192 ' O.-H. Keller: Darstellungen von Restklassen

a) Essei p=2. Fiir r =1 und 2 ist nichts zu beweisen. Fiir r =3 sind alle Zahlen
s, fir die s=1 (mod 8) ist, quadratische Reste s =¢2(2") und gestatten die Darstellung
s=4¢%*+0% (mod 2). Die anderen Restklassen haben die Form s=g¢?%+4 (mod 2",

und dies ist ebenfalls eine Darstellung.
b) p sei ungerade. Ist dann R (mod p) darstellbar, so auch (mod p*). Ist ( ) =1
so ist s=¢? (mod p) und s=¢2-+0% (mod p") ist eine Darstellung.

In der Reihe der Restklassen-1, 2, ..., p—1 mulBl mindestens einmal auf einen
Rest ein Nichtrest folgen. Es gibt also einen solchen quadratischen Rest g2, daB
N, =¢*+1 ein Nichtrest (mod p) ist. N, gestattet also eine Darstellung. Jeder
andere Nichtrest N entsteht aus N, durch Multiplikation mit einem quadratischen
Rest ¢? und gestattet die Darstellung N =(qq,)* +¢* (mod p).

Zu 4. Es ist noch ¢(p") zu berechnen.

a) p=2. Es ist p(2)=2. Fiir r =2 ist fiir die Halfte der in Betracht kommenden
Restklassenpaare x gerade und y ungerade. Da es 2"-! gerade und ebensoviele
ungerade Restklassen (mod 2) gibt, gibt es 22"~2 Restklassenpaare, in denen die
erste ungerade, die zweite gerade ist, also im ganzen 2%7-! Paare. Da es nun 27-2
solche Restklassen s gibt, fiir die s=1 (mod 4), entfallen auf jede von ihnen 2"+"
Darstellungen.

b) p ungerade. Es gibt p?" Zahlenpaare (mod p"); davon sind p?'—2 uneigentlich,
d. h. plx und p|y. Es bleiben also p?"~2 (p2 —1) eigentliche Zahlenpaare.

ba) Ist p=3 (mod 4}, so stellen sie alle eine zu p prime Restklasse dar. Deren
Anzahl ist ¢(p") = p~'(p—1). Da sie sich gleich oft darstellen lassen, entfallen
auf jede von ihnen o(pr) = p'—!(p+1) Darstellungen.

bf) Ist p=1(mod 4), so ist —x? quadratischer Rest, und es gibt zu jedem
der pr='(p—1) mdoglichen Werte von x noch 2p"~! solche Werte von p, daf}
x24+y? = 0(modp). Fiir die zu p teilerfremden Restklassen bleiben also nur
PP — 1) =2p%-2(p—1) =p?-2(p—1)? Restklassenpaare zur Verfiigung. Jede
dec p"+1{(p —1) zu p teilerfremden Restklassen gestattet also noch g(p7) = p"'(p—1)
Darstellungen.

Bemerkung. Es sei 11 die Untergruppe

u={i[é ?] i[—? é)}

Die Nebengruppen von 9i/1l sind dann

X y. y —X
g == .
lhre Elemente unterscheiden sich nur unwesentlich. 2i/1l wird ebenfalls auf %
homomorph abgebildet. Die Anzahl der dann noch verschiedenen Darstellungen
irgend einer Restklasse ist dann g%n_). Dabei sind die Paare (0, x), (x, £x) und,
falls 2i{n, (%, x) je einfach, die Paare aber (x, y) mit 2x, 2y, x-ty # 0 (mod ») je

doppelt, nimlich einmal als (x, y) und einmal als (y, x) zu zihlen.

(Eingegangen am 29. Januar 1964)



