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Additive Ideale und unabhiingige Mengen

Von ATTILA MATE in Szeged

Fiir eine beliebige Menge E bezeichnen wir mit Pt(E) die Menge aller Teil-
mengen von E (die Potenzmenge von E).

A C B bedeutet, dall A4 in B enthalten und nicht gleich B ist; 4 & B bedeutet,
daB A4 in B enthalten ist, aber auch gleich B sein kann. A\ B bedeutet dic Menge
derjenigen Elemente von A, die keine Elemente von B sind. Ist E ein metrischer
Raum, x€ E und £=0, so bezeichnet U(x; ¢) die Menge derjenigen Punkte von E,
die von x in einer Entfernung <e¢ liegen.

Eine Menge I von Teilmengen einer Menge E heilit ein R, -additives Ideal,
wenn eine beliebige Teilmenge eines beliebigen Elementes von I, sowie die Vereini-
gungsmenge beliebiger, doch weniger als &, Elemente von I ebenfalls zu I gehéren.
Das Ideal I ist ein echtes Ideal, falls @ #I=Pt(E) ist. Ein Erzeugendensystem
eines ¥,-additiven Ideals I ist eine Menge G <1, fiir die kein &,-additives Ideal
J existiert, fiir welches GESJ X ist. Es ist leicht einzusehen, dafl der Durchschnitt
beliebig vieler §,-additiver Ideale ebenfalls ein &,-additives Ideal ist. Daraus folgt,
daB jede Menge G SPt(E) ein und nur ein ¥, -additives Ideal erzeugt.

Ist 8, singuldr, so stimmt das durch die Menge G erzeugte §,-additive Ideal mit
dem durch G erzeugten ¥,.,-additiven Ideal iiberein. Ist &, reguldr, so ist jedes
Element des durch G erzeugten R,-additiven Ideals als Teilmenge einer Vereinigungs-
menge von weniger als &, Elemente von G darstellbar,

Ein Ideal I hat den Erzeugungsgrad m, wenn es ein Erzeugendensystem von
der Michtigkeit m, aber kein Erzeugendensystem von der Michtigkeit <m besitzt.

Zu jedem Element x der Menge E ordnen wir eine (eventuell leere) Menge S(x)
in E derart zu, daB x ¢ S(x) ist. Es sei S ~1(x)s{y: x€S(y), y€E}. Ist MSE, so
sei S(M) = U S(x),und S~1{(M)= U —!(x). Eine Menge M S E wird unab-

hingig genannt wenn M S(M)= Q 1st

Wir sagen, daB die Elemente eines Mengensystems BSPt(FE) gegenseitig
unabhdingig sind, wenn es fiir beliebige zwei verschiedene Mengen P, Q¢B gilt:
PNS(Q)=0 und S(P)NQ=9.

*

Diese Arbeit beschiftigt sich mit gewissen Zusammenhédngen zwischen Idealen
und unabhédngigen Mengen.

In §1 wird die Frage untersucht, unter welchen weiteren Bedmgungen kann
man behaupten, daB, falls sowohl S(x) als auch S—1(x) fiir jedes x€F in einem
Ideal I enthalten sind, eine unabhingige Menge existiert, die kein Element des
Ideals I ist. S. MARcuUs hat einige solche Ideale gefunden: Sei E die Menge der
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reellen Zahlen; angenommen, daB die Kontinuumshypothese gilt, sind das Ideal
der Mengen erster Kategorie in E, bzw. der Mengen vom Lebesgueschen MaB
Null in E solche Ideale.

§ 2 gibt ebenfalls eine Verallgemeinerung eines Satzes von S. Marcus. Im Fall,
daB E diec Menge der reellen Zahlen ist, fand S. MARCUS eine solche Abbildung

x—~S(x), daB S(x) =1, ferner hat er gezeigt, daB keine unabhingige Residual-
menge in einem beliebigen Intervall existiert. (Eine Menge H ist in einem Intervall
I residual, wenn I\ H erster Kategorie ist.) In der Definition der residualen Mengen
kann das Ideal der Mengen erster Kategorie durch andere Ideale ersetzt werden.

Wir werden solche Ideale angeben, fiir welche, wenn wir die residualen Mengen
fiir diese Ideale definieren, sich der Satz von S. MARCUS verallgemeinern 14Bt.

§ 3 enthilt eine Verallgemeinerung von zwei Sdtzen. Der erste stammt von P.
ErDGs [5]: Ist E ein separabler metrischer Raum, und S(x) nirgends dicht, so exi-
stiert eine abzihlbar unendliche unabhingige Menge; der andere stammt von S.
MARcuUs. Ist F ein separabler metrischer Raum, und S(x) nirgends dicht, so existieren
beliebig, doch endlich viele, gegenseitig unabhingige, paarweise disjunkte Mengen
zweiter Kategorie. Wir werden beweisen, dafy es unter denselben Bedingungen
sogar abzdhlbar unendlich viele, paarweise disjunkte, gegenseitig unabhingige
Mengen zweiter Kategorie gibt. (Unser Satz ist noch etwas allgemeiner.)

§1

Satz 1. Es sei 8, eine reguldre Kardinalzahl. Hat das ¥,-additive, echie Ideal
Lvon E den Erzeugungsgrad ,, so existiert eine solche Menge H< E von der Mdchtig-
keit R,, daf jede Teilmenge von H mit der Machtigkeit <X, ein Element von 1 ist,
dagegen jede Teilmenge von H mit der Miichtigkeit 8, kein Element von 1 ist.

Beweis. Sei

GOlGlJGZ;---,Gé,... (€<wa)
ein wohlgeordnetes Erzeugendensystem der Michtigkeit 8, des Ideals I und sei
H,= G¢\ U Gy.

Es konnen fiir ein gewisses & <, nicht alle Hj (= &) leer sein, weil dann auch
die Menge {G,},<; das Ideal erzeugen wiirde, was dem Erzeugungsgrad 8, des
Ideals widerspricht.

Deshalb ist die Menge derjenigen ¢, fiir welche H, nicht leer ist, konfinal mit
der Menge W(w,) (der Ordinalzahlen y <w,), also ist die Menge der nicht leeren
H, von der Michtigkeit §,. Ist {<l<=w,, so gilt H,(NH,=@. Wir wihlen nun
aus jedem, nicht leeren H<§ ein Element /,, und setzen H={h}:<,,.

Diese Menge H hat offenbar die Miéchtigkeit ¥,; alle ihre Teilmengen der
Michtigkeit < &, sind Elemente des Ideals I, da jedes Element von H Element eines
G; (£ <w,) ist; dagegen gehort keine Teilmengen von A von der Michtigkeit R, zum

Ideal, da H( G, < R, fiir beliebiges & <w, ist; damit haben wir den Satz 1 bewiesen.

Korollar 1. 1. Die Menge erster Kategorie und die Mengen vom Lebesgueschen
Maf Null bilden im Raume der reellen Zahlen je ein &, -additives Ideal. Beide Ideale
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haben ein Erzeugendensystem von der Mdchtigkeit des Kontinuums. (Das Erzeugenden-
system des Ideals der Mengen erster Kategorie bilden die nirgends dichten abgeschlosse-
nen Mengen,. dasjenige des Ideals der Mengen vom Lebesgueschen Maf3 Null bilden
die Borelschen Mengen vom Lebesgueschen Maf Null.) Keines der Ideale wird von
weniger als R, seiner Elemente erzeugt.

Gibe es ndmlich ein Ideal mit 8, Erzeugenden, so wiirde die Vereinigungs-
menge M der Elemente dieser Erzeugenden ebenfalls zum Ideal geh6ren. Dann
wire aber das Ideal gleich Pt(E), da jede Menge mit nur einem Element von der
ersten Kategorie, bzw. vom Lebesgueschen Mal3 Null ist. Dies ist aber offenbar un-
moglich. (Ob diese Ideale ein Erzeugendensystem der Michtigkeit < 2% besitzen,
oder nicht, ist mir unbekannt.)

So erhalten wir, wenn 2*o=g,, und a=1 gesetzt wird, aus dem Satz 1 den
Lusinschen Satz iiber Mengen erster Kategorie und den Sierpinskischen Satz iiber
Mengen vom Lebesgueschen Maf3 Null.

Satz 2. Sei R, eine beliebige Kardinalzahl, und 1 ein X,-additives echtes Ideal
der Menge E mit einem Erzeugungsgrad =R,. Wenn die Abbildung x — S(x) derartig
ist, daf} mit Ausnahme der Elemente einer Menge K€X (d. h. fiir alle x € EX\K) S(x) €1
und S—Y(x)€X sind, so existiert eine unabhdngige eine Menge, welche nicht zum
Ideal T gehort. '

Beweis.

a) Ist R, singuldr, so stimmt das durch die Menge I erzeugte 8,,,-ldeal mit
I tiberein. Somit folgt aus der Behauptung fiir regulire Michtigkeiten auch der
auf singuldre Miéchtigkeiten beziigliche Satz. Wiirde man von I R,.,-Additivitdt
statt §,-Additivitdt fordern, so wire die Behauptung ein Spezialfall der auf regulire
Michtigkeiten beziiglichen Behauptung des Satzes (bekanntlich ist &, ; ; stets reguldr).

B) Sei §, regular. Wir unterscheiden zwei Fille: ‘

a) Ist der Erzeugungsgrad des ldeals <§,, so wihlen wir eines seiner Erzeu-
gendensysteme von der Maichtigkeit < §,. Es ist klar, daB dann auch die Vereini-
gungsmenge M der Elemente des Erzeugendensystems ein Element des Ideals I
ist. Da I echt ist, so ist M C £; andererseits ist I=Pt(M); daraus folgt, daf3 die
(nicht leere) Menge E\M unabhingig und kein Element des Ideals 1 ist.

b) Ist das ldeal vom Erzeugungsgrade X,, &,-additiv und echt, so kann Satz 1
angewendet werden:

Die im Satz 1 konstruierte Menge H sei wohlgeordnet: t, t;, ..., tg, ... ({ <@,).
Die gewiinschte unabhingige Menge wird durch transfinite Induktion konstruiert.

Sei x, das erste ¢, fiir welches 7, ¢ K. Ein solches x; existiert unbedingt, da #
von der Michtigkeit 8, und andererseits K¢1I ist; also ist die Michtigkeit des
Durchschnitts KN H kleiner als R,.

' Wir nechmen an, daf x, fiir alle y <¢ (£ <w,) definiert ist, und zwar so, dal}
x, 4K, x,€H, und {x,},., unabhingig ist. Es sei x;€ H das erste Element, fiir
welches die Menge {x,},<, unabhingig ist, und x4 K, d. h.

X €HNKN U S\ ygég— 1(x,).

B y<&

Da x, (y<¢) kein Element von K ist, sind die Mengen HO( |J S(x,)),
v<$
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HN( U S-1(x,)) und HNK Elemente von I, und, da sie Teilmengen von H sind,
4
ist ihrye< Michtigkeit kleiner als &,. Daraus folgt, dal die Menge

HNKN U SN U S-1(x,)
r<g <

nicht leer ist; somit existiert ein die Bedingungen erfiillendes x,. Damit ist x, fiir
jede Ordinalzahl ¢ <w, definiert. Die Menge {x,};,, ist offenbar unabhingig.
Da sie die Michtigkeit &, hat und eine Teilmenge von H ist, so ist sie kein Element
des Ideals I, was zu beweisen war.

Gilt 2% =¥,, so erhilt man im Falle a=1 als Korollar zwei Sdtze von S.
Marcus [1]. In diesen Sdtzen ist E die Menge der reellen Zahlen und I das Ideal
der Mengen erster Kategorie, bzw. der Mengen vom Lebesgueschen MafBle Null;
s. Korollar 1. 1.

In Satz 2 ist die Bedingung {iber den Erzeugungsgrad des Ideals sehr streng.
Es erhebt sich die Frage, inwieweit diese Bedingung wichtig ist. Eine Antwort dazu
gibt der folgende

Satz 3. Es sei 8, eine regulire Kardinalzahl, und E eine Menge der Mdchtigkeit
Ny = R,. Dann existiert eine Abbildung x —~S(x), und dazu ein R,-additives echtes
Ideal 1 mit dem Erzeugungsgrad =¥, derart, dafp S(x)€l und S—1(x)€1 fiir jedes
x€E, und jede unabhiingige Menge ein Element des Ideals ist.

Wir stellen die Menge £ in der Form W(wg) X W(w,) dar. Ist ein beliebiges
X = (4 Y EE(L, & <wp) gegeben, so sei das Abbild des Elements x die Menge

S(x) = ((W(@p) X OUAX W(w))\{x},

d. h. die Menge der Elemente der Form (y; ¢) und (4; d), mit den Bedingungen
y#4,6#¢ und y <y, 0 <w;.

Sehen wir die Menge E als eine Matrix mit w; Zeilen und wy Spalten an, so
kann behauptet werden, daBl S(x) die Menge derjenigen Elemente von E -- mit
Ausnahme von x selbst — ist, welche in derselben Zeile oder derselben Spalte wie
x enthalten sind.

Ferner ist es klar, daB in dieser Konstruktion S(x)=S-"'(x) (x€E) gilt.

Eine Menge M S E ist dann und nur dann unabhidngig, wenn sein Durchschnitt
mit einer beliebigen Zeile oder Spalte der Matrix hdchstens ein Element hat.

Es sei nun I das durch die sdmtlichen S(x) =S ~(x) (x € £) und die sdamtlichen
unabhidngigen Mengen erzeugte R,-additive Ideal.

Dann sind S(x), S—!(x) und alle unabhingigen Mengen Elemente von I.
Es ist nachzuweisen, daB3 das Ideal I echt ist. Der Beweis ist der folgende:

Da ¥, regulir ist, kann jedes Element von I als Teilmenge der Vereinigungs-
menge von weniger als 8, Mengen S(x) (=S ~'(x)) (x € £) und weniger als ¥, unab-
héngigen Teilmengen von E dargestellt werden. Es ist zu beweisen, daf} keine solche
Vereinigungsmenge mit £ identisch sein kann.

Wir nehmen eine Menge M der Michtigkeit<§, (M C E) und untersuchen
die Vereinigungsmenge U S(x)=SM).

Die Anzahl derjemgen Zeilen, die ein Element der Mengen M enthalten, ist
offenbar kleiner als ¥,; so existiert mindestens eine Zeile H, die kein Element von
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M enthilt. Daraus folgt, daB der Durchschnitt S(M)NH genau aus denjenigen
Elementen von M besteht, welche die Durchschnitte von H mit denjenigen Spalten.
sind, die ein Element von M enthalten. Da die Anzahl solcher Spalten kleiner als.
8, ist, und der Durchschnitt einer Zeile und einer Spalte nur ein Element enthilt,.
so ist die Menge S(M)MNH von kleinerer Michtigkeit als ¥,.

Es sei nun die Menge F, deren Elemente unabhingige Teilmengen von E sind,

von der Michtigkeit <8,, und wir untersuchen den Durchschnitt |J (TN H).
TEF
Da eine Menge T€F unabhingig, und H eine Zeile der Matrix ist, hat die Menge

T H hochstens ein Element. Daraus folgt, dal die Michtigkeit der Menge
U (TN H) kleiner als &, ist. Es wurde bereits bewiesen, dal die Méchtigkeit.

der Menge S(M)NH kleiner als R, ist. Daraus folgt, daB die Menge
(S(M)ﬂH)U( U (TﬂH))zHﬂ( U TUS(M))

eine Michtigkeit < 8, besitzt. Es folgt weiterhin, daB3 die Menge H\( U TU S(M))

nicht leer (sogar von der Michtigkeit &l,) ist (da H= Np = R,); also ]St die Menge
EN( U TU S(M)) auch nicht leer. Da ein beliebiges Element von I als Teilmenge:

" einer Menge in der Form |J TU S(M) darstelibar ist, wo MgE,M< R
. TEF

F S Pt(F), F< %,, und die Elemente von F unabhingig sind; und da es in den vor--
ausgehenden bewiesen wurde, daB die Menge £\( U TUS (M)) nicht leer

(d h. U TUS(M)CE)ist, soist E4L d.h. das Ideal I 1st echt, was zu beweisen.

war.

Bemerkung 3.1. Diese Konstruktion kann auch so durchgefithrt werden,
daBl S(x)N S ~—1(x) =@ fiir jedes x € E, und dabei noch die Bedingung S(x) < &p(— E).
erfiillt sei.

Es sei ndmlich x=(4; &), und dabei

S(x) = (WAHXE U (AX W),
dann ist offenbar

S-1 (x) = ({y}l<y<wﬁ X é) U ('1 X {5}§<6<w,3)'
Da SEUSH(x) = (W(wp) X E)U (A X W(wp))\{x}

identisch mit dem S(x) der vorherigen Konstruktion ist, sind die unabhingigen:
Mengen dieselben, wie in der vorherigen Konstruktion, deshalb stimmt das durch.
simtliche S(x), S—!(x) und sdmtliche unabhingige Mengen erzeugte 8,-additive:
Ideal mit dem ldeal der vorherigen Konstruktion iiberein. Andererseits ist es klar,

daB S(x) <%y, und S(x)NS~1(x)=@ fiir jedes Element x€E gilt.

Korollar 3. 1. Ist E eine Menge von der Mdchtigkeit 8; und R,= Rz, wobei’
R, eine regulire Kardinalzahl bedeutet, so existiert ein X,-additives echtes Ideal von
E derart, dafi eine beliebige Menge H < E von der Mdchtigkeit =8, eine Teilmenge
von der Mdchtigkeit 8, besitzt, welche ein Element von 1 ist. (D. h., in Satz 1 ist die
Bedingung, daBl der Erzeugungsgrad des &, additiven Ideals ¥, sei, unerldBlich.).
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Im Beweise des Satzes 2 wurde ndmlich die Bedingung, daB3 I den Erzeugungsgrad
R, besitzt, nur in der Weise beniitzt, daB Satz 1 zum Beweise von Satz 2 verwendet
wurde.

Falls Satz | fur alle echte Ideale I wahr wire, so wire Satz 2 fiir alle echte Ideale
‘wahr, was aber dem Satz 3 widerspricht.

Ubr.igens ist es auch unmittelbar einzusehen, daB die Behauptung des Satzes 1
fiur das Ideal von Satz 3 nicht zutrifft.

§2

Definition 1. Sei E eine beliebige Menge, M eine ihrer Teilmengen, und I
-ein echtes Ideal von E. Eine Menge H S E wird in M residual iiber I genannt, wenn
MN\HEeI ist. Ist E die Menge der reellen Zahlen, 1 die Menge-der Mengen erster
Kategorie (welche ein §&,-additives echtes Ideal lst) so wird H einfach residual
in M genannt.

Definition 2. Sei R* (¢=w) der a-dimensionale Euklidische Vektorraum
fiir ¢« <w, und der Hilbertsche Raum fiir a =w.

Die Summe M+ N von zwei Mengen M und N von Vektoren in R* wird als
-die Menge aller Vektoren von der Form m +n definiert, wobet meéM, néN. — M
ist die Menge aller Vektoren der Form —m, wo mé M. Die Differenz M — N wird
-durch die Identitdit M — N = M 4 (— N) definiert. Der Nullvektor des Raumes wird
mit o bezeichnet.

Definition 3. Man sagt, das Ideal I in R* sei um die Elemente einer Menge
M S R* verschiebbar, wenn aus K€1 folgt: K+ {m} €l fir alle meM. Ist M =Re,
wird I einfach im Raume R verschiebbar genannt.

Sei A* eine Menge von Vektoren im Raume R* die den Vektor ¢ dann und
nur dann enthilt, wenn simtliche Koordinaten von ¢ algebraische Zahlen sind,
und nur endlich viele Koordinaten von Null verschieden sind. Sei P* die Menge
-derjenigen Vektoren von A%, deren simtliche Koordinaten rationale Zahlen sind.

Offenbar sind 4* und P* abzidhlbar unendliche Mengen, und beide Mengen
sind im Raume R* dicht.

Satz 4. Ist E=R* (a=w), so existiert eine Abbildung x — S(x) mit S(x)=1
und mit der weiteren Eigenschaft: wenn 1 ein beliebiges, um die Elemente von A*
-verschiebbares, ¥, additives, echtes Ideal von E ist, dann ist keine Menge M S E,
die in einer offenen Teilmenge von E iiber 1 residual ist, eine unabhingige Menge.

Beweis. Es sei meE, ncE. Die Relation m—n€ A ist eine Aquivalenz-
relation; der Raum £ zerfillt also in disjunkte Aquivalenzklassen.

Wir wihlen aus jeder Klasse ein Element aus: die Menge der ausgewihlten
Elemente sei A,. Ist a€ A%, so sei Aq+{a}=4,.

a) Ist o 2a€ A% soist Ay(VA,=0D. A, enthilt nur je ein Element jeder Klasse,
also keine zwei Elemente, deren Differenz zu A% gehort; folglich kann kein Element
von A, zu A, gehoren.

Daraus folgt trivialerweise, dafl es fiir zwei beliebige verschiedene Elemente
a, b von A* gilt: 4,NA4,=0
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b) E= |J 4,. Denn ist e ein beliebiges Element von E, so hat die Aquivalenz-
aEA“

klasse von e ein repridsentantes Element 4 in Ay und so ist: e=h+te— h€Ay,+
+{e—h} = 4, (e—hec 4.

Die Relation a—b€P* (a, b€ A%) ist auch eine Aqulvalenzrelatlon deshalb
zerfillt die Menge A in disjunkte Klassen inbezug auf diese Aquivalenzrelation.

Es ist bekannt, daBl der Index der additiven Gruppe der algebraischen Zahlen
iiber der additiven Gruppe der rationalen Zahlen unendlich ist. Daraus folgt,
daB die Anzahl der Aquivalenzklassen in 4! 'unendlich ist. Fiir a€ R*=E (x>1)
bezeichne o(a) die erste Koordinate von a. Falls a€ 4% so ist offenbar ¢ (a) € A1,
und falls a€ P, dann ¢(a) € P'. Da 6(a)—6(b) = a(a—>b), so folgt aus a—b < P?,
-daB o(a) — o (b) € P'. Folglich kénnen a und b nur dann zu derselben Klasse der
Menge A* gehoren, wenn o(e) und o(b) zu derselben Klasse der Menge A!
gehoren. Deshalb zerfillt A% auch fiir & > 1 in unendlich viele Klassen. Da 4% abzihl-
bar ist, so ist die Anzahl der Klassen in A“ auch abzidhlbar, also abzihlbar
unendlich.

Wir bezeichnen die Klassen in A4* durch

Dy, Dy, ..., D,, ... ~(n<w).

Nach der Definition ist keine dieser Klassen leer, und dabei noch D, D, Q
wenn m<n<w, und |J D,=4%

n<w

Es sei nun E,= |J A,. Die Mengen E, sind disjunkt. Wiirden ndmlich etwa

x€D,
E,, und E, (m<n<w) nicht disjunkt sein, so gibe es Elemente x € D,,, y € D, derart,
daBl A,M A, nicht leer ist. Da aber D, N D,=@ ist, mufl 4, A4,=4 sein. Dieser
Widerspruch beweist die Behauptung.
Die Vereinigung aller E, ist gleich E:
UEn: U U A= U A= U Ay

n<w n<w xe€Dy, x€ |J Dn x€ A%
n<w

E.

Andererseits ist, da im Falle z€ P* D, + {t} =D, gilt,
{H+E.={3+ U 4.= U (Ax+{t}) = U 4oy =
x€D, x€D, x€D,

= U A= U 4A.=E,
x€Dp+{t} x€Dp
d.h. {t}+E, = E,, falls t¢ P, und deshalb E,+P =E,.

Wir betrachten die folgende Abbildung x—»S(x) von F in Pt(E):

Ist x€ E,, so sei S(x) gleich der Menge mit dem einzigen Element x+1¢,, wo
1,€4% t,20ound t,€ U(o; 1/n). Es sei GZ E eine offene Menge und I ein beliebiges,
8, additives, um die Elemente der Menge A* verschicbbares echtes Ideal. Wir
‘behaupten, daBl E, NG in I nicht enthalten ist.

Es sei ndmlich e, ein beliebiges Element von E,. Da {e,} — G eine offene Menge,
und P# in E dicht ist, so existiert ein € P* derart, daB r€{e,} —G, d. h. e,—1€G
ist. Da t€Pe, so ist auch —t€P% also e,~t€E, (weil £,+P* =E), d h.
e,—t€E,NG, und so e, € E,NG+{t}. Folglich gibt es zu jedem e, € E, ein t€P*
mit e, € £, NG+ {t}. Esgiltalso £,SE,NG+ P, undda E,NG+P*SE,+ P*=F,

ns
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ist E,NG+P= = E,. Wir nehmen nun an, daBB £,NG¢cI. Da I um die Elemente
von A* verschiebbar und &, additiv ist, 4% aber abzihlbar ist und P*c 4= gilt, so
ist
E,=ENG+P= |J (E,NG+{1})
te P

‘auch ein Element von’ I und das gleiche gilt dann auch fiir E=|J(E,+{a}),
ag A*

was aber der Bedingung widerspricht, dal I ein echtes Ideal ist. Folglich kann
E,NG wirklich nicht zu I gehoren.

Es sei jetzt M in der offenen Menge G iiber I residual. Es sei x €G. Da G offen
ist, gibt es ein =0 derart, daB U(x;e)&G. Da U(x;¢/2) offen ist, gehort
U(x; ¢/2)NE, fiir kein n<w zu' 1. Andererseits ist M in G residual iiber I, d. h.
G\M ¢l Dies zeigt, daBB (U(x; ¢/2) N E,)\M, eine von Teilmengen der Menge
G\ M, auch zu I gehort. Da U(x; ef2) N E, 41 ist, es folgt weiter, daB U(x; ¢/2) N
NE,NM nicht zu ¥ geh6rt. Verschiebt man die Menge U(x;¢/2)NE,NM um
den Vektor #, € 4% so erhilt man die Menge S(U(x; ¢/2) N E, N M), welche auch kein
Element von I ist, weil I um die Elemente von A* verschiebbar ist. Anderer-
seits ist, wenn 1l/n—<g/2, S(U(x;¢/2)NE,NM) S U(x;e/2)+{t,} S U(x;¢/2) +
+U(o;1/n) S U(x;6) S G; da G\Mc], soist S(U(x;¢/2)NMNE)NM % .
Wegen S(U(x; ¢/2)NMNE,) S S(M) hat man also auch S(M) M # @, folglich
ist M nicht unabhingig, was zu beweisen war.

Korollar 4. 1. Ist I das Ideal der Mengen erster Kategorie des Raumes E= R*
(e =w), so ist die im Beweis des Satzes 4 definierte Abbildung x —~ S(x) derart, daff
es keine unabhingige Menge gibt, die in irgendeiner offenen Teilmenge von E (iiber 1)
residual ist. (Ist E=R!, so ergibt sich hieraus der Satz von S. Marcus [1].)

Ist in E=R 1 das Ideal der Mengen vom Lebesgueschen Mafe Null, so geniigt
I ebenfalls den Bedingungen unseres Satzes 4 (I ist verschiebbar, §,-additiv, echt),
also ist der Satz auch fiir dieses Ideal giiltig.

§3

Um je einen Satz von P. ErRDGS bzw. S. MARcus zu verallgemeinern, lassen
wir den folgenden Satz vorausgehen:

Satz 5. Sei E ein separabler mertischer Raum von der zweiten Kategorie in sich,
und sei I ein R, -additives echtes Ideal in E. Dann sind die folgenden zwei Behauptun-
gen dquivalent: :

1. Fiir jede Menge M ¢1X existiert eine nicht leere offene Menge G < E derart,
dafp HN\M fiir keine nicht leere offene Teilmenge H von G zu I gehort.

2. 1 enthiilt samtliche nirgends dichte Teilmengen von E, und somit alle Teil-
mengen erster Kategorie.

Beweis. a) Fiir eine beliebige, nirgends dichte Menge K in E und eine beliebige
nicht leere offene Menge G in E gibt es eine nicht leere offene Teilmenge H von
G mit HNK = @, also mit H( K€1. Wenn also Beh. 2 nicht gilt, d. h. eine nirgends
dichte Menge K existiert, die nicht zu I gehort, dann gilt Beh. 1 auch nicht (man
setze M =K).
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b) Sei By, By, ..., B,, ... (n<w) eine abzdhlbare Basis in E (wobei keine
Menge B, leer ist). Wir nehmen an, dafl Beh. 2 gilt, Beh. 1 aber nicht. Dann gibt
€s eine Menge M ¢I derart, daB eine beliebige nicht leere offene Menge Q € F eine
nicht leere offene Teilmenge H enthiilt, fur die HNM¢cI gilt. Da H ein Element
der Basis enthdlt, gibt es ein n derart, daBB B,S Q und B, M€I; das erste Ele-
ment der Basis mit diesen beiden Eigenschaften bezeichnen wir mit B(Q).

Sei nun N die Menge aller nicht leeren offenen Menge des Raumes E. Die
Menge E\ |J B(Q) ist offenbar nirgends dicht, sie gehort also zu I. Da es unter

Q¢N

den .Mengen B(Q) (Q€¢N) nur abzdhlbar viele verschiedene gibt, gehort
U (B(Q)N M) ebenfalls zu I, und das gleiche gilt auch fiir
QEN

U (B@NM)U(EN U B(Q)).
QEN QeN

M ist aber offenbar eine Teilmengé dieser Vereinigungsmenge, somit ist M €1, was
unserer Ausnahme M ¢1 widerspricht. Aus diesem Widerspruch folgt, daB3 wenn
Beh. 2 gilt, dann auch Beh. 1 gelten muf. Damit ist unser Satz bewiesen.

Satz 6. Sei E ein separabler metrischer Raum zweiter Kategorie und es sei in
E eine Abbildung x — S(x) derart gegeben, dafi S(x) fiir jedes x € E eine in E nirgends
dichte Menge ist. Ferner seil ein §-additives echtes Ideal, das keine residuale Mengen,
dagegen alle Mengen mit nur einem Element als Elemente enthdlt. Dann existieren
abzihlbar unendlich viele, inbezug auf die Abbildung x —~ S(x) gegenseitig unab-
hingige Teilmengen von E, die keine Elemente des Ideals 1 sind.

Bemerkung. Die Bedingung, daB alle Mengen mit nur einem Element zu
I gehoren, ist dann von Bedeutung, wenn der Raum FE einen isolierten Punkt besitzt
(sonst kann diese Bedingung weggelassen werden). Ist e € E ein isolierter Punkt, so
geniigt I=Pt(E\e) den Bedingungen des Satzes (mit Ausnahme der letzten); es
gibt aber keine zwei disjunkte Mengen, von denen keine zu I gehort.

Den Beweis von Satz 6 werden wir mit einer Reihe von Lemmas vorbereiten.

Lemma 6.1. Sei K eine Teilmenge des metrischen Raumes H und sei G eine
Teilmenge von K, die offen in K (d. h. inbezug auf die relative Topologie von K) ist.
Dann existiert eine Teilmenge G(H)von H derart, daff G(H) offen ist und G(H)NK=G
gilt.

Beweis. Da G offen in K ist, besitzt jeder Punkt x€G eine Umgebung
U(x; e(x)), fir die U(x;e(x))NKSG gilt. Man braucht dann offenbar nur
G(H)= | U(x; e(x)) zu setzen.

X€EG

Hieraus folgt trivial:
Lemma 6.2. Sei H ein metrischer Raum und sei LEKS H.

a) Ist L nirgends dicht in K, so ist auch L nirgends dicht in H.

b) Ist L nirgends dicht in H und ist K dicht in einer offenen Teilmenge G von
H, so ist L in G K ebenfalls nirgends dicht.

Zum Beweis von b) ist bloB zu beachten, daB fiir jede in H offene Menge
D, die eine Teilmenge von G ist, D (GNK) nicht leer ist.
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Definition. Unter dem Produkt IJ=K von zwei §,-additiven Idealen I, J
verstehen wir das durch die Menge 1UJ erzeugte 8,-additive Ideal.

Wir wihlen insbesondere fiir I das im Satz 6 definierte Ideal in E und fiir J
die Menge aller Mengen erster Kategorie in E, die beide N,-additive Ideale sind.
Dann ist das Ideal K =1J echt, da die residualen Mengen offenbar nicht zu K gehoren.

Ist HS E und H¢XK, so ist-die Menge KM Pt(H) ein echtes ¥, -additives Ideal
von H. Wir bezeichnen das Ideal KNPt(H) durch KA H. Es ist klar, daB, falls
L& H, die Behauptung L<K dann und nur dann wahr ist, wenn LEKA H.

Lemma 6.3. Sei HS E, H4¢K, ferner die Abbildung sei x -~ S(x) derart, daf
S(x) fiir alle x nirgends dicht in E ist. Dann existieren zwei disjunkte, gegenseitig
unabhingige Teilmengen von H, von denen keine zu K gehort.

Beweis. Da K das Ideal J (die Menge der Mengen erster Kategorie von E)
enthilt, existiert eine solche nicht leere, in F offene Menge G, da QN H¢K fiir
alle offenen Mengen Q&G ist (s. Satz 5).

a) Daraus folgt einerseits, da3 H in G dicht, und so S(x) (x€E) im Raume
HN\ G nirgends dicht ist (Lemma 6. 2). A

b) Andererseits ist keine offene Menge des Raumes A G c¢in Element des
Ideals K (Lemma 6. 1). Der Raum HNG(ES E) ist offenbar separabel. Sei B eine -
abzihlbare Basis dieses Raumes.

Da S(x) im Raume H(\ G nirgends dicht ist, existiert zu jedem x€ HNG ein
B¢B mit BNS(x)=0, d.h. x¢S~-1(B), folglich ist

(%) HNG= U (HNG\S-'(B))¢K;
BeEB

* da B=g8,, so folgt aus () die Existenz eines B, €B mit HNG\S~1(B,)¢K,
d. h. mit
HNGN\S- ' (B¢ KA(HNG).

Andererseits, es folgt wegen JEK aus Lemma 6.2, daB das Ideal KA(HNG)
simtliche Mengen erster Kategorie des Raumes H (G enthilt. Es folgt also aus
Satz 5, dall im Raume HN G eine solche offene Menge Q existiert, daBl fiir eine
beliebige, im Raume H( G offene Menge PS Q gilt:

PN(HNG\S~!(B)=P\S~1(B)) {KA(HNG),
d. h. P\S-1(B))¢K.

(Die beiden Behauptungen sind dquivalent, da P\S-Y(B))SHNG.)

1. Ist QN B, £, so existieren zwei disjunkte, im Raume HNG nicht leere,
offene Mengen U, V derart, daB U< QNB;, V< QNB,. (QNB, ist nimlich
offen in HNG, also gehdrt nicht zu K. Deshalb besitzt Q N B; mindestens zwei
Punkte; diese Punkte haben disjunkte Umgebungen in @M B,, und diese Umge-
bungen geniigen den Bedingungen fiir U und V.)

Dann sind UNS~'(B,) und V\S-1(B,) disjunkte, gegenseitig unabhingige
Teilmengen von H, welche keine Elemente von K sind; daher ist die Behauptung
des Lemmas wahr.
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2. Wir betrachten nun den Fall QN B, =@.
, Sei P eine abzihlbare Basis des Raumes Q. Da Q in H G offen, deshalb ist,.
wie wir sahen, fiir ein beliebiges PP

PNS-1(B)¢K.

Andererseits existiert, da S(x) in H(\ G nirgends dicht ist, zu einem beliebigen.
x € B, ein solches PcP, dafl PN S(x)=9, d. h.

B, = PlEJP(BI \S-1(P)¢K

ist (B, ist in HN G offen, also B; ¢K). Da P abzihlbar ist, existiert ein P, € P mit.
B \S-(P)¢K; die Mengen B, \S-1(P)), P,\S~1(B,) sind Teilmengen von.
H, disjunkt (da P, & Q, QN B, =), keine Elementé¢ von K, und gegenseitig unab-
héngig. Damit ist Lemma 6.3 bewiesen.

Nach diesen Vorbereitungen kann Satz 6 wie folgt bewiesen werden.

Da S(x) in E nirgends dicht ist, existieren in E zwei gegenseitig unabhingige-
disjunkte Mengen A4,, By, die keine Elemente von K sind (Lemma 6. 3). -

Wir nehmen an, daB wir fiir ein n <w die Mengen 4, B, (k<n) erhalten.
haben, worin A, und B, zwei disjunkte, gegenseitig unabhingige Mengen sind,
ferner A, B, ¢K (4, B,C F), und A4, B,, B,<B,, falls k=>1.

Nach Lemma 6.3 existieren solche Mengen 4, B,_, und B,C B,_,, dal}
A,NB,=0, A,, B,¢K gilt und A4,, B, gegenseitig unabhingig sind.

Auf diese Weise konnen wir die Mengen {4,},<,, und {B,},<, konstruieren,.
u. zw. derart, daB3 A, und B, gegenseitig unabhéngig, und, falls m<n<w, 4,, B, B,
sind, ferner 4,4¢K gilt. Es bleibt noch zu beweisen, daf3 fiir n#m die Mengen A4,
und A4,, gegenseitig unabhiingig und disjunkt sind.

Das ist aber klar. Es sei ndmlich z. B. n>m. Dann ist 4, B,,, 4,,(\B,=09,
also wirklich 4,, N A,=0; andererseits sind A4, und B, gegenseitig unabhingig,
und so sind auch A4,, und A, gegenseitig unabhiingig, da 4, B,,.

Damit ist unser Satz 6 bewiesen.
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