Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium
fiir die ZPI-Figenschaft in kommutativen,
reguliiren Halbgruppen

Von . J. WEINERT in Potsdam (DDR)

In Verallgemeinerung des ZrrMeLoschen Beweiscs fiir den Fundamentalsaiz
der elementaren Zahlentheorie hat Hasse in [1] ein hinrcichendes Kriterium dafiir
angegeben, daB in cinem Integritéitsbereich 9t jede Nichieinheit (7 0) als Produki
von Primelementen!) geschrieben werden kann, welches von KRULL in [2] zu einem
hinreichenden und notwendigen Kriterium verschérft wird. Beide Kriterien (vgl.
auch KrurL [3], § 5) arbeiten mit einer Art reellwertigen Bewertung und beruhen
auf der Existenz gewisser Linearkombinationen, womit sie von der Ringeigen-
schaft von # wesentlichen Gebrauch machen. In der vorliegenden Note wird ge-
zeigl, daB sich der ZermrLOsche Beweisgedanke sogar zu einem allgemeinen Kri-
terium fiir eine Zerlegung in Primelemente {ZPE) in Halbgruppen ausbauen 138t,
welches die oben genannten Kriterien als Spezialfélle enthilt. Die allgemeinere
Formulierung des Kriteriums macht dabei seinen Beweis einfacher und beeintréich-
tigt auch nicht die Handlichkeit seiner Anwendung, wofiir wir abschlieBend einige
Beispicle geben.

Fiir eine (kommutative und reguldre) Halbgruppe § mit Einselement e 2)
lassen sich die Begriffe Teiler, Einheit, assoziierte Elemente usw. wie iiblich erkli-
ren. Insbesondere verstehen wir unter einer echten Zerlegung

a=aay...a,

von g€ eine solche, fiir die n=2 gilt und kein a,€F eine Einheit ist; eine Nicht-
einheit r € F ohne echte Zerlegungen heifit irreduzibel und sogar prim, wenn aus
rlab stets rla oder r|b folgt. Die Eindeutigkeit jeder Zerlegung in irreduzible Ele-
mente (bis auf assoziierte Faktoren) ist gleichwertig damit, daB auch umgekehrt
jedes irreduzible Element von § prim ist. Damit 1duft die Mglichkeit, jede Nicht-
einheit von § in ein Produkt von Primelementen zu zerlegen, auf das gleiche hinaus
wie die Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegung aller Nichteinheiten von § in
irreduzible Elemente. Wir sagen dann, daBl § eine ZPE-Halbgruppe ist und zeigen,
daB fiir diese Eigenschaft von § das folgende Kriterium hinreichend und notwendig
ist:

1) Entsprechend der nachstehenden Festlegung der Begriffe ,,irreduzibel” und ,,prim” (im
Einklang mit KrurL [2], [3] bzw. Répz1 [4], § 79) sind die Faktoren einer solchen Zerlegung bis
auf assoziierte Elemente eindeutig bestimmt.

2) Ubrigens gelten alle Ubetlegungen auch fiir Halbgruppen ohne Binselement, wenn man
einfach alle sich auf Einheiten bzw. Assoziiertheit bezichenden Formulierungen wegfallen 14B8t.
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Fiir die Elemente von § lifst sich eine irreflexive, asymmetrische und transitive
Relation a<b erkliren, die den nachsiehenden Bedingungen geniigt:

(1) In jeder Teilmenge von § existiert ein in bezug auf diese Relation minimales Ele-
ment.

(2) Ist b keine Einheit, so gilt a<ab fiir alle ac .

(3) Aus a<b folgt ac<bc fiir alle ccF.

(4) Zu je zwei nicht assoziierten irreduziblen Elementen r und s von § gibt es ein
Element z €, welches

o) z<r, B) s1z, ) aus s|ra folgt s|za,

oder die gleichen Bedingungen mit Vertauschung von r und s erfiillt,

In der Tat ist dieses Kriterium hinreichend fiir die ZPE-Eigenschaft von .
Wir gehen indirekt vor und betrachten zunéchst die Menge aller Nichteinheiten
von §, fiir die keine Zerlegung in irreduzible Elemente existieren sollte. In dieser
Menge gibt es nach (1) ein minimales Element ¢, welches also nicht irreduzibel
ist. Aus c=ab folgt aber gemil (2) a<c und b<c, so daBl es nach Wahl von ¢
fiir @ und b und damit fiir ¢ Zerlegungen in irreduzible Elemente gibt, Entsprechend
sei nun ¢ ein minimales Element mit zwei wesentlich verschiedenen Zerlegungen

c=}’1}’2...r,,=S1S2...Sm.

Dabei kann kein r; zu einem der s; assoziiert sein, da sonst nach (2) und Wahl von:
¢ beide Zerlegungen bis auf assoziierte Elemente iibereinstimmten. Wir kdnnen
also etwa auf r; und s, (4) anwenden. Mit z<r, gilt nach (3)

Za =120y, Fy=<F Fg...Fy=F1d=C
und wir erhalten
Silzrg.nry, sz, s14ry, oo 517,

im Widerspruch dazu, daB die Zerlegung von zr,...r,<c in irreduzible Elemente
nach der Wahl von c¢ eindeutig ist. ,

Ist umgekehrt % eine ZPE-Halbgruppe, so ist durch die Anzahl der in den
Zerlegungen auftretenden Primelemente (worunter fiir Einheiten die Zahl 0 zu
verstehen ist) eine Halbordnungsrelation gegeben, die ersichtlich die Bedingungen
(1), (2) und (3) unseres Kriteriums erfiillt. Fiir (4) stellen wir sogleich allgemeiner
fest: .
Ist fiir eine ZPE-Halbgruppe % irgendeine Halbordnungsrelation erklirt, die
den Bedingungen (1), (2) und (3) geniigt, so ist auch (4) erfiillt, und zwar sogar fiir
beliebige Elemente r und s aus § mit ¥{s und str.

Wir brauchen némlich fiir z nur den groBten gemeinsamen Teiler von » und
§ zu nehmen, fiir den man leicht die Aussagen «), ) und y) nachpriift,

AbschlieBend wenden wir unser Kriterium zum Beweis einiger wichtigen,
. bekannten ZPE-Aussagen an. Fiir den Halbring N der natiirlichen Zahlen ist es
ersichtlich mit der iiblichen Ordnungsrelation und z = r—s fiir r=s erfiillt. Ist
N ein euvklidischer Ring mit der Zuordnung a-g(a), so bedeute a<b einfach
g(a)<g(b), und man wihlt z = r —sqg mit g(z) <g(s)=g(»); zum Nachweis von
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«(3) bendtigt man allerdings, daB g(ac)<g(bc) aus g(a) <g(d) folgl.®) Fiir einen
Hauptidealring R sctzt man a<b genau dann, wenn fiir dic zugehorigen Ideale
(@)>(b) gilt; mil z aus (1, s) =(z) ergeben sich sofort die Bedingungen unscres
Kriteriums.

Weiterhin sci i der Halbring#) aller Ideale cines Ringes 3R, dessen Ideale dem
‘Oberketiensaiz und dem Faktorsalz geniigen. Letzicrer besagl also, daB jedes
‘Oberideal q eines Ideals b auch Fakior von b, und damitl in unserem Sinnc Teiler
von  ist5), Mit a<b genau dann, wenn o oD gilt, erhélt man eine Ialbordnungs-
relation, die auch den Forderungen (1), (2) und (3) unscres Kritcriums gentigt;
«(1) ist n#mlich dic dem Oberkettensalz entsprechende Maximalbedingung, (3) ist
gleichwerlig mit der Regularitéi der Idcalmultiplikation, die sich aus dem Fakior-
satz ergibt, und (2) folgt aus (3) und R fiir jedes D =R, Zum Beweis von (4)
seizt man § = t-+§: Wegen des Faklorsalzes gill mit ©{8 und 81t auch r:b$ und
§:p1, also yo1 und 353 und damit bereits ) und ), wihrend sich y) sofort aus
40 = ra--8a ergibl.

SchlieBlich kann auch die Ubertragung der ZPE-Eigenschaft von einem Ring
‘R auf den Polynomring N[x] mit unserem Kriterium gezeigt werden, wobei nur
der sog. Hilfssaiz von GAuss iiber das Produkt primitiver Polynome als Hilfs-
mittel verwendet wird. Dazu erweitern wir eine unserem Kriterium geniigende
Relation fiir die Elemente des ZPE-Ringes R gemifB

m

S axr < S bt (a,%0, by#0)
v=0 n

=0
genau dann, wenn entweder n<m

oder n=m und a,<b,,

‘Zu einer Relation fiir die Elemente von R[x], die ersichilich irreflexiv, asymmetrisch
und transitiv ist und auch wieder den Bedingungen (1), (2) und (3) geniigt. Den
Nachweis von (4) fithren wir fiir irreduzible Elemente und unterscheiden die Félle:

reN, s€R: Hier leistet das schon in R existierende Element z:auch fiir NR[x]
-das Verlangte.

r(x) €R[x], seN: Fiir das Einselement e =z ist e<r(x), s{e und aus s|r(x)a(x)
folgt sla(x), da r(x) als irreduzibles Polynom den Inhalt e hat.

r(x) €R[x], s(x)eR[x]: Die Division mit Rest liefert in der Form
cr(x) = s(x)q(x)+z(x), ceR,

«in Element z(x)E&R['x] mit einem kleineren Grad als dem von s(x) und dem von
r(x). Dieses Element z(x) ist ungleich o (sonst wire ¢ der Inhalt von ¢(x) und damit
$(x) Teiler von r(x)) und erfiillt o), §) und y).

3) Fiir die iiblicherweise betrachteten Beispiele euklidischer Ringe ist diese Bedingung ebenso
-wie die meist nur geforderte Aussage g(a) = g(ab) erfiillt; zum Nachweis der Hauptidealringeigen-
schaft sind ohnehin beide entbehrlich.

4) Fiir die Begriffsbildung des Halbringes und weitere Literatur vgl. WeINERT [5].

5) Man beachte, daB der fiir-beliebige Halbgruppen erklérte Begriff des Teilers-sich defini-
tionsgemiB zuniichst mit dem idealtheoretischen Begriff des Faktors und nicht mit dem des Ober-
ideals deckt. Auch ist ein irreduzibles Element ¥ von % hier als multiplikativ unzerlegbares Ideal
«erklirt, welches aber auf Grund des Faktorsatzes maximal und damit auch Primideal von ¥ ist.
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