283

Zur Existenz und Homogenitiit des grofiten gemeinsamen
Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen

Von HANNS JOACHIM WEINERT in Potsdam (Deutschland)

Im ersten Teil dieser Note wird ein eigenartiges Verhalten des grofiten
gemeinsamen Linksteilers («, ..., e,); bzw. des kleinsten gemeinsamen Links-
vielfachen [a1, ..., @]l in einem. nullteilerfreien Ring R mit Einselement 1
behandelt; der Verfasser ist darauf durch ein Versehen in dem Lehrbuch
,,Algebra” von L. REDEI (1. Teil, deutsche Ausg., Leipzig, 1959) aufmerksam
geworden und kommt mit der Verdffentlichung einem Wunsche von Herrn
Professor REDEI nach. Im .Zusammenhang damit steht ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium fiir die eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren
in einem Integrititsbereich, welches Gegenstand des zweiten Teiles ist.

Existiert in R der groBte gemeinsame Linksteiler o' = (o«:, ..., o) der
Elemente ocy, ..., 0a,, so zeigt man leicht, daB d’'=¢0d gilt und der Kom-

plementdrteiler 0 grofiter gemeinsamer Linksteiler der Elemente «, ..., «, ist,
also

N o(ay, ..., ) = (0oay, ..., 0w

erfiillt ist. Dagegen kann man nicht umgekehrt von der Existenz von (¢, ..., @)

auf die von (eai, ..., 0a,); und damit auf (1) schliefen (vgl. a.a. O. S.312,
Formel (20)), eine Feststellung, die auch fiir kommutative Ringe zutrifft. So
existiert z. B. in R=J[[/—5] zu den beiden nichtassoziierten irreduziblen’)

Elementen 3 und 24}/ —5 trivialer Weise der grofte gemeinsame Teiler
(3,2+V—5) =1, wihrend 3-3 und 3-(2-+}—5) keinen groBten gemein-
samen Teiler besitzen (vgl. etwa a.a. O. S. 318).

Fiir das kleinste gemeinsame Linksvielfache zieht jedoch gemif

(2) olar, ..., el ={oe, ..., 0a]

die Existenz von [oe,...,0e.) die von [ai,...,«,)i und auch umgekehrt
die ‘Existenz von [ei, ..., @) die von [oa,..., 0e.]i nach sich.

1y Wie Reper nennen wir Nichteinheiten (s£0) ohne echte Faktorzerlegung irreduzibel.
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Dieses unterschiedliche Verhalten wirkt sich nun auch auf die a.a. O.
auf S, 313 angegebene Regel

3 @y @) B,y B =7 mit wfi==a,=y70

aus, die nur fiir einen Integritdtsbereich R diskutierbar ist. Hier kann unter
Verwendung der zweiten Existenzsaussage zu (2) gezeigt werden, daf mit
81, ..., 8] auch («, ..., )" existiert und dann (3) erfiillt ist. Die Umkeh-
rung ist dagegen falsch; wihlt man namlich wieder in R—= [/ —5]

@ =p=3 a=2+)=5 p=2—)=5

s0 gilt y =wifi=w«20=09 und der grofite gemeinsame Teiler (ai, w)* =1
existiert, wahrend es kein kleinstes gemeinsames Vielfaches von # und g
gibt. In der Tat verwendet auch der a. a. O. angegebene Beweis die Existenz
von (o, ..., 0«,), die nach der obigen Feststellung bei (1) eben nicht aus
der Existenz von (e, ..., «,)" gefolgert werden kann.

Liegt freilich ein Ring R mit groftem gemeinsamen Linksteiler vor, in
dem also zu je zwei und damit zu je endlich vielen Elementen der grofte
gemeinsame Linksteiler existiert, so gelten die Homogenititsregel (1) und im
kommutativen Falle auch die Regel (3) stets. Letztere zeigt, dafl ein Inte-
gritatsbereich mit groBtem gemeinsamen Teiler auch ein Intergritdtsbereich mit
kleinstem gemeinsémen Vielfachen ist und umgekehrt, wobei dies wiederum
(gerade vermége (1)) die Eindeutigkeit irreduzibler Faktorzerlegungen nach
sich zieht, wie wir im Rahmen des folgenden Kriteriums beweisen werden.

Ein Integritdtsbereich R mit Einselement ist genau dann ein Ring mit
eindeutiger irreduzibler Faktorzerlegung, d. h. ein Ring, in dem jedes Element
a==0 bis auf assoziierte Elemente eindeutig als Produkt

(4) C=E&§W... 0O

einer Einheit ¢ und irreduzibler Elemente w; geschrieben werden kann, wenn gill :
A) In R ist jede Kette echter Teiler

@i, e, s, ... (i jeweils echter Teiler von «;)
endlich.

B) R ist ein Ring mit grofitem gemeinsamen Teiler.

In der Tat sind beide Aussagen in einem Ring mit eindeutiger irre-
duzibler Faktorzerlegung erfiilit, da dann alle Teiler eines Elementes e Teil-
produkte von (4) sind, und der grofite gemeinsame Teiler in bekannter Weise
aus den Elementzerlegungen konstruiert werden kann. Fir die Umkehrung
stellen wir sogleich fest, dali sogar unabhidngig voneinander A) die Existenz
einer irreduziblen Faktorzerlegung fiir jedes « € R, B) die Eindeutigkeit irre-
duzibler Faktorzerlegungen (soweit diese existieren) nach sich zieht. Das erste
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ergibt sich sofort aus den tblichen Existenzbeweisen (etwa fiir Hauptideal-
ringe oder Euklidische Ringe), die gerade auf dem Abbrechen echter Teiler-
ketten beruhen. Fiir das zweite geniigt es bekanntlich nachzuweisen, daf mit
B) die folgende Eigenschaft irreduzibler Elemente w gilt:

Aus wl|ot folgt w|o oder o|t.

Dazu verwenden wir die in Ringen mit grofitem gemeinsamen Teiler erfiillte
Homogenitdtsregel (1). Nach ihr folgt aus wfo und wfz, also (v, 0)'=
=(w, )" ==1, namlich

1 = (o, 0)" (0, 1) = (0, 0)" -0, (v, 0)" )= -0,0 7,0 1)

und damit (w, o7)* =1, im Widerspruch zu w|ow.

Abschliefiend sei bemerkt, daB sich dieses Kriterium bereits fiir kom-
mutative, reguldre Halbgruppen mit Einselement aussprechen lafit. Ist etwa H
die muitiplikative Halbgruppe der Ideale eines Ringes R, so laufen Teiler-
kettensatz (fiir 1deale) und Faktorsatz (aus a =20 folgt ay =10) gerade auf die
Aussagen A) und B) fiir A hinaus, woraus sich sofort die eindeutige Zer-
legung jedes ldeals (s(0), #R) in ein Produkt multiplikativ irreduzibler
(Prim-) Ideale ergibt.

(Eingegangen am 27. Dezember 1960)
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