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Uber die Elnbettung von Ringen in Oberrmge
mit Eirnselement

Von HANNS JOACHIM WEINERT in Potsdam (Deutschland) -

Herrn Prof. Dr. Ladislaus Rédei verehrungsvoll gewidmet

Einleitung

Bekanntlich 146t sich mit Hilfe des Ringes [I” der ganzen Zahlen zu
jedem Ring ® ein Oberring R*—=<F, N> mit Einselement konstruieren, indem
man in der Produktmenge I'x % die Recheiioperationen

(7, 1)+ (0,9)=(+9,r+s),
(18,9 = (79, ys+dr+r-9)
definiért und jeweils r ¢ ® mit (0, r) sowie yel” mit (7, 0) identifiziert. Hat der
Ring R die Charakteristik »5=0, so kann man dabei I" durch den Réstklassenrinig
[/(») ersetzen und erhilt einen Oberring Ry = <T/(v), > der gleichen Charakte-
ristik » (vgl etwa {1, S.22). Allerdings ist damit fiir das €igentliche Ziel solcher
Einbettungen, ndmlich Untersuchurigen iiber Ringe ohre Einseleitient duf
solche mit Einselemment zuriickzuftihren, meist nicht sehr viel geworinen. So
lehrt schon die Betrachtung einfacher Belsplele daB ein solcher Oberrmg
von R im allgememen ganz andere Elgenschaften hat und (abgesehen von
der Existenz éines Einselementes) viel unbequemer ist als 9t selbst, und dabs
es andererséits zu R Oberringe mit Einselemient geben kann, deren Struktur
“der von %t weit mehr entspricht. Danit ergeben sich im wesentlichen die dréi
folgenden natiirlich weitgehend zusammenhingeridén Aufgabenstellungen

1) Einen Uberblick iiber aile mdglichen Obemnge von R zu gewinnen,
die ein Einsélement enthalten.

Zweckmaﬁlger Weise konzentriert man sich dabei auf solche Ringe,
die von ihrem Emselement e und den Elementen aus 9 erzeugt werden,
deren Elemente also in der Form

ye+4r mit 'EI“, 're%

geschrieben werden konnen. Der Kiirze halber wollen wir sie Einselement-
oberringe von R nennen. Insbesondere ist jeder minimale Oberring mit Eins-
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element (also ein Ring, der % und ein Einselement, aber keinen echten
Unterring dieser Art enthdlt) ein solcher Einselementoberring, aber nicht
umgekehrt.

II) Bestimmte Einselementoberringe von R zu betrachten, deren Struktur
der des Ausgangsringes so weit als moglich angepafit ist, und diese Ringe
unter allen anderen bzw. durch besondere Eigenschaften auszuzeichnen.

llI) Zu untersuchen, welche Eigenschaften sich jeweils von den unter
I) oder 1I) behandelten Ringen auf M bzw. umgekehrt tibertragen.

Die Losung der ersten Fragestellung wurde von B. BROWN und N. McCoy
in [3] gegeben, die ,yvollstindige Mengen von Erweiterungen von R be-
trachten und gewisse Eigenschaften dieser Systeme untersuchen. Eine solche
Menge § besteht dabei aus Oberringen von 9% mit Einselement, derart daB
jeder andere Ring dieser Art einen Unterring enthilt, der zu einem Ring aus
§ (relativ beziiglich 9t) isomorph ist. Mit Hilfe der fiir die vorliegende Arbeit
bendtigten Begriffsbildungen konnen wir ihrem grundlegenden Resultat ([3],
Theorem 2) die folgende Wendung geben: Jeder Einselementoberring € von
N ist Bild von N* bei einem beziiglich 9 relativen Homomorphismus'), dessen
Kern aus allen ganzzahligen Vielfachen eines Elementes a«—a € R* besteht,
wobei a-r=r-a=cr fiir alle r¢J erfillt ist, und umgekehrt. Einen ent-
sprechenden Beweis, der sich fiir den so formulierten Satz ohne weitere Vor-
bereitungen leicht fiihren 1aft, gében wir zusammen mit einigen Erlduter-
ungen in §1. : ‘

Die zweite Fragestellung wurde bisher nur fiir nullteilerfreie Ringe von.
J. Szenprel ([7), vgl. auch [5], §85) bzw. fiir Boolesche Ringe von M. H. STONE
[6] gelost. Diese Autoren zeigen, dafi es zu jedem nullteilerfreien bzw. Boole-
schen Ring 9 einen ebensolchen minimalen Oberring 9’ mit Einselement gibt,
und daf N’ jeweils durch diese drei Forderungen bis auf Isomorphie (relativ
beziiglich ) eindeutig bestimmt ist. Nun kann man sich leicht iiberlegen,
dafl in beiden Fillen dieser Oberring N’ unter allen Einselementoberringen
von 9 auch dadurch ausgezeichnet werden kann, dafi er sich nicht mehr echt
homomorph relativ beziiglich % auf einen anderen Einselementoberring von
N abbilden 146t*). Diese Forderung ist aber von speziellen Eigenschaften von
N unabhéngig, und in der Tat werden sich ganz alligemein die ihr geniigenden
Einselementoberringe von R — wir wollen sie kurz strenge Einselementober-
ringe von i nennen — als die im Sinne von II) strukturell einfachsten Ober-
ringe von N mit Einselement herausstellen. Dabei kann insbesondere die sicher

1) Ein beziiglich R relativer Homomorphismus eines Oberringes von 3t auf einen .
ebensolchen Ring soll fiir die Teilmenge N die identische Abbildung induzieren.

2) Bei uns wird sich dies, wie auch die Aussagen von Szenprer und Stone selbst,
aus allgemeineren Uberlegungen ergeben.
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naheliegende Forderung der Minimalitat entfallen, da wir zeigen werden (§2,
(6)), dab ein -strenger Einselementoberring von 9 stets minimal ist.

Weiterhin erhalten wir in §2 nach einigen vorbereitenden Uberlegungen
(erwdhnt sei nur ein idealtheoretisches Durchschnittskriterium (3) fiir strenge
Einselementoberringe), daB es in den wichtigsten Féllen zu einem Ring N
bis auf relative Isomorphie. beziiglich 3 nur- einen strengen Einselement-
oberring R’ gibt, namlich dann, wenn der Annullator % von N nur aus dem
Nullelement besteht. Fiir 0 == (0) existieren dagegen (von einem trivialen Fall
abgesehen) stets mehrere strenge Einselementoberringe von N, die nicht relativ
beziiglich i isomorph sind, sodal sich im aligemeinen kein bestimmter Ring
im Sinne von IlI) mehr auszeichnen 14Bt.

Fiir den Fall 3 = (o), den wir in §3 im Hinblick auf die drxtte Frage-
stellung niher untersuchen, konnen weitere Kriterien (u.a. die Nullteilerfrei-
heit) dafiir angegeben werden, dali ein Einselementoberring © von 9t bereits
die Struktur-des strengen Einselementoberringes 3" von 3t hat. Ferner ist mit
9 auch N’ nuliteilerfrei und damit also der einzige Einselementoberring von
N mit dieser Eigenschaft, womit der Satz von SzENDREI in unsere Unter-
suchungen einbezogen ist. Allgemeiner stellt sich heraus, daB jedes links-
bzw. rechtsregulire Element von 9t diese Eigenschaft beim Ubergang zu 3’
behilt, wenn nur der Links- bzw. Rechtsannullator von 9t nur aus dem Null-
element besteht. Damit konnen die Zusammenhénge von 9t und 9t bei der Quo-
tientenbildung untersucht werden, und man erhdlt: Jeder Links- bzw. Rechts-
quotientenring Q(N, T)?) von N stimmt mit einem ebensolchen Quotienten-
ring Q, T') von R’ tberein; weiterhin ist N* in jedem Quotientenring von
N und zwar stets echt enthalten. Wir bemerken noch, dafi bei derartigen
Uberlegungen N = (0) ohnehin erfiillt sein muB, also keine echte Einschrén-
kung der Allgemeinheit bedeutet. '

Die Untersuchung idealtheoretischer Zusammenhinge in §4 wird da-
gegen ohne die Voraussetzung N = (0) durchgefiihrt, und zwar zunichst sogar
- fiir N und einen beliebigen Einselementoberring & von R, wobei sich u.a.
die gleichzeitige Giiltigkeit des Oberkettensatzes fiir 9% und & ergibt. Fiir
die Ubertragung des eingeschridnkten Unterkettensatzes muB man fiir € aber
wieder einen strengen Einselementoberring 9" wahlen; von gewissen Aus-
nahmen (vgl. (14)) abgesehen, gilt dann auch dieser Satz fiir % und N’
gleichzeitig. Das hat zur Folge, daB entsprechende Sitze der Idealtheorie nur
fir Ringe mit Einselement bewiesen zu werden brauchen und damit von selbst
auch fiir Ringe ohne Einselement gelten. Als Beispiel hierza sei der Satz von
H. GRELL [4] genannt, nach dem sich der eingeschrinkte Unterkettensatz von

3) Vgl. FuBBnote 14 (§ 3).
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einem kommutativen, nullteilerfreien Ring 9 mit Einselement auf alle Ober-
ringe dieser Art libertragt, deren Quotientenktrper endlich algebraisch iiber
dem von R sind.

§1
Jeder Einselementoberring © von N ist vermoge der Zuordnung
' y+r—vyedtr
homomorphes Bild des Ringes R*. Der Kern dieses beziiglich 9t relativen
Homomorphismus ist damit ein Ideal a* von 9i*, welches a*n R = (o) erfiilit,
und umgekehrt ist jeder Restklassenring von R* nach einem solchen Ideal o*
(nach Identifizierung der Restklassen r--a* mit den Elementen r¢ %) ein
Einselementoberring von R. Weiterhin, ist jedes Ideal o* von R* mit
a*n = (o) ein Hauptideal, welches aus allen ganzzahligen Vielfachen eines
Elementes
atd=—=a—acH

*

besteht. In den Elementen y-r von «* kann nimlich jede ganze Zahl y
hochstens einmal auftreten, und alle ganzen Zahlen dieser Art bilden ein Ideal
(¢) von I'. Fiir a*s=(0) kann also « stets positiv gewidhlt werden, wihrend
« =0 natiirlich a = ¢ impliziert. Wegen

(¢e—a)-r=ar—a-r

r{(e—a)=ar—r-a €a'nf = (o)

erfiillt dabei das Element a¢ N

(*) a-r=r-a=cr fir alle ref,

d.h., die Multiplikation mit a wirkt auf alle Ringelemente wie die Vielfachen-
bildung mit der ganzen Zahl «. Gilt umgekehrt () fiir ein Element a €N
und eine ganze Zahl «, so erfiillt das von ¢—a erzeugte Ideal oa*=(¢—a)
von 3" obige Durchschnittsbedingung, wenn nur wieder der Fall «=0, as~o0
ausgeschlosseén wird. Nennen wir noch ein solches Element a von R, zu dem
eine ganze Zahl « gemdB (%) korrespondiert, ein «-Element von RN (in [3]
,»a-fier”), so haben wir bereits die mit Theorem 2 von [3] gleichwertige
Aussage: :

(1) Die Einselementoberringe von R sind (bis auf relative Isomorphie
beziiglich R) gerade die wie oben als Oberringe von N aufzufassenden Rest-
klassenringe N*/(«—a), wobei a und « =0 auf alle moglichen Arten so zu
wdhlen sind, dafi a «-Element von N ist unter Ausschluf3 der Fille «=0, ao.

Ist’ e das Einselement von © = R*/(«¢ —a), so lduft die Restklassen-
bildung modulo (¢—a) gerade darauf hinaus, in & alle ganzzahligen Viel-
fachen tee von «e mit den Elementen rta €N zu identifizieren. Wegen
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tae==ra fiir alle =€ I" ist die Charakteristk w von & das e-fiche der
additiven Ordnung 7, von a, also p=an,*), wobei natiirlich 7,=0 fiir ein
Element unendlicher Ordnung zu setzen ist — letzteres einfach im Einklang
damit, daf man auch ,,Charakteristik 0“ statt ,,Charakteristik oo “ sagt,

Weiterhin konnen wir jedes Element von & nun sogar emdeutxg als
Summe der Form _

cvetr

schreiben, wenn wir r alle Elemente von ™, und y

fir e=0 (also a=o0 und ©=N") alle ganzen Zahlen,
fliir « = 2 die Zahlen O,1,..., e—1

durchlaufen lassen®).

Alle Rechnungen konnen dann (unter Beachtung der Charakteristik) voilig
formal vorgenommen werden, wenn man nur fiir ¢« = 2 jeweils ee durch das
a-Element a von R ersetzt. Selbstverstindlich ist mit % auch & kommutativ.

Fiir einen gewissen Uberblick {iber die damit existierenden Einselement-
oberringe von N iibernehmen wir aus [3] noch folgende leicht ersichtliche
Aussagen {iiber die e-Elemente von 9, die wir zusammenfassend auch
Operatorelemente von Rt nennen wollen: '

Alle «-Elemente von 9 bilden einen Unterring & von K, die korres-
pondierenden ganzen Zahlen®) ein Ideal (x) von I, wobei »=0 eine Invariante
von N ist (in [3] ,mode“ genannt).

Die Gesamtheit der O-Elemente von R ist der Annullator % von %, und
die ihnen zugeordneten ganzen Zahlen sind gerade das von der Charakteristik:
v von RN erzeugte Ideal (v) von I'"). Wegen (x)2(v) gilt »|v.

Genau fiir % = (o) ist das Nullelement o0 von % das einzige 0-Element
von N im oben festgelegten Sinne. Entsprechend gilt: Die Gesamtheit aller
«-Elemente mit festem « ist eine Restklasse der additiven Zerlegung von
9 nach ¢, d.h, man erhilt alle diese Elemente aus einem «-Element a in

der Form
a’=a-+n mit neN®).

4) Daraus folgt auch sofort die in [3] als Hilfssatz iiber die a-Elemente bewiesene:
Aussage vlan, fiir die Charakteristik » von 3.

5) Fiir a=1 wdire das zugehorige a als ,,1-Element“ von % Einselement im iiblichen.
Sinne und S=R.

6) Man beachte, dal bei Charakteristik » jedes a-Element a von R zugleich (a+1%)-
Element fiir jedes v € I' ist.

7} Wir werden diese Begriffsbildungen mitunter auch ,,emsemg“ bendtigen, also von
a-Linkselementen, dem Linksannulator %, von R usf. sprechen.

8) Dabei kann a insbesondere als das f‘—-fache eines-x-Elements & von R geschrie-.
ben werden. % .
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Damit ist &/M isomorph zu dem von x bzw. ], erzeugten Unterring von
I" bzw. I'/(»). .
Aus
. x(k+n)y=k-(k4n) =k k= =k,
also zn=o fiir ein beliebiges »-Element & und jedes O-Element n von 9 folgt
noch #,|x fiir die Ordnungen 7, der Elemente des Annuliators % von R.

§2

Aus unserer Kennzeichnung der Emselementoberrmge von I als relatxv :
homomorphe Bilder von R* ergibt sich zunédchst unmittelbar:

(2) Zwischen zwei Einselementoberringen von 9t besteht genau dann ein
beziiglich N relativer Homomorphismus

: R*/a* > ?Yi‘/[)‘,.
wenn fiir die zugehorigen Ideale b* = (86— b)20*= (¢ —a) gilt, es also eine
ganze Zahl © mit e =7tf, a=7b gibt.

Die Existenz eines echten relativen Homomorphismus entspricht also der
Moglichkeit, in 9t*/a* weitere Identifizierungen von Operatorelementen von 9N
mit Vielfachen des Einselementes von 9i*/a* vorzunehmen. Wir wenden unsere
Aufmerksamkeit daher solchen Einselementoberringen 9i’= R*/a* zu, die nicht
mehr echt homomorph relativ beziiglich 9% abgebildet werden konnen und
die wir bereits in der Einleitung sfrenge Einselementoberringe von 3 genannt
haben. Sie sind nach (1) und (2) dadurch ausgezeichnet, daf das Ideal o
von N* in bezug auf die Eigenschaft a*n 9 = (0) maximal ist. Daraus ergibt sich:

(3) Ein Einselementoberring R’ von N ist dann und nur dann streng,

wenn fiir jedes zweiseitige Ideal o' von W' gilt:
Aus o nR={(0) folgt o = (o).

Ist namlich o* ein solches Ideal von 9*, so enthdlt jedes Ideal b*>a*
von N* ein Element r =0 aus ), so daB das gleiche fiir sein Bild 6" von 9’
und damit fiir alle Ideale a’<=(0) von 9’ gilt. Die Umkehrung ist klar. Ins-
besondere ist damit auch gezeigt, daB die Nichtexistenz eines echten Homo-
morphismus von 3, der fiir i eine beliebige isomorphe Abbildung induziert,
gleichwertig ist mit der Nichtexistenz eines echten Homomorphismus von 3,
der fiir 9 die identische Abbildung induziert.

(4) Es gibt wenigstens einen strengen Einselementoberring ' von N,
der die gleiche Charakteristik v wie W hat.

Das ergibt sich sofort daraus, daf der in der Einleitung erwahnte Eins-
elementoberring Ny =N*/(r—o0) von N entweder selbst schon streng ist,
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oder auf einen strengen Einselementoberring R’ von N relativ homomorph
abgebildet werden kann, wobei jedoch die Charakteristik » erhalten bleiben
muB. Allgemeiner 1afit sich natiirlich jeder Einselementoberring der Charak-
teristik » auch als relativ homomorphes Bild von 9% gewinnen, und man
kann fiir diese Ringe alle Betrachtungen entsprechend unter Ersetzung von Ri*
durch N, durchfiihren.

Da nach den Ausfithrungen in §1 fiir 9= (0) alle Operatorelemente
von N gerade die ganzzahligen Vielfachen des dann eindeutig hestimmten
#z-Elementes & von i sind, ist das Ideal (x—k) von R* eindeutig bestimmtes
Oberideal aller Ideale a*=(¢—a) von N* mit a*nR = (0), und wir erhalten
aus (2):

(5) Bestent der Annullator eines Ringes W nur aus dem Nullelement, so
gibt es einen bis auf relative Isomorphie beziiglich R eindeutig bestimmien
strengen Einselementoberring von i :

G = N/ (x— k).

Er ist relativ homomorphes Bild jedes Einselementoberringes von R, kann aber
eben selbst nicht mehr echt homomorph relativ beziiglich 2t abgebildet werden.
Weiterhin hat %' die gleiche Charakteristik wie W und ist als Oberring von
N mit Einselement minimal.

Die beiden letzten Behauptungen ergeben sich sofort aus (4) und dem
nachfolgenden Satz (6). ‘Wir bemerken noch, daB fiir einen Booleschen Ring
N stets M=(0) und »=2 gilt, und der Ring N'= R*/(2—o0) Boolescher
Oberring von N mit Einselement ist, wihrend alle anderen Einselementober-
ringe N*/(e—o0) mit «=0,4,6,8, ... eine von 2 verschiedene Charakteristik
haben. :

Abgesehen von dem trivialen Fall z=0, fiir den 3" stets der einzige
Einselementoberring von R ist, ist die Bedingung % == (o) fiir Satz (5) auch
notwendig®): Fiir % ={o,n, n’, ...} 5 (o) liefern dann ndmlich schon die mit
einem festen x-Element & gebildeten Ideale von R*

(x—k), (x—(k+n)), (x—(k4-1n)), ...

strenge Einselementoberringe von i, von denen ersichtlich keine zwei relativ
beziiglich ) isomorph sind'). Weitere Ideale

(vx—(vk+n))

9) Im Falle x=1 hat % selbst ein Einselement, und es gilt a fortiori %=/(0).

) Es gibt sogar Beispiele dafiir, daB zwei solche strengen Einselementoberringe
Ri und M, eines geeigneten Ringes M iiberhaupt nicht isomorph aufeinander abgebildet
werden konnen.

Al
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dieser Art entstehen, wenn man ein cx-Element tk4n verwendet, welches

nicht das ¢’-fache eines %Z-Elementes ist; man kann zeigen, daB dafiir (un-

abhingig von der Wahl des x-Elementes k) notwendig und hinreichend ist,
daBl es kein ¢’ € I und kein n' € N mit «'|v und n=<'n" gibt. Auch ist die
Existenz solcher ldeale stets gewihrleistet: Wegen xn'=o fiir alle n’ ¢ 9 ist
das »*-Element xk-+n mit ns=0 aus 9N nicht x-faches irgendeines »-Ele-
mentes k- n’. Damit kann der Ring

N* /(6> — (zk + n))
gemil (2) auf keinen der Ringe
R*/(x—(k+n")), n’ durchlauft N

relativ homomorph abgebildet werden, sodaB diese Ringe nicht alle strengen
Einselementoberringe von 3 ausmachen konnen.

Bevor wir die sich aus (5) ergebenden Verhiltnisse ndher untersuchen,
wobei sich der Ring R auch als Verallgemeinerung des SZENDREIschen
Ringes im nullteilerfreien Falle herausstellen wird, beweisen wir allgemein
den Satz:

(6) Jeder strenge Einselementoberring W von R ist minimaler Oberring
von RN mit Einselement™).

Es sei @ = N*/(¢—a) ein Einselementoberring von R mit dem Eins-
element e, und & enthalte einen echten Unterring & >R mit dem Eins-
element ¢''®). Wir werden zeigen, daB dann © ein Ideal (8e—b) s~ (0) mit
(Be—b)n N =(0) besitzt, also nicht streng ist. Als Element von & l4aBt sich
¢’ eindeutig in der Form e'=de-+r, mit 1<d<e schreiben, wobei
—r,=0de—e¢ ein (0—1)-Element von 9 ist. Wir betrachten alle ganzen
Zahlen y mit ye’ € R. Diese bilden ein Ideal (8) von- I, welches ersichtlich
«, wegen ¢ ¢ N aber nicht 1 enthdlt. Dann gilt 8¢, und

Be'=poe+pBr € R

ist ein g-Element b von 9; aus gde € N folgt auBerdem noch fd= v« und
goe==ra. Das Ideal (fe—b) von © enthilt also nur ganzzahlige Vielfache

1) Einfache Gegenbeispiele (fiir nicht strenge Einselementoberringe) lassen sich leicht
bilden: Ist etwa % ein Ring mit der Charakteristik 4 und mit =0 oder =2, so enthilt
der Einselementoberring W*/(12—o0)={ye--r} echt den von e'=9e und % erzeugten
Einselementoberring von 9 mit dem Einselement ¢/, der natiirlich zu R*/(4—o) relativ
isomorph ist.

12) Den Fall, daB N schon ein Einselement enthdlt und damit seibst der einzige
strenge Einselementoberring von R ist, diirfen wir von vorn herein ausschliessen.
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von ge—b, und y(Be—b)€N kann nur fiir solche y € eintreten, die
y8= o« erfiillen. Wir zeigen, dafj dann stets

y(Be—0b) =y(Be—pe)y=o0ae—aoae' =0

“gilt, indem wir «¢¢' = a==«e beweisen. Dazu schreiben wir das (d—1)-Ele-
ment —r, von R mit Hilfe eines »-Elementes ¥ von R in der Form

——l’():a—:]k—l—ﬂo mit noém,

und das «-Element a von 3 entsprechénd
., & .
: a=7k—{—n1 mit n, €N

Da die Ordnung jedes Elementes aus M ein Teiler von x ist, gilt gn,=o
wegen x|¢ und (0—1)n,=o0 wegen x|0—1, sodall unter weiterer Beachtung
von 80 =7« folgt:

Jd—1
po k——,@no)=

=2 (ge) =% (80 L _
ae—ﬂ(ﬁe) ﬂ(ﬂde+ﬂro) p,(czk—{—'m, 8

P hten | =k on = kpn, =
—?(7k+1n])— x k4dn = p” k—+n =a.

§3

In diesem Paragraphen betrachten wir den wichtigen Fall, daf der
Annullator 2 von N nur aus dem Nullelement besteht. Dann gestattet es die
Begriffsbildung des relativen Homomorphismus, gemall (5) genau einen Eins-
elementoberring 9" von N (natiirlich bis auf relative Isomorphie beziiglich 9t)
als strengen Einselementoberring auszuzeichnen. 9t ist dann der einzige
Einselementoberring von N, in dem jedes y-Element ¢ von ) mit allen ent-
sprechenden Vielfachen (y+twv)e des Einselementes von %’ identifiziert ist.
Da andernfalls ein y,-Element ¢, mit y,e—c,=F0 existieren wiirde, welches
alle Elemente r ¢ 9 annulliert, erhalten wir:

(7) Hinreichend dafiir, daf3 ein Einselementoberring © von N (bis auf
relative Isomorphie beziiglich M) mit dem strengen Einselementoberring W' von
N iiberstimmt, ist die Existenz eines Elementes r,=<0 aus N, welches von
keinem Element aus &\ N annulliert wird — erst recht also die Nullteilerfrei-
heit von &. :
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Beispiel. In dem Ring R =(g8) aller Matrizen (:‘g) mit Elementen

r; aus dem Korper P der rationalen Zahlen ist das Nullelement o=(gg) das

einzige (zweiseitige!) Operatorelement. Es gilt also % = (0) und » =0, und der
strenge Einselementoberring 9% von N hat die Struktur %)i’::ﬂ't*=<l’, (g 8)>

EIO,)CSJ)}Q(P) Einselementoberring von 9N, und das

Andererseits  ist 6:(
Element r°=((1)8) wird von keinem Element aus @\ annulliert. Es miissen

also N’ und & relativ isomorph beziiglich R sein, und in der Tat vermittelt

die Zuordnung )
' r.0 rn4+yo0
(y,r)=(y,(r20)) - ( r..,yy)

den (einzig moglichen) Isomorphismus dieser Art.
Die letzte Bemerkung in (7) ist bereits die Eindeutigkeitsaussage des
Satzes von SzenDREL Die Existenzaussage entspricht dem folgenden Satz:

(8) Mit R ist auch R nullteilerfrei.
Aus (ye+r)(de-+s)==o folgt ndmlich mit beliebigen x und y aus R

x(ye+n(de+s)y=(x+xnN(@y+sy)=o

das Verschwinden eines Produktes von Elementen aus R Ist nun etwa
oy, 4 sy, o fiir ein festes y, € R, so gilt :

yx+xr=o0, d.h. x(—r)=yx fiir alle xéeN.

Aiso ist —r y-Rechtselement von . Wegen der Nullteilerfreiheit’) von 9t ist
—r dann auch y-Linkselement von %, woraus sich nach der eben hervor-
gehobenen Eigenschaft von )" ye—= —r, also ye+r =10 ergibt. Entsprechend
schlieft man, wenn dy-4sy=o fiir alle y € N gilt.

Ein Ahnlicher Schluf lehrt: _

(9) Ein Element s ¢ R, welches in 0 nicht rechter (linker) Nullteiler ist,

hat jedenfalls dann die gleiche Eigenschaft in W', wenn der Rechtsannullator
Nr (Linksannullator 1) von R gleich (o) ist.

18) Es gilt ndmlich sogar bereits: Ist der Rechtsannullator 2, von % gleich (o), so
ist jedes p-Rechtselement ¢ von % auch y-Linkselement (und entsprechend fiir yp-Links-
elemente mit %,=(0)). Aus xc=yx fiir alle x € R folgt ndmlich fiir alle z€MN

2(cx—y2)=yzx—yzx==0, also cx—yx=o.
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Wir gehen wieder von (ye+r)s=o zu
x(ye+r)s=(yx+xr)s=o fiir alle x€N
iiber und erthalten auf Grund unserer Voraussetzung iiber M, wie eben
ye--r==o..

Insbesondere behalten also Elemente, die in N reguldr (d.h. weder
linke noch rechte Nullteiler) sind, diese Eigenschaft beim Ubergang zu 9,
da ja die Existenz eines solchen Elementes bereits ;= iz =N =(0) nach
sich zieht. Darauf aufbauend konnen wir die Zusammenhidnge zwischen R
und N und den aus ihnen durch Quotientenbildung entstehenden Ringen
kldren, -wobei wir alle Aussagen fiir Linksquotientenringe') formulieren.

Vorbereitend dazu steilen wir fest: Ist T eine geeignete Halbgruppe
von R, d.h. existieren zu o€ T, r€ N stets 0€ T, s€N mit so=o0r™), so
ist T auch geeignete Halbgruppe von 9t’; sind ndmlich ¢€ T, r¢ R vor-
.gegeben, so ist ¢*€ T, or' € R, und es gilt

s(@)=o0(er), also (se)o= (oo)r’ mit op€ T, socN.
Ist umgekehrt &' eine geeignete Halbgruppe von %’ und T'nR nicht leer,
so ist T=3'nN geeignete Halbgruppe von N; denn zu 0 €T, r€ N exist-
ieren dann ¢ €3¢/, s € RN’ mit T
so=0'r, woraus (o5)o={(00")r
mit 08" € R und oo’ € T NR=2T folgt.

(10) Jeder Linksquotientenring Q(N, T) von N stimmt mit dem Links-
quotientenring Q(R', T) von R’ und dariiber hinaus mit allen Linksquotienten-
ringen Q(R', T, T NR =T iiberein, und es gilt

QR TY=0HR,T)oR.
Insbesondere kann also R’ nicht als Quotientenring von R gewonnen werden.

Offensichtlich gilt namlich Q(®’, T)2Q (R, T); es kann aber auch um-
gekehrt jedes Element. ¢’-'r" ¢ Q(R’, T') als Element von Q(R, T) geschrieben
. werden. Ist nidmlich ¢ ¢ ¥, so erst recht ¢ € T’, und es gilt
o =10 (0" ) = (00) (o1

14) st o ein beliebiger Ring, m eine Halbgruppe reguldrer Elemente aus o, so be-
zeichne Q. (o, m) einen Oberring von v mit Einselement, in dem jedes a € m invertierbar ist
und dessen Elemente in der Form a-la mit a« €m, a€o geschrieben werden konnen.
Nach 2] existiert ein solcher Linksquotientenring T.(o, m) genau dann, wenn zu je zwei
Elementen a€m, a€o zwei Elemente o€m, s€o existieren, die sa=—oa erfiillen
(im folgenden werden wir solche Halbgruppen m kurz ,geeignet” nennen); (o, m) ist dann
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

15) Fiir den Rest das Paragraphen bezeichnen g, ¢', 6, 6’ ausnahmsweise keine ganzen

o

Zahlen, sondern Elemente aus geeigneten Halbgruppen ¥ von R bzw. T’ von H'.
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mit 00" €TNR=CT, or' €R. Der Rest der Behauptung ergibt sich einfach
daraus, daB kein regulidres Element o von R in 9’ invertierbar ist, denn aus
(ye+ryo=ce folgte ja yo+ro=—ecR.

Bildet insbesondere die Gesamtheit aller reguldren Elemente von R eine
geeignete Halbgruppe, so lehren unsere Uberlegungen die Ubereinstimmung
der maximalen Linksquotientenringe von ® und ®’, im nuilteilerfreien Falle
also der Linksquotientenkorper.

§4

Wir wenden uns nunmehr einigen Aussagen iiber die Ideale in einem
Ring R ohne Einselement zu, wobei wir insbesondere auf Zusammenhinge
mit Eigenschaften der Ideale in einem (festen, aber zundchst beliebigen) Eins-
elementoberring ©=R"/(e—a) von R abzielen. Dabei gelten die hier fiir
Linksideale formulierten Uberlegungen ebenso fiir zweiseitige Ideale.

Zunichst bestimmt jedes Linksideal €< (0) von &€ ein Verengungsideal
[=8nR von R, wihrend umgekehrt fiir jedes Linksideal [ von R stets S[=I(
gilt. Insbesondere ist eine Basis von [ als Ideal von %R zugleich eine Basis
von [ als Ideal von © und umgekehrt®).

Als nédchstes untersuchen wir alle Linksideale von © mit dem gleichen
Verengungsideal [. Ist €5 ein solches Ideal und 4 die kleinste positive
ganze Zahl, die in den Elementen ye-r€ &, etwain le--r, € €, auftritt, so gilt:

*) g="TI(ke+r)+1.

Fiir jedes ye+4r€ & ist ndmlich die Zahl v ersichtlich ein Vielfaches <4
ven 4 (fiir e =2 beachte man 4|e), und unsere Behauptung folgt aus

(re+r)—r(@et+r)y=r—cr,€nR=1.
Jedes Oberideal € von [ mit €n:M =1 ist also durch die nichtnegative ganze

Zahl 2V) und die durch r, bestimmte Restklasse von % nach [ gekennzeich-
net. Die Gesamtheit seiner Elemente kann in der Form

vel fir «¢=0

{rie+x,} mit g §, X, € 'f/'o—i;[

O=sv<s fir e=2
angegeben werden, wobei x, jeweils alle Elemente der von +r, bestimmten .

Restklasse modulo [ durchlduft. Diese Uberlegungen fiihren uns zu dem
Hilfssatz:

18) Allgemein kann man die Ideale von N als &-Moduln bzw. einheitlich als R*-
Moduln auffassen.
17y Offenbar ist =0 gleichwertig mit @=[.
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(11) Sind & und , zwei Linksideale von € mit den Verengungsidealen
{, und , und den zugehirigen ganzen Zahlen i, und 1,, so folgt aus &,2%,

stets (D0, und W),
wobei genau fiir |, =1, und A, =121, =1 sogar &, =¥, gilt.

Es ist alles unmittelbar ersichtlich bis auf die letzte Behauptung. Zu

ihrem Beweis verwenden wir die eben angegebenen Darstellungen

' (= {rie+x} 2{ode+yt =8
mit x, € tr,+1 und entsprechend y, € 6s,-+(. Nun mufi fiir jedes o das
Element ole+ os, gleich einem der Elemente zle4-x, sein, was unter Be-
achtung der eindeutigen Schreibweise der Elemente von & nur fiir t=o0
moglich ist, woraus os, € o7, folgt. Dann gilt aber or,4[=o0s,+41 fiir
jedes o, folglich auch &, =g,. '

Die Aussage (11) bzw. die ihr zu Grunde liegende Beziehung (%) fiir
die Ideale von & ergeben nun eine verhiltnismaBig weitgehende Entsprechung
zwischen den idealtheoretischen GesetzmaBigkeiten in 9 und &. Insbesondere
erhilt man sofort: :

(12) Gilt in N der Oberkettensatz fiir Linksideale, so auch in €, und
umgekehrt.

Auch der eingeschriankte Unterkettensatz giit natiirlich in 3, wenn er
in © erfiillt ist; dagegen ist seine Ubertragung von % auf & iiberhaupt nur
diskutierbar, wenn wir € = R’ = R*/(e—a) nun wirklich als strengen Eins-
elementoberring von R voraussetzen. Ist ndmlich

& DD ---2%5(0)

eine Unterkette, die in & auf das zweiseitige Ideal A zul.’iuft‘s), so entspricht
ihr die Kette der Verengungsideale

[12[22"'2“#(0)

in M, und es ist eben ANR = a=£(0) nach (3) nur dann allgemein gewdhr-
leistet, wenn & strenger Einselementoberring von % ist. Es bleibt die Frage,
ob unendlich viele & D% >-.-- zum gleichen Verengungsideal [ gehoren
konnen. Nach (11) ist das ausgeschlossen, wenn die zugehorigen Zahlen
41,29, ... von vornherein beschrinkt sind, also fir €« =2. Fir «=0, d.h.
fir R*/(0—o0)=R"= T, R)> existieren dagegen stets nichtabbrechende ein-
geschrdankte Unterketten von (sogar zweiseitigen) Idealen, etwa

R24RON'4+RD - 2R +F(0).

18) Der Einheitlichkeit halber bezeichnen wir jetzt auch die zweiseitigen Ideale eines
Einselementoberringes mit groBen Buchstaben.
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‘Trotzdem laft sich ein Erhaltungssatz der eingeschrankten Unterkettenbedingung
fiir strenge Einselementoberringe verhdltnismiBig allgemein aussprechen. Ist
nimlich R'=®R"= R'/(0—o0) strenger Einselementoberring von R, so ist
- z=0, d.h. R ein Ring der Charakteristtk »=0, der nur Annullatoren als
Operatorelemente enthdlt. Die wichtigsten Ringe dieser Art erfiillen aber den,
eingeschriankten Unterkettensatz selbst nicht:

(13) Existiert in einem kommutativen Ring R mit x==0 ein regulires
Element r, so bilden die ldeale '
(2o 4> -2 #(0)
eine nicht abbrechende eingeschrdnkte Unferkette).:
Es geniigt offensichtlich zu zeigen, daf (r*,2%r) stets (r% 4vr) echt
enthdlt. Aus der Annahme der Gleichheit folgte aber
‘ 2'rr=.xlr“—|—71r2+4'5x2r\—l—4z‘~/gr
mit x; € R, . €I, also
2v(1—=2y)r=0r+ynr+4cx)r.
Da r als reguldres Element bei Charakteristik O von unendlicher Ordnung ist,
besagt dies, dal ein (von o verschiedenes) ganzzahliges Vielfaches von r
gleich dem Produkt von r mit einem Ringelement s ist:
yr==str.

Dann wire aber r wegen (y—s)r=o0 und 7=£s Nullteiler in ®'=®R"*, was
nach den Betrachtungen in § 3 ausgeschlossen ist.

Dagegen kann in einem nichtkommutativen Ring ® mit x=0 der ein-
geschrinkte Unterkettensatz durchaus gelten. So hat z. B. der bereits betrach-

tete Ring
PO 00V
m:(PO) nur a:(PO) .

als nichttriviales zweiseitiges ldeal, und es existiert kein Linksideal, welches
a umfafit. Wir konnen also zusammenfassend formulieren:

(14) Der eingeschrinkte Unferkettensatz gilt fiir R und einen strengen
Einselementoberring R von R gleichzeitig, abgesehen von den Fillen:
1. 2=0, R nichtkommutativ;
. 2. #==0, R kommutativ, aber jedes Element von R ist Nullteiler.

In diesen Fillen gilt der eingeschrinkte Unterkettensatz (wie stets bei x=—0)
fiir W=R" nicht, obwohl er fiir R -erfiillt sein kann.

1) Positiv gewendet bedeutet dies z.B.: Jeder Unterring eines algebraischen Zahl-
korpers enthilt (von O verschiedene) ganze rationale Zahlen.
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Wie bereits in der Einleitung erwihnt, ergibt sich hieraus und aus den
Uberlegungen in §3 sofort, daf der Grerische Ubertragungssatz der ein-
geschrankten Unterkettenbedingung- auf Oberringe von R, deren Quotienten-
korper endlich algebraisch tiber dem von R sind, auch ohne die Voraus-
'setzung der Existenz von Einselementen ausgesprochen werden kann.

Wir wollen diese Uberlegungen noch mit einigen Bemerkungen iiber
Restklassenringe $R/a von R abrunden. Zunidchst ist klar, dabB fiir jeden Eins-
elementoberring € von R der Restklassenring &/a Einselementoberring von
R/a ist. Doch brauchen sich dabei keine Eigenschaften von & beziiglich 3
wie ,minimal“ oder ,streng“ auf &/a beziiglich %t/a zu iibertragen. Nun folgt
aber aus (11), daB es unter allen Idealen % von €, die a als Verengungs-
ideal haben, stets ein maximales gibt, etwa 9(.- Man kann also von S/a zu &/
iibergehen, und erhdlt so in der Tat einen strengen und damit minimalen
Einselementoberring von R/a.

Ubrigens ist das Bild @ eines «-Elementes a von 9t auch wieder «-
Element von 9i/a, doch brauchen nicht alle Operatorelemente von Ji/a Bilder _
von Operatorelementen von 9N zu sein. :
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