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Uber die Gleichheif der Polynomfunktionen auf Ringen
Von J. ACZEL in Debrecen

Herrn Professor Ladislaus R édei zum 60. Geburtstag gewidmet

1

Bei der Bestimmung jener Polynome zweier Veranderlichen, die als Ope-
rationen betrachtet assoziativ sind (siehe z.B. [1]), macht man-einzig von der
Tatsache Gebrauch, daB zwei Polynome (dann und) nur dann gleich sind,
wenn alle Koeffizienten uberemstlmmen oder — was auf dasselbe hinaus-
geht — aus

1) ax*+a x4 o da x4 a,=0
notwendigerweise
(2) Qo=0a =-+-=@Qp1=20, =0

folgt. Dies nennen wir das Koeffizientenvergleichungsprinzip. Hier werden die
Polynome als Funktionen aufgefaBt, diese Betrachtungen gehoren also zu dem
von L. REDEI und T. SzeLE [2] angegriffenen Problemkreis, wo- solche Funk-
‘tionen mit Anfiihrungszeichen *,,Polynome” genannt werden. In [1] werden
reelle (komplexe) Polynome betrachtet. Ich warf die Frage auf, in welchen
Ringen diese Betrachtungen giiltig bleiben, in welchen Ringen also das oben
erwdhnte Prinzip seine Giiltigkeit behilt (es seien auBer der Verdnderlichen
etwa auch die” Koeffizienten Ringelemente). Es war eine Uberraschung fiir
mich, als ich (u.a. von Prof L. REDEI) horte, dall  diese als natiirlich
erscheinende Frage anscheinend noch nicht untersucht wurde.

So wage ich hier einen einfachen Satz zu beweisen, der eine hinrei-
chende Bedingung fiir einen Ring angibt, damit in diesem Ring das Koeffizi-
entenvergleichungsprinzip gelte. Die Frage beziiglich einer notwendigen und
hinreichenden§Bedingung werfe ich auch auf.

Die iiblichen Schritte (Einsetzen von x=0 um a,=0 zu konstatieren,
dann Dividieren durch x oder Derivieren, wieder x =0 zu setzen usw.), mit
denen man im Reellen oder Komplexen aus (1) auf (2) folgert, sind in all-
gemeinen Ringen nicht oder nur unter sehr einschrinkenden Bedingungen
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durchfiihrbar.’) Wir werden einen anderen Kunstgﬁff, den der Differenzen-.
bildung anwenden und beweisen hiermit den folgenden

Satz. Das Koeffizientenvergleichungsprinzip ist in jedem Ring mit
Einselement giiltig, dessen additive Gruppe torsionsfrei ist.

Beweis. Offenbar geniigt es zu beweisen, dafl in solchen Ringen aus
(1) das Bestehen von a,=0 (bei jedem n) folgt, denn danach folgt auch aus
ax '+ ... 4a,1x+a,=0 das Bestehen von al——O usw. Weiter gentigt es
aus (1) eine Formel der Gestalt

(3) naox"_] + P”_fg == O

zu folgern, wo P,.. ein Polynom hochstens (n—2)-ten Grades ist, da hieraus
durch wiederholte Anwendung n!aq,=0, also wegen der Tonsmnsfrelhelt
. a,=0 folgt.

Um (3) zu beweisen, setzen wir in (1) x--e statt x ein, wo e das
Einselement ist, dessen Existenz vorausgesetzt wurde. Da e mit jedem Ring-
element vertauschbar ist, erhalten wir

ao(x-+e) +ai(x+e) " + o 4 a,=aox" + naox"" 4 Qu-s + X" + R 0=0,

w0 Q,-2 und R,-» Polynome hochstens (n—2)-ten Grades sind. Wenn wir
hieraus (1) subtrahieren, erhalten wir einen Ausdruck der Gestalt (3), womit
der Beweis beendet ist.

Bemerkungen. Falls (2) aus (1) nicht fiir alle n, sondern nur fiir alle
n =N, folgen soll, so geniigt es vorauszusetzen, dal N! kein Mehrfaches der
(additiven) Ordnung des gegebenen Ringes mit Einselement ist (d. h. N'a=0
fiir kein Ringelement a==0 bestehe). Dann konnen nimlich auch (N—1)!,
(N—2)!,...,2! keine Mehrfache der Ordnung sein. — Unter den Voraus-

1) Ein.weiteres Verfahren wire das Einsetzen von n 4 1 verschiedenen Werten fiir
x, womit man ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir q,, a,, ..., a, erhielte, dessen
Koeffizientenschema eine Vandermondeschen Matrix ist. Nun besteht aber vor der Bildung
der Vandermondeschen Determinante, die dann nicht-verschwindend sein miifite, ein Hin-
dernis, falls der Ring nicht kommutativ ist. — Nach Abschluff dieser Note hat L. Fucus
meine Aufmerksamkeit gefilligst darauf aufgerufen, daB dieser Gedankengang doch durch-
fiirbar ist, falls wir r;x ({=0, 1,..., n) fiir x einsetzen, wo die r, ganze rationale Zahlen
sind, deren Potenzen also mit allen Ringelementen vertauschbar sind, insbesondere mit den
Koeffizienten und mit der Veridnderlichen und natiirlich auch miteinander. Also erhalten wir
ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir a,x», a,x#-1,..., a,_,x, a, aus dessen Koef-
fizientenschema jetzt die Vandermondesche Determinante ohne Schwierigkeit gebildet wer-
den’ kann, die, falls die r; alle verschieden sind, nichtverschwindend ist. Deshalb ist
a xvk=0, (k==1,..., n). Wenn es wenigstens einen Nicht-Nullteiler im Ringe gibt, so
folgt a, =0, (k=0,1,..., n).
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setzungen unseres Satzes scheint die der Existenz eines Einselementes nicht
wesentlich, dagegen die der Torsionsfreiheit wesentlich zu sein.?)

Ich bin den Herren Prof. BELA Sz.-NAGY und M. Hosszu fur wertvolle
Anregungen zum Dank verpfhchtet
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2) Beziiglich der Entbehrlichkeit des Einselementes s. ') und die nachstehende Note
von M. Hosszu. — Beziiglich der Wesentlichkeit der Torsionsfreiheit kann erwihnt werden,
dal es zu jeder (additiven) Ordnung Ringe dieser Ordnung gibt, in denen das Koeffizienten-
vergleichungsprinzip nicht giiltig ist. Herr Z. Papp hat bemerkt, daB sogar jeder endliche
kommutative Ring (mit Einselement) ein solches Beispiel liefert: sind ndmlich 0, ¢, ¢5,...,¢,_;
die Elemente des Ringes, so ist x(x-+¢;)...(x ¢, )=x"+-+ -+ ¢ C...c,_; X ein Poly-
nom das fiir jedes Ring element identisch verschwindet, ohne daB alle Koefﬁzlenten gleich
0 wiren. (Es gibt ndmlich fiir jedes x =¢, ein ¢; derart, daB ¢, + ¢;=0 gilt. Deshalb ver-
schwmdet unser Polynom, welches offenbar auch bei x_O gleich O ist, fur jedes x=¢,,
k=1,2,. s n—1)




