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Elne Verallgememerung eines Satzes von M. Deuring.

Von ANDRZEJ MOSTOWSKI in Warszawa _

: Es sei K ein Korper, L eine endliche normale Erweiterung von K,
G(L/K) die Galois-Gruppe von L nach K, R(L/K) der Gruppenring von
G(L/K) mit K als Koeffizientenbereich. Es ist wohlbekannt, dafl L und R(L/K)
(aufgefabt als K-Moduln mit G als Operatorenbereich) miteinander operator-
isomorph sind.") Dieser Satz wird hier auf den Fall einer unendlichen.algebra-
“ischen Erwelterung von K verallgemeinert, allerdings unter der einschrinkenden
" Voraussetzung, - daB -die Charakteristik von K Null ist. Der Beweis, der hier
© gegeben ist, funktioniert auch unter einer schwicheren Voraussetzung, daf fiir
jeden endlichen Zwischenkorper M (K< M < L) der Grad (M/K) von M iiber
K prim zur Charakteristik von K ist. Es ist sehr wahrscheinlich, daff der
Satz auch im allgememen Fall gnlt doch konnte ich mcht entschexden ob es
dem wirklich so ist. -

- 1. Wir bewelsen zunédchst ein Lemma, das s1ch auf den Fall einer
endlichen normalen Erweiterung F/K bezieht. Es seien M,, M, .., M, end-
liche normale. Erweiterungen von K (KcM;,cF fir j=1,2,...,5). Wir
bezeichnen mit gnechxschen Buchstaben die Elemente des nges R(F/K)
und setzen : .

1 ¢ N
) 0{:8'—‘ i‘, — 1 2
(F/M]) §eg/v) o i d .
wo ¢ das Einselement von G(F/K) ist. Die Elemente oj und of (j———l 2,..,8) .

sind beide idempotent und gehdren dem Zentrum von R(F/K) an.

Ein Element b, ¢ F wird normal (oder genauer normal in F/K) genannt,
falls -es samt seiner Konjugierten eine Normalbasis von F iiber K bildet. Fiir
ein normales b, gelten offenbar die folgenden Aquivalenzen;

@Gy - eb e M) <> [ojea=1c], : .
(1.2 [(cbo ist normal in F/K]<=>[Ee=0 >E~0 fiir jedes EeR(F/K)]
' Wenn gje=« und b, normal in F/K ist, so gilt ferner

(1.3) [eeb, ist normal in MJ/K] <> [fe=0=>E0; == 0 fiir ]edes 3 € R(F/K)]

1) M. Deuring, Galoissche Theorie und Darstellungstheorie, Math Annalen, 107
(1932), 140-—144.
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Denn bedeutet & den Automorphismus von M;, der auf M; mit & iiberein-
stimmt, so stimmt R(M;/K) mit der Menge aller & fiir &€ R(F/K) iiberein.
Folglich haben wir [c ist normal in Mj/K] <==> [Ec=0=>E=0 fiir
jedes &€ R(F/K)]. Da nun Ec=Ec fiir c € My, Eby=0 <=>Ec =0 und
E—0<=>£0,=0, so folgt (1. 3) aus der zuvor gegebenen Aquivalenz durch
Substitution ¢= «b,.

Ein Element aeR(F/K) nennen wir eine gememsame Erwelterung von
Elementen ¢, ..., «;, falls ’

(1. 4) ga=q; fir j=1,2,.
Wenn es eine solche gemeinsame Erwelterung glbt S0 gllt offenba1 '
(1.5) o =q;, O;¢;=0.¢; fir l=k<j=s -
Wir beweisen nun die Umkehrung: gelten die Glelchungen (1 5) SO
ist das Element }
(1. 6) (z:ccl+0{cca+0{(f-§a3—{— —}—(I’loé----(Zé.lczs—{—o{---(i;(‘) (o beliebig)
- eine gememsame Erweiterung von «,, ..., @,. '

Zum Beweis zeigen wir zunéchst, daﬁ es fur Osk<j= s ein Element
uj € R(FIK) gibt, so daf :
(17) ) C’:€{1+01(£7+ +01 ()'/(C/—{—O']l/;\}

* Fiir k=/—1 geniigt es namlich _
Ui, =01 051 (Gt F O a0 - Ofa 0L s+ Oy 0%0)

zu setzen. Gilt (1.7) fiir ein £ (0<k <)), so setzen wir w.y, =+
+ 01+ --0j-1e: und erhalten nach leichter Rechnung die Formel (1. 7) fiir die
Zahl k—1. (1.7) gilt also allgemein. Nun setzen wir in (1.7) k=0 und
erhalten ¢ = «;+ vy, woraus nach (1.5) ;¢ = 0;¢;=«; folgt. Also ist «
eine gemeinsame Erweiterung von «, ..., «.. :

Wir kénnen nun das Hauptlemma dieses Paragraphen formulieren:

(1.8). Ist b; ein normales Element von F/K und sind «, by, ..., e b,
~normale Elemente von M,/K, ..., M/K, fiir welche die Formeln (l 5) gelz‘en
so gibt es eine gemeinsame Erwezterung « der Elemente «,, ..., s, so da3

b, ein normales Element von F/K ist.

Beweis. Wir setzen o=+ in (1.6) und erhalten eine gemeinsame
. Erweiterung « der Elemente «,, ..., «.. Um zu zeigen, daf «b, normal in
F|K ist, ‘haben wir nach(1.2) zu zeigen, dafi ¢ = 0=>&==0. Es sei also
E¢=0. Wir multipiizieren diese Gleichung mit o{---0/.,0; und erhalten
Eoi- -0} Ia,a,—O da nach (l 5)

‘ (01 0i1ar) (01~ 071 0) =0

fiir k== 1st Da «;b, normal in M;K ist, so folgt daraus nach (1.3)
£0i---0}.10;==0. Nun multiplizieren wir. die Gleichung £« =0 mit of---0¢ und
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" erhalten Eo1---0;=0. Durch Addition bekommen wir also
E(or + 0102+ -+ 010l 0-F 0l - - o)) =0,
also £=0, da die Summe in Klammern gleich & ist.

. 2. Wir wenden nun das soeben bewiesene Lemma auf eine behebxge
normale algebraische Erweltelung L von K an. Es sei ) die Klasse aller

normalen. Unterkdrper M — L, fiir welche (M/K) endlich ist. Die Buchstaben ‘ .

M,N, P, ... mit oder ohne Indizes bedeuten immer Elemente von R. Wir
setzen S ' :
1 5 E

“(M/M0N) gen(wvn o

Die Operatoren Oyyy  gehoren den . ngen R(M/N) an und ‘haben
folgende Eigenschaften :
2.1 . PcM und be Nc M=> 0\/1)(b)~m,,p(b)
(2.2) b€ M>DNDP=> gy oy (b) = 0sp (b).

Eine Funktion 1', die jedem M aus )i ein in M/K normales Element 1 1[-'
zuordnet, nennen wir eine konsistente Auswahlfunktion, wenn

(2 3) ’ FMQN = OJ[/"\"(.FJ.[) fur M, NE :)1‘

Lemma (2.4). Es gibt eine konsisterite Auswahlfunktion.

o 11/ N

"Beweis. Eine Klasse 9, 9% nennen wir voll, wenn Nc M€ R,=>
N¢N,. Eine auf 9, erklirte Funktion I, die jedem MeN, ein in M’K'“
normales Element zuordnet und aufierdem die Bedingung (2.3) fiir M, N € R,
erfiillt, nennen wir eine konsistente Auswahlfunktion. aus ,. Um (2.4) zu
beweisen, geniigt es (nach dem Lemma von Zorn) zu zeigen, daB, falls 9,
" voll ist -und M, € R—9N,, jede konsistente Auswahlfunktioh aus N, sich auf
die kleinste %, und M, enthaltende volle Klasse erweitern 14Bt.

Es sei also 7" eine konsistente . Auswahlfunktion aus 9; und b, em'

normales Element von My/K: Wir bezeichnen mit M,, ..., M, Unterkorper von - -

M;, die zu N, gehoren, und mit My, ..., My, die tibrigen Unterkorper von
M,. In R(M/K) gibt es Elemente «,, ..., ¢, so daB «; bO—FV flir
j=1,2,...,s. Wir setzen zur Abkiirzung ;== 0urr, und erhalten aus (2 1)
und (2.3) die Gleichungen !

.o, by == (7]1 M, = 0'11,/1[ (/ 1[,) = r‘ll N 11,

Durch Vertauschung von k& und j erhalten. wir daraus die Gleichung
O tjbo= Iy Folglich gelten die Gleichungen (1.5), was nach (1.8)
beweist, dafy es eine gemeinsame Erweiterung ¢ von «,, ..., «; gibt; die zu
R(M/K) gehort und der Bedmgung gentigt, daf} (fbo normal in MO/K ist.
Wir setzen nun

F*uo Cébo, ]“1,

s+l

0)[0,/41['%,1 (lvjrﬂ) flir =1, 2, R §
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und erhaiten somit eine Funktion, die auf der kleinsten $i, und M, enthal-
- tenden vollen Klasse N, erklart ist und jedem M€ N, ein in M/K normales
Element zuordnet. '

Wir wollen ]etzt zeigen, daB die erweiterte Funktnon I'y die Gleichung
{2.3) fiir M, N¢ R, erfiillt. Da dies laut Voraussetzung fiir M, N ¢ 9, -gilt,
geniigt es folgende drei Fille zu betrachten : '

Fall 1 M—=My, NETo (h=1,2, ..., Da oy

liefert die Definition von Iy,

wz —O-Vsi-:/"eﬁn‘v’ ‘
'(2- 5) » ' UM/N(F_ M) =0 /Mg, NN U;\IU/J{_S+,,(F )IU);
also nach (2.2) v

_ 0)1,/.-\.'(11 n) = Oaryfatg,, N ~(I" MO)- _
Nun ist aber My NN ein Unterkorper von N, also ein Element von 9%, das

in M0 enthalten ist. Es glbt also ein j=s, fiir welches M:LhnN M;. Wir
-erhalten also

O‘M/g\'(ry) == 01110/3[].(11110) = (T_j(FMO) =0 b(, : ajbo = F)[j = Fﬂ[n N
Fall 1L MR, N=Mu (h=1,2,...,8. Da Oux= Ouurizx—

= OMry,, (I ‘und da’ My nMcER, ist, so erhalten wir aus der Voraus—
setzung, daf (2. 3) fir M, N¢ 9, gllt die Formel

- OM/) ()= Gﬂllﬂlerh (') == Oty N M(F )y =1 NI, A= Iyp Mgy == I N- o

Fall 11l M=Mu, N=M.; (h,j=1,2,..., 8. In diesem Fall gilt
die Formel (2. 5) mit N==M,;; und wir erhalten nach (2.2)

OxjN (r M) = 0110/ Moy N, (F 1[0)

s+j

Falls nun’ MH;LnMHeﬂlO, so haben wir Mq+nnMs+J—M, fiir ein k<s N

_und folghch

= Iyn~-

O, H/A‘(F u) = Ory/m,, (raro) =0opab, = arby=1T, iy, == =1 "s NPT

" Falls Mgu.nM,; non e%o, SO glbt es ein 1<t so daf '.Ms+7;nMs+j:
= M, und folglich :

Oaix (L 'y) = Oiig, ;i(r ) = F Moy

Dies schlieft ab den Beweis von (2.4).

=1y +hﬂM rMﬂ\

s~L]

3. Es sei wie zuvor L. eine normale algebraische Erweiterung von K.
Wir bezeichnen ‘mit G(L/K) die Galois- Gruppe von L nach K, betrachtet als
eine topologische Gruppe. Wir fiihren in K die diskrete Topologie ein und
“bezeichnen mit M den K-Modul bestehend aus allen stetigen Funktionen,
" die G(L/K) in K abbilden. Fiir jedes f¢ M gibt es also einen Korper M € R,
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'so dab fiir beliebige y,, 7 € G(L/K) .
@y AlIM=y:| M=> f(7)) = f(72).»)
"~ Wir bezeichnen weiter mit D die Darstellung von G(L /K) in o deﬁmert
durch die Formel '
. [Df =gl <= >[g(s)—f(7 §) fur jedes &€ G(L/ K)]
" und mit 4 die Darstellung von' G(L/K) in L definiert durch die Gleichung
dy,(a)==7y(a) fiir jedes aeL ‘

~Satz 3. 2) Die Darstellungen D und A .sznd aqtuvalent

Beweis. Es sei fe M. Wir wahlen einen Korper M¢ R fur'welchen
3. 1) gilt. Jeden Automorphismus v € G(M/K) erweitern wir beliebig zu
~ einem Automorphxsmus 7€ G(L/K) und setzen

G(M/K)
wo [” eine beliebige aber ein fiir allemal fest gewahlte konsistente Auswahl-
funktion bedeutet. Nach (3. 1) 1st T(f) von der Art, wie y zu ¥ erweitert wurde
~unabhangig.- :
. Wir zeigen jetzt, daf T(f) auch von M unabhingig ist. Nehmen wir -
zu diesem Zweck an, dafi M, ein anderer Korper ist, der (3.1) erfiillt und
bezeichnen mit N das Kompositum’von ‘M und M,. Ferner setzen wir

und zerlegen. G(N/K) in Nebenklassen.nach der Gruppe G(N/M):
G(N/K)-— U tG(N/M)

, Fassen wir in- (3 3) alle Gheder zusammen, fiir die o€ EG(N/M) mit
einem festen §¢/ gllt so erhalten wir -

T =0y s HE@Eo Ty -

E€ET 0e&v)
Wegen (3.1) und MCN gilt fEw) =71 fur gel und w€ G(N/M)
Also kommt

AT'(f)=(Tl/K—)§f(§)E(QEZ o) =

» GOND : o v‘
— Ry VO (I Eonin (1] = @ TRy 2 2 FOEWn).

?) Das Symbol y|M bezeichnet die auf M beschrinkte Funktion v, d. h. eine Funk-
tion, die auf M mit » iibereinstimmt und auBerhalb von M nicht ‘definiert ist.

A4
'
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Jedes 7 € G(M/K) 14aBt sich zu einem und nur einem £€/ erweitern
und- sowohl f(§) als auch &§(/"y) hdngen nur von §|M ab.. Aus der zuletzt
gegebenen Gleichung folgt also 7(f) = T'(f). In dieser Gleichung kann man
nun M diberall durch M, ersetzen und kommt so zu der gewiinschten Unab-
“hangigkeit von 7(f) von M. '

Jedes b€ M hat die Gestalt - (M/K) yeu\;‘m) ayy(l's), wo ay € K. . Setzt
man f(E)=a§[M, so erhilt man eine Funktion, die auf G(L/K) definiert ist
und die Formeln (3.1) sowie auch T(f)—= b erfiillt. Also bildet 7" den Modul
Wt auf ganz L linear ab und diese Abbildung ist eineindeutig, da aus 7(f)=0
folgt f(7)=0 fiir v¢ G(M/K), also wegen (3.1) f=0. Um den Satz zu
beweisen, brauchen wir also noch die Gleichung. 7D =4T zu beweisen.-

‘Es sei also fe M, £€ G(L/K) und es sei M ein Korper; der (3.1) fiir
die Funktion f erfiillt. M erfiillt dann'(3 1) auch fiir die Funktion D:f, da
aus 7, | M — y,| M offenbar (£ ") M = (& y;)lM und folglich f(s 1,) =FE ),
d. h. D¢ f(71) == D f(y) folgt. Also ist

o 1 _ S

€6GM/E)

- 1 S -1 2N 1 " ( ST «--1—';~1 ) -
_ FE"' DA = ———c & & y)e (-

IR et & D7D = Gy 5|/ € E U0,
_ wo § =E|M gesetzt ist. Bezeichnen wir mxt J das Element &'y, so lauft 0
zusammen mit y iber ganz G(M/K) ‘Da &% eine- Erweiterung von ¢ auf
.G(L/K) ist, konnen wir &'7 =0 setzen. Auf diese Weise erhalten wir

Vrmm—aNﬁ—4wnwzbw

4. Der Modul 9 kann in einen ng umgewandelt werden, mdem man
den Mittelwert von f als :

@n - S(h= &ﬁ)(wm%%mﬂ%
definiert und die Multiplikation fx g —#h durch die Formel
(4.2) =8O gE @)

erklart. M bedeutet dabel einen Korper, der die Bedmgung (3 1) fur die
Funktion f erfiillt. Man" zeigt leicht (ahnlich wie im § 3), daB (4. 1) von der
Wahl von .M nicht abhéngt. Der von DEURING®) festgestellte Zusammenhang
zwischen den Korpern L'.mit K< L"c L-und’ rechtsseitigen Idealen von Mt
besteht auch im . unendlichen Fall.-Denn ist L’ ein Zwischenkorper, so setzen
- wir o - ,
B = Menge aller f€M, fiir welche 3 € G (L/L")=> D,f=.

3) M. Deuring, a. a. O., Satz 2, S. 142,
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-B ist ﬁatﬁrlich ein Modul. Die ldealeigenschaﬁ von P ergibt sich wie
folgt: Ist fe B, g€ M, y € G(L/L") und h==fX g, so haben wir nach (4.1) .
und (4.2) : -

Dyh(@) =1 )= SefQLE" 7 V=S, 1G7 e )=
Sy f() g (’) = h(a), :

wobei wir die Gleichungen Sf(g)—S JSER) und D, f=f benutzt haben.:
. B ist gleich der Menge aller f fiir welche 7(f).€L’, denn -

(4-3) [T L)<= [y e GU/L) = yT()=TN <= .
br € GIL/L)=> TDy ()= T(N <=>[r € GL/L)=> Dy(f)=fl <=>fe¥%-

Auf diese Weise ist jedem Zwischenkorper ein Rechtsideal eineindeutig
* zugeordnet. Ist-umgekehrt 8 ein Rechtsideal, so bezeichnen wir mit G die
Gruppe der y, fir welche f¢€$=>D,(f)=/f. Diese Gruppe ist im Raume
G(L/K) abgeschlossen. Denn ist D, f(&)==f(&), d:h. f(71&)==f(&), und
erfiillt M die Bedingung (3.1),.so folgt aus y|M=y,|M, da f(y'&)=
= f(y;'&) also Dy, f==f. Die Gruppe G bestimmt also einen Korper L', fiir
welchen die Formel G(L/L)==G gilt. Aus (4.3) folgt nun, ‘daB P das durch-
T vermittelte Bild von L’ ist.

Wir bemerken zum Schluf, daB, genau so wie im endlichen Fall*) die”
Darstellung D beschrankt auf 9 (d.i. die. Darstellung D|$) &dquivalent der.
durch die identische Darstellung -von G(L/L’) induzierten Darstellung. von- -
G(L/K) ist. Der Beweis folgt sofort aus der Definition der induzierten
Darstellung. *) B : : : :

(Eingengangen am 19. Juni 1955)

‘4)' M. Devring, a. a. O., Satz 2 S. 142
_ - 3) Vgl G. W. Mackey, On induced representatxons of aroups, American journal of
Math., 73 (1951), 576. .



