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Uber ein spez1elles Rédeisches schiefes Produkt
in der Gruppentheorie.

Von F. RUHS in Roslock.

1. In einer groBen Arbeit ([1]) zeigi REDEI, welche Rolle das- schiefe
Produkt in der Gruppentheorie spielt und behandelt insbesondére ausfiihrlich
das Schreiersche schiefe Produkt G 1 I" und das Zappa—Szép-Produkt G= T,
definiert durch die Multiplikationsgesetze .(vgl. auch [3]) -
G:1I': . (a, @) (b, B)=(ab, a’«®p) - -
und ’ _ ' - :
G21I": (a, @) (b, )= (ab®, &’ B),

Zugleich sagt REDEI, dafi es wiinschenswert sei, einen Vorrat an schiefen.
Produkten zu haben, mit deren Hilfe moglichst viele Gruppen mit befriedi-

gender Einfachheit dargestellt werden konnen. So haben insbesondere auch L

REDEI und A. STOHR folgendes Produkt untersucht ([2]):

GeTI: (a, @) (b, 8) = (aPb, «*B)..

Dabei zelgt sich, .daff die Gruppen G2 I” eine echte. Tellmenge der Gruppen

G2 I bilden. Vergleicht man den Bau der Multiplikationsgesetze, so ist- G2 I"
" symmetrischer als G2 I". Wir zeigen, daf% eine nochmalige Symmetrisierung’

die Gruppenbildungen noch weiter einengt, indem wir das in ({1]) unerledigt
- gelassene. schiefe Produkt

M - Gea: (@, ) (b, )= (a°b%, 8"
untersuchen. Unser Resultat ist der

Satz. Das schiefe Produkt (1) liefert im wesentlichen') nur das direkte
Produkt der Gruppen G und T, ldBt also im wesentlzchen nur dte triviale
Losung a®*—=a, «* =« 2u.

_ Wir beweisen unseren Satz.auf zwei Arten, einmal indirekt, indem wir
-nachweisen, daf (1) zwei zu G und I" isomorphe Normalteiler besitzt, deren
Durschnitt das Einselement ist (und die miteinander vertauschbar sind), zum
anderen - direkt, indem wir (]) transformieren.

1y D. h. bis auf Transformatxonen II ich verdanke diese scharfe Formuherung ‘des
Satzes ‘Herrn L. Reper. :
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2. Es sei g =G®I erklért durch
Q) (a,0) (b, =©"b","8). - (a,b,d",b"€¢G, 38 ”“EF). -
Ferner seien e und ¢ die Einselemente von G resp I'. Wir zeigen zunichst:

Jede Gruppe G® I ist zu einer solchen Gruppe G@F 1somorph die
‘(6,#) zum Einselement hat.

Bewels Sei II die Permuta’non AT
S - @ (gtan, /“mz) . (&h€G,pmeD);
dann ist - - ' _

II_I | (a a)—»(gah , renh).
Definiert man nach REDEI ([1]) in der Menge  der Paare (a, ) eine’ neue:
.Multiplikation durch _
(@, @) X (b, )= 11(11"" (@, @)-11"' (6, B)).
— 11((gak™, yer)(gbh™, 787))

= 1((gan™ Y (gbh Y ey Gy

= (g (gak” Y (gbh Y e Y™ sy ),
dann entsteht eine zu g isomorphe Gruppe gl Auf der rechten Seite steht (1),

nur dafl statt -afb* dafi ahnlich gebaute Funktionenpadr g~ ‘(gah")”ﬂ” "
(gbh™ )" 'h steht; entspr. fir «’#% Ist nun (u,2) die Einheit von (1), so-
lassen sich g,h€ G, y,n € I" (auf mehrere Art) so bestimmen, dall g-'uh=e,"
v iln=¢ 1st Dann hat g, wegen des lsomorphlsmus g =g, das’ Emselement:
(e, 9. .

Aus (a, «) (e, &) = (aﬁe“, &)= (e, ¢)(q, a) = (e“as,'sffcc");(a, «) folgt nun
2) , et =e"at=aq, @wE—=¢a"—ca
fiir alle a € G und alle « € ['; d. h. es muf} ‘'sein: e* =r fiir alle a¢ G sowie
=0 fiir alle @ ¢ G. Dabei sind rund o feste Elemente aus G- resp. I :
Insbesondere folgt aus

(e, 8) (e, &) ==(r*, 0)) = (e, &):

rP=e, ¢*=¢; d. h. r.und o haben die Ordnung zwei. -

~ Nun sind in (1) die vier Funktionen a®, b%, ", 3 nicht eindeutig be- -
stimmt, sondern lassen sich durch resp. a’u, u™'b® «”4,47' 8" ersetzen; wihlt
man insbesondere u==r, A =¢, so wird e*=r durch r*=e¢ und &* =9 durch.
o*=g¢ ersetzt. Wir konnen uns also auf den Fall beschrinken, dal
@1y . : e*=e, &=z -
fiir alle a € G, « € I’ ist. Dann liefert (2) ferner fiir alle .a’¢ G €l
3.2) o af=qa, «"=c
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Die Assoziativitit bedeutet nach (1) das .Bestehen der Gleichungen
(4) ’ (aﬁba )‘ycab_s" _ aﬂcyb (bycﬂ )a’ (abﬂq)c _/aﬁb“ _ am/ cﬂ(ﬂc ;,b)u'

Wegen der vollkommenen Symmetrie der'Form'eIn werden wir in Zukunft nur
die den Elementen aus G entsprechende ableiten. (4) ergibt fir a=c=e
unter Benutzung von (3), sowie fir a=b==e und b statt ¢ geschrieben:

(5) ‘ (ba)y —_ (b‘Y)" — bﬂy — bya, (,3")’: _ (‘3':)« _ ﬂnc — ﬂcu' .
Fir «e=vy=¢ und b=-¢ liefert (4)
{6) . . & =d*d, o '/b‘i‘ = y

Hieraus und aus (4) folgt nun fir c—e, ¢« —g—2¢:
%) @by =a"'t"=a"p",  (eB) =B =8

Setzt man ‘schlieBlich in (4): a=e und 8=¢, so erhdlt man' bei Benutzung
von (7):
| b = (B e) = 6™
d. h. .
- S = fir alle v €I
® . .
l ;/“ :;/”. fiir alle CE G'.
Daraus folgt insbesondere

¥ ¥y (e y)" «8nB (ab)-g
’y e

(9) c ;/l’ = Y = C 5 / )

sowie aus der sogleich abzuleitenden Formel (11):

b

: ' S ety by-1 W1 6,1
(10) T = e :c(“_> ,/(b_ ) _:y(a) .

. . _ B
Nach (7) ist (671 b =(b7'6)" =e“—e sowie 6°(b")" = b" (b7)" =
= (bb™')* —e* —e. Es existiert also ein zu b inverses Element:
(l‘2

1 ey =0 @Y =E""
Um das zu (a, «) inverse Element zu bestimmen, setzen wir
T @a)=09nH=0"8.
‘Dann folgt aus a=~0°, ¢ =g’ nach (11) .
= = =0T, =@ =6,
und daraus nach (5): -

b-l _ (a—l)(l_l, »‘13)~1 _ ((‘—l)(l_l’
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und wieder nach (11):

b= a(“'])“_I, B == a(";l)av
(a, «). 1abt sich also eindeutig in zwei Faktoren épalten:
(12) _ (a, .a)____.(a(a—]‘)a»"l, o) (e, [é(a'l)a—l).

Setzt man etwa a@™" " =r, «™* " —o, so bilden die Paare (r,¢) und (e, 0) .
fiir sich Untergruppen von g, die zu G resp. I’ isomorph. sind: Nach (1).ist

namllch

) (r, &) (s, &) ={(rs, s) C (60) (e, 0)=(e 00);
“daraus folgt, daf3. : : .
(r, &) = ("', 8), o) =)

Daher ist nach (12) das zu (a, ) inverse Element:

(13) (@ ey =(e @) (@), o).
Die Darstellung (12) zeigt, dafi jedes Element v¢€gq darstellbar ist durch
=g, §€G, yel. _ _
Um zu zeigen, dall g das direkte Produkt aus G und 1" ist, geniigt
es noch. nachzuweisen, dali die Elemente der beiden Untergruppen G und I’
mxtemander vertauschbar sind. In der Tat ist

(14) | (a,¢) (e, &)= (e, «) (a, e) == (a% «").

Ebenso einfach zeigt man, da G und I’ Normalteiler von g sind. Benutzen
'wir.die obige Darstellung :

@)=, CH (@ =809,

wobei 67 = (@), 57 = ()" ist, so erhalt man wegen (e, 8) {c,£) (¢, ") =

==(c, &): o _ ‘ :

(a, @) (c; &) (@, &) " = (bcb ™', #).

Dasselbe gilt fiir 1. ' ~ '

' Damit ist unser Satz bewiesen. _
Um nun unseren Satz direkt zu beweisen, miissen wir eine passende

Transformation finden. D1e Struktur von (14) legt folgende Permutation nahe:

Es sei

I (a,¢)— (@ <), } ' *

dann ist o : :

, A I (g, @)— (@« ¢,
Dann wird jetzt A
(a, @) X (b, ,9)_11(11 (a,@)- 117" (b, ) = II(a 2 b f”" gy =

“1pb 1a -1,8 e
__(a 4 bﬁ(ﬁ ) “b b: ‘3”(1' ))
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Wir beweisen dies etwa wieder fiir die Elemente aus G. -Wegen (8) kann
man nach dem zweiten Exponenten abbrechen und erhéit nach (9) und (11):
@ oP=) e 1398 -1y bP Yoy _,—_(a"ﬂ” T R s LR

’ o ﬂ—lﬂbbﬁ(ﬂ-l)a

Damit haben’ wir eine zu Gor: 1som0rphe Gruppe g1 gewonnen mit dem
* Multiplikationsgesetz

. -1gb -la -l
am: (a, @) (b ﬁ)=(a" PpfE™" "), A
Das Einselement (e, &) bleibt nach (3.1) bei der Transformation I7 erhalten.,

Beschriankt man sich wieder wie oben auf den Fall daB e*=e, &*=¢, so

~erhdlt man auch (3.2): ¢ =a, ¢*=«c.
Dagegen liefert die Assoziativitat die sehr unbequeme Beznehung

-1,8

1 1ya
(aﬁflﬂ” b.ﬂ(ﬁ‘l)")v‘ e Cv(v‘l)“‘i 8h4867H - ai.‘ # b,

in der

1Y (e Y8 ’ -1,c ~1\b
Z:ﬂrcyf(c), y=b" vcv(v)’

die sich adber fir c=e wegen (3. 1) und (3. 2) sofort auf die Gleichung -

a5 PO BN e e

reduziert. y==5"" liefert schlieflich
~-1gb -1ya
aﬁ B bﬂ(ﬂ ) ab;

die linke Seite ist aber gerade der Ausdruck, der im ' Multiplikationsgesetz
steht. Berufung auf die Symmetrie oder direkte Ausrechnung erglbt fiir den
F—Antell dasselbe som1t ist

© (a, e) (b, ,(?)—(ab ap‘)
und damit G@® I'>q, das d;rekte Produkt der Gruppen G und T
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(Eingegangen am 4. September 1955.) :



